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Einleitung

Gegenstand dieser Masterarbeit ist die Untersuchung einer diskreten Familie von Integraloperato-

ren K(`) : L2(0,∞) → L2(0,∞), ` ∈ N0, deren Kerne (0,∞) × (0,∞) → R, (x, y) 7→ k(`)(x + y),

wie folgt de�niert sind:

k(0)(x) :=
2

π

sin(x)

x
,

k(`)(x) :=
1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

)
dn

dxn

( (
e−|w| p`(|w|)

)
∗
( sin(w)

w

))
(x), (I)

sogar auf ganz R, wobei sin(0)/0 := 1, p`(w) =
`−1∑
j=0

1
2j

(
`+j−1
`−1

)
1

(`−j−1)!w
`−j−1, w ∈ R und ` ∈ N.

Der Operator K(0) ist gleich dem bei Mark Krein [12] und Kostrykin und Makarov [11] untersuch-

ten Hankel-Operator K, der wiederum zurückgeht auf den eindimensionalen Laplace-Operator

−d2/dx2. Betrachtet man ∆D, den Laplace-Operator mit Dirichletschen Randbedingungen auf

(0,∞), und ∆N , den Laplace-Operator mit von Neumannschen Randbegingungen auf (0,∞), so

kann jeweils die Resolvente A0 := (∆D + 1)−1 und A1 := (∆N + 1)−1 im Punkt −1 bestimmt

werden, s.Krein [12], S. 623. Die Operatoren A0 und A1 sind beschränkte Integraloperatoren auf

L2(0,∞), deren Integralkerne gegeben sind durch

a0(x, y) =

sinh(x)e−y, falls x ≤ y,

sinh(y)e−x, falls x ≥ y,

bzw.

a1(x, y) =

cosh(x)e−y, falls x ≤ y,

cosh(y)e−x, falls x ≥ y.

Krein [12] hat auf Seite 623 gezeigt, dass für 0 < µ < 1 die Di�erenz der Spektralmaÿe von A1 und

A0 durch den Integraloperator

Kµ := E(−∞,µ)(A1)− E(−∞,µ)(A0)

auf L2(0,∞) mit Kern kµ(x+ y) gegeben ist, wobei

kµ(x) =
2

π

sin(
√
λ(µ)x)

x
mit λ(µ) =

1

µ
− 1.

Davon ausgehend haben Kostrykin und Makarov [11] das folgende Resultat bewiesen:

0.1 Satz: Für jedes 0 < µ < 1 ist das Spektrum σ(Kµ) = [−1, 1] von Kµ rein absolutstetig. Jeder

Punkt in [−1, 1] besitzt die Multiplizität eins.

Wir skizzieren den Beweis, der im Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird. Man rechnet leicht

nach, dass

k(0)(x) =
2

π

sin(x)

x
=

1

2π

∞∫
−∞

ψ(t)e−itxdt, x ∈ R, (II)
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Einleitung

wobei ψ(t) = 2 · 1[−1,1](t). Daher ist K(0) unitär äquivalent zum Hankel-Operator Sψ auf dem

Hardy-Raum H2(R) mit Symbol ψ. De�niere die Funktion φ auf {z ∈ C : |z| = 1, z 6= −1} durch
φ(z) = ψ

(
i 1−z
1+z

)
. Dann ist der Hankel-Operator Szφ auf dem Hardy-Raum H2 unitär äquivalent

zu Sψ. Indem wir Szφ vermöge Szφ = PJMzφ|H2 auf dem Folgenraum `2+ betrachten1, lässt

sich leicht zeigen, dass Szφ (bis auf konstante Faktoren) unitär äquivalent zur direkten Summe

zweier verallgemeinerter Hilbertscher Matrizen ist, welche jeweils mit Hilfe von Marvin Rosenblums

Ergebnissen aus [20] diagonalisiert werden können. Damit folgt schlieÿlich die Behauptung.

Wie wir in Kapitel vier sehen werden, ist erheblich mehr Arbeit als im Fall (II) erforderlich, um

zu zeigen, dass für die oben de�nierten Funktionen k(`)

k(`)(x) =
1

2π

∞∫
−∞

ψ`(t)e
−itxdt, x ∈ R, ` ∈ N, (III)

gilt, wobei ψ`(t) =
(

1+it
1−it

)`
ψ(t). Danach betrachten wir den Hankel-Operator Sz`+1φ vermöge

Sz`+1φ = PJMz`+1φ

∣∣
H2 auf dem Folgenraum `2+. Um zu zeigen, dass Sz`+1φ (bis auf konstante

Faktoren) unitär äquivalent zur direkten Summe zweier verallgemeinerter Hilbertscher Matrizen

ist, unterscheiden wir die Fälle gerader und ungerader `. Zusammen mit Rosenblums Ergebnissen

aus [20] erhalten wir eines der zentralen Resultate dieser Masterarbeit, das zudem neu ist:

0.2 Satz: Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. De�niere die Funktionen ρp : (0,∞) → (0,∞) und

h : (0,∞)→ (0,∞) für λ > 0 durch

ρp(λ) =
1

2π2
sinh

(
2π
√
λ
) ∣∣∣∣Γ(1

2
− p− i

√
λ

)∣∣∣∣2
bzw.

h(λ) =
π

cosh
(
π
√
λ
) ;

Γ bezeichne die Gammafunktion. Für jedes m ∈ N0 ist

(i) K(2m) unitär äquivalent zu

M (−1)m

π h
⊕M (−1)m+1

π h
auf L2

(
(0,∞); ρ 1

2−m
(λ)dλ

)
⊕ L2

(
(0,∞); ρ− 1

2−m
(λ)dλ

)
.

Das Spektrum σ
(
K(2m)

)
= [−1, 1] von K(2m) ist rein absolutstetig, und jeder Punkt in [−1, 1]

besitzt Multiplizität eins.

(ii) K(2m+1) unitär äquivalent zu

M (−1)m+1

π h
⊕M (−1)m

π h
auf L2

(
(0,∞); ρ− 1

2−m
(λ)dλ

)
⊕ L2

(
(0,∞); ρ− 1

2−m
(λ)dλ

)
.

Das Spektrum σ
(
K(2m+1)

)
= [−1, 1] von K(2m+1) ist rein absolutstetig, und jeder Punkt in

[−1, 1] besitzt Multiplizität eins.

Als weiteres zentrales Ergebnis dieser Arbeit darf der Beweis von (III), s. Lemma 4.2, Satz 4.3 und

Folgerung 4.6, zusammen mit dem Satz 4.17 und der Folgerung 4.18 über die Eigenschaften der

Funktionen k(`) für ` ∈ N betrachtet werden.

0.3 Satz: Es sei ` ∈ N. Dann gilt:

1Dabei bezeichne P die Orthogonalprojektion von L2(S1) auf H2 ⊂ L2(S1), J den Flip-Operator und M den

Multiplikationsoperator, s. Kapitel zwei.
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(i) k(`) ∈ C∞(R) ∩ Lp(R) ∩ L∞(R) für jedes p ∈ (1,∞). Jede Ableitung beliebiger Ordnung von

k(`) ist in C∞(R) ∩ L∞(R). Insbesondere existiert lim
x→0+

k(`)(x) in R.

(ii) k(`) /∈ L1(R).

(iii) k(`) = O(x−1) für |x| → ∞, d. h. lim sup
|x|→∞

|x · k(`)(x)| ≤ C <∞ für eine Konstante C > 0.

(iv) lim
|x|→∞

∣∣x · k(`)(x)− 2
π · sin(x− `π/2)

∣∣ = 0.

Wir können die Darstellung (I) der Funktionen k(`), ` ∈ N, o�ensichtlich umschreiben zu

k(`)(x) =
1

2`

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

)
dn

dxn

( (
e−|w| p`(|w|)

)
∗ k(0)

)
(x), x ∈ R.

Dennoch war nicht zu erwarten, dass die Eigenschaften der Funktionen k(`) aus Satz 0.3 in völliger

Analogie zu denen der elementaren Funktion k(0) stehen würden.

Abschlieÿend möchte ich bemerken, dass es möglich ist, die Funktionen k(`) für ` ∈ N explizit zu

berechnen, d. h. eine Darstellung ohne Faltung oder Integral zu �nden, s. Satz 4.28; zum Ergebnis sei

hier nur erwähnt, dass für die Darstellung der expliziten Formel für k(`) die sogenannte exponentielle

Integralfunktion E1 benötigt wird.
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1 Grundlagen

1.1 Notation

Es seien I eine nichtleere o�ene Teilmenge von R und f, g : I → R zwei Funktionen. Es sei

x0 ∈ I, falls I beschränkt ist, bzw. x0 ∈ I ∪ {−∞}, falls I nach oben beschränkt und nach unten

unbeschränkt ist, bzw. x0 ∈ I ∪ {∞}, falls I nach unten beschränkt und nach oben unbeschränkt

ist, bzw. x0 ∈ I∪{−∞}∪{∞}, falls I nach oben und nach unten unbeschränkt ist. In der folgenden
alphabetisch geordneten Liste wird die Notation für gewisse Räume, Operatoren und Relationen

festgelegt, die in der vorliegenden Arbeit verwendet wird.

1Ω : Die charakteristische Funktion zur Menge Ω; 1Ω(t) =

1, wenn t ∈ Ω

0, wenn t /∈ Ω
.

arg(z) : Der Winkel θ ∈ (−π, π] der komplexen Zahl z; z = |z|eiθ.

Asymptotisch gleich : f ∼ g, x→ x0, falls lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

Betrag einer komplexen Zahl : |z| =
√

Re(z)2 + Im(z)2.

Binomialkoe�zient :

(
n

k

)
=

n!

k! (n− k)!
.

B(R) : Die Sigma-Algebra der Borel-Mengen auf R.

C : Die Menge der komplexen Zahlen.

C− = C \ {z ∈ C : Re(z) ≤ 0, Im(z) = 0}.

C(−) = C \ {z ∈ C : Re(z) ≥ 0, Im(z) = 0}.

C k(I) : Die Menge aller Funktionen auf I, die k −mal stetig di�erenzierbar sind.

C∞(I) : Die Menge aller Funktionen auf I, die beliebig oft di�erenzierbar sind. Ist h ∈ C∞(I),

so schreiben wir h(n) für die n− te Ableitung der Funktion h.

D = {z ∈ C : |z| < 1}.

D(Ω) : Die Menge aller Testfunktionen auf Ω.

D ′(Ω) : Die Menge aller Distributionen auf Ω.

δmn =

1, wenn m = n

0, wenn m 6= n
: Das Kronecker-Delta.

E1 : Die exponentielle Integralfunktion.

Ein : Die komplementäre exponentielle Integralfunktion.

F : Die Fourier-Transformation.

1F1 : Kon�uente hypergeometrische Funktion.
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Kapitel 1: Grundlagen

Fakultät : n! =

n∏
j=1

j.

Faltung : f1 ∗ f2; (f1 ∗ f2)(x) =

∞∫
−∞

f1(x− y)f2(y)dy.

H1 ⊕H2 : Die direkte Summe der Hilberträume H1 und H2.

H2(D), H2, H2(U), H2(R) : Hardy-Räume.

Heaviside : Die Heaviside-Funktion; Heaviside(x) =

1, wenn x ≥ 0

0, wenn x < 0
.

H` = {z ∈ C : Re(z) < 0} : Die linke Halbebene.

Hr = {z ∈ C : Re(z) > 0} : Die rechte Halbebene.

I : H → H, I(x) = x : Der Identitätsoperator.

`2 = {(..., x−2, x−1, x0, x1, x2, ...) : xn ∈ C für alle n ∈ Z,
∑
j∈Z
|xj |2 <∞}.

`2+ = {(x0, x1, x2, ...) : xn ∈ C für alle n ∈ N0,
∑
j∈N0

|xj |2 <∞}.

Ln : Das n− te Laguerre-Polynom.

Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ : Kurzschreibweise für Lp(Ω;Lebesgue-Maÿ).

Lp(Ω;µ), 1 ≤ p <∞ : Die Menge (aller Äquivalenzklassen von) messbaren p− integierbaren

Funktionen auf Ω bzgl. des Maÿes µ.

L∞(Ω;µ) : Die Menge (aller Äquivalenzklassen von) messbaren wesentlich beschränkten

Funktionen auf Ω bzgl. des Maÿes µ.

Mκ,µ, Wκ,µ : Die Whittaker-Funktionen.

N = {1, 2, 3, ...} : Die Menge der natürlichen Zahlen.

N0 = {0, 1, 2, 3, ...} : Die Menge der natürlichen Zahlen mit Null.

− N0 = {0,−1,−2,−3, ...}.

O(f) = g, x→ x0 : lim sup
x→x0

∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣ ≤ konst <∞.

Pochhammer-Symbol : (a)n = Γ(a+ n)/Γ(a); hier bezeichne Γ die Gammafunktion.

R : Die Menge der reellen Zahlen.

R≤0 = {x ∈ R : x ≤ 0}.

R̄ = R ∪ {−∞} ∪ {∞}.

S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

sign(x) = Heaviside(x)−Heaviside(−x) : Das Vorzeichen der reellen Zahl x.

S (R) : Die Menge aller Schwartz-Funktionen auf R.

S ′(R) : Die Menge aller temperierten Distributionen auf R.

σ(T ) : Das Spektrum des Operators T.

spt(f) = {x ∈ I : f(x) 6= 0} : Der Träger der Funktion f.

T1 ⊕ T2 : Der Operator

[
T1 0

0 T2

]
: H1 ⊕H2 → H1 ⊕H2.

Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...} : Die Menge der ganzen Zahlen.
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1.2. Faltung und Fourier-Transformation

1.2 Faltung und Fourier-Transformation

Ist f1 ∈ Lp(R) für ein p ∈ [1,∞] und g1 ∈ L1(R), so de�nieren wir die Faltung von f1 und g1 durch

(f1 ∗ g1)(y) =

∞∫
−∞

f1(y − x)g1(x)dx, y ∈ R.

Ist f2 ∈ L1(R) oder L1(R) ∩ L2(R), so ist die Fourier-Transformierte Ff2 von f2 de�niert durch

(Ff2)(w) =
1√
2π

∞∫
−∞

f2(x)e−ixwdx, w ∈ R.

Es gilt |(Ff2)(w)| ≤ 1√
2π

∞∫
−∞
|f2(x)|dx = 1√

2π
‖f2‖L1(R) < ∞ für jedes reelle w. Wir schreiben

manchmal f̂2 anstelle von Ff2.

1.1 Satz: Ist f1 ∈ Lp(R) für ein p ∈ [1,∞] und g1 ∈ L1(R), so ist die Faltung f1 ∗ g1 von f1 und

g1 fast überall durch das obige Integral de�niert und in Lp(R). Es gilt

‖f1 ∗ g1‖Lp(R) ≤ ‖f1‖Lp(R) ‖g1‖L1(R).

Die Fourier-Transformation auf L1(R) ∩L2(R) kann zu einer unitären Abbildung L2(R)→ L2(R)

fortgesetzt werden, die ebenfalls mit F bezeichnet wird. Sind f2, g2 ∈ L1(R) ∩ L2(R), so gilt

(i) (F {f2 ∗ g2})(w) =
√

2π(Ff2)(w) · (Fg2)(w), w ∈ R,

(ii) (F {f2 · g2})(w) = 1√
2π

((Ff2) ∗ (Fg2)) (w), w ∈ R.

Beweis: Zum Beweis der Behauptungen zur Faltung sei auf Theorem 1.1 und Theorem 1.2 bei

Lang [13], S. 224-225, verwiesen. Die Wohlde�niertheit der Fourier-Transformation auf L2 wird bei

Evans [3], S. 183-184, diskutiert. Dass F : L2(R)→ L2(R) unitär ist, wird bei Evans [3], Theorem

2 (i), S. 184-185, bewiesen. Einen Beweis für (i) �ndet man bei Evans [3], Theorem 2, S. 184-185.

(ii) kann analog zu (i) bewiesen werden, nämlich durch die Anwendung des Satzes von Fubini. �

Es gilt das folgende

1.2 Lemma: Sei f ∈ L1(R) derart, dass für ein ν ∈ N und jedes α ∈ N mit α ≤ ν sogar tαf(t)

über R integrierbar ist. Dann existieren die Ableitungen der Ordnung α von f̂ , und es gilt

f̂ (α) = (−i)αt̂αf, t̂αf = iαf̂ (α).

Beweis: Ein Beweis dieses Lemmas �ndet sich z. B. bei Königsberger [10], S. 329. �

Des Weiteren benötigen wir

1.3 Lemma (Di�erentiationssatz der Faltung): Es sei g ∈ C j(R), j ∈ N0, eine beschränkte

Funktion, deren Ableitungen g(α) für alle α ∈ {0, 1, ..., j} ebenfalls beschränkt sind. Es sei f ∈
L1(R). Dann ist f ∗ g ∈ C j(R), und für jedes α ∈ {0, 1, ..., j} gilt

(f ∗ g)(α) = f ∗ g(α).

Beweis: Der Beweis ist eine iterierte Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz,

siehe z. B. Königsberger [10], S. 319. �
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Kapitel 1: Grundlagen

1.3 Funktionalanalysis

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Darstellungssatz für Sesquilinearformen.

1.4 Satz: Es sei H ein Hilbertraum über K = R oder C mit Skalarpodukt 〈·, ·〉 : H ×H → C und

Norm ‖ · ‖ : H → [0,∞), ‖x‖ =
√
〈x, x〉. 〈·, ·〉 sei antilinear in der zweiten Komponente. Es sei

B[·, ·] : H ×H → C eine Sesquilinearform, die antilinear in der zweiten Komponente ist. B[·, ·] sei
beschränkt, d. h. es existiert eine Konstante M ≥ 0, so dass |B[x, y]| ≤M‖x‖‖y‖ für alle x, y ∈ H.

Dann existiert genau ein beschränkter linearer Operator T : H → H derart, dass

B[x, y] = 〈x, T (y)〉

für alle x, y ∈ H.

Beweis: Wir folgen der Beweisstrategie aus Evans [3], S. 298. Für den Rest des Beweises seiM ≥ 0

eine Konstante, so dass die Sesquilinearform B[·, ·] bzgl. M beschränkt ist. Es sei g ∈ H. Dann

gilt nach Voraussetzung, dass die Linearform B[·, g] : H → C beschränkt ist mit Konstante ‖g‖M .

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert genau ein y ∈ H, das von g abhängt, so dass

B[x, g] = 〈x, y〉 für alle x ∈ H. Die Abbildung g 7→ y bezeichnen wir mit T . Es seien g1, g2 ∈ H
und α ∈ K. Dann ist g := g1 + αg2 ∈ H, und es gilt

〈x, T (g)〉 = B[x, g] = B[x, g1] + ᾱB[x, g2] = 〈x, T (g1)〉+ ᾱ〈x, T (g2)〉 = 〈x, T (g1) + αT (g2)〉

für alle x ∈ H, wobei erneut der Rieszsche Darstellungssatz verwendet wurde. Die Abbildung

T : H → H ist also linear. Um die Beschränktheit von T zu zeigen, sei g ∈ H nicht im Kern von

T , denn für T (g) = 0 wäre |T (g)| = 0 ≤ konst‖g‖ für jede nichtnegative Konstante. Dann folgt aus

der Beschränktheit von B[·, ·] und dem Rieszschen Darstellungssatz, dass

‖T (g)‖2 = 〈T (g), T (g)〉 = B[T (g), g] ≤M‖g‖‖T (g)‖,

und da g nicht im Kern von T ist, sehen wir nach Division durch ‖T (g)‖, dass der Operator T
beschränkt ist mit Konstante M . �

Es folgt eine kurze Zusammenstellung von Resultaten aus der Spektraltheorie für selbstadjungierte

Operatoren, die im Verlauf der vorliegenden Arbeit benötigt werden. Wir folgen gröÿtenteils der

Darstellung und der Notation aus Werner [25], Kapitel VII. Den Raum aller beschränkten Ope-

ratoren H → H bezeichnen wir mit L(H), wobei H ein Hilbertraum sei. Die identische Funktion

t 7→ t bezeichnen wir mit t und die Funktion t 7→ 1 mit 1.

1.5 Satz (Stetiger Funktionalkalkül): Es sei T ein beschränkter selbstadjungierter Operator auf

einem komplexen Hilbertraum H. Dann existiert genau eine Abbildung Φ : C (σ(T ))→ L(H) mit

(i) Φ(t) = T , Φ(1) = I.

(ii) Φ ist ein involuter Algebrenhomomorphismus, d. h.

• Φ ist linear,

• Φ ist multiplikativ: Φ(f · g) = Φ(f) ◦ Φ(g),

• Φ ist involutiv: Φ(f̄) = Φ(f)∗.

(iii) Φ ist stetig.
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1.3. Funktionalanalysis

Φ heiÿt der stetige Funktionalkalkül von T . Ist f ∈ C (σ(t)), so schreiben wir f(T ) anstelle von

Φ(f).

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes sei auf Werner [25], Satz VII.1.3, S. 319-321, verwiesen.

Da σ(T ) eine kompakte Teilmenge von R ist, können wir nach dem Satz von Weierstraÿ jede

stetige Funktion auf σ(T ) gleichmäÿig durch Polynome approximieren. Für ein Polynom p mit

p(t) =
∑n
k=0 akt

k ist p(T ) de�niert durch
∑n
k=0 akT

k. �

Ist Ω eine kompakte Teilmenge von C, so schreiben wir B(Ω) für den Vektorraum der beschränkten

Borel-messbaren Funktionen auf Ω.

1.6 Satz (Messbarer Funktionalkalkül): Es seien H ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt

〈·, ·〉 und T ∈ L(H) selbstadjungiert. Dann gibt es genau eine Abbildung Φ̂ : B(σ(T ))→ L(H) mit:

(i) Φ̂(t) = T , Φ̂(1) = I.

(ii) Φ̂ ist ein involuter Algebrenhomomorphismus.

(iii) Φ̂ ist stetig.

(iv) Sind f1, f2, ... aus B(σ(t)) mit sup
n∈N
‖fn‖L∞(σ(T )) <∞ und lim

n→∞
fn(t) = f(t) für alle t ∈ σ(T ),

so gilt lim
n→∞

〈Φ̂(fn)x, y〉 = 〈Φ̂(f)x, y〉 für alle x, y ∈ H.

Φ̂ heiÿt der messbare Funktionalkalkül von T . Ist f ∈ B(σ(t)), so schreiben wir f(T ) anstelle von

Φ̂(f).

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes s.Werner [25], Satz VII.1.6, S. 324-326. �

1.7 De�nition. Es sei H ein komplexer Hilbertraum. Es sei B(R) die Borelsche Sigma-Algebra

auf R. Eine Abbildung E : B(R) → L(H), Ω 7→ EΩ, heiÿt Spektralmaÿ, falls alle EΩ Orthogonal-

projektionen sind und

(i) E∅ = 0, ER = I.

(ii) für paarweise disjunkte Ω1,Ω2, ... aus B(R) gilt, dass

∞∑
k=1

EΩk(x) = E ∞⋃
k=1

Ωk
(x)

für alle x ∈ H.

Ein Spektralmaÿ E hat kompakten Träger, falls eine kompakte Menge A mit EA = I existiert.

1.8 Satz: Es seien H ein komplexer Hilbertraum und T ∈ L(H) selbstadjungiert, d. h. T ∗ = T .

Dann ist die durch EΩ := 1Ω∩σ(T )(T ) de�nierte Abbildung E : B(R)→ L(H) ein Spektralmaÿ mit

kompaktem Träger. Es gilt Eσ(T ) = I.

Beweis: Dies folgt aus Lemma VII.1.7 und Lemma VII.1.8 bei Werner [25], S. 326-327. �

Wir möchten eine beschränkte Borel-messbare Funktion f : R → C bzgl. eines Spektralmaÿes

E : B(R)→ L(H) integrieren. Dies führt zu

5
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1.9 Satz: Es sei H ein komplexer Hilbertraum. Für ein Spektralmaÿ E : B(R) → L(H) und

eine beschränkte Borel-messbare Funktion f : R → C existiert
∫
f(λ)dEλ ∈ L(H). Die Abbildung

f 7→
∫
f(λ)dEλ ist linear und stetig, genauer gilt ‖

∫
f(λ)dEλ‖ ≤ ‖f‖L∞(R). Ist f reellwertig, so ist∫

f(λ)dEλ selbstadjungiert. Falls eine kompakte Teilmenge A von R existiert derart, dass EA = I,

so genügt es, dass f auf A de�niert und beschränkt ist.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes sei auf Werner [25], Satz VII.1.11, S. 327-328, verwiesen.

�

1.10 Satz (Spektralsatz für selbstadjungierte beschränkte Operatoren): Es seien H ein komplexer

Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 und T ∈ L(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig

bestimmtes Spektralmaÿ E : B(R)→ L(H) mit kompaktem Träger, so dass

T =

∫
σ(T )

λ dEλ. (1.1)

Die Abbildung B(σ(T ))→ L(H), f 7→ f(T ) =
∫
f(λ)dEλ, de�niert den messbaren Funktionalkal-

kül. Der Operator f(T ) ist bestimmt durch

〈f(T )x, y〉 =

∫
σ(T )

f(λ)d〈Eλx, y〉.

Dabei steht d〈Eλx, y〉 für Integration bzgl. des komplexen Maÿes Ω 7→ 〈EΩx, y〉, Ω ∈ B(R).

Beweis: Ein Beweis dieses Satzes �ndet sich bei Werner [25] auf den Seiten 327 bis 330; der Satz

wird dort als Theorem VII.1.13 auf S. 331 formuliert. �

Das folgende Lemma samt Beweis habe ich ohne Vorlage aus irgendeiner Verö�entlichung formu-

liert.

1.11 Lemma: Es sei Ω ein o�enes oder abgeschlossenes Intervall in R, das nicht leer ist. Be-

trachte den Hilbertraum L2(Ω; ρ(λ)dλ), wobei die Funktion ρ : Ω→ [0,∞) höchstens endlich viele

Nullstellen besitzt und stetig in Ω ist bis auf höchstens endlich viele Punkte. Dann ist das Maÿ

einer Borel-Menge A ⊂ Ω genau dann gleich Null bzgl. ρ(t)dt, wenn das Lebesgue-Maÿ von A

verschwindet. De�niere die Funktion ρ̃ : Ω→ (0,∞) durch ρ̃(t) = ρ(t), falls ρ(t) 6= 0, und ρ̃(t) = 1,

falls ρ(t) = 0. Dann ist ρ̃ stetig in Ω bis auf höchstens endlich viele Punkte, und jede Borel-Menge

A ⊂ Ω besitzt bzgl. ρ(t)dt das gleiche Maÿ wie bzgl. ρ̃(t)dt.

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Lemmas existiert ein n ∈ N derart, dass wir Ω als

Vereinigung von endlich vielen nichtleeren Intervallen Ik, k = 1, ..., n, schreiben können, so dass

Ik ∩ I` aus maximal einem Punkt besteht, wobei k 6= `, und die Funktion ρ eingeschränkt auf

jedes Ik stetig ist. O�ensichtlich gilt
∫
A
ρ(t)dt = 0, falls A ⊂ Ω eine Lebesgue-Nullmenge ist. Ist

andererseits A ⊂ Ω eine Borel-Menge mit

0 =

∫
A

ρ(t)dt =

n∑
k=1

∫
A∩Ik

ρ|Ik(t)dt,

so gilt
∫
A∩Ik ρ|Ik(t)dt = 0 für alle k = 1, ..., n. Es seien N ∈ N0 die Anzahl der Nullstellen von

ρ in Ω und 3δ = min{|t − t′| : t 6= t′ sind Nullstellen von ρ} > 0 bzw. δ := 1, falls N ∈ {0, 1}.
Angenommen, es gibt ein k0 ∈ {1, ..., n}, so dass das Lebesgue-Maÿ von A∩Ik0 gleich (2N+2)ε > 0

ist. Sei K ⊂ A∩Ik0 eine kompakte Menge mit Lebesgue-Maÿ (2N+1)ε > 0. Falls ρ keine Nullstelle

in K hat, so folgt, dass∫
A∩Ik0

ρ|Ik0 (t)dt ≥
∫
K

ρ|Ik0 (t)dt ≥ (2N + 1)ε min
t∈K

ρ|Ik0 (t) > 0,
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1.3. Funktionalanalysis

ein Widerspruch. Falls eine Nullstelle t1 ∈ K von ρ in K existiert, so de�nieren wir die Menge K̃

durch

K̃ := K \
N⋃
j=1

{x ∈ Ω : |x− tj | < min(δ, ε)},

wobei t1, ..., tN die Nullstellen von ρ in Ω sind. Dann besitzt K̃ mindestens das Lebesgue-Maÿ

ε > 0, und es gilt ∫
A∩Ik0

ρ|Ik0 (t)dt ≥
∫
K̃

ρ|Ik0 (t)dt ≥ ε min
t∈K̃

ρ|Ik0 (t) > 0,

ein Widerspruch. Daher ist A eine Lebesgue-Nullmenge. Die restlichen Behauptungen im Lemma

sind o�ensichtlich wahr. �

1.12 Satz: Es sei Ω ein o�enes oder abgeschlossenes Intervall in R, das nicht leer ist. Es sei

h : Ω → R eine stetige beschränkte Funktion. Betrachte den Hilbertraum L2(Ω; ρ(λ)dλ), wobei

die Funktion ρ : Ω → [0,∞) höchstens endlich viele Nullstellen besitzt und stetig in Ω ist bis

auf höchstens endlich viele Punkte. Dann ist der Multiplikationsoperator Mh : L2(Ω; ρ(λ)dλ) →
L2(Ω; ρ(λ)dλ) beschränkt und selbstadjungiert. Das Spektrum von Mh ist gegeben durch

σ(Mh) = {y ∈ R :

∫
h−1(]y−ε,y+ε[)

ρ(λ)dλ > 0 für jedes ε > 0} = {h(t) : t ∈ Ω}.

Ein Punkt λ ∈ R ist genau dann ein Eigenwert von Mh, wenn h−1({λ}) bzgl. ρ(t)dt positives Maÿ

besitzt.

Beweis: Aus der Beschränktheit von h folgt die Beschränktheit des OperatorsMh. Da h reellwertig

ist, ist Mh selbstadjungiert.

Nach Lemma 1.11 ist das Maÿ einer Borel-Menge A ⊂ Ω genau dann gleich Null bzgl. ρ(t)dt, wenn

das Lebesgue-Maÿ von A verschwindet. Für jedes y ∈ R und jedes ε > 0 ist h−1(]y − ε, y + ε[)

als Urbild der o�enen Menge ]y − ε, y + ε[ unter der stetigen Funktion h o�en. Daher besitzt

h−1(]y − ε, y + ε[) genau dann Maÿ null bzgl. ρ(t)dt, wenn das Lebesgue-Maÿ der o�enen Menge

h−1(]y− ε, y+ ε[) gleich Null ist, also genau dann, wenn h−1(]y− ε, y+ ε[) die leere Menge ist. Da

h stetig und beschränkt ist, folgt mit den obigen Eigenschaften von Ω, dass

{y ∈ R :

∫
h−1(]y−ε,y+ε[)

ρ(t)dt > 0 für jedes ε > 0} = {h(t) : t ∈ Ω}.

Es sei λ /∈ {h(t) : t ∈ Ω}. Dann ist die Funktion t 7→ 1/(h(t)−λ) stetig und beschränkt auf Ω, also

ist der zu Mh−λ inverse Operator M1/(h−λ) beschränkt und λ gehört zur Resolventenmenge von

Mh.

Sei nun λ ∈ R derart, dass
∫
h−1(]λ−ε,λ+ε[)

ρ(t)dt > 0 für jedes ε > 0. Es sei n ∈ N. Mit εn = 1/n

und der Sigma-Endlichkeit des Maÿes ρ(t)dt folgt, dass eine Menge Ωn ⊂ {t ∈ Ω : |h(t)−λ| < 1/n}

existiert, die bzgl. ρ(t)dt positives, endliches Maÿ besitzt. Setze fn :=
(∫

Ωn
ρ(t)dt

)−1/2

1Ωn . Dann

gilt ‖fn‖L2(Ω;ρ(t)dt) = 1 und

‖(Mh − λ)fn‖2L2(Ω;ρ(t)dt) =

∫
Ωn

|{h(t)− λ}fn(t)|2ρ(t)dt ≤ 1

n2

∫
Ωn

|fn(t)|2ρ(t)dt =
1

n2
.

Folglich gilt ‖(Mh−λ)fn‖L2(Ω;ρ(t)dt) ≤ 1/n→ 0 für n→∞ und damit λ ∈ σ(Mh), denn wäre λ in

der Resolventenmenge von Mh und Rλ = (Mh − λ)−1 die beschränkte Inverse zu Mh − λ, so wäre

1 = ‖fn‖L2(Ω;ρ(t)dt) = ‖Rλ(Mh − λ)fn‖L2(Ω;ρ(t)dt) ≤ ‖Rλ‖ ‖(Mh − λ)fn‖L2(Ω;ρ(t)dt) → 0

7
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für n→∞, ein Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, dass ein Punkt λ ∈ R genau dann ein Eigenwert von Mh ist, wenn h−1({λ})
bzgl. ρ(t)dt positives Maÿ besitzt. Sei zunächst λ ∈ R ein Eigenwert vonMh und f ∈ L2(Ω; ρ(t)dt)\
{0} eine Eigenfunktion zum Eigenwert λ. Dann gilt {h(t) − λ}f(t) = 0 fast überall bzgl. ρ(t)dt,

also existiert eine Menge A ⊂ Ω von positivem Maÿ bzgl. ρ(t)dt, so dass h(t)− λ = 0 fast überall

in A. Da A ⊂ h−1({λ}), gilt
∫
h−1({λ}) ρ(t)dt > 0.

Sei andererseits λ ∈ R ein Punkt, so dass
∫
h−1({λ}) ρ(t)dt > 0. Da ρ(t)dt ein Sigma-endliches Maÿ

ist, existiert eine messbare Menge A ⊂ h−1({λ}) von endlichem positiven Maÿ bzgl. ρ(t)dt. Setze

f := 1A. Dann gilt f ∈ L2(Ω; ρ(t)dt) \ {0} und (Mh − λ)f = h · f − λf = 0, also ist f eine

Eigenfunktion zum Eigenwert λ von Mh. �

1.13 Satz: Es sei (a, b) ein o�enes Intervall in R mit reellen Zahlen a < b. Es sei ρ : (a, b) →
[0,∞) eine Funktion, die höchstens endlich viele Nullstellen besitzt und stetig in (a, b) ist bis auf

höchstens endlich viele Punkte. Dann ist der Multiplikationsoperator Mt : L2((a, b); ρ(λ)dλ) →
L2((a, b); ρ(λ)dλ) beschränkt und selbstadjungiert und besitzt das rein kontinuierliche Spektrum

σ(Mt) = [a, b]. Das Spektralmaÿ E zu Mt ist gegeben durch

E : B(R)→ L(L2((a, b); ρ(λ)dλ)), EAf = 1A∩[a,b] · f,

wobei f ∈ L2((a, b); ρ(λ)dλ).

Beweis: DassMt beschränkt und selbstadjungiert ist, folgt wie im Beweis des Satzes 1.12. Zudem

folgt mit Satz 1.12 unmittelbar, dass das Spektrum σ(Mt) = [a, b] von Mt rein kontinuierlich ist.

Um die Behauptung zum Spektralmaÿ von Mt zu zeigen, verwenden wir die übliche Beweisidee,

s.Werner [25], Beispiel (c), S. 332. Wir de�nieren die Abbildung E : B(R) → L(H) durch EAf =

1A∩[a,b] · f , wobei f ∈ L2((a, b); ρ(λ)dλ). Es ist leicht zu sehen, dass E ein Spektralmaÿ ist. E hat

kompakten Träger, denn E[a,b] = I. Es seien f, g ∈ L2((a, b); ρ(λ)dλ) beliebig, aber fest gewählt.

Dann gilt

〈EAf, g〉L2((a,b);ρ(λ)dλ) =

b∫
a

1A∩[a,b](λ)f(λ)g(λ)ρ(λ)dλ

für jedes A ∈ B(R), also besitzt das komplexe Maÿ d〈Eλf, g〉 die Dichte f · ḡ bzgl. des positiven

Maÿes ρ(λ)dλ; aus der Hölderschen Ungleichung folgt sofort, dass f · ḡ ∈ L1((a, b); ρ(λ)dλ). Folglich

gilt
b∫
a

λ d〈Eλf, g〉 =

b∫
a

λf(λ)g(λ)ρ(λ)dλ = 〈Mtf, g〉L2((a,b);ρ(λ)dλ),

d. h. E stellt Mt dar, s. (1.1). Nach Satz 1.10 ist E damit das eindeutig bestimmte Spektralmaÿ zu

Mt. �

Bis jetzt haben wir für Hilberträume H1 und H2 stets beschränkte Operatoren T : H1 → H2

betrachtet; der zu T adjungierte Operator T ∗ : H2 → H1 kann als der beschränkte Operator

de�niert werden, für den 〈Tx, y〉H2
= 〈x, T ∗y〉H1

für alle x ∈ H1 und alle y ∈ H2 gilt.

Es sei H ein komplexer Hilbertraum. Eine lineare Abbildung T , die nicht auf ganz H, sondern auf

einem Teilraum dom(T ) von H de�niert ist, bezeichnen wir als Operator. T : H ⊃ dom(T ) → H

heiÿt dicht de�niert in H, falls dom(T ) dicht in H liegt. Für den Rest dieses Abschnitts seien H

ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 und T : H ⊃ dom(T )→ H ein dicht de�nierter

Operator.
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1.14 De�nition. Ein Operator T : H ⊃ dom(T )→ H heiÿt

(i) abgeschlossen, falls gilt: Konvergiert die Folge (xn)n, xn ∈ dom(T ), gegen x ∈ H, und

konvergiert (Txn)n gegen y ∈ H, so folgt x ∈ dom(T ) und Tx = y.

(ii) symmetrisch, falls 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 für alle x, y ∈ dom(T ).

Betrachte den Teilraum dom(T ∗) := {y ∈ H : x 7→ 〈Tx, y〉 ist stetig auf dom(T )} von H. Dann

können wir für y ∈ dom(T ∗) das auf dem dichten Teilraum dom(T ) von H beschränkte lineare

Funktional x 7→ 〈Tx, y〉 eindeutig zum stetigen linearen Funktional x 7→ 〈x, z〉 auf ganz H fort-

setzen, wobei z ∈ H nach dem Rieszschen Darstellungssatz eindeutig bestimmt ist. z hängt von

y ab. Die Abbildung y 7→ z bezeichnen wir mit T ∗. Insbesondere gilt 〈Tx, y〉 = 〈x, z〉 für jedes
x ∈ dom(T ). Es seien y1, y2 ∈ dom(T ∗) und α ∈ C. Dann ist y := y1 + αy2 ∈ dom(T ∗), und es gilt

〈x, T ∗(y)〉 = 〈Tx, y〉 = 〈Tx, y1〉+ ᾱ〈Tx, y2〉 = 〈x, T ∗(y1)〉+ ᾱ〈x, T ∗(y2)〉 = 〈x, T ∗(y1) + αT ∗(y2)〉

für alle x ∈ dom(T ), wobei erneut der Rieszsche Darstellungssatz verwendet wurde. Da dom(T )

dicht in H liegt, ist die Abbildung

T ∗ : H ⊃ dom(T ∗)→ H, y 7→ T ∗y = z, (1.2)

linear; es gilt 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 für alle x ∈ dom(T ), y ∈ dom(T ∗).

1.15 De�nition. Ist T : H ⊃ dom(T ) → H ein dicht de�nierter Operator, so ist der in (1.2)

de�nierte Operator T ∗ der zu T adjungierte Operator ; T heiÿt selbstadjungiert, falls T = T ∗, d. h.

falls dom(T ) = dom(T ∗) und Tx = T ∗x für alle x ∈ dom(T ).

1.16 Satz: Für einen symmetrischen dicht de�nierten Operator T : H ⊃ dom(T ) → H sind

äquivalent:

(i) T ist selbstadjungiert.

(ii) T ist abgeschlossen und der Kern von T ∗ ± i ist trivial.

(iii) Das Bild von T ± i ist ganz H.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes s.Werner [25], Satz VII.2.8, S. 347. �

1.17 Satz (Spektralzerlegung selbstadjungierter unbeschränkter Operatoren): Es sei T : H ⊃
dom(T )→ H selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmaÿ E mit

〈Tx, y〉 =

∞∫
−∞

λ d〈Eλx, y〉

für alle x ∈ dom(T ), y ∈ H. Für jede Funktion h : R→ C ist

Dh := {x ∈ H :

∞∫
−∞

|h(λ)|2d〈Eλx, x〉 <∞}

ein Teilraum von H, und es existiert ein durch

〈h(T )x, y〉 =

∞∫
−∞

h(λ)d〈Eλx, y〉, x ∈ Dh, y ∈ H,

9
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‖h(T )x‖2 =

∞∫
−∞

|h(λ)|2d〈Eλx, x〉, x ∈ Dh,

bestimmter Operator h(T ) : H ⊃ Dh → H. Falls die Funktion h : R → C für alle x ∈ H messbar

bzgl. d〈Eλx, x〉 ist, so heiÿt h T -messbar; ist die Funktion h : R → C fast überall de�niert bzgl.

d〈Eλx, x〉 für alle x ∈ H, so sagen wir, h existiere T -fast überall. Sei nun h : R → C eine T -

messbare Funktion, die T -fast überall existiert. Dann ist h(T ) ein dicht de�nierter abgeschlosssener

Operator. Der zu h(T ) adjungierte Operator h(T )∗ existiert und ist gegeben durch h̄(T ).

Beweis: Für die Existenz und Eindeutigkeit des Spektralmaÿes E, so dass 〈Tx, y〉 =
∞∫
−∞

λ d〈Eλx, y〉

für alle x ∈ dom(T ), y ∈ H, gilt, sei auf Werner [25], S. 355-357, verwiesen. Die Aussagen über

h(T ) für eine beliebige Funktion h : R→ C folgen aus Theorem 6.1 bei Stone [22], S. 221-226. Die

Eigenschaften von h(T ), falls h : R→ C eine T -messbare Funktion ist, die T -fast überall existiert,

�ndet man in Theorem 6.4 bei Stone, S. 229-230. �

1.4 Distributionen

In diesem Abschnitt sei Ω eine o�ene nichtleere Teilmenge von R. Der Raum der Testfunktionen

auf Ω ist de�niert durch

D(Ω) = {φ ∈ C∞(Ω) : spt(φ) = {x ∈ Ω : φ(x) 6= 0} ist eine kompakte Teilmenge von Ω}.

1.18 De�nition. Wir sagen, dass eine Folge φ1, φ2, ... von Testfunktionen auf Ω in D gegen Null

konvergiert, falls

(i) eine kompakte Teilmenge K von Ω existiert, so dass spt(φj) ⊂ K für alle j ∈ N;

(ii) φj sowie alle Ableitungen beliebiger Ordnung von φj für j → ∞ jeweils gleichmäÿig gegen

Null konvergieren.

1.19 Satz: Es seien Ω eine o�ene Teilmenge von R und K eine kompakte Teilmenge von Ω. Es

sei U eine o�ene Teilmenge von Ω, die K enthält. Dann existiert eine Testfunktion ψ ∈ D(U)

derart, dass 0 ≤ ψ ≤ 1 in Ω und ψ = 1 in einer Umgebung von K.

Beweis: Dies ist ein Spezialfall des Theorems 1.4.1 aus Friedlander und Joshi [4], S. 11. �

1.20 De�nition. Eine antilineare Abbildung T : D(Ω) → C heiÿt Distribution auf Ω, falls für

jede kompakte Menge K ⊂ Ω eine reelle Zahl C ≥ 0 und eine natürliche Zahl N existieren, so dass

|T (φ)| ≤ C
N∑
j=0

sup
K
|∂jφ|

für alle φ ∈ D(Ω) mit spt(φ) ⊂ K. Den Raum der Distributionen auf Ω bezeichnen wir mit D ′(Ω).

1.21 Bemerkung: Oft wird der Raum der Distributionen für Linearformen D(Ω)→ C de�niert,

indem man in der obigen De�nition antilinear durch linear ersetzt. Ist T : D(Ω) → C antilinear,

so ist die durch T̄ (φ) := T (φ) de�nierte Abbildung T̄ linear, und bekanntlich gilt |z| = |z̄| für jede
komplexe Zahl z. Daher lässt sich der folgende Satz für antilineare Abbildungen völlig analog zum

linearen Fall beweisen.
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1.22 Satz: Eine antilineare Abbildung T : D(Ω) → C ist genau dann eine Distribution, wenn

lim
j→∞

T (φj) = 0 für jede Folge φ1, φ2, ... von Testfunktionen, die für j → ∞ in D gegen Null

streben.

Beweis: Für Linearformen wird der Satz bei Friedlander und Joshi [4] bewiesen, s. Theorem 1.3.2,

S. 9. Zusammen mit Bemerkung 1.21 ergibt sich die Behauptung. �

In dieser Arbeit wird es genügen, sogenannte reguläre Distributionen zu betrachten. Dazu de�nieren

wir den Raum der lokal integrierbaren Funktionen

L1
lok(Ω) = {f : Ω→ C : f ist Lebesgue-messbar,

∫
K

|f |dx <∞ für jede kompakte Menge K ⊂ Ω}.

O�ensichtlich ist jede stetige Funktion f : Ω→ C lokal integrierbar.

1.23 Satz: Es sei f ∈ L1
lok(Ω). Dann ist die durch

T (φ) =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx (1.3)

de�nierte antilineare Abbildung D(Ω) → C eine Distribution auf Ω. Falls
∫

Ω
f(x)φ(x)dx = 0 für

alle φ ∈ D(Ω), so ist f = 0 fast überall in Ω.

Beweis: Für Linearformen wird dies bei Werner [25] bewiesen, s. Beispiel (a), S. 430-431. Zusam-

men mit Bemerkung 1.21 folgt die Behauptung. �

Die Distribution T aus Satz 1.23 heiÿt reguläre Distribution zur lokal integrierbaren Funktion f

und wird mit Tf bezeichnet. Da die Abbildung f 7→ Tf injektiv ist, identi�zieren wir die Funktion

f ∈ L1
lok(Ω) mit der Distribution Tf ∈ D ′(Ω).

Der Raum der Schwartz-Funktionen S (R) besteht aus allen unendlich oft di�erenzierbaren Funk-

tionen f : R→ C, so dass

pm,n(f) := sup
t∈R
|f (m)(t)|(1 + |t|)n <∞

für alle m,n ∈ N0. Wir sagen, dass eine Folge f1, f2, ... von Schwartz-Funktionen in S gegen Null

konvergiert, falls lim
j→∞

pm,n(fj) = 0 für alle m,n ∈ N0. Es gilt

1.24 Satz: (i) D(R) ⊂ S (R), und die Einbettung D(R) ↪→ S (R) ist stetig.

(ii) D(R) liegt dicht in S (R).

Beweis: Wir folgen der Beweisidee bei Friedlander und Joshi [4], S. 94.

(i) O�ensichtlich gilt D(R) ⊂ S (R). Es sei φ1, φ2, ... eine Folge von Testfunktionen mit φj → 0

für j → ∞ in D , d. h. es existiert eine kompakte Menge K ⊂ R, so dass der Träger jedes

φj in K enthalten ist; φj sowie sämtliche Ableitungen beliebiger Ordnung konvergieren für

j →∞ gleichmäÿig gegen Null. Es seien m,n ∈ N0. Dann gilt

pm,n(φj) = sup
t∈K
|φ(m)
j (t)|(1 + |t|)n ≤ C · sup

t∈K
|φ(m)
j (t)| → 0, j →∞,

wobei C := max
t∈K

(1 + |t|)n.

11



Kapitel 1: Grundlagen

(ii) Es sei f ∈ S (R). Nach Satz 1.19 können wir eine Testfunktion φ ∈ D(R) mit Träger in {x ∈
R : |x| ≤ 2} wählen, so dass 0 ≤ φ ≤ 1 in R und φ(t) = 1 für alle t ∈ R mit |t| ≤ 1. Betrachte

die Funktionenfolge f1, f2, ... der durch fj(t) := φ(t/j)f(t) de�nierten Testfunktionen. Es

seien m,n ∈ N0. Setze C := max
α∈{1,...,m}

{max
t∈R
|φ(α)(t)|}. Da φ und jede Ableitung beliebiger

Ordnung von φ stetig mit kompaktem Träger sind, existiert C, das Maximum über endlich

viele nichtnegative reelle Zahlen, in [0,∞). Zusammen mit der Leibniz-Formel und

|f (m)(t)|(1 + |t|)n ≤ 1

1 + |t|
pm,n+1(f) für alle t ∈ R

berechnen wir

pm,n(f − fj) = sup
t∈R
|f (m)(t){1− φ(t/j)} −

m∑
α=1

(
m

α

)
j−αφ(α)(t/j)f (m−α)(t)| (1 + |t|)n

≤ 2 sup
|t|>j
|f (m)(t)|(1 + |t|)n + sup

t∈R

m∑
α=1

(
m

α

)
j−α|φ(α)(t/j)| |f (m−α)(t)|(1 + |t|)n

≤ 2 sup
|t|>j

1

1 + |t|
pm,n+1(f) +

C

j

m∑
α=1

(
m

α

)
pm−α,n(f)

≤ 2

1 + j
pm,n+1(f) +

C

j

m∑
α=1

(
m

α

)
pm−α,n(f)

→ 0

für j →∞. Im Fall m = 0 reduziert sich diese Abschätzung zu

p0,n(f − fj) = sup
t∈R
|f(t){1− φ(t/j)}|(1 + |t|)n ≤ 2 sup

|t|>j
|f(t)|(1 + |t|)n ≤ 2 sup

|t|>j

1

1 + |t|
p0,n+1(f)

≤ 2

1 + j
p0,n+1(f)→ 0

für j →∞. �

1.25 Satz: Die Fourier-Transformation F ist eine Bijektion von S (R) nach S (R); der inverse

Operator ist durch

(F−1f)(x) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(y)eixydy

gegeben. Zudem gilt

〈Ff,Fg〉L2(R) = 〈f, g〉L2(R)

für alle f, g ∈ S (R). Dabei ist 〈h1, h2〉L2(R) =
∞∫
−∞

h1(x)h2(x)dx für h1, h2 ∈ L2(R).

Beweis: Für einen Beweis sei auf Werner [25], Satz V.2.8, S. 215, verwiesen. �

1.26 De�nition. Eine antilineare Abbildung T : S (R)→ C heiÿt temperierte Distribution, falls

eine Konstante C ≥ 0 und eine Zahl N ∈ N0 existieren, so dass

|T (f)| ≤ C
∑

m,n≤N

pm,n(f) (1.4)

für alle f ∈ S (R). Wir bezeichnen den Raum der temperierten Distributionen auf R mit S ′(R).

1.27 Bemerkung: Aus Satz 1.24 (i) folgt, dass jede temperierte Distribution T ∈ S ′(R) zu einer

Distribution T |D(R) Anlass gibt. Nach (ii) desselben Satzes ist die temperierte Distribution T durch

ihre Einschränkung T |D(R) eindeutig bestimmt.
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1.5. Drei Sätze aus der Funktionentheorie

1.28 Bemerkung: Es sei f ∈ L∞(R). Dann ist die durch Tf (φ) =
∞∫
−∞

f(x)φ(x)dx de�nierte

Fortsetzung der regulären Distribution Tf auf S (R) eine temperierte Distribution, denn mit C :=

2‖f‖L∞(R) und N := 2 gilt

|Tf (φ)| ≤
∞∫
−∞

|f(t)||φ(t)|dt ≤ ‖f‖L∞(R)

∞∫
−∞

|φ(t)|(1 + |t|)2 · 1

(1 + |t|)2
dt

≤ ‖f‖L∞(R) p0,2(φ)

∞∫
−∞

1

(1 + |t|)2
dt = C p0,2(φ) ≤ C

∑
m,n≤2

pm,n(φ)

für jede Schwartz-Funktion φ.

1.29 De�nition. Es sei T ∈ S ′(R). Wir de�nieren die Fourier-Transformierte FT von T durch

FT : S (R)→ C, (FT )(φ) := T (F ∗φ).

Insbesondere ist die Fourier-Transformierte FTf von Tf für eine Funktion f ∈ L∞(R) im Sinne

von De�nition 1.29 erklärt. Wir schreiben Ff anstelle von FTf .

1.30 Satz: Die Fourier-Transformation F : S ′(R)→ S ′(R) ist eine Bijektion.

Beweis: Für Linearformen S (R)→ C, die (1.4) genügen, s.Werner [25], S. 434. Da
(
F |S (R)

)∗
=(

F |S (R)

)−1
, folgt die Behauptung. �

1.5 Drei Sätze aus der Funktionentheorie

1.31 Satz (Holomorphiesatz für parameterabhängige Integrale): Es sei U ⊂ C eine o�ene Menge,

[a, b] ⊂ R ein kompaktes Intervall und f : U × [a, b]→ C eine stetige Funktion mit der Eigenschaft,

dass die Funktion z 7→ f(z, t) für jedes t ∈ [a, b] holomorph ist. Dannn ist die durch

F (z) :=

b∫
a

f(z, t)dt

de�nierte Funktion F : U → C holomorph.

Beweis: Der Beweis wird mit klassischen Sätzen der Funktionentheorie geführt, s. Königsberger

[10], S. 228. �

1.32 Satz (Weierstraÿ): Ist (fn) eine Folge holomorpher Funktionen auf einer o�enen Menge U ,

die lokal gleichmäÿig gegen f konvergiert, so gilt:

(i) f ist holomorph;

(ii) auch die Folge (f ′n) konvergiert lokal gleichmäÿig gegen f ′.

Beweis: Der Beweis von (i) erfolgt mit Hilfe des Satzes von Morera; (ii) wird mit der Integralformel

für Ableitungen holomorpher Funktionen gezeigt. Für Details s. Königsberger [10], S. 207. �

1.33 Satz (Holomorphiesatz): Es seien U eine o�ene Teilmenge von C und V eine Lebesgue-

messbare Teilmenge von R. Es sei f : U × V → C eine Funktion, so dass für jeden �xierten

Parameter z ∈ U die Funktion t 7→ f(z, t) über V integrierbar sei. Zusätzlich gelte:

13



Kapitel 1: Grundlagen

(i) Für jedes �xierte t ∈ V ist z 7→ f(z, t) holomorph in U .

(ii) Es gibt eine über V integrierbare Funktion Φ derart, dass

|f(z, t)| ≤ Φ(t) für alle (z, t) ∈ U × V.

Dann ist die durch F (z) :=
∫
V
f(z, t)dt de�nierte Funktion F : U → C holomorph, und es gilt

F ′(z) =

∫
V

∂

∂z
f(z, t)dt.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes sei auf Königsberger [10], S. 286, verwiesen. �

1.34 Bemerkung: Es sei U eine o�ene Teilmenge von C derart, dass I := U ∩ R nichtleer ist.

Es sei f : U → C eine holomorphe Funktion, so dass f |I (x) ∈ R für jedes x ∈ I. Dann ist

die Funktion f |I : I → R unendlich oft reell di�erenzierbar, und jede reelle Ableitung beliebiger

Ordnung von f |I stimmt an jedem Punkt x ∈ I mit der komplexen Ableitung derselben Ordnung

von f bei x überein. Zudem gilt f |(n)
I (x) ∈ R für jedes n ∈ N und jedes x ∈ I.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion nach dem Grad n ∈ N der Ableitung.

Unter den Voraussetzungen der Bemerkung ist der reelle Di�erentialquotient bei einem beliebigem

x ∈ I ein Spezialfall des komplexen Di�erentialquotienten bei x, also existiert

f |′I (x) = lim
t→0

f |I (x+ t)− f |I (x)

t
= lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h

in R, wobei t nur reelle, h komplexe Werte annehmen darf. Wir nehmen nun an, dass für ein n ∈ N
gilt, dass die j−te reelle Ableitung von f |I für jedes x ∈ I in R existiert und mit der j−ten
komplexen Ableitung von f bei x übereinstimmt, für alle j ∈ {1, ..., n}. Dann zeigt eine erneute

Betrachtung der Di�erentialquotienten, dass

f |(n+1)
I (x) = lim

t→0

f |(n)
I (x+ t)− f |(n)

I (x)

t
= lim
h→0

f (n)(z + h)− f (n)(z)

h

in R existiert. �

Im Verlauf dieser Arbeit werden wir diese Bemerkung mehrfach verwenden, ohne dies explizit zu

erwähnen, da es jeweils o�ensichtlich sein wird, dass die betrachteten Funktionen Punkte aus I

nach R abbilden.

1.6 Unendliche Produkte

In diesem kurzen Abschnitt über unendliche Produkte folgen wir Remmerts Skript [18].

Es sei (cn)n∈N0
eine Folge komplexer Zahlen und (pj)j∈N0

die Folge der Partialprodukte, wobei

pj :=
j∏

n=0
cn. Dann ist

∞∏
n=0

cn das unendliche Produkt mit den Faktoren cn.

14
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1.35 De�nition. Ein (unendliches) Produkt
∞∏
n=0

cn komplexer Zahlen heiÿt konvergent, falls ein

m ∈ N0 existiert, so dass die Folge

(p̂j)
∞
j=m, p̂j :=

j∏
n=m

cn,

gegen eine komplexe Zahl ĉm 6= 0 konvergiert. Man nennt c :=
m−1∏
n=0

cn ·ĉm denWert des unendlichen

Produktes
∞∏
n=0

cn und schreibt c =
∞∏
n=0

cn.

Falls der Wert c des unendlichen Produktes
∞∏
n=0

cn existiert, so hängt dieser nicht von m ab, denn

wegen ĉm 6= 0 gilt cn 6= 0 für alle n ≥ m, und ist k ∈ N0, k 6= m, ohne Einschränkung m < k, so

dass die Folge

(p̂j)
∞
j=k, p̂j :=

j∏
n=k

cn,

gegen eine komplexe Zahl ĉk 6= 0 konvergiert, so gilt cn 6= 0 für alle n ≥ k und

ĉm =

k−1∏
n=m

cn · ĉk.

1.36 Satz: Folgende Aussagen über eine Folge (un)n∈N0
komplexer Zahlen sind äquivalent:

(i) Die Reihe
∞∑
n=0

un konvergiert absolut.

(ii) Das Produkt
∞∏
n=0

(1 + |un|) ist konvergent.

Beweis: Dies folgt aus Satz 19.1.9 bei Remmert [18], S. 14-16. �

Wir sagen, dass ein Produkt
∞∏
n=0

(1+un) komplexer Zahlen absolut konvergiert, falls eine der beiden

äquivalenten Bedingungen aus Satz 1.36 erfüllt ist. Für unsere Anwendung in Kapitel drei genügt

es, Satz 1.36 für reelle Zahlen zu beweisen. Für diese Version s.Knopp [8], Satz 7, S. 229.
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2 Hankel-Operatoren

Dieses Kapitel dient zur Einführung von Hankel-Operatoren und orientiert sich an den Monogra-

phien von Power [17] und Peller [16].

De�niere `2+ = {x = (x0, x1, ...) : xj ∈ C,
∞∑
j=0

|xj |2 <∞}. Eine unendliche Matrix S heiÿt Hankel-

Matrix, falls sie von der Form

S = (ai+j)i,j∈N0 =


a0 a1 a2 . . .

a1 a2 a3 . . .

a2 a3 a4 . . .

. . . . . .


ist. Falls a = (aj)j∈N0 in `2+ ist, so heiÿt der auf dichten Teilmenge {x = (x0, x1, ...) ∈ `2+ : xj 6=
0 nur für endlich viele j ∈ N0} von `2+ de�nierte Operator

S : {x = (x0, x1, ...) ∈ `2+ : xj 6= 0 nur für endlich viele j ∈ N0} → `2+, b 7→ S(b) =

(∑
i∈N0

ai+jbi

)
j∈N0

,

Hankel-Operator. Es gilt der wichtige

2.1 Satz (Nehari): Der Hankel-Operator S mit Matrix (ai+j)i,j∈N0 ist genau dann beschränkt auf

`2+, wenn es eine Funktion φ in L∞(S1) gibt, so dass

am = φ̂(−m), m ∈ N0,

gilt.

In diesem Fall ist ‖S‖ = inf
{
‖φ‖L∞(S1) : φ̂(−n) = an, n ∈ N0

}
. Dabei bezeichne φ̂(N) den N−ten

Fourier-Koe�zienten von φ.

Beweis: Ein Beweis �ndet sich z. B. bei Peller [16], Theorem 1.1, S. 3-5. Dort wird die Existenz

einer Funktion ϕ ∈ L∞(S1) mit am = ϕ̂(m) für alle m ∈ N0 verlangt; dann ist auch die durch

φ(z) := ϕ(z̄) de�nierte Funktion φ ∈ L∞(S1), und es gilt am = φ̂(−m) für alle m ∈ N0. �

Wir identi�zieren `2 mit L2(S1) sowie `2+ mit dem Hardy-Raum H2.2 Zu ϕ ∈ L2(S1) de�nie-

ren wir den Hankel-Operator Sϕ mit Symbol ϕ auf der dichten Teilmenge {f ∈ H2 : f(z) =
n∑
j=1

αjz
mj für ein n ∈ N, 0 ≤ m0 < m1 < ... < mn, und αj ∈ C} von H2 durch

Sϕ = PJMϕ|H2 .

Dabei ist P : L2(S1) → L2(S1) die orthogonale Projektion auf den abgeschlossenen Teilraum H2

von L2(S1), J : L2(S1) → L2(S1) mit (Jf)(z) = f(z̄) und Mϕ : L2(S1) → L2(S1) der durch

Mϕ(f) = ϕ · f de�nierte Multiplikationsoperator. Ein Symbol ϕ ist i. A. nicht eindeutig bestimmt,

s. Peller [16], S. 9. Insbesondere ist der Hankel-Operator Sφ mit Symbol φ ∈ L∞(S1) wohlde�niert,

denn L∞(S1) ⊂ L2(S1).

2Dies und weitere Hintergründe über Fourier-Koe�zienten, den Hardy-Raum H2(D) und über H2 �ndet man im

Anhang, Abschnitt �Harmonische Analysis�.
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2.2 Satz: Es sei ϕ ∈ L2(S1). Dann ist der Hankel-Operator Sϕ genau dann beschränkt auf H2,

wenn eine Funktion φ ∈ L∞(S1) existiert derart, dass φ̂(−n) = ϕ̂(−n) für alle n ∈ N0.

Ist Sϕ beschränkt auf H2, so gilt ‖Sϕ‖ = inf
{
‖φ‖L∞(S1) : φ̂(−n) = ϕ̂(−n), n ∈ N0

}
.

Beweis: Dies ist im Wesentlichen eine Umformulierung des Satzes von Nehari, s. Peller [16], S. 6.

Es sei ϕ ∈ L2(S1). Dann besitzt Sϕ bzgl. der Orthonormalbasis 1, z, z2, ... von H2 die Matrixdar-

stellung (ϕ̂(−m− n))m,n∈N0
. Mit dem Satz von Nehari folgt die Behauptung. �

Damit ist ein Hankel-Operator genau dann beschränkt auf H2, wenn er ein beschränktes Symbol

besitzt.

2.3 Beispiel: Wie man leicht nachrechnet, ist durch die Funktion φ mit φ(z) = iz arg(z) ein

Symbol für die Hilbertsche Matrix

H =

(
1

1 + i+ j

)
i,j∈N0

=


1 1/2 1/3 . . .

1/2 1/3 1/4 . . .

1/3 1/4 1/5 . . .

. . . . . .


gegeben. Es gilt ‖H‖ = π.3

2.4 Satz: Die Abbildung G : L2(S1)→ L2(R),

(Gf)(t) =
1√

π(1− it)
f

(
1 + it

1− it

)
, t ∈ R,

ist ein isometrischer Isomorphismus. H2(R) := G(H2) ist ein abgeschlossener Teilraum von L2(R).

Beweis: Es sei t ∈ R. Setze θ = 2 arctan(t) und ξ = sin{arctan(t)}. Dann gilt

t = tan{arctan(t)} =
sin{arctan(t)}
cos{arctan(t)}

=
ξ√

1− ξ2
.

Durch Quadrieren und Umformen nach ξ2 folgt ξ2 = t2/(1 + t2), also

sin{arctan(t)} = ξ = sign(t) · |t|√
1 + t2

=
t√

1 + t2
, cos{arctan(t)} =

√
1− ξ2 =

1√
1 + t2

. (∗)

Aus (∗) folgt, dass

eiθ =
(

ei arctan(t)
)2

= (cos{arctan(t)})2 − (sin{arctan(t)})2 + 2i sin{arctan(t)} cos{arctan(t)}

=
1− t2

1 + t2
+ 2i

t

1 + t2

=
1 + it

1− it
. (∗∗)

Es seien f ∈ L2(S1) und g ∈ L2(R). Mit Hilfe der Transformation t = tan(θ/2), dθ = 2
1+t2 dt, der

o�ensichtlichen Gleichung 1/(1 + t)2 = 1/|1− it|2 und (∗∗) berechnen wir

‖f‖2L2(S1) =
1

2π

π∫
−π

|f(eiθ)|2dθ =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣f (1 + it

1− it

)∣∣∣∣2 1

|1− it|2
dt =

∞∫
−∞

|(Gf)(t)|2dt

3S. Peller [16], S. 6., für den Beweis der Ungleichung ‖H‖ ≤ π und Corollary 5.19, S. 36, für den Beweis der

Gleichheit.
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sowie

‖F (g)‖2L2(S1) =
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣g(i
1− eiθ

1 + eiθ

)∣∣∣∣2 4π

|1 + eiθ|2
dθ =

∞∫
−∞

|g(t)|2 2

|2/(1− it)|2
· 2

1 + t2
dt =

∞∫
−∞

|g(t)|2dt,

wobei F : L2(R)→ L2(S1) für z ∈ S1 fast überall de�niert ist durch

(Fg)(z) =
√
π

2

1 + z
g

(
i
1− z
1 + z

)
.

Zudem gilt G(F (g))(t) = g(t) für t ∈ R fast überall, wie man leicht nachrechnet. Der Operator G

ist somit eine surjektive Isometrie, also ein isometrischer Isomorphismus. Insbesondere ist H2(R)

als Bild der abgeschlossenen Teilmenge H2 von L2(S1) unter G abgeschlossen. �

2.5 Bemerkung: Es sei 1 ≤ p ≤ ∞. Aus dem Transformationssatz folgt unmittelbar, dass das Bild

einer Menge A unter dem Di�eomorphismus t 7→ 2 arctan(t) = θ genau dann Maÿ null besitzt, falls

A selbst von Maÿ null ist. Daher dürfen wir für jede Lp(S1)−Funktion φ die Lp(R)−Funktion ψ

durch ψ(t) := φ
(

1+it
1−it

)
de�nieren. Genau genommen gilt für zwei Repräsentanten φ1, φ2 derselben

Äquivalenzklasse in L2(S1), dass φ1

(
1+it
1−it

)
= φ2

(
1+it
1−it

)
für t ∈ R fast überall.

H2(R) heiÿt Hardy-Raum auf der Achse. Bei Nikolski [14], S. 143-146, wird gezeigt, dass H2(R)

der Raum der Grenzfunktionen bzgl. des sogenannten Hardy-Raums in der oberen Halbebene

H2(U) :=

{
f : U → C | f ist analytisch, sup

y>0

√∫ ∞
−∞
|f(x+ iy)|2dx <∞

}

ist. Dabei bezeichne U = {z ∈ C : Im(z) > 0} die obere Halbebene.

Zu ψ ∈ L∞(R) de�nieren wir den Hankel-Operator Sψ mit Symbol ψ auf H2(R) wie folgt:

Sψ = QRMψ|H2(R) .

Dabei ist Q : L2(R)→ L2(R) die orthogonale Projektion auf den abgeschlossenen Teilraum H2(R)

von L2(R), R : L2(R) → L2(R) mit (Rf)(x) = f(−x) und Mψ : L2(R) → L2(R) der durch

Mψ(f) = ψ · f de�nierte Multiplikationsoperator. Zwischen Hankel-Operatoren auf dem Einheits-

kreis und der reellen Achse gilt der folgende Zusammenhang:

2.6 Satz: Es seien ψ ∈ L∞(R) und Sψ der Hankel-Operator auf H2(R) mit Symbol ψ. Dann ist

G∗SψG der Hankel-Operator Szφ auf H2, wobei

φ

(
1 + it

1− it

)
= ψ(t).

Beweis: Es sei f ∈ L2(S1). Dann gilt für reelle t, dass

(GJMzf) (t) =
1√

π(1− it)

1− it

1 + it
f

(
1− it

1 + it

)
=

1√
π(1 + it)

f

(
1− it

1 + it

)
= (RGf)(t) (∗)

fast überall. Es sei φ ∈ L∞(S1). Dann ist die durch ψ(t) := φ
(

1+it
1−it

)
de�nierte Funktion ψ in

L∞(R), und es gilt

(GMφf) (t) = ψ(t)

[
1√

π(1− it)
f

(
1 + it

1− it

)]
= (MψGf) (t) (∗∗)
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für t ∈ R fast überall. Zudem folgt aus Satz 2.4, dass G∗QG = P und damit PG∗ = G∗Q.

Zusammen mit (∗) und (∗∗) erhalten wir

Szφ = PJMzφ|H2 = PG∗RGMφ|H2 = G∗QRGMφ|H2 = G∗QRMψ|H2(R)G = G∗SψG,

was zu beweisen war. �

Die Gültigkeit des Satzes 2.6 wird bei Power [17] auf Seite 14 formuliert.

Im Folgenden möchten wir Hankel-Operatoren als Integraloperatoren Γk : L2(0,∞) → L2(0,∞)

mit

(Γkf)(x) =

∞∫
0

k(x+ y)f(y)dy, x > 0, (2.1)

einführen, und orientieren uns dabei an Peller [16], S. 46-49. Zur Motivation formulieren wir zu-

nächst

2.7 Satz: Es gilt H2(R) =
{
F−1f : f ∈ L2(R), f = 0 in (−∞, 0)

}
, wobei F wie üblich die Fourier-

Transformation bezeichne.

Beweis: Ein Beweis �ndet sich bei Nikolski [14], Lemma 6.2.2, S. 144. �

Welche Bedingungen müssen an k gestellt werden, um den Integraloperator Γk de�nieren zu kön-

nen? Wir betrachten zunächst zwei Spezialfälle.

(i) Für eine Funktion k mit
∞∫
0

∞∫
0

|k(x + y)|2dx dy < ∞ ist der durch (2.1) de�nierte Operator

Γk : L2(0,∞)→ L2(0,∞) ein Hilbert-Schmidt-Operator.

(ii) Falls k ∈ L1(0,∞), so lässt sich mit der Hölderschen Ungleichung und dem Satz von Fubini

leicht nachrechnen, dass

∞∫
0

|(Γkf)(x)|2 dx ≤

 ∞∫
0

|k(t)|dt

2 ∞∫
0

|f(y)|2dy

für jedes f ∈ L2(0,∞), also ist Γk beschränkt mit ‖Γk‖ ≤ ‖k‖L1(0,∞).

Diese direkte Vorgehensweise scheitert, wenn k eine beliebige Distribution auf (0,∞) ist.4

Es sei nun k ∈ D ′(0,∞). Wir fassen D(0,∞) und D(−∞, 0) auf natürliche Weise als Teilräume

von D(R) auf, indem wir Testfunktionen aus D(0,∞) bzw. D(−∞, 0) trivial auf ganz R fortsetzen.

Aus der De�nition der Faltung folgt unmittelbar, dass spt(φ ∗ ψ) ⊂ spt(φ) + spt(ψ) = {x+ y|x ∈
spt(φ), y ∈ spt(ψ)}, also bildet der Faltungsoperator ∗ ein Tupel (φ, ψ) ∈ D(R) × D(R) auf eine

Funktion in D(R) ab. Betrachte R : D(−∞, 0)→ D(0,∞), (Rφ)(x) = φ(−x). Nun können wir die

Distribution q ∈ D ′(−∞, 0) wie folgt de�nieren:

q(φ) := k(Rφ), φ ∈ D(−∞, 0) ⊂ D(R).

Wir de�nieren die Sesquilinearform Gq durch

Gq[φ, ψ] := q
(
φ̄ ∗ ψ

)
, φ, ψ ∈ D(−∞, 0). (2.2)

Man beachte, dass für Testfunktionen φ, ψ ∈ D(−∞, 0) der Träger der Faltung ebenfalls eine

Teilmenge von (−∞, 0) ist: spt(φ ∗ ψ) ⊂ spt(φ) + spt(ψ) ⊂ (−∞, 0). Falls die Sesquilinearform

4S.Kapitel 1.4 für eine kurze Einführung in die Distributionstheorie.
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Gq aus (2.2) beschränkt auf D(−∞, 0)×D(−∞, 0) ist, d. h. falls eine Konstante M ≥ 0 existiert,

so dass |Gq[φ, ψ]| ≤ M‖φ‖L2(−∞,0)‖ψ‖L2(−∞,0) für alle φ, ψ aus dem dichten Teilraum D(−∞, 0)

von L2(−∞, 0) gilt, so können wir Gq eindeutig auf das gesamte kartesische Produkt L2(−∞, 0)×
L2(−∞, 0) fortsetzen, und es gilt

|Gq[f, g]| ≤M‖f‖L2(−∞,0)‖g‖L2(−∞,0)

für alle f, g ∈ L2(−∞, 0) und dieselbe KonstanteM . Mit Satz 1.4 folgt, dass genau ein beschränkter

linearer Operator Tq : L2(−∞, 0)→ L2(−∞, 0) existiert derart, dass

Gq[f, g] = 〈f, Tqg〉L2(−∞,0) = 〈T ∗q f, g〉L2(−∞,0) =

0∫
−∞

(T ∗q f)(x)g(x)dx (2.3)

für alle f, g ∈ L2(−∞, 0).

2.8 Lemma: Es sei k : (0,∞)→ C eine stetige Funktion mit k(x) = O(x−1) für x→ 0+ und für

x→∞. Dann ist der durch (2.1) gegebene Operator Γk : D(0,∞)→ L2(0,∞) wohlde�niert.

Beweis: Aus den Voraussetzungen des Lemmas folgt unmittelbar, dass C := sup
x∈(0,∞)

|x k(x)| <∞.

Wähle zwei positive reelle Zahlen x0 und x∞ mit x0 < x∞. Dann gilt für jedes fest gewählte y > 0,

dass

{x+ y} |k(x+ y)| ≤ C für alle x ∈ (0, x0) ∪ (x∞,∞). (∗)

Es sei g ∈ D(0,∞). Dann gilt mit der Hölderschen Ungleichung, dem Satz von Fubini und (∗),
dass

‖Γkg‖2L2(0,∞) =

∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

k(x+ y)1spt(g)(y) · g(y)dy

∣∣∣∣∣∣
2

dx

≤
∞∫

0


∞∫

0

|k(x+ y)|21spt(g)(y)dy · ‖g‖2L2(0,∞)

dx

=

∞∫
0

1spt(g)(y)

∞∫
0

|k(x+ y)|2dx dy · ‖g‖2L2(0,∞)

= ‖g‖2L2(0,∞)


∞∫

0

1spt(g)(y)

x0∫
0

|k(x+ y)|2dx dy +

∞∫
0

1spt(g)(y)

x∞∫
x0

|k(x+ y)|2dx dy

+

∞∫
0

1spt(g)(y)

∞∫
x∞

|k(x+ y)|2dx dy


≤ ‖g‖2L2(0,∞)


∞∫

0

1spt(g)(y) C2

x0∫
0

dx

(x+ y)2
dy +

∞∫
0

x∞∫
x0

1spt(g)(y)|k(x+ y)|2dx dy

+

∞∫
0

1spt(g)(y) C2

∞∫
x∞

dx

(x+ y)2
dy


= ‖g‖2L2(0,∞)

C2

∫
spt(g)

(
1

y
− 1

x0 + y
+

1

x∞ + y

)
dy +

∫
spt(g)×[x0,x∞]

|k(x+ y)|2d(x, y)


<∞,
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denn in der vorletzten Zeile der Abschätzung tauchen ausschlieÿlich Integrale von stetigen, nicht-

negativen Funktionen über kompakte Mengen auf. �

Es sei k : (0,∞) → C eine stetige Funktion mit k(x) = O(x−1) für x → 0+ und für x → ∞, und

es sei q : (−∞, 0)→ C, q(x) = k(−x). De�niere Γ̃q : D(−∞, 0)→ L2(−∞, 0) durch

(Γ̃qφ)(x) := (ΓkRφ)(−x) =

∞∫
0

q(x− y)φ(−y)dy, x < 0.

Mit (2.2) lässt sich leicht nachrechnen, dass

Gq[φ, ψ] =

0∫
−∞

q(y)

∞∫
−∞

φ(y − x)ψ(x)dx dy =

0∫
−∞

ψ(x)

∞∫
0

q(x− y)φ(−y)dy dx =

0∫
−∞

ψ(x)(Γ̃qφ)(x)dx

für alle φ, ψ ∈ D(−∞, 0). Andererseits folgt mit (2.3), dass

0∫
−∞

ψ(x)
{

(T ∗q φ)(x)− (Γ̃qφ)(x)
}

dx = 0

für alle φ, ψ ∈ D(−∞, 0), und somit stimmen der beschränkte Operator T ∗q und der Operator

Γ̃q auf dem dichten Teilraum D(−∞, 0) von L2(−∞, 0) überein. Mithin ist Γ̃q beschränkt auf

D(−∞, 0) und kann eindeutig zum beschränkten Operator T ∗q aus (2.3) auf ganz L2(−∞, 0) fort-

gesetzt werden. Schlieÿlich haben wir gezeigt:

2.9 Satz: Es sei k : (0,∞) → C eine stetige Funktion mit k(x) = O(x−1) für x → 0+ und

für x → ∞. Die Sesquilinearform Gq aus (2.2) sei beschränkt auf L2(−∞, 0) × L2(−∞, 0). Dann

lässt sich der in (2.1) de�nierte Integraloperator Γk : D(0,∞) → L2(0,∞) eindeutig zu einem

beschränkten Operator auf L2(0,∞) fortsetzen, den wir ebenfalls mit Γk bezeichnen.

Ein Integraloperator Γk aus Satz 2.9 heiÿt kontinuierlicher Hankel-Operator. Falls k ∈ D ′(0,∞)

nicht die Bedingungen aus Satz 2.9 erfüllt, so kann der kontinuierliche Hankel-Operator Γk als der

Operator T ∗q R durch (T ∗q R)(f) = T ∗q (Rf) für f ∈ L2(0,∞) de�niert werden, falls die Sesquiline-

arform Gq aus (2.2) beschränkt ist. Dabei ist Tq der beschränkte lineare Operator aus (2.3).

2.10 Bemerkung: Wir haben gesehen, dass genau ein beschränkter Operator Tq existiert, so dass

Gq[f, g] = 〈T ∗q (f), g〉 für alle f, g ∈ L2(−∞, 0), falls die Sesquilinearform Gq beschränkt ist. Ande-

rerseits ist Gq o�ensichtlich eine beschränkte Sesquilinearform, falls es genau einen beschränkten

Operator Tq gibt derart, dass Gq[f, g] = 〈T ∗q (f), g〉 für alle f, g ∈ L2(−∞, 0). In diesem Sinne cha-

rakterisiert der folgende Satz die Distributionen q ∈ D ′(−∞, 0), für welche die Sesquilinearform

Gq aus (2.2) beschränkt ist.

2.11 Satz: Es sei q ∈ D ′(−∞, 0). Der Operator Tq aus (2.3) ist genau dann beschränkt auf

L2(−∞, 0), wenn eine Funktion κ ∈ L∞(R) existiert, so dass 1√
2π

Fκ|(−∞,0) = q, d. h. wenn(
1√
2π

Fκ
)

(φ) = q(φ) für jede Testfunktion φ ∈ D(−∞, 0).

Ist T ∗q beschränkt, so gilt
∥∥T ∗q ∥∥ = inf

{
‖κ‖∞ : κ ∈ L∞(R), 1√

2π
Fκ|(−∞,0) = q

}
.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes s. Peller [16], Theorem 8.1, S. 49-52. �

Ausgedrückt für k ∈ D ′(0,∞) bedeutet dies:
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2.12 Satz: Es sei k ∈ D ′(0,∞). Dann sind äquivalent:

(i) Γk ist beschränkt auf L2(0,∞);

(ii) es gibt eine Funktion ψ in L∞(R), so dass 1√
2π

Fψ|(0,∞) = k.

Ist Γk beschränkt, so gilt ‖Γk‖ = inf
{
‖ψ‖∞ : ψ ∈ L∞(R), 1√

2π
Fψ|(0,∞) = k

}
.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes sei auf Peller [16], Theorem 8.8, S. 52, verwiesen. �

2.13 Beispiel: Der Carleman-Operator Γ : L2(0,∞)→ L2(0,∞) ist de�niert durch

(Γf)(x) =

∞∫
0

1

x+ y
f(y)dy.

Es gilt ‖Γ‖ = π. Betrachte die unitären Operatoren

V : L2(0,∞)→ L2(R), (V f)(t) =
√

2etf(e2t);

F : L2(R)→ L2(R).

Dann gilt

F ∗(V ΓV ∗)F = M π
cosh(y·π/2)

: L2(R)→ L2(R);

das (rein kontinuierliche) Spektrum des Carleman-Operators ist gegeben durch

σ(Γ) =

{
π

cosh(y · π/2)
: y ∈ R

}
= [0, π] .

Beweis: Nach Peller [16], Theorem 8.14, S. 56, gilt ‖Γ‖ = π. Wie man leicht nachrechnet, ist V

ein unitärer Operator mit

(V ∗g)(x) =
1√
2x

g

(
1

2
log(x)

)
, x > 0,

fast überall. Es sei f ∈ D(0,∞). Setzen wir x = e2t, y = e2s, so gilt mit dem Transformationssatz

∞∫
0

f(y)

x+ y
dy =

∞∫
−∞

f(e2s)2e2s

e2s + e2t
ds =

1√
2et

∞∫
−∞

2eset

e2s + e2t
(V f)(s)ds =

1√
2et

∞∫
−∞

(V f)(s)

cosh(t− s)
ds.

Schreiben wir g(t) =
∞∫
−∞

(V f)(s)
cosh(t−s)ds, so sehen wir, dass V ∗CV = Γ auf D(0,∞) gilt, wobei C den

Faltungsoperator mit 1
cosh bezeichne. Wie man mühelos mit der Hölderschen Ungleichung nach-

weist, ist C ein beschränkter Operator L2(R)→ L2(R); dass V , V ∗ und Γ beschränkte Operatoren

sind, wissen wir bereits. Es ist leicht zu sehen, dass VD(0,∞) = D(R). Daher gilt V ΓV ∗ = C auf

ganz L2(R). Es folgt, dass FCF ∗ der Multiplikationsoperator mit der Funktion
√

2π F
{

1
cosh

}
ist.5

Wir integrieren die Abbildung h(z) = e−iyz

ez+e−z entlang des Weges aus Abbildung 2.1, einem positiv

orientierten Rechteck mit Eckpunkten bei ±N und ±N + iπ, mit

γ1, γ3 : [−N,N ]→ C, γ1(t) = t, γ3(t) = −t+ iπ,

γ2, γ4 : [0, π]→ C, γ2(t) = N + it, γ4(t) = −N + iπ − it.

5Genau genommen gilt dies nach Satz 1.1 (i) auf dem dichten Teilraum L1(R) ∩ L2(R) von L2(R), und da

1/ cosh eine Schwartz-Funktion auf R ist, ist M√2πF{1/ cosh} beschränkt auf ganz L
2(R). Daher gilt FCF∗ =

M√2πF{1/ cosh} auf ganz L
2(R).

23



Kapitel 2: Hankel-Operatoren

Abbildung 2.1: Integrationsweg; selbst erstellt mit Microsoft Word

Es gilt∫
γ1

h(z)dz =

N∫
−N

e−ity

et + e−t
dt =

1

2

N∫
−N

e−ity

cosh(t)
dt

N→∞−−−−→ 1

2

√
2π (F{cosh(t)−1})(y),

∫
γ3

h(z)dz =

N∫
−N

e−iy(−t+iπ)

e−t+iπ + et−iπ
· (−1)dt = −eyπ

N∫
−N

eiyt

−(e−t + et)
dt =

eyπ

2

N∫
−N

eiyt

cosh(t)
dt

=
eyπ

2

N∫
−N

e−iyt

cosh(t)
dt

N→∞−−−−→ eyπ

2

√
2π (F{cosh(t)−1})(y),

∣∣∣∣∫
γ2

h(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

e−iy(N+it)

eN+it + e−N−it
· i dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

0

eyt · e−N

|eit + e−2N−it|
dt ≤ π · eπy · e−N

1− e−2N

N→∞−−−−→ 0,

∣∣∣∣∫
γ4

h(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

e−iy(−N+iπ−it)

e−N+iπ−it + eN−iπ+it
· (−i)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

0

eyπ e−yt

|e−2N−it + eit|
1

eN
dt

≤ π · eπy · e−N

1− e−2N

N→∞−−−−→ 0.

Es ist leicht zu sehen, dass die Menge der Polstellen von h gegeben ist durch{
z ∈ C : Re(z) = 0, Im(z) ∈ {...,−i

5π

2
,−i

3π

2
,−i

π

2
, i
π

2
, i

3π

2
, i

5π

2
, ...}

}
;

h besitzt im von γ1, γ2, γ3, γ4 eingeschlossenen Gebiet also genau einen Pol bei z0 = iπ2 , und es gilt

Resz0h =
ey

π
2

2i
.

Mit dem Residuensatz folgt, dass

lim
N→∞

{∫
γ1

+

∫
γ2

+

∫
γ3

+

∫
γ4

}
h(z)dz = lim

N→∞
2πi · Resz0h = π ey

π
2 ,

also √
2π

(
F

{
1

cosh

})
(y) ·

[
1

2
+

1

2
eyπ
]

= π ey
π
2 ,

d. h.

π =
√

2π

(
F

{
1

cosh

})
(y) ·

[
1

2

(
e−y

π
2 + ey

π
2

)]
=
√

2π

(
F

{
1

cosh

})
(y) · cosh

(
y
π

2

)
.
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Nun sind wir o�ensichtlich in der Situation des Satzes 1.12, und es folgt, dass

σ(Γ) =

{
π

cosh(y · π/2)
: y ∈ R

}
= [0, π] .

�

Wie die beschränkten kontinuierlichen Hankel-Operatoren Γk : L2(0,∞) → L2(0,∞) mit Hankel-

Operatoren auf H2(R) bzw. auf H2 zusammenhängen, erklärt der folgende

2.14 Satz: Es sei k ∈ D ′(0,∞) derart, dass Γk : L2(0,∞)→ L2(0,∞) ein beschränkter kontinu-

ierlicher Hankel-Operator ist. Dann gilt:

(i) F ∗ΓkF ist der Hankel-Operator Sψ auf H2(R), wobei ψ ∈ L∞(R) mit 1√
2π

Fψ|(0,∞) = k.

(ii) G∗F ∗ΓkFG ist der Hankel-Operator Szφ auf H2, wobei φ
(

1+it
1−it

)
= ψ(t), t ∈ R, mit ψ ∈

L∞(R) und 1√
2π

Fψ|(0,∞) = k. Dabei ist G der unitäre Operator aus Satz 2.4.

Beweis: Zum Beweis von (ii) s. Peller [16], Theorem 8.9, S. 53. Zusammen mit Satz 2.6 folgt

(i). �
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3 Über die Hilbertsche Matrix

In diesem Kapitel werden Ergebnisse aus M.Rosenblums Arbeiten �On the Hilbert matrix, I� [19]

und �On the Hilbert matrix, II� [20] aufgeführt, die im Laufe der Masterarbeit benötigt werden.

Zunächst erläutern wir einige Elemente der sogenannten Titchmarsh-Kodaira Theorie.

3.1 Titchmarsh-Kodaira Theorie

In diesem Abschnitt folgen wir Weidmann [24] und Kodaira [9].

Es seien a und b Elemente in R = R ∪ {−∞} ∪ {∞} mit a < b. Für Funktionen p : (a, b)→ (0,∞)

und q : (a, b) → R derart, dass q und die erste Ableitung von p jeweils stetig in (a, b) sind,

betrachten wir den Di�erentialausdruck

τ [f ] = − (p · f ′)′ + q · f (3.1)

und den maximalen durch τ erzeugten Operator

T : D(T ) ⊂ L2(a, b)→ L2(a, b), T [f ] = − (p · f ′)′ + q · f, (3.2)

wobei der Teilraum D(T ) von L2(a, b) aus allen Funktionen f mit den folgenden Eigenschaften

besteht:

(i) f ∈ L2(a, b),

(ii) f und pf ′ sind absolutstetig in (a, b),

(iii) τ [f ] ∈ L2(a, b).

Ausgangspunkt aller weiteren Überlegungen ist die Di�erentialgleichung

τ [f ] = l · f

mit komplexem Parameter l. Eine Funktion u : (a, b)→ C heiÿt eine Lösung von τ [f ] = l · f , falls
u und pu′ absolutstetig sind und τ [u]− l · u = 0 fast überall in (a, b).

Es sei f : (a, b)→ C Borel-messbar. Falls ein c ∈ (a, b) existiert, so dass f |(a,c) ∈ L2(a, c), so sagen

wir, dass f links in L2(a, b) liegt. Entsprechend liegt f rechts in L2(a, b), falls es ein c ∈ (a, b) gibt,

so dass f |(c,b) ∈ L2(c, b). Da diese Sprechweisen auf Lösungen von (τ− l)u = 0 angewendet werden,

gilt dies stets für alle oder kein c ∈ (a, b).

3.1 Satz: Es sei τ wie in (3.1) de�niert. Dann gilt: Liegen für ein l0 ∈ C alle Lösungen von

(τ − l0)u = 0 rechts in L2(a, b), so liegen für alle l ∈ C alle Lösungen von (τ − l)u = 0 rechts in

L2(a, b). Das Entsprechende gilt für �links in L2(a, b)�.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes s.Weidmann, Satz 13.17, S. 54-55. �
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3.2 Satz (Weylsche Alternative): Es sei τ wie in (3.1) de�niert. Dann gilt entweder

(i) für jedes l ∈ C liegt jede Lösung u von (τ − l)u = 0 rechts in L2(a, b), oder

(ii) für jedes l ∈ C existiert mindestens eine Lösung von (τ − l)u = 0, die nicht rechts in L2(a, b)

liegt. In diesem Fall existiert für jedes l ∈ C \R genau eine (bis auf einen komplexen Faktor

eindeutige) Lösung von (τ − l)u = 0, die rechts in L2(a, b) liegt.

Das Entsprechende gilt für �links in L2(a, b)�.

Wenn der Fall (i) in Satz 3.2 eintritt, so sagen wir, dass bei b (bzw. a) der Grenzkreisfall vorliegt.

Im Fall (ii) sagen wir, dass bei b (bzw. a) der Grenzpunktfall vorliegt. Diese Benennung geht auf

Hermann Weyl zurück, s. [26], Satz 1.

Beweis des Satzes 3.2: Ein Beweis �ndet sich bei Weidmann [24], Satz 13.18, S.55. �

In unserer Anwendung der Titchmarsh-Kodaira Theorie wird der Grenzpunktfall bei a = 0 und

bei b =∞ für τ vorliegen. Daher werden wir für den Rest dieses Abschnittes annehmen, dass bei

a und bei b jeweils der Grenzpunktfall vorliegt.

3.3 De�nition. Es sei I ⊂ R ein o�enes nichtleeres Intervall. Es seien f1, f2 ∈ C 2(I). Dann ist

die Wronski-Determinante von f1 und f2 auf I de�niert durch

W {f1(x), f2(x)} = f1(x)f ′2(x)− f2(x)f ′1(x).

Unter einem System von Fundamentallösungen verstehen wir das System der zwei Lösungen s1(·, l)
und s2(·, l) von τ [u] = l · u, so dass die folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

(i) p(x) W {s2(x, l), s1(x, l)} = 1 für alle x ∈ (a, b), l ∈ C,

(ii) sk(x, l) = sk(x, l) für k ∈ {1, 2} für alle x ∈ (a, b), l ∈ C,

(iii) die Funktionen l 7→ sk(x, l) und l 7→ ∂
∂xsk(x, l) sind analytisch in C für alle x ∈ (a, b), wobei

k ∈ {1, 2}.

Solch ein System s1, s2 von Lösungen erhalten wir z. B., indem wir τ [u] = l · u unter den Randbe-

dingungen

s1(c) = s′2(c) = 0, s2(c) = p(c)s′1(c) = 1, (a < c < b),

lösen, wobei c ∈ (a, b) beliebig, aber fest gewählt ist. Dabei steht s1(c) = 0 für s1(c, l) = 0 für alle

l ∈ C, s′2(c) = 0 für s′2(c, l) = 0 für alle l ∈ C usw.

3.4 Satz: Es sei τ wie in (3.1) de�niert. Liegt bei a und bei b jeweils der Grenzpunktfall vor, so

ist der maximale von τ erzeugte Operator T aus (3.2) selbstadjungiert.

Beweis: Dies folgt aus Satz 13.21 bei Weidmann [24], S. 60-61. �

Wir de�nieren die charakteristischen Funktionen fa, fb : C \ R→ C von T durch

fa(l) := − lim
x→a

s2(x, l)

s1(x, l)
, fb(l) := − lim

x→b

s2(x, l)

s1(x, l)
.
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3.5 Satz: Die charakteristischen Funktionen fa, fb von T sind eindeutig bestimmt durch die Be-

dingungen

c∫
a

|s2(x, l) + fa(l) · s1(x, l)|2dx <∞,
b∫
c

|s2(x, l) + fb(l) · s1(x, l)|2dx <∞, (a < c < b).

Beweis: Dies folgt aus Theorem 10.21 bei Stone [22], S. 496-498. �

Die charakteristische Matrix M(l) =

(
M11(l) M12(l)

M21(l) M22(l)

)
ist für jedes l ∈ C \ R de�niert durch

M11(l) =
fa(l)fb(l)

fa(l)− fb(l)
,

M12(l) = M21(l) =
1

2
· fa(l) + fb(l)

fa(l)− fb(l)
,

M22(l) =
1

fa(l)− fb(l)
,

wobei fa und fb die charakteristischen Funktionen von T sind.

3.6 Lemma: Die Funktionen Mjk : C \ R → C aus der charakteristischen Matrix von T sind

jeweils holomorph, und es gilt

Mjk(l̄) = Mjk(l), l ∈ C \ R, j, k = 1, 2.

Beweis: Für einen Beweis s.Kodaira [9], S. 925-926. �

3.7 Lemma: Für jede reelle Zahl λ und j, k ∈ {1, 2} existiert der Grenzwert

ρjk(λ) = lim
δ→0+

lim
ε→0+

1

π

λ+δ∫
δ

Im{Mjk(t+ iε)}dt.

Die durch P(λ) = (ρjk(λ))j,k=1,2 de�nierte matrixwertige Funktion

P : R→ R2×2

ist rechtsstetig, und für reelle Zahlen µ < λ ist die symmetrische Matrix P(λ) − P(µ) positiv

semide�nit.

Beweis: Dies folgt aus Theorem 1.13 bei Kodaira [9], S. 926-927. Der Beweis wird auf S. 929-932

geführt. �

Wir betrachten λ−messbare vektorwertige Funktionen φ(·) = (φ1(·), φ2(·)) : R→ C2 und setzen

‖φ‖2 :=

∞∫
−∞

2∑
j,k=1

φj(λ)φk(λ)dρjk(λ),

wobei es sich bei den Integralen bzgl. dρjk(λ) um Stieltjessche Integrale handelt. Da die Matrix

dP(λ) positiv semide�nit ist, gilt ‖φ‖2 ≥ 0, und der Raum H := {φ : ‖φ‖ <∞} ist ein Hilbertraum
mit Skalarprodukt

〈φ, ψ〉H :=

∞∫
−∞

2∑
j,k=1

φj(λ)ψk(λ)dρjk(λ)

und Norm ‖φ‖H := ‖φ‖.
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3.8 Satz: Es sei T wie in (3.2) de�niert, und es sei s1, s2 ein System von Fundamentallösungen

der Di�erentialgleichung τ [u] = l · u. Bei a und bei b liege jeweils der Grenzpunktfall vor. Dann

gilt:

(i) Der Operator U : L2(a, b)→H ,

(Uf)(λ) = (φ1(λ), φ2(λ)) = l.i.m.
α→a+, β→b−

 β∫
α

s1(x, λ)f(x)dx,

β∫
α

s2(x, λ)f(x)dx

 , λ ∈ R,

ist unitär, und der inverse Operator U−1 : H → L2(a, b) ist gegeben durch

U−1(φ1, φ2)(x) = f(x) = l.i.m.
N→∞

N∫
−N

2∑
j,k=1

sj(x, λ)φk(λ)dρjk(λ), x ∈ (a, b).

(ii) Für jedes f ∈ D(T ) gilt

(T [f ])(x) = l.i.m.
N→∞

N∫
−N

2∑
j,k=1

sj(x, λ)φk(λ) · λ dρjk(λ), x ∈ (a, b);

insbesondere ist der Operator U ◦ T ◦ U−1 : H →H in �Diagonalform�, d. h.

(U ◦ T ◦ U−1)(φ1, φ2)(λ) = (λ · φ1(λ), λ · φ2(λ)), λ ∈ R.

Dabei steht l.i.m. für �Limit in mean�, d. h. den Limes bzgl. ‖ · ‖H bzw. den Limes bzgl. ‖ · ‖L2(a,b),

und ρjk ist die Funktion aus Lemma 3.7, j, k = 1, 2.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes sei auf Kodaira [9], Theorem 1.4, S. 927-928, verwiesen. �

3.2 Über die Whittaker-Funktionen M und W

Schreibe −N0 = {0,−1,−2,−3, ...}. Zunächst de�nieren wir für Parameter a ∈ C, b ∈ C \ (−N0),

die hypergeometrische Funktion 1F1 durch

1F1(a; b; z) :=

∞∑
n=0

(a)n
(b)n

zn

n!
,

wobei (α)ν = Γ(α+ ν)/Γ(α) =
ν−1∏
j=0

(α+ j) für α ∈ C \ (−N0) und ν ∈ N0 das Pochhammer-Symbol

bezeichne und Γ die Gammafunktion. Ist α ∈ (−N0) und α1, α2, ... eine beliebige Folge von Zahlen

in C \ (−N0) mit αn → α für n → ∞, so setzen wir (α)ν := lim
n→∞

Γ(αn+ν)
Γ(αn) ∈ R für jedes fest

gewählte ν ∈ N0. Dies ist möglich, weil sämtliche Pole der Gammafunktion von erster Ordnung

sind, und o�ensichtlich unabhängig von der betrachteten Folge α1, α2, ...

Die Beweise der Sätze 3.9 und 3.10 habe ich ohne Vorlage aus irgendeiner Verö�entlichung erstellt.

3.9 Satz: (i) Für Parameter a ∈ C, b ∈ C \ (−N0), ist die hypergeometrische Funktion

z 7→ 1F1(a; b; z) holomorph auf ganz C. Zudem gilt

1F1
′′(a; b;x) +

(
b

x
− 1

)
1F1
′(a; b;x)− a

x
1F1(a; b;x) = 0, x > 0.

Dabei ist 1F1
′(a; b;x) = (d/dx) 1F1(a; b;x).
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(ii) Für Parameter b ∈ C \ (−N0), z ∈ C, ist die Funktion a 7→ 1F1(a; b; z) holomorph auf ganz

C.

(iii) Für Parameter a, z ∈ C ist die Funktion b 7→ 1F1(a; b; z) holomorph in C \ (−N0). Sämtliche

Polstellen von 1F1(a; ·; z) in den Punkten b = 0,−1,−2, ... sind jeweils von erster Ordnung.

Insbesondere ist b 7→ 1F1(a; b; z) meromorph auf ganz C.

Beweis:

(i) Man beachte, dass sämtliche Polstellen der Gammafunktion von erster Ordnung sind. Ist

a ∈ −N0 und a+n ∈ −N0 für ein n ∈ N, so ist Γ(a+n)/Γ(a) ∈ R, und für hinreichend groÿe

N ∈ N gilt a+N /∈ −N0 und Γ(a+N)/Γ(a) = 0.

Es seien a ∈ C, b ∈ C \ (−N0). Dann gilt

lim
n→∞

∣∣∣∣ (a)n+1

(b)n+1

(b)n
(a)n

n!

(n+ 1)!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣Γ(a+ n+ 1)

Γ(a+ n)

Γ(b+ n)

Γ(b+ n+ 1)

1

n+ 1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣a+ n

b+ n

1

n+ 1

∣∣∣∣ = 0,

also ist der Konvergenzradius der Potenzreihe
∞∑
n=0

(a)n
(b)n

zn

n! gleich Unendlich. 1F1(a; b; ·) ist

also holomorph auf ganz C; insbesondere können wir Ableitungen beliebiger Ordnung mit

dem Summenzeichen vertauschen. Daher ist

d

dx
1F1(a; b;x) =

∞∑
n=0

(a)n
(b)n

d

dx

xn

n!
=

∞∑
n=1

(a)n
(b)n

xn−1

(n− 1)!
,

d2

dx2 1F1(a; b;x) =

∞∑
n=0

(a)n
(b)n

d2

dx2

xn

n!
=

∞∑
n=2

(a)n
(b)n

xn−2

(n− 2)!
,

für alle x > 0. Ein Koe�zientenvergleich liefert

1F1
′′(a; b;x) +

(
b

x
− 1

)
1F1
′(a; b;x)− a

x
1F1(a; b;x)

=
1

x

[
b · (a)1

(b)1
− a
]

+

∞∑
n=0

xn
[

(a)n+2

(b)n+2

1

n!
+ b · (a)n+2

(b)n+2

1

(n+ 1)!
− (a)n+1

(b)n+1

1

n!
− a · (a)n+1

(b)n+1

1

(n+ 1)!

]

=
1

x

[
b · a

b
− a
]

+

∞∑
n=0

xn · (a)n+1

(n+ 1)! (b)n+2
[(n+ 1) (a+ n+ 1) + b (a+ n+ 1)

−(n+ 1) (b+ n+ 1)− a (b+ n+ 1)]

=

∞∑
n=0

xn · (a)n+1

(n+ 1)! (b)n+2

[
a(n+ 1) + (n+ 1)2 + ab+ b(n+ 1)− b(n+ 1)− (n+ 1)2 − ab− a(n+ 1)

]
= 0, x > 0.

(ii) Es seien b ∈ −N0, z ∈ C, beliebig, aber fest gewählt. Betrachte die Funktionenfolge (fn)n∈N0

der jeweils auf ganz C holomorphen Funktionen

fn : C→ C, fn(a) =

n∑
m=0

Γ(a+m)

Γ(a)
· Γ(b)

Γ(b+m)

zm

m!
, n ∈ N0.

Nach Punkt (i) dürfen wir für alle a ∈ C die Grenzfunktion

a 7→
∞∑
m=0

Γ(a+m)

Γ(a)
· Γ(b)

Γ(b+m)

zm

m!
:= lim

n→∞

n∑
m=0

Γ(a+m)

Γ(a)
· Γ(b)

Γ(b+m)

zm

m!
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de�nieren. Es sei a0 ∈ C. Wähle 0 < ρ < 1. Die o�ene Kreisscheibe um a0 mit Radius ρ,

Kρ(a0) ⊂ C, ist eine o�ene Umgebung von a0, so dass K := Kρ(a0) kompakt ist. Es sei

ε > 0. Setze R := max
a∈K
|a| > 0. Da nach Punkt (i) der Konvergenzradius der Potenzreihe

∞∑
m=0

(R)m
(b)m

zm

m! als Funktion von z gleich Unendlich ist, konvergiert 1F1(R; b; z) absolut, also

existiert ein N ∈ N, min
a∈K

Re(a+N) > 0, so dass

∞∑
m=n+1

∣∣∣∣Γ(R+m)

Γ(R)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ Γ(b)

Γ(b+m)

∣∣∣∣ |zm|m!
< ε

für alle n ≥ N . Folglich gilt

sup
a∈K

∣∣∣∣∣
∞∑
m=0

Γ(a+m)

Γ(a)
· Γ(b)

Γ(b+m)

zm

m!
−

n∑
m=0

Γ(a+m)

Γ(a)
· Γ(b)

Γ(b+m)

zm

m!

∣∣∣∣∣
≤ sup
a∈K

∞∑
m=n+1

|a(a+ 1)...(a+m− 1)| ·
∣∣∣∣ Γ(b)

Γ(b+m)

∣∣∣∣ |zm|m!

≤
∞∑

m=n+1

R(R+ 1)...(R+m− 1) ·
∣∣∣∣ Γ(b)

Γ(b+m)

∣∣∣∣ |zm|m!

< ε

für alle n ≥ N . Falls â in K ∩ (−N0) ist, so gilt wegen Re(â+ n) > 0, dass∣∣∣∣∣
∞∑

m=n+1

Γ(â+m)

Γ(â)
· Γ(b)

Γ(b+m)

zm

m!

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=n+1

0

∣∣∣∣∣ = 0

für alle n ≥ N . Wir haben gezeigt, dass die Funktionenfolge (fn)n∈N0
lokal gleichmäÿig gegen

1F1(·; b; z) konvergiert. Trivialerweise ist C eine o�ene Teilmenge von sich selbst. Insgesamt

folgt mit dem Satz von Weierstraÿ, dass a 7→ 1F1(a; b; z) holomorph auf ganz C ist.

(iii) Sind a, b ∈ C fest gewählt, so ist die Funktion z 7→
∞∑
m=0

1
Γ(b+m) (a)m

zm

m! holomorph auf ganz

C, denn wegen

lim
n→∞

∣∣∣∣ (a)n+1

(a)n

Γ(b+ n)

Γ(b+ n+ 1)

n!

(n+ 1)!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣a+ n

b+ n

1

n+ 1

∣∣∣∣ = 0

ist der Konvergenzradius der Potenzreihe
∞∑
m=0

1
Γ(b+m) (a)m

zm

m! gleich Unendlich. Insbesondere

konvergiert die Reihe
∞∑
m=0

1
Γ(b+m) (a)m

zm

m! für feste a, b, z ∈ C absolut, und wir dürfen die

Grenzfunktion b 7→
∞∑
m=0

1
Γ(b+m) (a)m

zm

m! punktweise auf C de�nieren.

Es sei b0 ∈ C. Wähle ρ > 0 beliebig, aber fest. Wir betrachten die abgeschlossene Kreisscheibe

mit Radius ρ um b0, K := Kρ(b0) ⊂ C, als Umgebung von b0. Es sei ε > 0. De�niere

b̂ := b0 − ρ ∈ K. Nach der Bemerkung zu Beginn des Beweises von (iii) und wegen der

Kompaktheit von K können wir N ∈ N so groÿ wählen, dass

min
b∈K

Re(b+ n) > max{1, 2ρ},
∣∣∣ Im(b0)

Re(b0)+n

∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣−ρ+ ρ ·
b0
n +1

| b0n +1|

∣∣∣∣ < √2ρ

und
∞∑

m=n+1
|(a)m| 1

|Γ(b̂+m)|
|z|m
m! < ε

 (∗)

für alle n ≥ N . Nach (∗) gibt es eine Konstante C ′′ > 0, so dass

max
b∈K

1

|Γ(b+N)|
≤ C ′′

|Γ(b̂+N)|
; (3.3)
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man beachte, dass 1/Γ holomorph auf ganz C ist, und die stetige Funktion 1/|Γ(·+N)| auf der
kompakten Menge K ihr Maximum annimmt. Aus elementaren geometrischen Überlegungen,

nämlich der Bestimmung des kleinsten Abstands zwischen einem Punkt und einem Kreis in

der Ebene, folgt sofort, dass

max
b∈K

1

|b+N + k|
=

1

dist(0,K +N + k)
=

1

|b0 +N + k| − ρ
, k ∈ N0, (3.4)

wobei dist(0,K +N + k) = inf
b∈K

√
(Re(b) +N + k)2 + Im(b)2. Der Punkt in K +N + k, für

den das Maximum in obiger Gleichung angenommen wird, ist
(

1− ρ
|b0+N+k|

)
(b0 +N + k).

Es gilt

|b̂+N + k| ≤
∣∣∣∣(1− ρ

|b0 +N + k|

)
(b0 +N + k)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(b̂+N + k)−
(

1− ρ

|b0 +N + k|

)
(b0 +N + k)

∣∣∣∣
= |b0 +N + k| − ρ+ δ(k), k ∈ N0,

was äquivalent ist zu

1

|b0 +N + k| − ρ
≤ 1

|b̂+N + k| − δ(k)
, k ∈ N0, (3.5)

wobei nach der Taylorentwicklung des Arkustanges um Null gilt, dass

δ(k) :=

∣∣∣∣(b̂+N + k)−
(

1− ρ

|b0 +N + k|

)
(b0 +N + k)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(b̂− b0)−
(
− ρ

|b0 +N + k|
(b0 +N + k)

)∣∣∣∣
≤ ρ ·

∣∣∣∣arg(b̂− b0)− arg

(
− ρ

|b0 +N + k|
(b0 +N + k)

)∣∣∣∣
= ρ ·

∣∣∣∣arg(−ρ)−
[
π + arctan

(
Im(b0)

Re(b0) +N + k

)]∣∣∣∣
= ρ ·

∣∣∣∣π − π − Im(b0)

Re(b0) +N + k
+ O

(
1

k3

)∣∣∣∣
= O

(
1

k

)
, k →∞.

Dabei folgt die Tatsache, dass − ρ
|b0+N+k| (b0+N+k) für jedes k ∈ N0 in der linken Halbebene

liegt, aus der Konvergenz

lim
n→∞

{
b̂+ n−

(
1− ρ

|b0 + n|

)
(b0 + n)

}
= lim
n→∞

{
−ρ+ ρ · b0 + n

|b0 + n|

}
= −ρ+ ρ · lim

n→∞

b0
n + 1∣∣ b0
n + 1

∣∣ = 0

und der Wahl von N in (∗). Wir betrachten nun die Folge (C ′k)k∈N0
mit

C ′k :=
|b̂+N + k|

|b̂+N + k| − δ(k)
= 1 +

δ(k)

|b̂+N + k| − δ(k)
≥ 1, k ∈ N0. (3.6)

Dann gilt wegen

δ(k)

|b̂+N + k| − δ(k)
=

O
(

1
k

)
|b̂+N + k| − O

(
1
k

) =
O
(

1
k

)
O (k)

= O

(
1

k2

)
, k →∞,

dass ein k0 ∈ N und eine Konstante Ĉ > 0 existieren derart, dass

∞∑
m=k+1

∣∣∣∣∣ δ(m)

|b̂+N +m| − δ(m)

∣∣∣∣∣ =

∞∑
m=k+1

1

m2
·m2 · δ(m)

|b̂+N +m| − δ(m)
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≤ (Ĉ + ε) ·
∞∑

m=k+1

1

m2

< ε · (Ĉ + ε)

für alle k ≥ k0. Wir haben gezeigt, dass die Reihe
∞∑
k=0

δ(k)

|b̂+N+k|−δ(k)
absolut konvergiert, also

folgt mit Satz 1.36, dass das unendliche Produkt
∞∏
k=0

C ′k absolut konvergiert, etwa gegen

C ′ :=

∞∏
k=0

C ′k ∈ [1,∞) mit C ′ ≥ C ′0 · ... · C ′k für alle k ∈ N0, (3.7)

denn C ′k ≥ 1 für alle k ∈ N0. Demnach gilt mit (3.3)−(3.7), dass

max
b∈K

1

|Γ(b+N + k)|
≤ max

b∈K

1

|Γ(b+N)|
max
b∈K

k−1∏
j=0

1

|b+N + j|

≤ max
b∈K

1

|Γ(b+N)|

k−1∏
j=0

max
b∈K

1

|b+N + j|

≤ C ′′

|Γ(b̂+N)|
·
k−1∏
j=0

1

|b̂+N + j| − δ(j)

=
C ′′

|Γ(b̂+N)|
·
k−1∏
j=0

C ′j

|b̂+N + j|

≤ C ′ · C ′′ 1

|Γ(b̂+N)|
·
k−1∏
j=0

1

|b̂+N + j|

= C · 1

|Γ(b̂+N + k)|
, k ∈ N,

wobei C := C ′ · C ′′ > 0; im Fall k = 0 folgt mit (3.3) und (3.7), dass

max
b∈K

1

|Γ(b+N)|
≤ C ′′

|Γ(b̂+N)|
≤ C

|Γ(b̂+N)|
.

Zusammen mit (∗) folgt, dass

sup
b∈K

∣∣∣∣∣
∞∑
m=0

1

Γ(b+m)
(a)m

zm

m!
−

n∑
m=0

1

Γ(b+m)
(a)m

zm

m!

∣∣∣∣∣ ≤ sup
b∈K

∞∑
m=n+1

1

|Γ(b+m)|
|(a)m|

|z|m

m!

≤ C ·
∞∑

m=n+1

1

|Γ(b̂+m)|
|(a)m|

|z|m

m!

< C · ε

für alle n ≥ N . Insgesamt haben wir gezeigt, dass die durch

fn : C→ C, fn(b) :=

n∑
m=0

1

Γ(b+m)
(a)m

zm

m!
,

de�nierte Folge (fn)n∈N0
der jeweils auf ganz C holomorphen Funktionen fn lokal gleichmäÿig

gegen b 7→
∞∑
m=0

1
Γ(b+m) (a)m

zm

m! konvergiert. Trivialerweise ist C eine o�ene Teilmenge von sich

selbst. Mit dem Satz von Weierstraÿ folgt nun, dass die Funktion b 7→
∞∑
m=0

1
Γ(b+m) (a)m

zm

m!

holomorph auf ganz C ist. Multipliziert mit der meromorphen Funktion b 7→ Γ(b) erhalten

wir die hypergeometrische Funktion 1F1(a; ·; z). Daraus folgt die Behauptung. �
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3.2. Über die Whittaker-Funktionen M und W

Es seien XM := {−(m+ 1)/2 : m ∈ N0} und XW := {n/2 : n ∈ Z}. Wir de�nieren für Parameter

κ ∈ C, µ ∈ C \XM , die Funktion

Mκ,µ : C− → C, Mκ,µ(z) := e−z/2 z
1
2 +µ

1F1

(
1

2
+ µ− κ; 1 + 2µ; z

)
, (3.8)

sowie für Parameter κ ∈ C, µ ∈ C \XW , die Funktion

Wκ,µ : C− → C, Wκ,µ(z) :=
Γ(−2µ)

Γ
(

1
2 − µ− κ

) Mκ,µ(z) +
Γ(2µ)

Γ
(

1
2 + µ− κ

) Mκ,−µ(z). (3.9)

Mκ,µ und Wκ,µ sind die sogenannten Whittaker-Funktionen.

3.10 Satz: (i) Für Parameter κ ∈ C und µ ∈ C \ XM bzw. µ ∈ C \ XW sind die Whittaker-

Funktionen Mκ,µ bzw. Wκ,µ jeweils holomorph in der geschlitzten Ebene C−. Zudem erfüllen

Mκ,µ und Wκ,µ für die oben festgelegten Parameter jeweils die Di�erentialgleichung

Y ′′(x) +

(
−1

4
+
κ

x
+

1
4 − µ

2

x2

)
Y (x) = 0, x > 0. (3.10)

(ii) Für Parameter z ∈ C− und µ ∈ C \XM bzw. µ ∈ C \XW sind die Funktionen κ 7→Mκ,µ(z)

bzw. κ 7→Wκ,µ(z) jeweils holomorph auf ganz C.

(iii) Für Parameter κ ∈ C und z ∈ C− sind die Funktionen

C \XM → C, µ 7→Mκ,µ(z), und C \XW → C, µ 7→Wκ,µ(z),

jeweils holomorph. Sämtliche Polstellen von Mκ,·(z) in den Punkten µ ∈ XM sind von erster

Ordnung. Insbesondere ist µ 7→Mκ,µ(z) für die oben festgelegten Parameter meromorph auf

ganz C.

Beweis: Nach De�nition gilt zµ = eµ·log(z), wobei log den Hauptzweig des komplexen Logarithmus

bezeichne. Daher ist z ∈ C− vorauszusetzen. Für Parameter z ∈ C−, κ ∈ C, wissen wir aus Punkt

(iii) des Satzes 3.9, dass die Funktion µ 7→ 1F1( 1
2 + µ− κ; 1 + 2µ; z) Polstellen genau für µ ∈ XM

besitzt. Bekanntlich besitzt die Gammafunktion Polstellen genau in 0,−1,−2, ..., die alle von erster

Ordnung sind. Dies rechtfertigt die obige De�nition der Whittaker-Funktionen M und W .

(i) Es seien κ ∈ C und µ ∈ C \XM . Dann ist mit den Abbildungen

z 7→ e−z/2, z 7→ z
1
2 +µ = e( 1

2 +µ) log(z) und z 7→ 1F1

(
1

2
+ µ− κ; 1 + 2µ; z

)
auch die Whittaker-Funktion z 7→Mκ,µ(z) = e−z/2 z

1
2 +µ

1F1( 1
2 +µ−κ; 1+2µ; z) holomorph

in der geschlitzten Ebene C−. Wir berechnen

d

dx
Mκ,µ(x) = −1

2
Mκ,µ(x) +

1
2 + µ

x
Mκ,µ(x) + e−x/2 x

1
2 +µ

1F1
′
(

1

2
+ µ− κ; 1 + 2µ;x

)
,

d2

dx2
Mκ,µ(x)

= Mκ,µ(x) ·
(

1

4
− κ

x
−

1
4 − µ

2

x2

)
+ e−x/2 x

1
2 +µ

{
−

1
2 + µ− κ

x
1F1

(
1

2
+ µ− κ; 1 + 2µ;x

)
+

(
1 + 2µ

x
− 1

)
1F
′
1

(
1

2
+ µ− κ; 1 + 2µ;x

)
+ 1F

′′
1

(
1

2
+ µ− κ; 1 + 2µ;x

)}
= Mκ,µ(x) ·

(
1

4
− κ

x
−

1
4 − µ

2

x2

)
, x > 0,
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wobei wir im letzten Schritt Punkt (i) des Satzes 3.9 mit a := 1
2 + µ − κ und b := 1 + 2µ

verwendet haben. Insbesondere gilt für Parameter κ ∈ C und µ ∈ C \ XW , dass mit den

Abbildungen

z 7→ Γ(−2µ)

Γ
(

1
2 − µ− κ

) Mκ,µ(z) und z 7→ Γ(2µ)

Γ
(

1
2 + µ− κ

) Mκ,−µ(z)

auch die Whittaker-Funktion z 7→ Wκ,µ(z) = Γ(−2µ)

Γ( 1
2−µ−κ)

Mκ,µ(z) + Γ(2µ)

Γ( 1
2 +µ−κ)

Mκ,−µ(z)

holomorph in der geschlitzten Ebene C− ist, und

W ′′κ,µ(x) +

(
−1

4
+
κ

x
+

1
4 − µ

2

x2

)
Wκ,µ(x)

=
Γ(−2µ)

Γ( 1
2 − µ− κ)

{
M ′′κ,µ(x) +

(
−1

4
+
κ

x
+

1
4 − µ

2

x2

)
Mκ,µ(x)

}
+

Γ(2µ)

Γ( 1
2 + µ− κ)

{
M ′′κ,−µ(x) +

(
−1

4
+
κ

x
+

1
4 − (−µ)2

x2

)
Mκ,−µ(x)

}
= 0, x > 0.

(ii) Für Parameter z ∈ C− und µ ∈ C \XM sind nach Punkt (ii) des Satzes 3.9 die Abbildungen

κ 7→ 1

2
+ µ− κ und a 7→ 1F1(a; 1 + 2µ; z)

holomorph auf ganz C, also tri�t dies auch auf die Hintereinanderschaltung beider Funktionen
und schlieÿlich auf κ 7→Mκ,µ(z) = e−z/2 z

1
2 +µ

1F1

(
1
2 + µ− κ; 1 + 2µ; z

)
zu. Die Behauptung

für κ 7→Wκ,µ(z) mit z ∈ C− und µ ∈ C \XW folgt analog mit (3.9).

(iii) Es seien z ∈ C− und κ ∈ C beliebig, aber fest gewählt. Im Beweis von (ii) des Satzes 3.9

haben wir gezeigt, dass die Potenzreihe
∞∑
m=0

(
1
2 + µ− κ

)
m

1
Γ(1+2µ+m)

zm

m! für feste κ ∈ C,

µ ∈ C \ XM und z ∈ C− absolut konvergiert. Insbesondere dürfen wir die Grenzfunktion

µ 7→
∞∑
m=0

(
1
2 + µ− κ

)
m

1
Γ(1+2µ+m)

zm

m! de�nieren. O�enbar sind die durch

fn(µ) :=

n∑
m=0

(
1

2
+ µ− κ

)
m

1

Γ(1 + 2µ+m)

zm

m!
, n ∈ N0,

de�nierten Funktionen fn jeweils holomorph auf ganz C.

Es sei µ0 ∈ C. Wähle 0 < ρ < 1. Wir betrachten die abgeschlossene Kreisscheibe mit

Radius ρ um µ0, K := Kρ(µ0) ⊂ C, als Umgebung von µ0. Es sei ε > 0. Wähle ρ′ > 0,

so dass K ∪ {1 + 2µ : µ ∈ K} ∪
{

1
2 + µ− κ : µ ∈ K

}
⊂ Kρ′(µ0). Setze K ′ := Kρ′(µ0) und

R := max
b∈K′

|b| > 0. Nach dem Beweis von Punkt (iii) des Satzes 3.9 existieren eine Konstante

C > 0 und ein N ∈ N, so dass

sup
µ∈K

∣∣∣∣∣
∞∑
m=0

(
1

2
+ µ− κ

)
m

1

Γ(1 + 2µ+m)

zm

m!
−

n∑
m=0

(
1

2
+ µ− κ

)
m

1

Γ(1 + 2µ+m)

zm

m!

∣∣∣∣∣
≤ sup
µ∈K

∞∑
m=n+1

∣∣∣∣(1

2
+ µ− κ

)
m

∣∣∣∣ 1

|Γ(1 + 2µ+m)|
|z|m

m!

≤ sup
b∈K′

∞∑
m=n+1

(R)m
1

|Γ(b+m)|
|z|m

m!

≤ C · sup
b∈K′

∞∑
m=n+1

(R)m
1

|Γ(b̂+m)|
|z|m

m!
< Cε
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für alle n ≥ N , wobei b̂ := µ0 − ρ′ ∈ K ′. Wir haben gezeigt, dass die Funktionenfol-

ge (fn)n∈N0
der jeweils auf ganz C holomorphen Funktionen fn lokal gleichmäÿig gegen

µ 7→
∞∑
m=0

(
1
2 + µ− κ

)
m

1
Γ(1+2µ+m)

zm

m! konvergiert. Trivialerweise ist C eine o�ene Teil-

menge von sich selbst. Mit dem Satz von Weierstraÿ folgt nun, dass die Funktion µ 7→
∞∑
m=0

(
1
2 + µ− κ

)
m

1
Γ(1+2µ+m)

zm

m! holomorph auf ganz C ist. Daher ist µ 7→ Mκ,µ(z) =

e−z/2 z
1
2 +µ Γ(1 + 2µ)

∞∑
m=0

(
1
2 + µ− κ

)
m

1
Γ(1+2µ+m)

zm

m! meromorph auf ganz C, mit Polen

erster Ordnung genau für µ ∈ XM . Analog folgt, dass µ 7→ Mκ,−µ meromorph auf ganz

C ist, mit Polen erster Ordnung genau für µ ∈ −XM = {(m + 1)/2 : m ∈ N0}. Da die

Gammafunktion Polstellen erster Ordnung genau in 0,−1,−2, ... besitzt, folgt (iii). �

Ist speziell κ = 1/2, so gilt wegen 1F1(0; 1; z) = 1, dass M 1
2 ,0

(z) = z1/2e−z/2 für jedes z ∈ C−.
Zudem folgt, dass

lim
µ→0

W 1
2 ,µ

(z) = lim
µ→0

Γ(−2µ)

Γ(−µ)
lim
µ→0

M 1
2 ,µ

(z) + lim
µ→0

Γ(2µ)

Γ(µ)
lim
µ→0

M 1
2 ,µ

(z)

=
1

2
z1/2e−z/2 +

1

2
z1/2e−z/2

= z1/2e−z/2, z ∈ C−.

Damit erhalten wir

W 1
2 ,0

(z) := lim
µ→0

W 1
2 ,µ

(z) = z1/2e−z/2 = M 1
2 ,0

(z), z ∈ C−. (3.11)

3.11 Satz: Es sei κ ∈ C. Dann gilt:

(i) Für jedes fest gewählte z ∈ C− lässt sich die Funktion Wκ,·(z) aus Satz 3.10 (iii) analytisch

fortsetzen in

Wκ,m/2(z) := limWκ,µ(z), m ∈ Z,

wobei der Limes über eine beliebige Folge µ→ m/2, µ ∈ C\XW , verläuft. Die so entstandene

auf ganz C holomorphe Funktion bezeichnen wir wieder mit Wκ,·(z).

(ii) Die Funktion Wκ,µ(·) aus Satz 3.10 (i) lässt sich analytisch zu einer holomorphen Funktion

auf C− fortsetzen, für die µ aus XW sein darf. Diese Funktion bezeichnen wir wieder mit

Wκ,µ(·); sie erfüllt auf (0,∞) die Di�erentialgleichung (3.10).

Insbesondere gilt Wκ,−µ(z) = Wκ,µ(z) für fest gewählte κ ∈ C, z ∈ C−, d. h. Wκ,·(z) : C → C ist

eine gerade Funktion.

Beweis: Für einen Beweis von (i) und (ii) sei auf Buchholz [1], S. 19-23, verwiesen. Dort wird der

Grenzwert

limWκ,µ(z), m ∈ Z,

über eine beliebige Folge µ → m/2, µ ∈ C \XW , für fest gewählte κ ∈ C, z ∈ C−, sogar explizit
berechnet.

Dass Wκ,−µ(z) = Wκ,µ(z) für fest gewählte κ ∈ C, z ∈ C−, gilt, folgt für µ ∈ C \XW unmittelbar

aus (3.9) und für µ ∈ XW mit dem Grenzübergang aus (i). �
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3.12 Satz: (i) Falls κ ∈ C und u ∈ C \XM , so gilt

Mκ,u(x) = xu+1/2 (1 + O(x)) für x→ 0 + .

Sind κ, u ∈ C derart, dass u− κ 6= −1/2,−3/2, ..., so gilt

Mκ,u(x) ∼ Γ(1 + 2u)

Γ
(

1
2 + u− κ

) ex/2x−κ für x→∞.

(ii) Falls κ ∈ C und u ∈ C \XW mit 0 ≤ Re(u) < 1/2, u 6= 0, so gilt

Wκ,u(x) =
Γ(2u)

Γ
(

1
2 + u− κ

) x−u+1/2 +
Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − u− κ

) xu+1/2 + O
(
x

3
2−Re(u)

)
für x→ 0 + .

Für beliebige κ, u ∈ C gilt

Wκ,u(x) ∼ e−x/2xκ für x→∞.

Beweis:

(i) Es seien κ ∈ C und u ∈ C \XM . Aus der Darstellung (3.8) folgt sofort, dass

Mκ,u(x)

xu+1/2
− 1 = e−x/2 1F1

(
1

2
+ u− κ; 1 + 2u;x

)
− 1

=
(

1− x

2
+ O(x2)

)
(1 + O(x))− 1

= O(x) für x→ 0 + .

Für den Beweis des asymptotischen Verhaltens von Mκ,u für groÿe x sei auf Buchholz [1],

S. 90-91, verwiesen, insbesondere auf Gleichung (3) auf Seite 91.

(ii) Es seien κ ∈ C und u ∈ C \XW mit 0 ≤ Re(u) < 1/2, u 6= 0. Aus der Darstellung (3.9) und

(i) folgt unmittelbar, dass

Wκ,u(x) =
Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − u− κ

) Mκ,u(x) +
Γ(2u)

Γ
(

1
2 + u− κ

) Mκ,−u(x)

=
Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − u− κ

) xu+1/2 + O
(
x

3
2 +u

)
+

Γ(2u)

Γ
(

1
2 + u− κ

) x−u+1/2 + O
(
x

3
2−u

)
=

Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − u− κ

) xu+1/2 +
Γ(2u)

Γ
(

1
2 + u− κ

) x−u+1/2 + O
(
x

3
2−Re(u)

)
für x→ 0 + .

Für den Beweis des asymptotischen Verhaltens von Wκ,u für groÿe x sei auf Buchholz [1],

S. 90, verwiesen, insbesondere auf Gleichung (1b). �

De�niere die entlang der positiven reellen Achse geschlitzte Ebene C(−) := C \ [0,∞).

3.13 Satz: Es seien p ≤ 1/2 und x > 0 beliebig, aber fest gewählt. Dann gilt:

(i) Wp,u(x) = Wp,ū(x) und
Γ( 1

2−p−u)
Γ(1−2u) Mp,−u(x) =

Γ( 1
2−p−ū)

Γ(1−2ū) Mp,−ū(x) für jedes u ∈ C(−).

(ii) Wp,i
√
λ(x) ∈ R für alle λ > 0.

(iii) W
p,−
√
|λ|(x),

Γ
(

1
2−p+

√
|λ|
)

Γ(1+2
√
|λ|)

M
p,
√
|λ|(x) ∈ R für alle λ < 0.
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(iv) Die Funktion

u 7→
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

d

dx
Mp,−u(x)

ist holomorph in C(−), und die Funktion

u 7→ d

dx
Wp,u(x)

ist holomorph auf ganz C.

Beweis: Man beachte, dass nach dem Beweis von Satz 3.10 (iii) die Funktion

µ 7→ 1

Γ(1 + 2µ)
Mκ,µ(z)

für fest gewählte κ ∈ C und z ∈ C− holomorph auf ganz C ist.

Es seien nun p ≤ 1/2 und x > 0 beliebig, aber fest gewählt.

(i) Dies folgt unmittelbar aus dem Aufbau der Whittaker-Funktionen und der Eigenschaft Γ(z) =

Γ(z̄) für alle z ∈ C \ (−N0).

(ii) Nach Satz 3.11 ist Wp,·(x) eine gerade Funktion, und mit (i) folgt, dass

Wp,i
√
λ(x) = Wp,−i

√
λ(x) = Wp,i

√
λ(x)

für jedes λ > 0, also gilt Wp,i
√
λ(x) ∈ R.

(iii) Es sei λ < 0 beliebig, aber fest gewählt. O�ensichtlich gilt
√
|λ| =

√
|λ|, und zusammen mit

(i) folgt, dass

W
p,−
√
|λ|(x) = W

p,−
√
|λ|

(x) = W
p,−
√
|λ|(x)

und

Γ
(

1
2 − p+

√
|λ|
)

Γ(1 + 2
√
|λ|)

M
p,
√
|λ|(x) =

Γ
(

1
2 − p+

√
|λ|
)

Γ(1 + 2
√
|λ|)

M
p,
√
|λ|(x).

(iv) Völlig analog zur Rechnung im Beweis von Lemma 3.15 (iii) erhalten wir, dass

Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

d

dx
Mp,−u(x)

=
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

{
−1

2
Mp,−u(x) +

1
2 − u
x

Mp,−u(x)

+e−x/2x−u+1/2 d

dx
1F1

(
1

2
− u− p; 1− 2u;x

)}
=

Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

{
−1

2
Mp,−u(x) +

1
2 − u
x

Mp,−u(x) +
1
2 − u− p

1− 2u
e−x/2x−u+1/2

· 1F1

(
1

2
+

(
−u+

1

2

)
−
(
p− 1

2

)
; 1 + 2

(
−u+

1

2

)
;x

)}
=

Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

{
−1

2
Mp,−u(x) +

1
2 − u
x

Mp,−u(x) +
1
2 − u− p

1− 2u

1√
x
Mp−1/2,−u+1/2(x)

}
= −1

2

Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

Mp,−u(x) +
1
2 − u
x

Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

Mp,−u(x)
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+

(
1

2
− u− p

)
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1 + 2(−u+ 1/2))

Mp−1/2,−u+1/2(x)

}

für alle u ∈ C(−), so dass 1 − 2u 6= 0,−1,−2, ... und 2 − 2u 6= 0,−1,−2, ..., und durch

analytische Fortsetzung von

− 1

2

Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

Mp,−u(x) +
1
2 − u
x

Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

Mp,−u(x)

+

(
1

2
− u− p

)
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1 + 2(−u+ 1/2))

Mp−1/2,−u+1/2(x)

}

sogar für alle u ∈ C(−). Da wir bereits wissen, dass die Funktionen

u 7→
1
2 − u
x

,

u 7→ 1

2
− p− u,

u 7→
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

Mp,−u(x),

u 7→
(

1

2
− u− p

)
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1 + 2(−u+ 1/2))

Mp−1/2,−u+1/2(x),

jeweils holomorph in C(−) sind, tri�t dies auch auf die Funktion

u 7→
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

d

dx
Mp,−u(x)

zu.

Nach Gleichung (43b) auf S. 47 bei Buchholz [1] gilt

d

dx

{
e−x/2 · Wp,u(x)

x−u+1/2

}
= −e−x/2 ·

Wp+1/2,u−1/2(x)

x1−u

für alle u ∈ C. Mit der Produktregel folgt, dass

d

dx
{(e−x/2xu−1/2) ·Wp,u(x)}

=

{
−1

2
e−x/2xu−1/2 +

(
u− 1

2

)
e−x/2xu−3/2

}
Wp,u(x) + e−x/2xu−1/2 · d

dx
Wp,u(x)

und damit

d

dx
Wp,u(x) =

1

2
Wp,u(x) +

1
2 − u
x

Wp,u(x)− 1√
x
Wp+1/2,u−1/2(x)

für alle u ∈ C; mithin ist

u 7→ d

dx
Wp,u(x)

als Summe holomorpher Funktionen selbst holomorph auf ganz C. �

3.3 Über einen Di�erentialausdruck zweiter Ordnung

In diesem Abschnitt verwenden wir den folgenden auf C(−) = C \ [0,∞) holomorphen Ast der

Wurzelfunktion (·)1/2, der wie folgt de�niert ist:

(l)1/2 =
√
r eiφ/2,
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3.3. Über einen Di�erentialausdruck zweiter Ordnung

wobei l = r eiφ ∈ C(−), r > 0, φ ∈ (0, 2π). Wir bemerken, dass {u = i · (l)1/2 : l ∈ C(−)} ⊂ H` gilt;
dabei bezeichne H` = {z ∈ C : Re(z) < 0} die linke Halbebene.

In diesem gesamten Abschnitt sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Der Di�erentialausdruck τp ist de�niert

durch

(τp[y])(x) = −
(
x2y′(x)

)′ − (px− x2

4
+

1

4

)
y(x) fast überall in (0,∞), (3.12)

wobei x 7→ y(x) und x 7→ x2y′(x) absolutstetig sind.

Wir suchen nach Lösungen des Eigenwertproblems τp[y] = ly, l ∈ C(−), via Ansatz. Falls y(x) =

Y (x)/x die Eigenwertgleichung τp[y] = ly erfüllt, so ist

0 =
(
x2y′(x)

)′
+

(
px− x2

4
+

1

4
+ l

)
y(x)

äquivalent zu

0 = Y ′′(x) +

(
−1

4
+
p

x
+

1/4 + l

x2

)
Y (x), (3.13)

für x > 0 fast überall. Wie wir bereits wissen, lösen die Whittaker-Funktionen M und W die

Di�erentialgleichung (3.13). De�niere die Funktionen αp(·, l) und βp(·, l) auf (0,∞) durch

αp(x, l) := Wp,u(x)/x bzw. βp(x, l) :=
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

Mp,−u(x)/x,

wobei u = i · (l)1/2.

3.14 Lemma: Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Es seien l ∈ {z ∈ C : Im(z) > 0} und u = i ·(l)1/2 ∈
{z ∈ C : Re(z) < 0, Im(z) > 0}. Dann gilt:

(i) αp(·, l) /∈ L2(0, 1), αp(·, l) ∈ L2(1,∞).

(ii) βp(·, l) ∈ L2(0, 1), βp(·, l) /∈ L2(1,∞).

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt

Mp,±u(x)

x±u+1/2
= e−x/2 1F1

(
1

2
± u− p; 1± 2u;x

)
→ 1

für x→ 0+, also

Mp,±u(x) ∼ x±u+1/2 für x→ 0 + . (∗)

(i) Aus (∗) folgt mit Re(u) < 0 und Im(u) > 0 sofort, dass die Funktion x 7→ Γ(2u)

Γ( 1
2−p+u)

Mp,−u(x)/x

zu L2(0, 1) gehört. Da Re(−2u) > 0 und Re(−u−p+1/2) > 0, folgt zudem, dass die Funktion

x 7→ Γ(−2u)

Γ( 1
2−p−u)

Mp,u(x)/x nicht in L2(0, 1) liegt. Die Funktion αp(·, l) ist nach (3.9) für jedes

x > 0 eine Linearkombination

αp(x, l) =
1

x

Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − p− u

)Mp,u(x) +
1

x

Γ(2u)

Γ
(

1
2 − p+ u

)Mp,−u(x)

der beiden eben untersuchten Funktionen

x 7→ 1

x

Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − p− u

)Mp,u(x) und x 7→ 1

x

Γ(2u)

Γ
(

1
2 − p+ u

)Mp,−u(x);

mithin gilt αp(·, l) /∈ L2(0, 1).

Andererseits gilt nach Satz 3.12 (ii), dass

|αp(x, l)|2 =
|Wp,u(x)|2

x2
∼ e−xx2p−2, x→∞,

also ist αp(·, l) ∈ L2(1,∞).
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(ii) Aus (∗) folgt mit Re(u) < 0 und Im(u) > 0 sofort, dass die Funktion βp(·, l) zu L2(0, 1)

gehört.

Aus Satz 3.12 (i) ist bekannt, dass

βp(x, l) ∼ ex/2x−p−1 für x→∞

und damit βp(·, l) /∈ L2(1,∞). �

3.15 Lemma: Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Es seien l ∈ C(−) und u := i · (l)1/2. Dann gilt:

(i) Die Funktionen αp(·, l) und βp(·, l) sind Lösungen von τp[y] = ly.

(ii) x2 ·W {αp(x, l), βp(x, l)} = 1 für alle x > 0 und alle l ∈ C(−).

(iii)
Γ( 1

2−p−i
√
λ)

Γ(1−2i
√
λ)

W {Wp,i
√
λ(x),Mp,−i

√
λ(x)} = 1 für alle x > 0 und alle λ > 0.

Beweis:

(i) Dies folgt unmittelbar aus den Bemerkungen zu (3.13).

(ii) Es seien a ∈ C und b ∈ C \ (−N0). Dann gilt

d

dx
1F1(a; b;x) =

∞∑
n=0

(a)n+1

(b)n+1

xn

n!
=
a

b
1F1(a+ 1; b+ 1;x)

für alle x > 0. Es seien κ ∈ C und µ ∈ C \XW . Wir berechnen

d

dx
Mκ,µ(x) = −1

2
Mκ,µ(x) +

1
2 + µ

x
Mκ,µ(x) + e−x/2xµ+1/2 d

dx
1F1

(
1

2
+ µ− κ; 1 + 2µ;x

)
= −1

2
Mκ,µ(x) +

1
2 + µ

x
Mκ,µ(x) +

1
2 + µ− κ

1 + 2µ
e−x/2xµ+1/2

· 1F1

(
1

2
+

(
µ+

1

2

)
−
(
κ− 1

2

)
; 1 + 2

(
µ+

1

2

)
;x

)
= −1

2
Mκ,µ(x) +

1
2 + µ

x
Mκ,µ(x) +

1
2 + µ− κ

1 + 2µ

1√
x
Mκ−1/2,µ+1/2(x), x > 0.

Insbesondere gilt für jedes fest gewählte u ∈ H` \XW , dass

d

dx
Mp,±u(x) = −1

2
Mp,±u(x) +

1
2 ± u
x

Mp,±u(x) +
1
2 ± u− p

1± 2u

1√
x
Mp−1/2,±u+1/2(x) (+)

für alle x > 0. Nach Satz 3.10 (i) ist die Funktion x 7→ x2 · W {αp(x, l), βp(x, l)} stetig

di�erenzierbar auf (0,∞). Wir berechnen

x2 ·W {αp(x, l), βp(x, l)} = x2 {αp(x, l)
d

dx
βp(x, l)− βp(x, l)

d

dx
αp(x, l)}

=
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

·W {Wp,u(x),Mp,−u(x)} , x > 0,

sowie

d

dx

(
x2 ·W {αp(x, l), βp(x, l)}

)
=

Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

d

dx
W {Wp,u(x),Mp,−u(x)}

=
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

{Wp,u(x)M ′′p,−u(x)−Mp,−u(x)W ′′p,u(x)}

= 0
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für alle x > 0, wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass Mp,−u und Wp,u die Di�eren-

tialgleichung (3.13) erfüllen. Die Funktion

x 7→ x2 ·W {αp(x, l), βp(x, l)} =
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

·W {Wp,u(x),Mp,−u(x)}

ist also konstant auf (0,∞). Mit (3.9), (+) und Satz 3.12 (i) folgt schlieÿlich

W {Wp,u(x),Mp,−u(x)}

=
Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − u− p

)Mp,u(x) ·M ′p,−u(x)−Mp,−u(x) · Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − u− p

)M ′p,u(x)

=
Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − u− p

) (Mp,u(x) ·
{
−1

2
Mp,−u(x) +

1
2 − u
x

Mp,−u(x) +
1
2 − u− p

1− 2u

1√
x
Mp−1/2,−u+1/2(x)

}
−Mp,−u(x) ·

{
−1

2
Mp,u(x) +

1
2 + u

x
Mp,u(x) +

1
2 + u− p

1 + 2u

1√
x
Mp−1/2,u+1/2(x)

})
→ Γ(−2u)

Γ
(

1
2 − u− p

) {(1

2
− u
)
−
(

1

2
+ u

)}
für x→ 0+, und zusammen mit Γ(−2u)

Γ( 1
2−u−p)

(−2u) = Γ(1−2u)

Γ( 1
2−u−p)

folgt, dass

x2 ·W {αp(x, l), βp(x, l)} =
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

·W {Wp,u(x),Mp,−u(x)} = 1

für alle x > 0. Nach Satz 3.13 (iv) können wir die Funktion

u 7→
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

·W {Wp,u(x),Mp,−u(x)}

analytisch auf ganz H` fortsetzen; o�ensichtlich ist dies für die Funktion u 7→ 1 ebenfalls

möglich, so dass die Gleichung

x2 ·W {αp(x, l), βp(x, l)} =
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

·W {Wp,u(x),Mp,−u(x)} = 1, x > 0,

sogar für alle l ∈ C(−) bzw. alle u ∈ H` gilt.

(iii) Dies folgt analog zu (ii). �

3.16 Bemerkung: Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes hängen die folgenden Funktionen bzw.

der folgende Raum von p ab:

s1 = s
(p)
1 , s2 = s

(p)
2 , fa = f (p)

a , fb = f
(p)
b , Mjk = M

(p)
jk , ρjk = ρ

(p)
jk , H = Hp.

Zur besseren Lesbarkeit wird dieser Zusatz meist weggelassen. In den konkreten Rechnungen ist

stets zu sehen, dass die eben aufgezählten Funktionen bzw. der genannte Raum von p abhängen.

3.17 Satz: Es seien p ≤ 1/2 eine reelle Zahl und τp wie in (3.12) de�niert. Dann liegt bei a = 0

und bei b =∞ jeweils der Grenzpunktfall vor. Das durch

s1(1) = s′2(1) = 0, s2(1) = s′1(1) = 1,

eindeutig bestimmte System von Fundamentallösungen s1(·, l), s2(·, l) von τp[y] = ly kann für l ∈
C(−) und x > 0 dargestellt werden durch

s1(x, l) = αp(1, l)βp(x, l)− βp(1, l)αp(x, l),

s2(x, l) = β′p(1, l)αp(x, l)− α′p(1, l)βp(x, l).

Dabei steht ′ für d/dx.
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Beweis: Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt die Tatsache, dass bei a = 0 und bei b =∞
jeweils der Grenzpunktfall vorliegt, aus Lemma 3.14 und der Weylschen Alternative.

Sei nun l ∈ C(−) beliebig, aber fest gewählt. Dann sind die im Satz de�nierten Funktionen s1(·, l)
und s2(·, l) nach Lemma 3.15 (i) jeweils Lösungen von τp[y] = ly. O�ensichtlich gilt

s1(1, l) = s′2(1, l) = 0

für alle l ∈ C(−), und mit Lemma 3.15 (ii) folgt, dass

s2(1, l) = s′1(1, l) = αp(1, l)β
′
p(1, l)− βp(1, l)α′p(1, l) = 1

für alle l ∈ C(−). Damit folgt die Behauptung. �

Aus Satz 3.17 folgt zusammen mit Satz 3.4, dass der maximale von τp erzeugte Operator Tp
selbstadjungiert ist. Die charakteristischen Funktionen fa, fb von Tp können nach Satz 3.5 und

Satz 3.17 für l ∈ {z ∈ C : Im(z) > 0} dargestellt werden durch

fa(l) =
β′p(1, l)

βp(1, l)
, fb(l) =

α′p(1, l)

αp(1, l)
.

Mit Lemma 3.15 (ii) folgt, dass die Funktionen Mjk aus der charakteristischen Matrix von Tp für

l ∈ {z ∈ C : Im(z) > 0} wie folgt dargestellt werden können:

M11(l) =
α′p(1, l)

αp(1, l)
+
α′p(1, l)

2

αp(1, l)
βp(1, l),

M12(l) = M21(l) =
1

2
+ α′p(1, l)βp(1, l),

M22(l) = αp(1, l)βp(1, l).

3.18 Lemma: Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Dann gilt

(i) ρjk(λ) = 0 für jedes λ ≤ 0, j, k = 1, 2.

(ii) für jedes λ > 0, dass

d

dλ
ρ11(λ) =

1

2π2
sinh(2π

√
λ) |Γ(−i

√
λ− p+ 1/2)|2 α′p(1, λ)2,

d

dλ
ρ12(λ) =

d

dλ
ρ21(λ) =

1

2π2
sinh(2π

√
λ) |Γ(−i

√
λ− p+ 1/2)|2 αp(1, λ)α′p(1, λ),

d

dλ
ρ22(λ) =

1

2π2
sinh(2π

√
λ) |Γ(−i

√
λ− p+ 1/2)|2 αp(1, λ)2.

Dabei ist

αp(1, λ) := lim
ε→0+

αp(1, λ+ iε) = Wp,i
√
λ(1),

α′p(1, λ) := lim
ε→0+

α′p(1, λ+ iε) = W ′
p,i
√
λ
(1)−Wp,i

√
λ(1),

für alle λ > 0.

Beweis: Wie wir aus Satz 3.10 und Satz 3.11 wissen, sind die Funktionen l 7→ αp(1, l) und

l 7→ βp(1, l) jeweils holomorph in C(−).
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(i) Aus Satz 3.13 (iii) ergibt sich, dass

d

dx
αp(x, λ) = lim

h→0

αp(x+ h, λ)− αp(x, λ)

h
∈ R,

d

dx
βp(x, λ) = lim

h→0

βp(x+ h, λ)− βp(x, λ)

h
∈ R,

für alle λ < 0, x > 0. Zusammen mit der Bemerkung zu Beginn des Beweises und Satz 3.13

(iii) und (iv) folgt unmittelbar, dass ρjk(λ) = 0 für alle λ < 0, j, k = 1, 2. O�ensichtlich gilt

ρjk(0) = lim
δ→0+

lim
ε→0+

1

π

δ∫
δ

Im{Mjk(t+ iε)}dt = 0, j, k = 1, 2.

(ii) Nach Satz 3.13 (ii) gilt für jedes fest gewählte x > 0, dass αp(x, λ) ∈ R für alle λ > 0 und

damit auch
d

dx
αp(x, λ) = lim

h→0

αp(x+ h, λ)− αp(x, λ)

h
∈ R

für alle λ > 0, x > 0.

Es sei λ > 0 beliebig, aber fest gewählt. Dann gilt lim
ε→0+

i · (λ + iε)1/2 = i
√
λ. Nach der

Bemerkung zu Beginn dieses Beweises und Satz 3.13 (iv) sind die Funktionen

u 7→Wp,u(1),

u 7→W ′p,u(1)−Wp,u(1),

u 7→
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

Mp,−u(1),

u 7→
Γ
(

1
2 − p− u

)
Γ(1− 2u)

{M ′p,−u(1)−Mp,−u(1)},

jeweils holomorph in {z ∈ C : Im(z) > 0}. Daher gilt

ρjk(λ) = lim
δ→0+

1

π

λ+δ∫
δ

lim
ε→0+

Im{Mjk(t+ iε)}dt, j, k = 1, 2.

Wie man leicht nachrechnet, gilt

βp(1, λ)− βp(1, λ) =
i

π
sinh(2π

√
λ) |Γ(−i

√
λ− p+ 1/2)|2 αp(1, λ), (3.14)

wobei wir vor dem Hintergrund der Konvergenz lim
ε→0+

i(λ+ iε)1/2 = i
√
λ erhalten, dass

αp(1, λ) := lim
ε→0+

αp(1, λ+ iε) = Wp,i
√
λ(1),

α′p(1, λ) := lim
ε→0+

α′p(1, λ+ iε) = W ′
p,i
√
λ
(1)−Wp,i

√
λ(1),

βp(1, λ) := lim
ε→0+

βp(1, λ+ iε) =
Γ
(

1
2 − p− i

√
λ
)

Γ(1− 2i
√
λ)

Mp,i
√
λ(1).

Es folgt, dass

lim
ε→0+

Im{M11(t+ iε)} =
1

2π
sinh(2π

√
t) |Γ(−i

√
t− p+ 1/2)|2 α′p(1, t)2,

lim
ε→0+

Im{M12(t+ iε)} = lim
ε→0+

Im{M21(t+ iε)}

=
1

2π
sinh(2π

√
t) |Γ(−i

√
t− p+ 1/2)|2 αp(1, t)α′p(1, t),
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lim
ε→0+

Im{M11(t+ iε)} =
1

2π
sinh(2π

√
t) |Γ(−i

√
t− p+ 1/2)|2 αp(1, t)2,

für alle t ∈ (δ, λ+ δ). Da wir den Grenzübergang δ → 0+ in der Darstellung der Funktionen

ρjk berechnen möchten, bemerken wir, dass nach Satz 3.11 und Satz 3.13 (iv) die Funktionen

u 7→Wp,u(1) und u 7→W ′p,u(1)−Wp,u(1)

holomorph auf ganz C sind; zudem gilt

lim
t→0+

1

2π2
sinh(2π

√
t) |Γ(−i

√
t− p+ 1/2)|2 = 0, falls p < 1/2,

1

2π2
sinh(2π

√
t) |Γ(−i

√
t)|2 ∼ 1

π
√
t

für t→ 0+, falls p = 1/2.

Daher gilt

ρ11(λ) = lim
δ→0+

λ+δ∫
δ

1

2π2
sinh(2π

√
t) |Γ(−i

√
t− p+ 1/2)|2 α′p(1, t)2dt

=

λ∫
0

1

2π2
sinh(2π

√
t) |Γ(−i

√
t− p+ 1/2)|2 α′p(1, t)2dt,

und mit dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung folgt, dass

d

dλ
ρ11(λ) =

1

2π2
sinh(2π

√
λ) |Γ(−i

√
λ− p+ 1/2)|2 α′p(1, λ)2.

Völlig analog erhalten wir die behaupteten Formeln für die Funktionen ρ12(λ) = ρ21(λ) und

ρ22(λ). �

Wir betrachten nun λ−messbare vektorwertige Funktionen φ(·) = (φ1(·), φ2(·)) : R → C2 und

setzen

‖φ‖2 :=

∞∫
−∞

2∑
j,k=1

φj(λ)φk(λ)dρjk(λ),

wobei es sich bei den Integralen bzgl. dρjk(λ) um Stieltjessche Integrale handelt. Wie im Absatz

nach Lemma 3.7 beschrieben bilden wir den Hilbertraum H := {φ : ‖φ‖ <∞} mit Skalarprodukt

〈φ, ψ〉H :=

∞∫
−∞

2∑
j,k=1

φj(λ)ψk(λ)dρjk(λ)

und Norm ‖φ‖H := ‖φ‖. Der Hilbertraum H hängt von p ab, H = Hp.

Für den Rest dieses Abschnittes bezeichne ρp die auf (0,∞) de�nierte Funktion

ρp(λ) :=
1

2π2
sinh(2π

√
λ)

∣∣∣∣Γ(1

2
− p− i

√
λ

)∣∣∣∣2 . (3.15)

3.19 Lemma: Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Es seien τp wie in (3.12) de�niert und Tp der

maximale von τp erzeugte Operator. Die Funktionen s1 = s
(p)
1 und s2 = s

(p)
2 bilden das in Satz

3.17 beschriebene System von Fundamentallösungen der Di�erentialgleichung τp[y] = ly. Für jedes

λ > 0 gilt

sj(x, λ) = lim
ε→0+

sj(x, λ+ iε), j = 1, 2, (3.16)

bzgl. der expliziten Darstellung aus Satz 3.17.

Des Weiteren sei ρp die in (3.15) de�nierte Funktion. Dann gilt:
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(i) Der Operator U′p : L2(0,∞)→Hp,

(U′pf)(λ) = (φ1(λ), φ2(λ)) = l.i.m.
A→0+, B→∞

 B∫
A

s1(x, λ)f(x)dx,

B∫
A

s2(x, λ)f(x)dx

 , λ > 0,

ist unitär, und der inverse Operator (U′p)
−1 : Hp → L2(a, b) ist gegeben durch

(U′p)
−1(φ1, φ2)(x) = f(x) = l.i.m.

N→∞

N∫
0

αp(x, λ)·{φ1(λ)α′p(1, λ)+φ2(λ)αp(1, λ)}ρp(λ)dλ, x > 0.

(ii) Für jedes f ∈ D(Tp) gilt

(Tp[f ])(x) = l.i.m.
N→∞

N∫
0

αp(x, λ) · {φ1(λ)α′p(1, λ) + φ2(λ)αp(1, λ)} · λ ρp(λ)dλ, x > 0;

insbesondere ist der Operator U′p ◦ Tp ◦ (U′p)
−1 : Hp →Hp in �Diagonalform�, d. h.

(U′p ◦ Tp ◦ (U′p)
−1)(φ1, φ2)(λ) = (λ · φ1(λ), λ · φ2(λ)), λ > 0.

Dabei steht l.i.m. für �Limit in mean�, d. h. den Limes bzgl. ‖·‖Hp
bzw. den Limes bzgl. ‖·‖L2(0,∞).

Beweis: Dass (3.16) gilt, ist leicht zu sehen.

Unter den Voraussetzungen des Lemmas folgt mit Lemma 3.18 für jedes φ ∈Hp, dass

l.i.m.
N→∞

N∫
−N

2∑
j,k=1

sj(x, λ)φk(λ)dρjk(λ) = l.i.m.
N→∞

N∫
0

αp(x, λ) · {φ1(λ)α′p(1, λ) + φ2(λ)αp(1, λ)}ρp(λ)dλ

für jedes x > 0, und durch Anwenden des Satzes 3.8 folgt die Behauptung. �

Wir de�nieren den Operator U′′p : Hp → L2((0,∞); ρp(λ)dλ) durch

U′′p(φ1, φ2)(λ) := α′p(1, λ)φ1(λ) + αp(1, λ)φ2(λ).

Dann gilt das folgende

3.20 Lemma: Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Dann ist der eben de�nierte Operator U′′p : Hp →
L2((0,∞); ρp(λ)dλ) unitär, und der inverse Operator (U′′p)−1 : L2((0,∞); ρp(λ)dλ) → Hp ist ge-

geben durch

((U′′p)−1g)(λ) = (−βp(1, λ)g(λ), β′p(1, λ)g(λ)).

Beweis: O�ensichtlich ist U′′p linear. Es sei (φ1, φ2) ∈Hp. Dann gilt

‖(φ1, φ2)‖2Hp
=

∞∫
0

2∑
j,k=1

φj(λ)φk(λ)dρjk(λ)

=

∞∫
0

|φ1(λ)|2dρ11(λ) +

∞∫
0

|φ2(λ)|2dρ22(λ) +

∞∫
0

(
φ1(λ)φ2(λ) + φ1(λ)φ2(λ)

)
dρ12(λ)

=

∞∫
0

|φ1(λ)|2α′p(1, λ)2 · ρp(λ)dλ+

∞∫
0

|φ2(λ)|2αp(1, λ)2 · ρp(λ)dλ
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+ 2

∞∫
0

Re{[φ1(λ)α′p(1, λ)] φ2(λ)αp(1, λ)} · ρp(λ)dλ

= ‖φ1(·)α′p(1, ·)‖2L2((0,∞);ρp(λ)dλ) + ‖φ2(·)αp(1, ·)‖2L2((0,∞);ρp(λ)dλ)

+ 〈φ1(·)α′p(1, ·), φ2(·)αp(1, ·)〉L2((0,∞);ρp(λ)dλ)

+ 〈φ2(·)αp(1, ·), φ1(·)α′p(1, ·)〉L2((0,∞);ρp(λ)dλ)

= 〈φ1(·)α′p(1, ·) + φ2(·)αp(1, ·), φ1(·)α′p(1, ·) + φ2(·)αp(1, ·)〉L2((0,∞);ρp(λ)dλ)

= ‖U′′p(φ1, φ2)‖2L2((0,∞);ρp(λ)dλ),

also ist U′′p isometrisch. Zudem gilt für den durch

(Spg)(λ) = (−βp(1, λ)g(λ), β′p(1, λ)g(λ))

de�nierten Operator Sp : L2((0,∞); ρp(λ)dλ)→Hp, dass

‖Spg‖2Hp
= ‖(−βp(1, ·)g(·), β′p(1, ·)g(·))‖2Hp

=

∞∫
0

|g(λ)|2
{
βp(1, λ)βp(1, λ)α′p(1, λ)2 + β′p(1, λ)β′p(1, λ)αp(1, λ)2

−
(
βp(1, λ)β′p(1, λ) + βp(1, λ)β′p(1, λ)

)
αp(1, λ)α′p(1, λ)

}
· ρp(λ)dλ

=

∞∫
0

|g(λ)|2
{
α′p(1, λ)βp(1, λ) [α′p(1, λ)βp(1, λ)− αp(1, λ)β′p(1, λ)]

+αp(1, λ)β′p(1, λ) [αp(1, λ)β′p(1, λ)− α′p(1, λ)βp(1, λ)]
}
· ρp(λ)dλ

=

∞∫
0

|g(λ)|2
{
αp(1, λ)β′p(1, λ)− α′p(1, λ)βp(1, λ)

}
· ρp(λ)dλ

= ‖g‖2L2((0,∞);ρp(λ)dλ)

für jedes g ∈ L2((0,∞); ρp(λ)dλ), wobei wir mehrfach Lemma 3.15 (iii) verwendet haben. Es sei

nochmals erwähnt, dass αp(1, λ), α′p(1, λ), βp(1, λ), β′p(1, λ) für λ > 0 erklärt sind durch

αp(1, λ) := lim
ε→0+

αp(1, λ+ iε) = Wp,i
√
λ(1),

α′p(1, λ) := lim
ε→0+

α′p(1, λ+ iε) = W ′
p,i
√
λ
(1)−Wp,i

√
λ(1),

βp(1, λ) := lim
ε→0+

βp(1, λ+ iε) =
Γ
(

1
2 − p− i

√
λ
)

Γ(1− 2i
√
λ)

Mp,i
√
λ(1),

β′p(1, λ) := lim
ε→0+

β′p(1, λ+ iε) =
Γ
(

1
2 − p− i

√
λ
)

Γ(1− 2i
√
λ)

{M ′
p,i
√
λ
(1)−Mp,i

√
λ(1)}.

Schlieÿlich berechnen wir

(U′′p(Spg))(λ) = U′′p(−βp(1, ·)g(·), β′p(1, ·)g(·))(λ)

= g(λ){αp(1, λ)β′p(1, λ)− α′p(1, λ)βp(1, λ)}

= g(λ)

für alle g ∈ L2((0,∞); ρp(λ)dλ). Folglich ist U′′p auch surjektiv, also eine surjektive Isometrie und

damit unitär. Insbesondere gilt (U′′p)−1 = Sp, und das Lemma ist vollständig bewiesen. �

Setze Up := U′′p ◦ U′p, wobei U′p den unitären Operator aus Lemma 3.19 und U′′p den unitären

Operator aus Lemma 3.20 bezeichne. Für jedes f ∈ L2(0,∞) gilt, dass

(Upf)(λ) = (U′′pU
′
pf)(λ)
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= l.i.m.
A→0+, B→∞

B∫
A

f(x){α′p(1, λ)s1(x, λ) + αp(1, λ)s2(1, λ)}dx

= l.i.m.
A→0+, B→∞

B∫
A

f(x)αp(x, λ){αp(1, λ)β′p(1, λ)− α′p(1, λ)βp(1, λ)}dx

= l.i.m.
A→0+, B→∞

B∫
A

f(x)αp(x, λ)dx

= l.i.m.
A→0+

∞∫
A

f(x)αp(x, λ)dx,

denn αp(x, λ) =
Wp,i

√
λ(x)

x ∼ e−x/2xp−1 für x→∞. Dabei bezeichne s1 = s
(p)
1 , s2 = s

(p)
2 wie üblich

das System von Fundamentallösungen aus Satz 3.17 für τp[y] = ly; man beachte noch (3.16).

Andererseits gilt mit φ1(·) = −βp(1, ·)g(·) und φ2(·) = β′p(1, ·)g(·), dass

(U−1
p g)(x) = (U′p)

−1(U′′p)−1g(x)

= l.i.m.
N→∞

N∫
0

αp(x, λ){φ1(λ)α′p(1, λ) + φ2(λ)αp(1, λ)} · ρp(λ)dλ

= l.i.m.
N→∞

N∫
0

αp(x, λ)g(λ){−βp(1, λ)α′p(1, λ) + β′p(1, λ)αp(1, λ)} · ρp(λ)dλ

= l.i.m.
N→∞

N∫
0

αp(x, λ)g(λ) · ρp(λ)dλ

für jedes g ∈ L2((0,∞); ρp(λ)dλ). Insgesamt haben wir gezeigt:

3.21 Satz: Es seien p ≤ 1
2 eine reelle Zahl, τp wie in (3.12) de�niert und Tp der maximale von

τp erzeugte Operator. Die Funktion ρp : (0,∞)→ (0,∞),

ρp(λ) =
1

2π2
sinh(2π

√
λ)
∣∣∣Γ(1/2− p− i

√
λ)
∣∣∣2 ,

ist stetig und nullstellenfrei6.

Betrachte den Operator Up : L2(0,∞)→ L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ) mit

(Upf)(λ) = l.i.m.
A→0+

∞∫
A

αp(x, λ)f(x)dx,

wobei l.i.m. hier den Limes bzgl. ‖·‖L2((0,∞);ρp(λ)dλ) und in (ii) bzgl. ‖ · ‖L2(0,∞) bezeichne. Dann

gilt:

(i) Der Operator Up : L2(0,∞)→ L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ) ist unitär.

(ii) Für jedes g in L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ) ist (U−1
p g)(x) = l.i.m.

N→∞

N∫
0

αp(x, λ)g(λ) · ρp(λ)dλ.

(iii) Falls λg(λ) ∈ L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ), so gilt

(UpTpU
−1
p g)(λ) = λg(λ)

fast überall bzgl. ρp(λ)dλ.

6Es sei daran erinnert, dass die Funktion 1/Γ holomorph auf ganz C ist.
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Dies ist ein Spezialfall von Theorem 1 bei Rosenblum [20], S. 582-583. Der dortige Beweis wird auf

den Seiten 581 und 582 geführt und diente als Rahmen für die Herleitung von Satz 3.21 in diesem

Abschnitt.

3.4 Über die Hilbertsche Matrix

Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Wir betrachten die verallgemeinerte Hilbertsche Matrix Hp =(
1

n+m+1−p

)
m,n∈N0

.

3.22 Satz: Für die Whittaker-Funktion Wp,u gilt die Integraldarstellung

Γ

(
u− p+

1

2

)
Wp,u(x) x−u−1/2 =

∞∫
1/2

e−xτ
(
τ +

1

2

)p+u−1/2(
τ − 1

2

)u−p−1/2

dτ (3.17)

für alle x > 0, wobei p < 1
2 + Re(u). Γ bezeichne die Gammafunktion.

Beweis: Diese und einige weitere Integraldarstellungen für die Whittaker-Funktionen �nden sich

bei Buchholz [1]; die vorliegende Integraldarstellung wird auf den Seiten 59 bis 62 hergeleitet. In

Formel (3) auf Seite 62 setze man ϕ = 0 = ζ und substituiere t := u− 1/2. �

Setze φn(x) := e−x/2Ln(x), x > 0, n ∈ N0. Wie wir aus Abschnitt A.1 wissen, bilden φ0, φ1, φ2, ...

eine Orthonormalbasis von L2(0,∞).

3.23 Lemma: Für jedes x > 0 und jedes n ∈ N0 gilt
∞∫

0

e−txφn(t)dt =

(
x− 1

2

)n(
x+

1

2

)−n−1

und |φn(x)| ≤ 1. (3.18)

Beweis: Es sei x > 0. Falls n = 0 ist, so gilt wie behauptet
∞∫
0

e−txφ0(t)dt =
∞∫
0

e−t(x+1/2)dt =(
x+ 1

2

)−1
. Sei nun n ∈ N. Für jedes j ∈ {0, ..., n− 1} folgt mit der Leibniz-Formel, dass

e−t(x−1/2) · dj

dtj
(
tne−t

)
= e−t(x−1/2) ·

j∑
α=0

(
j

α

)
(−1)αe−t

n!

(n− j + α)!
tn−j+α,

und dieser Ausdruck strebt gegen Null, falls t → 0 oder t → ∞. Daher verschwinden in der

folgenden n−fachen partiellen Integration sämtliche Randterme; zusammen mit der Transformation

τ := t(x+ 1/2) erhalten wir

∞∫
0

e−txφn(t)dt =
1

n!

∞∫
0

e−t(x−1/2) dn

dtn
(
tne−t

)
dt

=
1

n!

(
x− 1

2

)n ∞∫
0

e−t(x+1/2)tndt

=
1

n!

(
x− 1

2

)n(
x+

1

2

)−n−1
∞∫

0

e−ττndτ

=

(
x− 1

2

)n(
x+

1

2

)−n−1

.

Für den Beweis der Ungleichung |φn(x)| ≤ 1 für alle x > 0 und jedes n ∈ N0 sei auf Szegö [23],

S. 164, verwiesen. �
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3.24 Lemma: Es seien p ≤ 1/2 und λ > 0. Dann existiert eine Konstante Cp > 0, so dass

|Wp,i
√
λ(x)| ≤ Cp ·Wp,0(x) für alle x > 0.

Beweis: Es sei λ > 0. Betrachte zuerst den Fall p < 1/2. Aus (3.17) folgt, dass

|Wp,i
√
λ(x)| ≤ 1

|Γ(i
√
λ− p+ 1/2)|

√
x

Γ
(

1
2 − p

)
Γ
(

1
2 − p

) ∞∫
1/2

e−tx
(
t+

1

2

)p−1/2(
t− 1

2

)−p−1/2

dt

=
1

|Γ(i
√
λ− p+ 1/2)|

Γ

(
1

2
− p
)
Wp,0(x)

= Cp ·Wp,0(x) für alle x > 0.

Sei nun p = 1/2. Zunächst bemerken wir, dass |W 1
2 ,i
√
λ|,W 1

2 ,0
: (0,∞)→ [0,∞) stetige Funktionen

sind und W 1
2 ,0

(x) =
√
xe−x/2 6= 0 für alle x > 0. Aus Satz 3.12 (ii) folgt für u = i

√
λ unmittelbar,

dass W 1
2 ,i
√
λ(x) = O(

√
x) für x→ 0+. Daher existieren eine Konstante C̃ > 0 und eine Zahl δ > 0

derart, dass
|W 1

2 ,i
√
λ(x)|

W 1
2 ,0

(x)
= ex/2

|W 1
2 ,i
√
λ(x)|

√
x

≤ C̃ für alle x ∈ (0, δ).

Des Weiteren sind |W 1
2 ,i
√
λ(x)| und W 1

2 ,0
(x) für x→∞ asymptotisch gleich

√
xe−x/2, also gibt es

ein N ∈ N, so dass

|W 1
2 ,i
√
λ(x)|

W 1
2 ,0

(x)
=
|W 1

2 ,i
√
λ(x)|

√
xe−x/2

≤ 3/2 für alle x ∈ (N,∞).

Auf dem kompakten Intervall [δ,N ] nimmt die stetige Funktion |W 1
2 ,i
√
λ| ihr Maximum und W 1

2 ,0

ihr Minimum an; o�ensichtlich ist min
x∈[δ,N ]

W 1
2 ,0

(x) = min
x∈[δ,N ]

{
√
xe−x/2} > 0. Somit gilt

|W 1
2 ,i
√
λ| ≤

max
x∈[δ,N ]

|W 1
2 ,i
√
λ|

min
x∈[δ,N ]

W 1
2 ,0

(x)
·W 1

2 ,0
(x) für alle x ∈ [δ,N ].

Insgesamt erhalten wir mit C 1
2

:= max

{
C̃, 3/2,

max
x∈[δ,N]

|W 1
2
,i
√
λ
|

min
x∈[δ,N]

W 1
2
,0

(x)

}
> 0, dass

|W 1
2 ,i
√
λ| ≤ C 1

2
·W 1

2 ,0
(x) für alle x > 0,

und das Lemma ist vollständig bewiesen. �

3.25 Satz: Es seien p ≤ 1/2 eine reelle Zahl und Up der unitäre Operator aus Satz 3.21. Der

Operator Kp sei für f ∈ L2(0,∞) de�niert durch

(Kpf) (x) = Γ(1− p)
∞∫

0

Wp,1/2(x+ t)

x+ t
f(t)dt, x > 0. (3.19)

Dann gilt: Kp : L2(0,∞)→ L2(0,∞) ist ein beschränkter selbstadjungierter Integraloperator, und(
UpKpU

−1
p g

)
(λ) =

π

cosh
(
π
√
λ
)g(λ)

fast überall bzgl. ρp(λ)dλ.
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Beweis: Wir folgen dem Beweis von Rosenblum [20], Theorem 2, S. 583.

Nach Shanker [21] gilt für Re(r ± u) > 0, 1
2 − p+ r /∈ {0,−1,−2, ...}, dass

Γ(r+u)Γ(r−u)
Wp,u(x)

x
= Γ

(
1

2
+ r − p

) ∞∫
0

(xt)r−1/2(x+ t)−r−1/2Wp,r(x+ t)
Wp,u(t)

t
dt, x > 0.

Im Fall r = 1/2 und u = i
√
λ für λ > 0 ergibt sich, dass

Γ

(
1

2
+ i
√
λ

)
Γ

(
1

2
− i
√
λ

)
Wp,i

√
λ(x)

x
= Γ(1− p)

∞∫
0

Wp,1/2(x+ t)

x+ t

Wp,i
√
λ(t)

t
dt, x > 0. (3.20)

Im Fall r = 1/2, u = 0, ergibt sich, dass

Γ (1/2)
2 Wp,0(x)

x
= Γ(1− p)

∞∫
0

Wp,1/2(x+ t)

x+ t

Wp,0(t)

t
dt, x > 0. (3.21)

Es sei Cc(0,∞) die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger auf (0,∞). Sei g ∈
Cc(0,∞). Nach Lemma 3.24 existiert eine Konstante Cp > 0 derart, dass |Wp,i

√
λ| ≤ Cp ·Wp,0(x)

für alle x > 0. Damit und aus (3.21) folgt für jedes beliebige, feste x > 0, dass

Γ(1− p)
∞∫

0

∞∫
0

∣∣∣∣∣Wp, 12
(x+ t)

x+ t
αp(t, λ) ρp(λ)g(λ)

∣∣∣∣∣dt dλ

≤ Cp Γ(1− p)
∞∫

0

∞∫
0

Wp, 12
(x+ t)

x+ t

Wp,0(t)

t

1

2π2
sinh

(
2π
√
λ
)
|Γ(−i

√
λ− p+ 1/2)|2 |g(λ)|dt dλ

= Γ (1/2)
2 Wp,0(x)

x

∞∫
0

1

2π2
sinh

(
2π
√
λ
)
|Γ(−i

√
λ− p+ 1/2)|2 |g(λ)|dλ

<∞,

denn der Integrand ist stetig in λ und g hat kompakten Träger. Wir dürfen nun den Satz von

Fubini anwenden und erhalten für x > 0 und λ > 0 mit (3.20) und

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
=

π

sin
(
π
2 + iπ

√
λ
) =

π

cosh(π
√
λ)

für z :=
1

2
+ i
√
λ ∈ C \ Z,

dass (
KpU

−1
p g

)
(x) = Γ

(
1

2
+ i
√
λ

)
Γ

(
1

2
− i
√
λ

)(
U−1
p g

)
(x) =

π

cosh
(
π
√
λ
) (U−1

p g
)

(x)

und damit (
UpKpU

−1
p g

)
(λ) =

π

cosh
(
π
√
λ
)g(λ), λ > 0. (∗)

Wegen sup
λ>0

∣∣∣∣ π

cosh(π
√
λ)

∣∣∣∣ = π ist der Multiplikationsoperator

Mh : L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ)→ L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ)

mit

ρp(λ) =
1

2π2
sinh

(
2π
√
λ
) ∣∣∣∣Γ(1

2
− p− i

√
λ

)∣∣∣∣2 , λ > 0,
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und

h(λ) =
π

cosh
(
π
√
λ
) , λ > 0,

o�ensichtlich beschränkt, also ist Kp beschränkt auf Cc(0,∞) ⊂ L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ). Da (∗) für

alle g aus dem dichten Teilraum Cc(0,∞) von L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ) erfüllt ist, gilt (∗) schlieÿlich für

alle g in L2 ((0,∞); ρp(λ)dλ). Der Integraloperator Kp : L2(0,∞) → L2(0,∞) ist also beschränkt

mit Kern (x, y) 7→Wp,1/2(x+ y)/(x+ y) = Wp,1/2(y + x)/(y + x); aus der letzten Gleichung folgt

die Selbstadjungiertheit von Kp. �

3.26 Lemma: Es sei p ≤ 1/2. Dann gilt

〈Kpφn, φm〉L2(0,∞) =

∞∫
0

(Kpφn) (x)φm(x)dx =
1

n+m+ 1− p

für alle m,n ∈ N0.

Beweis: Wir folgen dem Beweis von Rosenblum [19], S. 137-138.

Es seien p ≤ 1/2 und m,n ∈ N0. Da |φn| nach oben durch Eins beschränkt ist, gilt mit der

Transformation τ := s− 1/2 für jedes fest gewählte x > 0, dass

∞∫
1/2

∞∫
0

∣∣∣∣∣
(
s+

1

2

)p(
s− 1

2

)−p
e−s(x+t)φn(t)

∣∣∣∣∣dt ds

≤
∞∫

1/2

1

s

(
s+

1

2

)p(
s− 1

2

)−p
e−sxds

= e−x/2
∞∫

0

F (τ)dτ

<∞,

denn die durch F (τ) := (τ + 1/2)−1(τ + 1)pτ−pe−τx de�nierte Funktion F : (0,∞)→ R ist stetig

und für τ → 0+ asymptotisch gleich 2τ−p sowie für τ → ∞ asymptotisch gleich τ−1e−τx. Wir

dürfen also den Satz von Fubini anwenden, und zusammen mit (3.17) und (3.18) folgt, dass

(Kpφn) (x) =

∞∫
0

∞∫
1/2

(
s+

1

2

)p(
s− 1

2

)−p
e−s(x+t)ds φn(t)dt

=

∞∫
1/2

e−xs
(
s− 1

2

)n−p(
s+

1

2

)p−n−1

ds (3.22)

= Γ(1− p+ n)
Wp−n−1/2,0(x)

√
x

, x > 0.

Schlieÿlich ergibt sich mit (3.22), dem Satz von Fubini und (3.18), dass

〈Kpφn, φm〉L2(0,∞) =

∞∫
0

(Kpφn) (x)φm(x)dx

=

∞∫
0

∞∫
1/2

e−sx
(
s− 1

2

)n−p(
s+

1

2

)p−n−1

ds φm(x)dx
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=

∞∫
1/2

(
s− 1

2

)n+m−p(
s+

1

2

)p−n−m−2

ds

=

1∫
0

tn+m−pdt

=
1

n+m+ 1− p
,

wobei wir t := 1− 1
s+ 1

2

substituiert haben. Die Anwendbarkeit des Satzes von Fubini folgt aus der

Abschätzung

∞∫
1/2

∞∫
0

∣∣∣∣∣e−sx
(
s− 1

2

)n−p(
s+

1

2

)p−n−1

φm(x)

∣∣∣∣∣dx ds ≤
∞∫

1/2

1

s

(
s− 1

2

)n−p(
s+

1

2

)p−n−1

ds

=

∞∫
0

G(τ)dτ

<∞,

wobei wir τ := s − 1/2 substituiert haben, denn die durch G(τ) := (τ + 1/2)−1τn−p(τ + 1)p−n−1

de�nierte Funktion G : (0,∞)→ R ist stetig und für τ → 0+ asymptotisch gleich 2τn−p sowie für

τ →∞ asymptotisch gleich τ−2. �

3.27 Satz: Es seien p ≤ 1/2 eine reelle Zahl und Up der unitäre Operator aus Satz 3.21. Betrachte

die Orthonormalbasis φ0, φ1, φ2, ... von L2(0,∞) aus A.1. De�niere den Operator Vp auf `2+ durch

Vp(a) = Up

( ∞∑
n=0

anφn

)
. Dann gilt:

(i) Der Operator Vp : `2+ → L2((0,∞); ρp(λ)dλ) ist unitär, und es gilt

V−1
p : L2((0,∞); ρp(λ)dλ)→ `2+, g 7→ V−1

p (g) =

 ∞∫
0

(U−1
p g)(x)φn(x)dx


n∈N0

.

(ii) Der Operator Hp : `2+ → `2+ ist beschränkt und selbstadjungiert. Für jedes

g ∈ L2((0,∞); ρp(λ)dλ) gilt

(VpHpV
−1
p g)(λ) = (UpKpU

−1
p g)(λ) =

π

cosh(π
√
λ)

g(λ)

fast überall bzgl. ρp(λ)dλ.

Beweis: Wir folgen dem Beweis von Rosenblum [20], Theorem 4, S. 584.

(i) φ0, φ1, φ2, ... bilden eine Orthonormalbasis von L2(0,∞), und nach Satz 3.21 ist Up unitär,

also bilden Upφ0,Upφ1,Upφ2, ... eine Orthonormalbasis von L2((0,∞); ρp(λ)dλ). Daraus folgt

(i).

(ii) Die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Elementen der Orthonormalbasis e0, e1, e2, ...

von `2+ ist bekanntlich ein dichter Teilraum von `2+, auf dem Hp nach Lemma 3.26 unitär

äquivalent zum Integraloperator Kp ist; letzterer ist nach Satz 3.25 beschränkt und selbst-

adjungiert auf ganz L2(0,∞). Daher können wir Hp eindeutig zu einem beschränkten selbst-

adjungierten Operator auf ganz `2+ fortsetzen.
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Es sei g ∈ L2((0,∞); ρp(λ)dλ). Nach Satz 3.25 gilt(
UpKpU

−1
p g

)
(λ) =

π

cosh
(
π
√
λ
)g(λ)

fast überall bzgl. ρp(λ)dλ. Aus (i) und Lemma 3.26 folgt unmittelbar, dass

〈UpKpU
−1
p φ̃n, φ̃m〉L2((0,∞);ρp(λ)dλ) = 〈Kpφn, φm〉L2(0,∞)

= 〈Hpen, em〉`2+
= 〈VpHpV

−1
p φ̃n, φ̃m〉L2((0,∞);ρp(λ)dλ)

für alle m,n ∈ N0, wobei φ̃j := Upφj für jedes j ∈ N0. Daraus folgt VpHpV
−1
p g = UpKpU

−1
p g,

wie behauptet. �

3.28 Satz: Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Dann ist das Spektrum σ(Hp) = [0, π] von Hp rein

kontinuierlich, und jeder Punkt in [0, π] besitzt die Multiplizität eins.

Beweis: Dies sind (i) und (ii) von Theorem 5 bei Rosenblum [20], S. 584.

Nach Satz 3.27 ist der beschränkte selbstadjungierte Operator Hp unitär äquivalent zum Mul-

tiplikationsoperator Mπ/ cosh(π
√
λ) auf L2((0,∞); ρp(λ)dλ). Wir sind damit o�ensichtlich in der

Situation des Satzes A.18, und wegen{
π

cosh(π
√
λ)

: λ > 0

}
= [0, π]

folgt die Behauptung. �
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4 Über eine diskrete Familie von

Integraloperatoren

Auf den nächsten Seiten bis zum Beginn des Abschnittes 4.1 möchte ich die folgenden Eigenleis-

tungen herausstellen: Lemma 4.1, Lemma 4.2, Satz 4.3, Lemma 4.5, Folgerung 4.6, Satz 4.7 und

Bemerkung 4.13, alle samt Beweis. Zudem habe ich den Beweis des Theorems 1 bei Kostrykin

und Makarov [11] zum Beweis des Satzes 4.8 ausgebaut. Satz 4.8 selbst ist neu und ebenfalls eine

Eigenleistung.

Wir de�nieren

ψ : R→ R, ψ(t) = 2 · 1[−1,1](t),

und φ : S1 → R durch

φ(z) = 2 · 1H̄r∩S1(z) =

ψ
(

i 1−z
1+z

)
, wenn z 6= −1

0, wenn z = −1
. (4.1)

Nach Satz 2.6 gilt:

G∗SψG ist der Hankel-Operator Szφ auf H2,

wobei

φ

(
1 + it

1− it

)
= ψ(t)

und

G : L2(S1)→ L2(R) unitär, f 7→ Gf,

mit

(Gf)(t) =
1√

π(1− it)
f

(
1 + it

1− it

)
, t ∈ R.

4.1 Lemma: Für jedes ` ∈ N0 gilt

1

2π

∞∫
−∞

t`ψ(t)e−itxdt =
1

2π

∞∫
−∞

2t` 1[−1,1](t)e
−itxdt =

2

π
i`

d`

dx`

{
sin(x)

x

}
, x ∈ R.

Beweis: O�ensichtlich ist ψ ∈ L1(R) sowie
∫
R |t

α| ψ(t)dt < ∞ für jedes α ∈ {0, 1, ..., `}. Daher

folgt die Behauptung mit Lemma 1.2 und 2
π

sin(x)
x = 1

2π

∞∫
−∞

ψ(t)e−itxdt für x ∈ R. �

Sei ` ∈ N0. Wegen

ψ`(t) :=

(
1 + it

1− it

)`
φ

(
1 + it

1− it

)
=

(
1 + it

1− it

)`
ψ(t) = 2

(
1 + it

1− it

)`
1[−1,1](t), t ∈ R, (4.2)
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ist Sψ` unitär äquivalent zu G∗Sψ`G = Sz(z`φ) = Sz`+1φ. Im Folgenden werden wir die Fourier-

Transformierte von t 7→
(

1+it
1−it

)`
ψ(t) berechnen. Erst einmal bemerken wir, dass

1 + it

1− it
=

(1 + it)2

1 + t2
, t ∈ R,

gilt. Wir de�nieren ξ : R→ R, t 7→ 1
1+t2 , und ψ̃` : R→ C, t 7→ (1 + it)2` · ψ(t). Zu bestimmen ist

also die Fourier-Transformierte von ξ` · ψ̃`.

Zunächst berechnen wir F ψ̃`. O�ensichtlich ist ψ̃` ∈ L1(R) ∩ L2(R) für alle ` ∈ N0. Zusammen

mit dem binomischen Lehrsatz und der Linearität der Fourier-Transformation liefert Lemma 4.1

4.2 Lemma: Für jedes ` ∈ N0 gilt

(F ψ̃`)(w) =

√
8

π

2∑̀
n=0

(
2`

n

)
in · in dn

dwn
sin(w)

w

=

√
8

π

2∑̀
n=0

(
2`

n

)
(−1)n

dn

dwn
sin(w)

w
, w ∈ R.

Die Abbildung z 7→ sin(z)
z ist holomorph auf ganz C; eingeschränkt auf R sind die Funktion z 7→

sin(z)
z sowie die Ableitungen beliebiger Ordnung jeweils beschränkt.

Beweis: Es bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung z 7→ sin(z)
z =

∑∞
n=0(−1)n z2n

(2n+1)! die

behaupteten Eigenschaften besitzt. Wir de�nieren die Folge (an)n∈N0
für jedes n ∈ N0 durch

a2n = (−1)n

(2n+1)! bzw. a2n+1 = 0. Mit Hilfe der Stirling-Formel berechnen wir

lim sup
n→∞

n
√
|an| = lim sup

n→∞

1
2n
√

(2n+ 1)!

= lim sup
m→∞

m

√√
2πm

(
m
e

)m
m!

· 1√
2πm

( e

m

)m
· 1

m+ 1

= lim sup
m→∞

{
1

2m
√

2πm
· e

m
· 1
m
√
m+ 1

}
= 0,

also ist die Abbildung z 7→ sin(z)
z holomorph auf ganz C.

Es sei n ∈ N0. Durch Anwenden der Leibniz-Formel erhalten wir

dn

dxn
sin(x)

x
=

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)j j! x−j−1 dn−j

dxn−j
sin(x)→ 0

für |x| → ∞, wobei hier nur Folgen reeller Zahlen zugelassen sind. Damit ist Lemma 4.2 vollständig

bewiesen. �

4.3 Satz: Für jedes ` ∈ N ist die Fourier-Transformierte von ξ` gegeben durch

(F{ξ`})(w) =
1√
2π
· π

2`−1
· e−|w| p`(|w|), w ∈ R, wobei

p`(w) =

`−1∑
j=0

1

2j

(
`+ j − 1

`− 1

)
1

(`− j − 1)!
w`−j−1, w ∈ R.
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4.4 Bemerkung (zu Satz 4.3): Wenn wir ein konkretes ` ∈ N betrachten, z. B. ` = 5 oder ` = 10,

so gibt Maple ein Ergebnis für die Fourier-Transformierte von ξ` aus. Die Formel aus Satz 4.3 ist in

mühsamer Arbeit und in mehreren Schritten gefunden worden. Zunächst lieÿ ich Maple die Fourier-

Transformierte von ξ` für ` = 1, ..., 6 ausgeben. Dann habe ich nach Regelmäÿigkeiten in den Folgen

der Koe�zienten gesucht und in mehreren Schritten eine Darstellung von F{ξ`} für allgemeine

` ∈ N gefunden. Zwei bis drei Wochen nach dieser Prozedur stieÿ ich in der Bibliothek auf eine

mir bis dahin nicht bekannte Formelsammlung, nämlich �Tabellen zur Fourier Transformation� [15]

von Oberhettinger. Dort �ndet man auf S. 202 die Formel

∞∫
−∞

1

{a2 + (x± b)2}ν
· eixydx = 2e∓iby

√
π

Γ(ν)

(
|y|
2a

)ν−1/2

Kν−1/2(a|y|), Re(ν) > 0,

wobei Γ die Gammafunktion bezeichne und

Kν(z) =
π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sin(πν)
,

Iν(z) = e−iπν/2Jν(zeiπ/2),

Jν(z) =
∞∑
n=0

(−1)n(z/2)ν+2n

n! Γ(ν + n+ 1)
.

Im Fall a = 1, b = 0 und ν = ` ∈ N sind wir in der Situation des Satzes 4.3, und es folgt, dass

F{ξ`}(y) =
√

2
1

(`− 1)!

(
|y|
2

)`−1/2

K`−1/2(|y|), y ∈ R,

zur Formel für F{ξ`} aus Satz 4.3 äquivalent ist, für alle ` ∈ N.

Wir benötigen das folgende

4.5 Lemma: Für jedes ` ∈ N0 gilt

∞∫
−∞

|x|` e−|x|e−|y−x|dx =
e−|y|

`+ 1

|y|`+1
+

`−1∑
j=0

2−1−j · (`+ 1)!

(`− j)!
· |y|`−j +

(`+ 1)!

2`

 , y ∈ R.

Man beachte, dass die leere Summe den Wert null hat.

Beweis: Für ` ∈ N0, y ∈ R \ {0} betrachten wir

I1 :=

∞∫
0

x` e−x e−y+x 1{x<y}(x)dx = e−y
y∫

0

x`dx ·Heaviside(y) = e−y
y`+1

`+ 1
·Heaviside(y),

I2 :=

∞∫
0

x`e−xey−x 1{x>y}(x)dx,

I3 :=

0∫
−∞

(−x)`exe−y+x 1{x<y}(x)dx,

I4 :=

0∫
−∞

(−x)`exey−x 1{x>y}(x)dx = ey
0∫
y

(−x)`dx ·Heaviside(−y) = ey
(−y)`+1

`+ 1
·Heaviside(−y).

Es gilt

I2 = ey
{ ∞∫

0

x`e−2xdx ·Heaviside(−y) +

∞∫
y

x`e−2xdx ·Heaviside(y)

}
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= ey
{

1

2`+1

∞∫
0

x`e−xdx ·Heaviside(−y) +
1

2`+1

∞∫
2y

x`e−xdx ·Heaviside(y)

}

= ey
{

`!

2`+1
·Heaviside(−y) +

e−2y

2`+1

∑̀
j=0

(2y)`−j
`!

(`− j)!
·Heaviside(y)

}

= e−|y|
{

`!

2`+1
·Heaviside(−y) +

1

2`+1

∑̀
j=0

(2y)`−j
`!

(`− j)!
·Heaviside(y)

}
.

Analog berechnen wir

I3 = e−y
{ 0∫
−∞

(−x)`e2xdx ·Heaviside(y) +

y∫
−∞

(−x)`e2xdx ·Heaviside(−y)

}

= e−|y|
{

`!

2`+1
·Heaviside(y) +

1

2`+1

∑̀
j=0

(2y)`−j
`!

(`− j)!
·Heaviside(−y)

}
.

Insgesamt erhalten wir

∞∫
−∞

|x|` e−|x|e−|y−x|dx =

∞∫
0

x`e−xe−|y−x|dx+

0∫
−∞

(−x)`exe−|y−x|dx

= I1 + I2 + I3 + I4

=
e−|y|

`+ 1

{
|y|`+1

+
(`+ 1)!

2`+1
+
∑̀
j=0

2−1−j · (`+ 1)!

(`− j)!
· |y|`−j

}

=
e−|y|

`+ 1

{
|y|`+1

+

`−1∑
j=0

2−1−j · (`+ 1)!

(`− j)!
· |y|`−j +

(`+ 1)!

2`

}
,

und zusammen mit
∞∫
−∞
|x|` e−|x|e−|0−x|dx = 2

∞∫
0

x`e−2xdx = `!
2`

folgt die Behauptung. �

Jetzt können wir Satz 4.3 beweisen.

Beweis des Satzes 4.3: Zunächst bemerken wir, dass wegen

∞∫
−∞

|ξ(t)|mdt =

∞∫
−∞

(1 + t2)−mdt ≤
∞∫
−∞

(1 + t2)−1dt = π <∞, m ∈ N beliebig,

für jedes ` ∈ N gilt: ξ` ∈ L1(R) ∩ L2(R). Der Beweis des Satzes 4.3 erfolgt nun durch vollständige

Induktion nach ` ∈ N. Für ` = 1 zeigen wir

(F{ξ})(w) =

√
π

2
· e−|w|, w ∈ R,

über die Umkehrfunktion F−1. Es gilt(
F−1

{√
π

2
e−|w|

})
(t) =

1

2

∞∫
−∞

e−|w| e+itwdw =

∞∫
0

e−w cos(tw)dw = 1− t2
∞∫

0

e−w cos(tw)dw, t ∈ R,

wie man leicht mit partieller Integration nachrechnet. Daher gilt(
F−1

{√
π

2
e−|w|

})
(t) =

∞∫
0

e−w cos(tw)dw =
1

1 + t2
, t ∈ R.
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Wir nehmen jetzt an, dass die Behauptung bis ` gilt, und zeigen, dass die Behauptung auch für

` + 1 wahr ist. Mit Hilfe des Satzes 1.1 (ii), der Induktionsvoraussetzung, des Lemmas 4.5 und

eines Koe�zientenvergleichs berechnen wir

(F{ξ`+1})(w) =
1√
2π

((F{ξ`}) ∗ (F ξ))(w)

=
1√
2π

π

2`

`−1∑
j=0

1

2j

(
`+ j − 1

`− 1

)
1

(`− j − 1)!
((e−|x| |x|`−j−1

) ∗ (e−|x|))(w)

=
1√
2π

π

2`
e−|w|

`−1∑
j=0

1

2j

(
`+ j − 1

`− 1

)
1

(`− j)!

{
|w|`−j +

`−j−2∑
m=0

2−1−m (`− j)!
(`− 1− j −m)!

|w|`−1−j−m
+

(`− j)!
2`−j−1

}

=
1√
2π

π

2`
e−|w|

{
1

2`−1

`−1∑
j=0

(
`+ j − 1

`− 1

)
+
∑̀
β=1

1

2`−β
1

β!

`−β∑
α=0

(
`+ α− 1

`− 1

)
|w|β

}

=
1√
2π

π

2`
e−|w|

{
1

2`−1

2`−2∑
j̃=0

(
j̃

`− 1

)
+
∑̀
β=1

1

2`−β
1

β!

2`−β−1∑
α̃=0

(
α̃

`− 1

)
|w|β

}

=
1√
2π

π

2`
e−|w|

{
1

2`−1

(
2`− 1

`

)
+
∑̀
β=1

1

2`−β
1

β!

(
2`− β
`

)
|w|β

}

=
1√
2π

π

2`
e−|w|

∑̀
j=0

1

2j

(
`+ j

`

)
1

(`− j)!
|w|`−j , w ∈ R;

man beachte, dass 1
2`

(
2`
`

)
= 1

2`

{(
2`−1
`−1

)
+
(

2`−1
`

)}
= 1

2`−1

(
2`−1
`

)
. Damit ist Satz 4.3 vollständig

bewiesen. �

Dies führt zu

4.6 Folgerung: Für die Funktionen

k(`) : R→ R, x 7→ k(`)(x) =
1

2π

∞∫
−∞

ψ`(t)e
−itxdt, ` ∈ N,

gilt

k(`)(x) =
1√
2π

(F{ξ` · ψ̃`})(x)

=
1

π

1

2`−1

`−1∑
j=0

2∑̀
n=0

(−1)n

2j

(
`+ j − 1

`− 1

)
1

(`− j − 1)!

(
2`

n

)
dn

dxn

( (
e−|w| |w|`−j−1 ) ∗ ( sin(w)

w

))
(x)

=
1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

)
dn

dxn

( (
e−|w| p`(|w|)

)
∗
( sin(w)

w

))
(x).

Beweis: Wie wir bereits bemerkt haben, gilt ξ`, ψ̃` ∈ L1(R) ∩ L2(R) für alle ` ∈ N. Durch
Anwenden des Satzes 1.1 (ii) mit den Funktionen F ψ̃` aus Lemma 4.2 und F{ξ`} aus Satz 4.3

ergibt sich mit der Linearität der Faltung, dass

k(`)(x) =
1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

) ((
e−|w| p`(|w|)

)
∗
( dn

dwn
sin(w)

w

))
(x), x ∈ R.

Nach Lemma 4.2 ist die durch x 7→ sin(x)
x de�nierte Funktion R→ R unendlich oft di�erenzierbar;

letztere Funktion sowie sämtliche Ableitungen davon sind jeweils beschränkt. O�ensichtlich ist die

Funktion x 7→ e−|x|p`(|x|) in L1(R). Mit dem Di�erentiationssatz der Faltung erhalten wir die

behauptete Darstellungsformel der Funktionen k(`), ` ∈ N. �
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4.7 Satz: Es sei ` ∈ N. Wir betrachten den Integraloperator K(`) : L2(0,∞)→ L2(0,∞) mit Kern

k(`)(x+ y), der auf D(0,∞) ⊂ L2(0,∞) gegeben ist durch

(K(`)f)(x) =

∞∫
0

k(`)(x+ y) f(y)dy, f ∈ D(0,∞), x > 0.

Analog de�nieren wir den Integraloperator K(0) auf L2(0,∞) mit Kern k(0)(x+ y) := 2
π

sin(x+y)
x+y .

Dann ist K(`) ein beschränkter selbstadjungierter Hankel-Operator, der unitär äquivalent zu Sψ`
mit Symbol ψ` auf H2(R) ist, und Sψ` ist unitär äquivalent zu G

∗Sψ`G = Sz(z`φ) = Sz`+1φ auf H2,

für alle ` ∈ N0. Dabei bezeichne φ die in (4.1) de�nierte Funktion.

Beweis: Es sei ` ∈ N. Nach Satz 4.17 ist die Funktion k(`) stetig auf (0,∞), und es gilt k(`)(x) =

O(x−1) für x → 0+ und für x → ∞. Die Funktion ψ` = ξ` · ψ̃` aus (4.2) ist o�ensichtlich in

L1(R) ∩ L2(R) ∩ L∞(R), und nach Folgerung 4.6 gilt

1√
2π

Fψ` =
1√
2π

F{ξ` · ψ̃`} = k(`)

sogar auf ganz R. Mit Satz 2.9 und Satz 2.12 folgt, dass der Integraloperator K(`) mit Kern

k(`)(x + y) der eindeutig bestimmte beschränkte Hankel-Operator auf ganz L2(0,∞) ist, der auf

dem dichten Teilraum D(0,∞) von L2(0,∞) de�niert ist durch

(K(`)f)(x) =

∞∫
0

k(`)(x+ y) f(y)dy, f ∈ D(0,∞), x > 0.

Nach Folgerung 4.6 ist die Funktion k(`) reellwertig, also gilt k(`)(y + x) = k(`)(x + y) für alle

x, y > 0; mithin ist K(`) selbstadjungiert. Nach Satz 2.14 ist K(`) unitär äquivalent zu Sψ` mit

Symbol ψ` auf H2(R), und Sψ` ist unitär äquivalent zu G
∗Sψ`G = Sz(z`φ) = Sz`+1φ auf H2.

Im Fall ` = 0 verfahren wir analog; man bemerke, dass die reellwertige Funktion k(0) stetig auf

(0,∞) ist, dass k(0)(x) = O(x−1) für x→ 0+ und für x→∞ gilt, und dass

1√
2π

Fψ =
1√
2π

F{2 · 1[−1,1]} = k(0)

sogar auf ganz R, wobei ψ ∈ L1(R) ∩ L2(R) ∩ L∞(R). �

Im Folgenden werden wir für jedes ` ∈ N0 den Integraloperator K(`) �diagonalisieren� und jeweils

das Spektrum bestimmen. Das zentrale Resultat dieses Abschnittes ist

4.8 Satz: Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. De�niere die Funktionen ρp : (0,∞) → (0,∞) und

h : (0,∞)→ (0,∞) für λ > 0 durch

ρp(λ) =
1

2π2
sinh

(
2π
√
λ
) ∣∣∣∣Γ(1

2
− p− i

√
λ

)∣∣∣∣2
bzw.

h(λ) =
π

cosh
(
π
√
λ
) ;

Γ bezeichne die Gammafunktion. Für jedes m ∈ N0 ist

(i) K(2m) unitär äquivalent zu

M (−1)m

π h
⊕M (−1)m+1

π h
auf L2

(
(0,∞); ρ 1

2−m
(λ)dλ

)
⊕ L2

(
(0,∞); ρ− 1

2−m
(λ)dλ

)
.

Das Spektrum σ
(
K(2m)

)
= [−1, 1] von K(2m) ist rein absolutstetig, und jeder Punkt in [−1, 1]

besitzt Multiplizität eins.
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(ii) K(2m+1) unitär äquivalent zu

M (−1)m+1

π h
⊕M (−1)m

π h
auf L2

(
(0,∞); ρ− 1

2−m
(λ)dλ

)
⊕ L2

(
(0,∞); ρ− 1

2−m
(λ)dλ

)
.

Das Spektrum σ
(
K(2m+1)

)
= [−1, 1] von K(2m+1) ist rein absolutstetig, und jeder Punkt in

[−1, 1] besitzt Multiplizität eins.

Der Beweis des Satzes 4.8 erfolgt in mehreren Schritten. Wir bemerken zunächst, dass K(`) nach

Satz 4.7 beschränkt und selbstadjungiert ist, und dass K(`) unitär äquivalent zum Hankel-Operator

Sz`+1φ auf H2 ist, für alle ` ∈ N0.

4.9 Lemma: Für jedes x ∈ `2+ gilt

(
Sz`+1φx

)
n

=

∞∑
k=0

ck+`+n+1xk, ` ∈ N0,

wobei φ die in (4.1) de�nierte Funktion sei und

ck =
1

2π

2π∫
0

eikθφ
(
eiθ
)

dθ =
2

πk
sin(πk/2), k ∈ N.

Beweis: Es gilt Sz`+1φ = PJ Mz`+1φ

∣∣
H2 . Für f ∈ H2, f(z) =

∞∑
j=0

xjz
j , berechnen wir

(
JMz`+1φf

)
(z) = φ (z̄)

∞∑
j=0

xj z̄
j+`+1

und damit

(
Sz`+1φf

)
(z) =

∞∑
k=0


∞∑
j=0

2π∫
0

φ
(
e−iθ

)
xje

iθ(−1−j−k−`) dθ

2π

 zk

=

∞∑
k=0


∞∑
j=0

xj
π

π/2∫
−π/2

eiθ(−1−j−k−`)dθ

 zk

=

∞∑
k=0


∞∑
j=0

2

π(1 + j + k + `)
sin
(π

2
(1 + j + k + `)

)
xj

 zk

=

∞∑
k=0


∞∑
j=0

c1+j+k+` xj

 zk.

�

Bezeichne mit P+ bzw. P− die Orthogonalprojektion von `2+ auf L+ bzw. L−, wobei

L+ =
{
x ∈ `2+ : x2k+1 = 0 für alle k ∈ N0

}
,

L− =
{
x ∈ `2+ : x2k = 0 für alle k ∈ N0

}
.

Es sei p ≤ 1/2 eine reelle Zahl. Betrachte die Operatoren Hp : `2+ → `2+ und H̃p : `2+ → `2+ mit

(Hpx)n =

∞∑
k=0

xk
1 + k + n− p

, x ∈ `2+,
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bzw. (
H̃px

)
n

=

∞∑
k=0

(−1)k+n

1 + k + n− p
xk, x ∈ `2+.

Nach Satz 3.27 ist Hp beschränkt und selbstadjungiert. Auf dem dichten Teilraum aller endlichen

Linearkombinationen von Elementen der Orthonormalbasis e0, e1, e2, ... von `2+ sind Hp und H̃p

unitär äquivalent. Dort gilt V H̃pV = Hp, wobei der unitäre selbstinverse Operator V de�niert ist

durch

V : `2+ → `2+, (x0, x1, x2, x3, ...) 7→ (x0,−x1, x2,−x3, ...) . (4.3)

Daher können wir H̃p eindeutig zum oben de�nierten Operator auf ganz `2+ fortsetzen.

Wir betrachten nun den Fall, dass ` ∈ N0 gerade ist, d. h. ` = 2m, m ∈ N0. Dann gilt

(
P+Sz2m+1φP+x

)
2n

=
1

π

∞∑
k=0

(−1)k+m+n

k +m+ n+ 1/2
x2k,

(
P−Sz2m+1φP−x

)
2n+1

= − 1

π

∞∑
k=0

(−1)k+m+n

k +m+ n+ 3/2
x2k+1,

P+Sz2m+1φP− = 0 = P−Sz2m+1φP+.

De�niere

U+ : `2+ → U+(`2+), x = (x0, x1, x2, ...) 7→ (x0, 0, x1, 0, x2, 0, ...)

und

U− : `2+ → U−(`2+), x = (x0, x1, x2, ...) 7→ (0, x0, 0, x1, 0, x2, 0, ...) .

Dann sind U+ und U− unitär, und es gilt

U−1
+ ◦

(
P+Sz2m+1φP+

)
◦ U+ =

(−1)m

π
H̃ 1

2−m
,

U−1
− ◦

(
P−Sz2m+1φP−

)
◦ U− =

(−1)m+1

π
H̃− 1

2−m
.

O�enbar gilt:

P+Sz2m+1φP+ lässt U+(`2+) invariant,

P−Sz2m+1φP− lässt U−(`2+) invariant.

Daher kommutiert das Diagramm

U+(`2+)⊕ U−(`2+)
(
P+Sz2m+1φP+

)
⊕
(
P−Sz2m+1φP−

)
// U+(`2+)⊕ U−(`2+)

`2+ ⊕ `2+

U+⊕U−

OO

(
(−1)m

π H̃ 1
2−m

)
⊕
(

(−1)m+1

π H̃− 1
2−m

)
// `2+ ⊕ `2+.

U+⊕U−

OO

Es gilt

(V ⊕ V ) ◦
((

(−1)m

π
H̃ 1

2−m

)
⊕
(

(−1)m+1

π
H̃− 1

2−m

))
◦ (V ⊕ V )

=

(
(−1)m

π
H 1

2−m

)
⊕
(

(−1)m+1

π
H− 1

2−m

)
,

wobei V der unitäre selbstinverse Operator aus (4.3) ist. Andererseits ist die durch U(x) = P+(x)⊕
P−(x) de�nierte Abbildung U : `2+ → U+(`2+)⊕U−(`2+) unitär, so dass wir insgesamt gezeigt haben:
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4.10 Lemma: Der Operator Sz2m+1φ : `2+ → `2+ ist für alle m ∈ N0 unitär äquivalent zum Operator(
(−1)m

π H 1
2−m

)
⊕
(

(−1)m+1

π H− 1
2−m

)
: `2+ ⊕ `2+ → `2+ ⊕ `2+.

Nun betrachten wir den Fall, dass ` ∈ N0 ungerade ist, d. h. ` = 2m + 1, m ∈ N0. Man rechnet

leicht nach, dass

P+Sz2m+2φP+ = 0 = P−Sz2m+2φP−,(
P+Sz2m+2φP−x

)
2n

= − 1

π

∞∑
k=0

(−1)k+m+n

k +m+ n+ 3/2
x2k+1,

(
P−Sz2m+2φP+x

)
2n+1

= − 1

π

∞∑
k=0

(−1)k+m+n

k +m+ n+ 3/2
x2k.

Es sei x⊕ y ∈ `2+ ⊕ `2+. Wir berechnen[
U−1

+ 0

0 U−1
−

][
0 P+Sz2m+2φP−

P−Sz2m+2φP+ 0

][
U+ 0

0 U−

][
x

y

]

=

[
U−1

+ (P+Sz2m+2φP−)(U−y)

U−1
− (P−Sz2m+2φP+)(U+x)

]
=

[
(−1)m+1

π H̃− 1
2−m

(y)
(−1)m+1

π H̃− 1
2−m

(x)

]
=

[
0 (−1)m+1

π H̃− 1
2−m

(−1)m+1

π H̃− 1
2−m

0

][
x

y

]
.

Auÿerdem gilt[
V 0

0 V

][
0 (−1)m+1

π H̃− 1
2−m

(−1)m+1

π H̃− 1
2−m

0

][
V 0

0 V

]
=

[
0 (−1)m+1

π H− 1
2−m

(−1)m+1

π H− 1
2−m

0

]
.

Andererseits ist die durch U(x) = P+(x)⊕P−(x) de�nierte Abbildung U : `2+ → U+(`2+)⊕U−(`2+)

unitär, so dass wir insgesamt gezeigt haben:

4.11 Lemma: Der Operator Sz2m+2φ : `2+ → `2+ ist für alle m ∈ N0 unitär äquivalent zum Operator[
0 (−1)m+1

π H− 1
2−m

(−1)m+1

π H− 1
2−m

0

]
: `2+ ⊕ `2+ → `2+ ⊕ `2+.

Die Abbildung

1√
2

[
I −I
I I

]
: `2+ ⊕ `2+ → `2+ ⊕ `2+

ist unitär mit Inverser
1√
2

[
I I

−I I

]
: `2+ ⊕ `2+ → `2+ ⊕ `2+.

Wir berechnen

1√
2

[
I I

−I I

][
0 (−1)m+1

π H− 1
2−m

(−1)m+1

π H− 1
2−m

0

]
1√
2

[
I −I
I I

]
=

[
(−1)m+1

π H− 1
2−m

0

0 (−1)m

π H− 1
2−m

]
.

Wir haben gezeigt:

4.12 Lemma: Der Operator Sz2m+2φ : `2+ → `2+ ist für alle m ∈ N0 unitär äquivalent zum Operator(
(−1)m+1

π H− 1
2−m

)
⊕
(

(−1)m

π H− 1
2−m

)
: `2+ ⊕ `2+ → `2+ ⊕ `2+.
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Mit Hilfe der Lemmata 4.10 und 4.12 können wir nun Satz 4.8 beweisen.

Beweis des Satzes 4.8: Nach Satz 3.27 gilt

Vp ◦Hp ◦ V−1
p = Mh

für jedes p ≤ 1/2, insbesondere für p ∈ { 1
2 −m : m ∈ N0}. Folglich sind 1

πHp bzw. − 1
πHp unitär

äquivalent zumMultiplikationsoperatorMh̃ bzw.M−h̃ auf L
2((0,∞); ρp(λ)dλ), wobei h̃ := h/π und

p ∈ { 1
2−m : m ∈ N0}. Die beiden MultiplikationsoperatorenMh̃ undM−h̃ auf L

2((0,∞); ρp(λ)dλ)

erfüllen o�ensichtlich die Voraussetzungen des Satzes A.18, sind also jeweils unitär äquivalent zum

Multiplikationsoperator

Mt auf L
2((0, 1); |(h̃−1)′(t)|ρp(h̃−1(t))dt) bzw. L2((−1, 0); |(h̃−1)′(−t)|ρp(h̃−1(−t))dt), 7

für jedes p ∈ { 1
2 −m : m ∈ N0}. Mit Satz A.20, dessen Voraussetzungen o�ensichtlich erfüllt sind,

folgt, dass der Operator

Mt ⊕Mt auf L
2((−1, 0); |(h̃−1)′(−t)|ρp1(h̃−1(−t))dt)⊕ L2((0, 1); |(h̃−1)′(t)|ρp2(h̃−1(t))dt)

unitär äquivalent zum Multiplikationsoperator Mt auf L2((−1, 1); ρ̃p1,p2(t)dt) ist, wobei

ρ̃p1,p2 : (−1, 1)→ [0,∞), ρ̃p1,p2(t) :=


|(h̃−1)′(−t)| ρp1(h̃−1(−t))dt, wenn t ∈ (−1, 0)

1, wenn t = 0

|(h̃−1)′(t)| ρp2(h̃−1(t), wenn t ∈ (0, 1)

,

und p1, p2 ∈ { 1
2 − m : m ∈ N0}. Zudem ist nach Satz A.20 das Spektrum [−1, 1] von Mt auf

L2((−1, 1); ρ̃p1,p2(t)dt) rein kontinuierlich, und jeder Punkt in [−1, 1] besitzt die Multiplizität eins,

wobei p1, p2 ∈ { 1
2 −m : m ∈ N0} für den Rest dieses Beweises beliebig, aber fest gewählt sind.

Wie wir bereits bemerkt haben, ist der Operator K(`) nach Satz 4.7 beschränkt und selbstad-

jungiert, und K(`) ist unitär äquivalent zum Hankel-Operator Sz`+1φ auf H2, für alle ` ∈ N0.

Zusammen mit den Lemmata 4.10 und 4.12 folgt nun Satz 4.8 (bis auf die Behauptung, dass das

vorliegende Spektrum absolutstetig ist).

Nach Satz 1.13 ist das Spektralmaÿ E zu Mt auf L2((−1, 1); ρ̃p1,p2(t)dt) gegeben durch

E : B(R)→ L(L2((−1, 1); ρ̃p1,p2(t)dt)), EAf = 1A∩[−1,1] · f,

wobei f ∈ L2((−1, 1); ρ̃p1,p2(t)dt). Sei A ∈ B(R) eine Lebesgue-Nullmenge. Dann gilt für jedes

f ∈ L2((−1, 1); ρ̃p1,p2(t)dt), dass

〈EAf, f〉L2((−1,1);ρ̃p1,p2 (t)dt) =

1∫
−1

1A∩[−1,1](t) |f(t)|2 ρ̃p1,p2(t)dt = 0.

Damit ist Satz 4.8 vollständig bewiesen. �

Um die Darstellung der Dichtefunktion ρp in den Fällen ρ 1
2−m

(λ) = 1
2π2 sinh

(
2π
√
λ
) ∣∣∣Γ(m− i

√
λ
)∣∣∣2

und ρ− 1
2−m

(λ) = 1
2π2 sinh

(
2π
√
λ
) ∣∣∣Γ(1 +m− i

√
λ
)∣∣∣2 für m ∈ N0 zu vereinfachen, zeigen wir

4.13 Bemerkung: Es sei m ∈ N0. Für alle λ > 0 gilt∣∣∣Γ(m− i
√
λ)
∣∣∣2 =

m−1∏
j=0

(j2 + λ) · π√
λ

1

sinh(π
√
λ)
. (4.4)

7Für jedes t ∈ (−1, 0) gilt (−h̃)−1(t) = h̃−1(−t), und mit der Kettenregel folgt ((−h̃)−1)′(t) = −(h̃−1)′(−t).
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4.1. Eigenschaften der Funktionen k(`) für ` ∈ N

Beweis: Bekanntlich ist Γ(it) = Γ(it) = Γ(−it) für jedes t ∈ R \ {0}. Zu λ > 0 setze z = −i
√
λ.

Dann gilt

Γ(1− z) = −z Γ(−z) = −z Γ(z̄) = −z Γ(z),

also
π

sin(πz)
= Γ(z)Γ(1− z) = Γ(z) · (−z)Γ(z) = −z |Γ(z)|2

und damit∣∣∣Γ(−i
√
λ)
∣∣∣2 = |Γ(z)|2 = − 1

−i
√
λ

π

sin(−iπ
√
λ)

=
1√
λ

2π

eπ
√
λ − e−π

√
λ

=
π√
λ

1

sinh(π
√
λ)
. (∗)

Sei nun m ∈ N. Dann gilt

Γ

(
1

2
−
(

1

2
−m

)
− i
√
λ

)
= Γ(m− i

√
λ) =

m−1∏
j=0

(j − i
√
λ) · Γ(−i

√
λ), (∗∗)

denn für m = 1 ist Γ(1− i
√
λ) = −i

√
λ · Γ(−i

√
λ), und wenn die Formel (∗∗) für ein m ∈ N wahr

ist, so folgt

Γ(m+1−i
√
λ) = (m−i

√
λ)·Γ(m−i

√
λ) = (m−i

√
λ)·

m−1∏
j=0

(j−i
√
λ)·Γ(−i

√
λ) =

m∏
j=0

(j−i
√
λ)·Γ(−i

√
λ).

Insgesamt erhalten wir mit (∗) und (∗∗), dass

∣∣∣Γ(m− i
√
λ)
∣∣∣2 =

m−1∏
j=0

(j2 + λ) · π√
λ

1

sinh(π
√
λ)
.

�

A posteriori ist mir aufgefallen, dass zumindest die Formel

|Γ(iy)|2 =
π

y sinh(πy)
, y ∈ R \ {0},

in der Funktionentheorie wohlbekannt ist.

4.1 Eigenschaften der Funktionen k(`) für ` ∈ N

Den gesamten Abschnitt 4.1 habe ich ohne Vorlage aus irgendeiner Verö�entlichung erstellt.

Für ` = 0 ist die Funktion k(0) : (0,∞) → R durch k(0)(x) = 2
π

sin(x)
x gegeben; diese Funktion

bedarf keiner weiteren Untersuchung. Im Folgenden werden wir einige Eigenschaften der Funktionen

k(`) für ` ∈ N beweisen, ohne die Faltung in der Darstellungsformel aus Folgerung 4.6 explizit zu

berechnen. Zunächst formulieren wir einige Resultate, die im Verlauf dieses Abschnittes benötigt

werden.

4.14 Lemma: Es sei ` ∈ N. Dann gilt

(i)
`−1∑
j=0

cos((`−j)π/4)
2(`+j−2)/2

(
`+j−1
`−1

)
= 1.

(ii)
∑̀
n=0

(−1)n
(

2`
2n

)
= cos(`π/2) · 2` =

0, wenn ` ungerade ist,

(−1)`/2 · 2`, wenn ` gerade ist.
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(iii)
`−1∑
n=0

(−1)n+1
(

2`
2n+1

)
= sin(−`π/2) · 2` =

(−1)(`+1)/2 · 2`, wenn ` ungerade ist,

0, wenn ` gerade ist.

Beweis: Die zweite Gleichheit in Punkt (ii) und (iii) ist jeweils o�ensichtlich.

(i) Es sei ` ∈ N. De�niere a` :=
`−1∑
j=0

ei·(`−j)π/4

2(`+j)/2

(
`+j−1
`−1

)
. Wir berechnen

a`+1 =
∑̀
j=0

ei·(`+1−j)π/4

2(`+1+j)/2

(
`+ j

`

)

=
∑̀
j=0

ei·(`+1−j)π/4

2(`+1+j)/2

(
`+ j − 1

`− 1

)
+
∑̀
j=1

ei·(`+1−j)π/4

2(`+1+j)/2

(
`+ j − 1

`

)

=
1 + i

2
·


`−1∑
j=0

ei·(`−j)π/4

2(`+j)/2

(
`+ j − 1

`− 1

)
+

1

2`

(
2`− 1

`− 1

)+

`−1∑
j̃=0

ei·(`−j̃)π/4

2(`+j̃+2)/2

(
`+ j̃

`

)

= a` ·
1 + i

2
+

1 + i

2`+1

(
2`− 1

`− 1

)
+

e−iπ/4

√
2
·

∑̀
j̃=0

ei·(`+1−j̃)π/4

2(`+1+j̃)/2

(
`+ j̃

`

)
− eiπ/4

2` ·
√

2

(
2`

`

)
= a` ·

1 + i

2
+

1 + i

2`+1

(
2`− 1

`− 1

)
+ a`+1 ·

1− i

2
− 1

2`+1

(
2`

`

)
,

wobei j̃ := j − 1. Somit gilt

a`+1 ·
1 + i

2
= a` ·

1 + i

2
+

1 + i

2`+1

(
2`− 1

`− 1

)
− 1

2`+1

(
2`

`

)
,

was äquivalent ist zu

a`+1 = a` +
1

2`+1
·
[(

2`− 1

`− 1

)
+

(
2`− 1

`− 1

)
−
(

2`

`

)]
+

i

2`+1

(
2`

`

)
= a` +

1

2`+1
·
[(

2`− 1

`− 1

)
−
(

2`− 1

`

)]
+

i

2`+1

(
2`

`

)
= a` +

i

2`+1

(
2`

`

)
.

Daraus folgt

1

2
= Re (a1) = ... = Re (a`) =

`−1∑
j=0

cos((`− j)π/4)

2(`+j)/2

(
`+ j − 1

`− 1

)
und damit

`−1∑
j=0

cos((`− j)π/4)

2(`+j−2)/2

(
`+ j − 1

`− 1

)
= 1.

(ii) Es sei ` = 2ˆ̀− 1, ˆ̀∈ N. Dann gilt

2ˆ̀−1∑
n=0

(−1)n
(

4ˆ̀− 2

2n

)
=

ˆ̀−1∑
ñ=0

(
4ˆ̀− 2

4ñ

)
−

ˆ̀−1∑
ñ=0

(
4ˆ̀− 2

4ñ+ 2

)
=

ˆ̀−1∑
ñ=0

[(
4ˆ̀− 2

4ñ

)
−
(

4ˆ̀− 2

4ˆ̀− 2− 4ñ

)]
= 0.

Sei nun ` = 2˜̀, ˜̀∈ N. Wir berechnen

2˜̀−1∑
n=0

(−1)n+1

(
4˜̀

2n+ 1

)
= −

˜̀−1∑
ñ=0

(
4˜̀

4ñ+ 1

)
+

˜̀−1∑
ñ=0

(
4˜̀

4ñ+ 3

)
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=

˜̀−1∑
ñ=0

[(
4˜̀

4˜̀− 1− 4ñ

)
−
(

4˜̀

4ñ+ 1

)]
= 0. (∗)

Der Beweis von
2˜̀∑
n=0

(−1)n
(

4˜̀

2n

)
= (−1)

˜̀ · 22˜̀ erfolgt durch vollständige Induktion nach ˜̀∈ N.

Für ˜̀ = 1 gilt wie behauptet
∑2
n=0(−1)n

(
4

2n

)
= −4. Wir nehmen nun an, dass die Formel

für jede natürliche Zahl kleiner oder gleich ˜̀ erfüllt ist. Im Induktionsschritt gilt wegen(
4˜̀+ 4

2n

)
=

(
4˜̀

2n− 4

)
+ 4

(
4˜̀

2n− 3

)
+ 6

(
4˜̀

2n− 2

)
+ 4

(
4˜̀

2n− 1

)
+

(
4˜̀

2n

)
,

dass

2˜̀+2∑
n=0

(−1)n
(

4˜̀+ 4

2n

)
=

2˜̀+2∑
n=2

(−1)n
(

4˜̀

2n− 4

)
+ 4

2˜̀+1∑
n=2

(−1)n
(

4˜̀

2n− 3

)
+ 6

2˜̀+1∑
n=1

(−1)n
(

4˜̀

2n− 2

)

+ 4
2˜̀∑
n=1

(−1)n
(

4˜̀

2n− 1

)
+

2˜̀∑
n=0

(−1)n
(

4˜̀

2n

)

=

2˜̀+2∑
n=2

(−1)n
(

4˜̀

2n− 4

)
+ 6

2˜̀+1∑
n=1

(−1)n
(

4˜̀

2n− 2

)
+

2˜̀∑
n=0

(−1)n
(

4˜̀

2n

)
,

denn aus (∗) folgt mit Hilfe der Indexshifts ñ := n− 1 und n̂ := n− 2, dass

2˜̀∑
n=1

(−1)n
(

4˜̀

2n− 1

)
=

2˜̀−1∑
ñ=0

(−1)ñ+1

(
4˜̀

2ñ+ 1

)
= 0

und
2˜̀+1∑
n=2

(−1)n
(

4˜̀

2n− 3

)
= −

2˜̀−1∑
n̂=0

(−1)n̂+1

(
4˜̀

2n̂+ 1

)
= 0.

Dieselben Indexshifts liefern

2˜̀+1∑
n=1

(−1)n
(

4˜̀

2n− 2

)
= −

2˜̀∑
ñ=0

(−1)ñ
(

4˜̀

2ñ

)
und

2˜̀+2∑
n=2

(−1)n
(

4˜̀

2n− 4

)
=

2˜̀∑
n̂=0

(−1)n̂
(

4˜̀

2n̂

)
.

Insgesamt folgt nun mit der Induktionsvoraussetzung, dass

2˜̀+2∑
n=0

(−1)n
(

4˜̀+ 4

2n

)
=

2˜̀∑
n̂=0

(−1)n̂
(

4˜̀

2n̂

)
− 6

2˜̀∑
ñ=0

(−1)ñ
(

4˜̀

2ñ

)
+

2˜̀∑
n=0

(−1)n
(

4˜̀

2n

)
= −4 · (−1)

˜̀ · 22˜̀

= (−1)
˜̀+1 · 22(˜̀+1).

Damit ist Punkt (ii) bewiesen.

(iii) Für ` = 2˜̀, ˜̀∈ N, haben wir bereits im Beweis von (ii) gezeigt, dass

2˜̀−1∑
n=0

(−1)n+1

(
4˜̀

2n+ 1

)
= 0.
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Für ` = 1 ist wie behauptet
∑0
n=0(−1)n+1

(
2

2n+1

)
= −2. Sei nun ` = 2ˆ̀+ 1, ˆ̀∈ N. Dann gilt

wegen (
4ˆ̀+ 2

2n+ 1

)
=

(
4ˆ̀

2n− 1

)
+ 2

(
4ˆ̀

2n

)
+

(
4ˆ̀

2n+ 1

)
und (ii) mit Hilfe des Indexshifts ñ := n− 1, dass

2ˆ̀∑
n=0

(−1)n+1

(
4ˆ̀+ 2

2n+ 1

)
=

2ˆ̀∑
n=1

(−1)n+1

(
4ˆ̀

2n− 1

)
− 2 ·

2ˆ̀∑
n=0

(−1)n
(

4ˆ̀

2n

)
+

2ˆ̀−1∑
n=0

(−1)n+1

(
4ˆ̀

2n+ 1

)

= −
2ˆ̀−1∑
ñ=0

(−1)ñ+1

(
4ˆ̀

2ñ+ 1

)
− 2 · (−1)

ˆ̀ · 22ˆ̀
+

2ˆ̀−1∑
n=0

(−1)n+1

(
4ˆ̀

2n+ 1

)
= (−1)

ˆ̀+1 · 22ˆ̀+1,

was zu beweisen war. �

4.15 Lemma: Es sei m ∈ N0. Dann gilt

(i)
∞∫
−∞

e−|y| |y|m sin(x− y)dy = m!
2(m−1)/2 cos((m+ 1)π/4) · sin(x), x ∈ R.

(ii)
∞∫
−∞

e−|y| |y|m cos(x− y)dy = m!
2(m−1)/2 cos((m+ 1)π/4) · cos(x), x ∈ R.

Beweis: Es sei m ∈ N0.

(i) Aus dem Additionstheorem des Sinus und der exponentiellen Darstellung des Kosinus folgt

∞∫
−∞

e−|y| |y|m sin(x− y)dy =

∞∫
0

e−y ym sin(x− y)dy +

∞∫
0

e−y ym sin(x+ y)dy

= 2 sin(x)

∞∫
0

e−y ym cos(y)dy

= sin(x)


∞∫

0

ey(−1+i) ymdy +

∞∫
0

ey(−1−i) ymdy

 , x ∈ R.

Wie man mühelos mit vollständiger Induktion nach m ∈ N0 beweist, gilt

∞∫
0

ey(−1+i) ymdy = (−1)m+1 m!

(−1 + i)m+1

und
∞∫

0

ey(−1−i) ymdy = (−1)m+1 m!

(−1− i)m+1
.

Wir berechnen

∞∫
0

ey(−1+i) ymdy +

∞∫
0

ey(−1−i) ymdy = (−1)m+1 m!

(−1 + i)m+1
+ (−1)m+1 m!

(−1− i)m+1

= m!
(

(1− i)−(m+1) + (1 + i)−(m+1)
)

= m!

((√
2e−iπ/4

)−(m+1)

+
(√

2eiπ/4
)−(m+1)

)
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=
m!

2(m+1)/2

(
ei(m+1)π/4 + e−i(m+1)π/4

)
=

m!

2(m−1)/2
cos((m+ 1)π/4).

Damit ist (i) bewiesen.

(ii) Setze x̃ = x+ π/2, x ∈ R. Wegen sin(x̃− y) = cos(x− y) folgt mit (i), dass

∞∫
−∞

e−|y| |y|m cos(x− y)dy =

∞∫
−∞

e−|y| |y|m sin(x̃− y)dy

=
m!

2(m−1)/2
cos((m+ 1)π/4) · sin(x̃)

=
m!

2(m−1)/2
cos((m+ 1)π/4) · cos(x).

�

4.16 Lemma: Es sei ` ∈ N. Dann gilt

1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

) ((
e−|w| p`(|w|)

)
∗
( dn

dwn
sin(w)

))
(x) =

2

π
· sin(x− `π/2), x ∈ R.

Beweis: Es sei ` ∈ N. Mit Lemma 4.15 berechnen wir für jedes j ∈ {0, 1, ..., `− 1}

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

) ((
e−|w| |w|`−j−1

)
∗
( dn

dwn
sin(w)

))
(x)

=
∑̀
ñ=0

(
2`

2ñ

)
(−1)ñ

∞∫
−∞

e−|y||y|`−j−1 sin(x− y)dy

+

`−1∑
ñ=0

(
2`

2ñ+ 1

)
(−1)ñ+1

∞∫
−∞

e−|y||y|`−j−1 cos(x− y)dy

=
∑̀
ñ=0

(
2`

2ñ

)
(−1)ñ

(`− j − 1)!

2(`−j−2)/2
cos((`− j)π/4) · sin(x)

+

`−1∑
ñ=0

(
2`

2ñ+ 1

)
(−1)ñ+1 (`− j − 1)!

2(`−j−2)/2
cos((`− j)π/4) · cos(x), x ∈ R.

Mit Lemma 4.14 folgt nun, dass

1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

) ((
e−|w| p`(|w|)

)
∗
( dn

dwn
sin(w)

))
(x)

=
1

π

1

2`−1

`−1∑
j=0

2∑̀
n=0

(−1)n

2j

(
`+ j − 1

`− 1

)
1

(`− j − 1)!

(
2`

n

) ((
e−|w| |w|`−j−1 ) ∗ ( dn

dwn
sin(w)

))
(x)

=
1

π

1

2`−1


`−1∑
j=0

∑̀
ñ=0

(−1)ñ
(

2`

2ñ

)
1

2(`+j−2)/2

(
`+ j − 1

`− 1

)
cos((`− j)π/4) · sin(x)

+

`−1∑
j=0

`−1∑
ñ=0

(−1)ñ+1

(
2`

2ñ+ 1

)
1

2(`+j−2)/2

(
`+ j − 1

`− 1

)
cos((`− j)π/4) · cos(x)


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=
1

π

1

2`−1

`−1∑
j=0

(
`+j−1
`−1

)
2(`+j−2)/2

cos((`− j)π/4)

 · [∑̀
ñ=0

(−1)ñ
(

2`

2ñ

)]
· sin(x)

+
1

π

1

2`−1

`−1∑
j=0

(
`+j−1
`−1

)
2(`+j−2)/2

cos((`− j)π/4)

 · [`−1∑
ñ=0

(−1)ñ+1

(
2`

2ñ+ 1

)]
· cos(x)

=
2

π
· {cos(`π/2) · sin(x) + sin(−`π/2) · cos(x)}

=
2

π
· sin(x− `π/2), x ∈ R.

�

4.17 Satz: Es sei ` ∈ N. Dann gilt:

(i) k(`) ∈ C∞(R) ∩ L2(R) ∩ L∞(R). Jede Ableitung beliebiger Ordnung von k(`) ist in C∞(R) ∩
L∞(R). Insbesondere existiert lim

x→0+
k(`)(x) in R.

(ii) k(`) = O(x−1) für |x| → ∞, d. h. lim sup
|x|→∞

|x · k(`)(x)| ≤ C <∞ für eine Konstante C > 0.

(iii) lim
|x|→∞

∣∣x · k(`)(x)− 2
π · sin(x− `π/2)

∣∣ = 0.

Beweis: Es sei ` ∈ N.

(i) Als Fourier-Transformierte der quadratintegrablen Funktion 1√
2π
ξ` · ψ̃` ist k(`) quadratinte-

grabel.

Wie wir bereits im Beweis der Folgerung 4.6 bemerkt haben, ist in der Darstellungsformel

k(`)(x) =
1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

)
dn

dxn

( (
e−|w| p`(|w|)

)
∗
( sin(w)

w

))
(x), x ∈ R,

der Di�erentiationssatz der Faltung beliebig oft anwendbar; mithin ist k(`) ∈ C∞(R); insbe-

sondere ist jede Ableitung beliebiger Ordnung von k(`) in C∞(R).

Um die Beschränktheit zu zeigen, sei m ∈ N0 vorgegeben. Dann existieren

C ′′ := max

{
sup
w∈R

∣∣∣∣ dj

dwj
sin(w)

w

∣∣∣∣ : j ∈ {0, 1, ..., 2`+m}
}
> 0,

C ′ := max

{
1

π

1

2j+`−1

(
`+ j − 1

`− 1

)
1

(`− j − 1)!

(
2`

n

)
: j ∈ {0, ..., `− 1}, n ∈ {0, ..., 2`}

}
> 0,

C := C ′ · C ′′ > 0,

in R, und es gilt∣∣∣∣ dm

dxm
k(`)(x)

∣∣∣∣ ≤ C · `−1∑
j=0

2∑̀
n=0

∞∫
−∞

e−|y| |y|`−j−1
dy

= 2(2`+ 1)C ·
`−1∑
j=0

∞∫
0

e−y y`−j−1dy

= 2(2`+ 1)C ·
`−1∑
j=0

(`− j − 1)! für jedes x ∈ R.

Diese endliche Konstante hängt nicht von x ab, also ist jede Ableitung beliebiger Ordnung

von k(`) in L∞(R). Damit ist Punkt (i) bewiesen.
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(ii) Mit (iii) gilt

lim sup
|x|→∞

|x · k(`)(x)| = lim sup
|x|→∞

∣∣∣∣(x · k(`)(x)− 2

π
· sin(x− `π/2)

)
+

2

π
· sin(x− `π/2)

∣∣∣∣
≤ lim
|x|→∞

∣∣∣∣x · k(`)(x)− 2

π
· sin(x− `π/2)

∣∣∣∣+ lim sup
|x|→∞

∣∣∣∣ 2π · sin(x− `π/2)

∣∣∣∣
≤ 2

π
=: C <∞

für jedes ` ∈ N.

(iii) Es sei n ∈ N0. Die Abbildungen

F2n : z 7→ z · d2n

dz2n

sin(z)

z
− (−1)n sin(z)

und

G2n+1 : z 7→ z · d2n+1

dz2n+1

sin(z)

z
− (−1)n cos(z)

sind holomorph auf ganz C, denn dies tri�t jeweils auf die Funktionen

z 7→ z, z 7→ sin(z)

z
, z 7→ ± sin(z) und z 7→ ± cos(z)

zu. Zudem gilt mit der Leibniz-Formel

x · d2n

dx2n

sin(x)

x
− (−1)n sin(x) =

2n∑
m=1

(
2n

m

)
(−1)m m! x−m

d2n−m

dx2n−m sin(x)→ 0

und

x · d2n+1

dx2n+1

sin(x)

x
− (−1)n cos(x) =

2n+1∑
m=1

(
2n+ 1

m

)
(−1)m m! x−m

d2n+1−m

dx2n+1−m sin(x)→ 0

für |x| → ∞, wobei hier nur Folgen reeller Zahlen zugelassen sind. Demnach sind F2n, G2n+1 ∈
C∞(R) ∩ L∞(R). Für jedes j ∈ N0 ist y 7→ ‖F2n‖L∞(R) · e−|y||y|j eine von x unabhängige

integrable Majorante von y 7→ e−|y||y|j · F2n(x − y) und y 7→ ‖G2n+1‖L∞(R) · e−|y||y|j eine
von x unabhängige integrable Majorante von y 7→ e−|y||y|j ·G2n+1(x− y), denn

∞∫
−∞

e−|y||y|jdy = 2

∞∫
0

e−yyjdy = 2 j! <∞.

Insgesamt folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz, dass

lim
|x|→∞

∞∫
−∞

e−|y||y|j · F2n(x− y)dy = 0 = lim
|x|→∞

∞∫
−∞

e−|y||y|j ·G2n+1(x− y)dy

für alle j ∈ N0 und damit

lim
|x|→∞

∞∫
−∞

e−|y|p`(|y|) · F2n(x− y)dy = 0 = lim
|x|→∞

∞∫
−∞

e−|y|p`(|y|) ·G2n+1(x− y)dy (∗)

für jedes ` ∈ N.

Wie wir bereits gezeigt haben, ist die Funktion x 7→ dn

dxn
sin(x)
x in C∞(R) ∩ L∞(R) mit

dn

dxn
sin(x)
x → 0 für jede reelle Folge |x| → ∞. Wegen

∞∫
−∞

e−|y||y|j+1dy = 2

∞∫
0

e−yyj+1dy = 2 (j + 1)! <∞
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ist y 7→ supw∈R

∣∣∣ dn

dwn
sin(w)
w

∣∣∣ · e−|y||y|j+1 eine von x unabhängige integrable Majorante von

y 7→ e−|y||y|j · y · dn

dxn
sin(x)
x , für alle j ∈ N0. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz

folgt nun, dass

lim
|x|→∞

∞∫
−∞

e−|y||y|j · y · ∂
n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy = 0

für alle j ∈ N0 und damit

lim
|x|→∞

∞∫
−∞

e−|y|p`(|y|) · y ·
∂n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy = 0 (∗∗)

für jedes ` ∈ N.

Nun können wir Punkt (iii) beweisen. Es gilt

x ·
∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) ·
∂2n

∂x2n

sin(x− y)

x− y
dy

=

∞∫
−∞

e−|y|p`(|y|) · {(x− y) + y} ·

[
2n∑
m=0

(
2n

m

)
(−1)m m! (x− y)−1−m · ∂

2n−m

∂x2n−m sin(x− y)

]
dy

= (−1)n
∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) sin(x− y)dy

+

∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) F2n(x− y)dy

+

∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) · y ·
∂2n

∂x2n

sin(x− y)

x− y
dy

sowie

x ·
∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) ·
∂2n+1

∂x2n+1

sin(x− y)

x− y
dy

=

∞∫
−∞

e−|y|p`(|y|) · {(x− y) + y} ·

[
2n+1∑
m=0

(
2n+ 1

m

)
(−1)m m! (x− y)−1−m · ∂

2n+1−m

∂x2n+1−m sin(x− y)

]
dy

= (−1)n
∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) cos(x− y)dy

+

∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) G2n+1(x− y)dy

+

∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) · y ·
∂2n+1

∂x2n+1

sin(x− y)

x− y
dy.

Insgesamt sehen wir mit Lemma 4.16, dass∣∣∣∣x · k(`)(x)− 2

π
· sin(x− `π/2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1π 1

2`−1

∑̀
ñ=0

(
2`

2ñ

) ∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) F2ñ(x− y)dy
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− 1

π

1

2`−1

`−1∑
ñ=0

(
2`

2ñ+ 1

) ∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) G2ñ+1(x− y)dy

+
1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

(−1)n
(

2`

n

) ∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) · y ·
∂n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

π

1

2`−1

∑̀
ñ=0

(
2`

2ñ

) ∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) F2ñ(x− y)dy

∣∣∣∣∣∣
+

1

π

1

2`−1

`−1∑
ñ=0

(
2`

2ñ+ 1

) ∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) G2ñ+1(x− y)dy

∣∣∣∣∣∣
+

1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

(
2`

n

) ∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

e−|y| p`(|y|) · y ·
∂n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

∣∣∣∣∣∣
→ 0

für |x| → ∞ nach (∗) und (∗∗), für alle ` ∈ N. �

4.18 Folgerung: Es sei ` ∈ N. Dann gilt

(i) k(`) ∈ Lp(R) für alle p ∈ (1,∞].

(ii) k(`) /∈ L1(R).

(iii) lim
|x|→∞

∣∣∣x · k(`)(x)− 2
π · (C` · sin(x) + C̃` · cos(x))

∣∣∣ = 0, wobei die Folgen (Cm)m∈N und (C̃m)m∈N

wie folgt de�niert sind:

C2j−1 = 0 und C2j = (−1)j

sowie

C̃2j−1 = (−1)j und C̃2j = 0

für jedes j ∈ N.

Beweis: Es sei ` ∈ N.

(i) Wir wissen bereits aus Satz 4.17, dass k(`) ∈ L∞(R). Es seien p ∈ (1,∞) und N ∈ N. Wir

berechnen

∞∫
−∞

∣∣∣k(`)(x)
∣∣∣p dx =

N∫
−N

∣∣∣k(`)(x)
∣∣∣p dx+

∞∫
N

1

|x|p
∣∣∣x · k(`)(x)

∣∣∣p dx+

−N∫
−∞

1

|x|p
∣∣∣x · k(`)(x)

∣∣∣p dx

≤ C1 + C2

∞∫
N

1

|x|p
dx+ C2

N∫
−∞

1

|x|p
dx

= C1 + 2C2

[
1

−p+ 1
x−p+1

]x→∞
x=N

= C1 +
2C2

p− 1
N−p+1

<∞,

wobei C1 := 2N ·
∥∥k(`)

∥∥p
L∞(R)

< ∞ nach (i) aus Satz 4.17 und C2 := sup
x∈R

∣∣x · k(`)(x)
∣∣p < ∞

nach (i) und (ii) aus Satz 4.17. Damit ist (i) bewiesen.
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(ii) Wir bezeichnen die o�ene Kugel mit Radius ρ > 0 um eine reelle Zahl y mit Bρ(y) ⊂ R.

Setze ε := π
4 > 0. Mit (iii) aus Satz 4.17 folgt, dass

lim
n→∞

k(`)(xn)
2
π

sin(xn−`π/2)
xn

= 1

für jede Folge (xn)n∈N in Ω := R \
⋃
m∈Z

Bε((m+ `/2)π) mit lim
n→∞

|xn| =∞. Da die Funktion

x 7→ k(`)(x)
2
π

sin(x−`π/2)
x

stetig auf Ω ist, existiert ein N ∈ N mit N ≥ `π/2 derart, dass

k(`)(x)
2
π

sin(x−`π/2)
x

≥ 1− ε > 0

für alle x ∈ [N,∞) ∩ Ω. Dann gilt

∞∫
−∞

∣∣∣k(`)(x)
∣∣∣dx ≥ ∫

Ω∩(N,∞)

∣∣∣k(`)(x)
∣∣∣dx

=

∫
Ω∩(N,∞)

∣∣∣∣ 2π sin(x− `π/2)

x

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ k(`)(x)

2
π

sin(x−`π/2)
x

∣∣∣∣∣ dx
≥ (1− ε) 2

π

∫
Ω∩(N,∞)

∣∣∣∣ sin(x− `π/2)

x

∣∣∣∣dx
= (1− ε) 2

π

∫
Ω̃∩(N+`π/2,∞)

∣∣∣∣ sin(x̃− `π)

x̃− `π/2

∣∣∣∣dx̃
≥ (1− ε) 2

π

∫
Ω̃∩(N+`π/2,∞)

| sin(x̃) cos(`π)− cos(x̃) sin(`π)|
|x̃|

dx̃

= (1− ε) 2

π

∫
Ω̃∩(N+`π/2,∞)

| sin(x̃)|
x̃

dx̃,

wobei Ω̃ = R \
⋃
m∈Z

Bε((m+ `)π) = R \
⋃
m∈Z

Bε(mπ) aus Ω = R \
⋃
m∈Z

Bε((m+ `/2)π) durch

die Transformation x̃ := x+ `π/2 entsteht. Daraus folgt wegen N ≥ `π/2 und | sin(x)| ≥ 1√
2

für alle x ∈ Ω̃, dass

∞∫
−∞

∣∣∣k(`)(x)
∣∣∣dx ≥ (1− ε) 2

π

∫
Ω̃∩(N+`π/2,∞)

| sin(x)|
x

dx

≥ (1− ε) 2

π

∫
Ω̃∩(Nπ+π/4,∞)

| sin(x)|
x

dx

≥ (1− ε)
√

2

π

∫
Ω̃∩(Nπ+π/4,∞)

1

x
dx

= (1− ε)
√

2

π

∞∑
n=N

nπ+3π/4∫
nπ+π/4

1

x
dx

≥ (1− ε)
√

2

π

∞∑
n=N

π

2

1

nπ + 3π/4

≥ (1− ε)
√

2

2π

∞∑
n=N+1

1

n
=∞,
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da die harmonische Reihe divergiert. Damit ist (ii) bewiesen.

(iii) Dies folgt unmittelbar aus (iii) des Satzes 4.17. �

4.2 Explizite Bestimmung der Funktionen k(`) für ` ∈ N

In diesem Abschnitt möchte ich die folgenden Eigenleistungen herausstellen: Lemma 4.19, Satz

4.20, Lemma 4.25, Lemma 4.26, Lemma 4.27 und Satz 4.28, alle samt Beweis. Zudem habe ich die

einfache Folgerung 4.22 selbst bewiesen. Die exponentielle Integralfunktion ist schon seit langem

bekannt, aber da ich für die meisten Eigenschaften weder einen Beweis noch eine Beweisidee in der

Literatur gefunden habe, sind Lemma 4.19 und Satz 4.20 entstanden, die ich selbst bewiesen habe.

Es sei ` ∈ N. Wir benötigen den Integralkern (x, y) 7→ k(`)(x+y) als Abbildung (0,∞)×(0,∞)→ R
zur Darstellung des Integraloperators K(`). Im vorangegangenen Abschnitt war es möglich, alle

Beweise für reelle x zu führen, d. h. für k(`) als Funktion von R nach R, ohne dass dadurch ein

Mehraufwand entstand. In diesem Abschnitt betrachten wir x > 0. Zur Darstellung der Funktion

k(`) benötigen wir sogenannte exponentielle Integrale.

Schreibe R≤0 = {x ∈ R : x ≤ 0}. De�niere für z ∈ C− die Funktion

FN : z 7→ FN (z) := e−z
N∫

0

e−t

t+ z
dt, N ∈ N,

wobei C− = C \ R≤0 die geschlitzte Ebene bezeichne.

4.19 Lemma: Es sei N ∈ N. Dann gilt:

(i) FN ist holomorph in C−.

(ii) Für jedes z ∈ C− existiert lim
N→∞

e−z
N∫
0

e−t

t+zdt in C.

(iii) Die Funktion z 7→ F (z) = lim
N→∞

e−z
N∫
0

e−t

t+zdt ist holomorph in C−.

Beweis: Es sei N ∈ N. Die Menge (0,∞)× (−π, π) ⊂ C ist o�ensichtlich ein einfach zusammen-

hängendes Gebiet. Die Polarkoordinaten-Transformation

(0,∞)× (−π, π)→ C−, (r, θ) 7→ reiθ,

ist bekanntermaÿen ein Di�eomorphismus, insbesondere ein Homöomorphismus. Daher ist das

Bild der Polarkoordinaten-Transformation, C−, ein einfach zusammenhängendes Gebiet; zudem

ist ζ 7→ e−ζ/ζ holomorph in C−. Wir können also das folgende Integral wegunabhängig de�nieren:

z+N∫
z

e−ζ

ζ
dζ =

∫
CN

e−ζ

ζ
dζ = e−z

N∫
0

e−t

t+ z
dt = FN (z), z ∈ C−,

wobei CN : [0, N ]→ C, CN (t) = t+ z.
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(i) O�enbar ist die durch fN (z, t) = e−t−z

t+z de�nierte Funktion fN : C− × [0, N ]→ C stetig. Für

jedes feste t ∈ [0, N ] ist die Funktion z 7→ fN (z, t) holomorph, denn die Funktionen z 7→ e−t−z

und z 7→ t + z sind jeweils holomorph in C−, und t + z 6= 0 für alle t ∈ [0, N ], z ∈ C−.
Die anderen Voraussetzungen des Holomorphiesatzes für parameterabhängige Integrale sind

o�ensichtlich erfüllt, also ist FN holomorph in C−.

(ii) Es sei z ∈ C−. Es sei ε > 0 beliebig. Die Funktion [ |Re(z)|,∞) → R, t 7→ 1
|t+z| , ist streng

monoton fallend. Wähle N0 ∈ N, N0 > |Re(z)|, so groÿ, dass

e−N0

|N0 + z|
< |ez| ε.

Für n,N ∈ N mit N > n ≥ N0 gilt nun, dass

|FN (z)− Fn(z)| =

∣∣∣∣∣∣e−z
N∫
n

e−t

t+ z
dt

∣∣∣∣∣∣
≤ |e−z|
|n+ z|

N∫
n

e−tdt

≤ |e−z|
|n+ z|

(
e−n − e−N

)
≤ |e−z|
|N0 + z|

e−N0

< ε.

Daher ist (Fn(z))n∈N eine Cauchyfolge in C. Bekanntermaÿen ist C ein Banachraum, also

existiert lim
N→∞

FN (z) in C, wie behauptet.

(iii) Nach Punkt (ii) können wir die Grenzfunktion

F : C− → C, z 7→ F (z) := lim
N→∞

e−z
N∫

0

e−t

t+ z
dt,

de�nieren. Es sei z0 ∈ C−. Betrachte die abgeschlossene KreisscheibeK := Kρ(z0) mit Radius

ρ um z0 als Umgebung von z0, wobei ρ := 1
2 dist (z0,R≤0) = 1

2 inf
x∈R≤0

|z0−x| > 0. Es sei ε > 0

beliebig. Wähle N0 ∈ N, N0 > max
z∈K
|Re(z)|, so groÿ, dass

e−N0 ·max
z∈K

1

|N0 + z|
<

1

max
z∈K
|e−z|

ε,

wobei das Maximum jeweils angenommen wird, da K kompakt und z 7→ |e−z| sowie z 7→
|N0 + z|−1 jeweils stetig auf K ist. Für n,N ∈ N mit N > n ≥ N0 gilt nun unabhängig von

z ∈ K, dass

|FN (z)− Fn(z)| =

∣∣∣∣∣∣e−z
N∫
n

e−t

t+ z
dt

∣∣∣∣∣∣
≤ max

z∈K
|e−z| max

z∈K

1

|n+ z|

N∫
n

e−tdt

≤ max
z∈K
|e−z| max

z∈K

1

|n+ z|
(
e−n − e−N

)
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≤ max
z∈K
|e−z| max

z∈K

1

|N0 + z|
e−N0

< ε,

wobei wir verwendet haben, dass die Funktion

[ max
z∈K
|Re(z)|,∞ )→ R, t 7→ 1

|t+ z|
,

streng monoton fallend ist. Folglich gilt für alle n,N ∈ N mit N > n ≥ N0, dass

sup
z∈K
|FN (z)− Fn(z)| < ε.

Es sei ζ ∈ K. Nach Punkt (ii) existiert m0 = m0(ε, ζ) ∈ N, so dass

|F (ζ)− Fm0
(ζ)| < ε,

wobei wir ohne Einschränkung annehmen dürfen, dass m0 ≥ N0. Insgesamt erhalten wir

unabhängig von ζ ∈ K für alle n ≥ N0, dass

|F (ζ)− Fn(ζ)| ≤ |F (ζ)− Fm0
(ζ)|+ |Fm0

(ζ)− Fn(ζ)|

≤ ε+ sup
ζ∈K
|Fm0

(ζ)− Fn(ζ)|

< 2ε.

Somit gilt

sup
ζ∈K
|F (ζ)− Fn(ζ)| < 2ε

für alle n ≥ N0, also konvergiert die Funktionenfolge (Fn)n∈N lokal gleichmäÿig gegen F . Of-

fensichtlich ist C− eine o�ene Teilmenge von C. Insgesamt folgt mit dem Satz von Weierstraÿ,

dass die Funktion F holomorph in C− ist, was zu beweisen war. �

4.20 Satz: Es sei (an)n∈N eine Folge in C− derart, dass {Re(a1),Re(a2), ...} nach unten be-

schränkt ist, und dass lim
n→∞

|an| =∞. Dann gilt

lim
n→∞

an∫
z

e−ζ

ζ
dζ = F (z).

für alle z ∈ C−.

Beweis: Es sei (an)n∈N eine wie in der Voraussetzung des Satzes beschriebene Folge. Es sei z ∈ C−

beliebig, aber fest. Im Rahmen einer Fallunterscheidung nehmen wir zunächst zusätzlich an, dass

lim
n→∞

Re(an) = ∞. Es sei N ∈ N so groÿ, dass N > |Re(z)| und Re(an) > 2|z| für alle n ≥ N .

Betrachte für jedes n ≥ N die Kurven

C1,n : [0, 1]→ C, C1,n(t) = |an| ei{arg(an)+t·(arg(z+xn)−arg(an))},

C2,n : [0, 1]→ C, C2,n(t) = z + xn + t · (n− xn) ,

wobei die positiven reellen Zahlen xn = −Re(z) +
√
− Im(z)2 + |an|2 so gewählt sind, dass z+ xn

den eindeutig bestimmten Schnittpunkt des Kreises mit Radius |an| um Null und der parallel zur

reellen Achse verlaufenden Gerade durch z in der rechten Halbebene Hr = {ζ ∈ C : Re(ζ) > 0}
markiert. Mit arg(ζ) bezeichnen wir den Winkel des komplexen Zahl ζ. Im Folgenden werden wir

zeigen, dass

lim
n→∞

∫
C1,n

e−ζ

ζ
dζ = 0 = lim

n→∞

∫
C2,n

e−ζ

ζ
dζ,
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wobei wir ohne Einschränkung n ≥ N in den Limiten fordern dürfen. Des Weiteren seien die

komplexen Zahlen an, z + n und z + xn ohne Einschränkung paarweise verschieden, denn andern-

falls verschwinden die entsprechenden Wegintegrale der in C− holomorphen Funktion ζ 7→ e−ζ

ζ

trivialerweise. Setze Ωn := {C1,n(t) : t ∈ [0, 1]}. Wir berechnen mit der Standardabschätzung∣∣∣∣∣
∫
C1,n

e−ζ

ζ
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ 2π|an| · max
ζ∈Ωn

∣∣∣∣e−ζζ
∣∣∣∣

= 2π|an| ·
max
ζ∈Ωn

∣∣e−ζ∣∣
|an|

= 2π · max
ζ∈Ωn

e−Re(ζ).

Da die Zahlen z + xn und an für jedes n ≥ N in der rechten Halbebene liegen und Ωn den

Kreisbogen zwischen z+ xn und an beschreibt, wird der Realteil der ζ aus Ωn für ζ = z+ xn oder

für ζ = an minimal. Daher gilt∣∣∣∣∣
∫
C1,n

e−ζ

ζ
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ 2π e−min{Re(an),Re(z+xn)} → 0

für n → ∞, n ≥ N , denn lim
n→∞

Re(an) = ∞ nach Voraussetzung und lim
n→∞

Re(z + xn) =

lim
n→∞

√
− Im(z)2 + |an|2 =∞.

Als Nächstes betrachten wir das Kurvenintegral entlang C2,n. Es gilt

∫
C2,n

e−ζ

ζ
dζ =

1∫
0

e−z−xn−t·(n−xn)

|z + xn + t · (n− xn)|
(n− xn)dt =

n∫
xn

e−z−τ

|z + τ |
dτ,

wobei wir τ := t · (n− xn) + xn substituiert haben. Nun folgt wegen lim
n→∞

xn =∞

∣∣∣∣∣
∫
C2,n

e−ζ

ζ
dζ

∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

min{xn,n}

e−Re(z)−τ

|z + τ |
dτ

≤ e−Re(z)

|Re(z) + min{xn, n}|

∞∫
min{xn,n}

e−τdτ

=
e−Re(z)

|Re(z) + min{xn, n}|
e−min{xn,n}

→ 0

für n → ∞, n ≥ N ; man beachte, dass der Ausdruck |Re(z) + min{xn, n}|−1 wegen n ≥ N >

|Re(z)| und xn > −Re(z) +
√

4 Re(z)2 + 3 Im(z)2 ≥ |Re(z)| wohlde�niert ist und für n → ∞

sogar gegen Null strebt. Insgesamt haben wir gezeigt, dass das Integral von an zu z+n,
z+n∫
an

e−ζ

ζ dζ,

für n→∞, n ≥ N , gegen Null strebt. Daraus folgt wie behauptet lim
n→∞

an∫
z

e−ζ

ζ dζ = F (z).

Nun betrachten wir den Fall, dass die in den Voraussetzungen des Satzes beschriebene Folge (an)n∈N
zusätzlich die folgenden Bedingungen erfüllt:

{Re(a1),Re(a2), ...} ist beschränkt und lim
n→∞

| Im(an)| =∞.

O�ensichtlich folgen diese Eigenschaften notwendig aus den Forderungen an die Folge (an)n∈N im

Satz und daraus, dass die Folge der Realteile von an nun auch nach oben beschränkt sein soll. Wie
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im ersten Fall sei z ∈ C− beliebig, aber fest gewählt. Es sei N ∈ N so groÿ, dass N > |Re(z)| und
n+ Re(z) > Re(an), | Im(an)| > 1 für alle n ≥ N . Betrachte für jedes n ≥ N die Kurven

γ1,n : [0, 1]→ C, γ1,n(t) = z + n+ it · (Im(an)− Im(z)),

γ2,n : [0, 1]→ C, γ2,n(t) = Re(z) + n+ i · Im(an) + t · (Re(an)− n− Re(z)).

Im Folgenden werden wir zeigen, dass

lim
n→∞

∫
γ1,n

e−ζ

ζ
dζ = 0 = lim

n→∞

∫
γ2,n

e−ζ

ζ
dζ,

wobei wir ohne Einschränkung n ≥ N in den Limiten fordern dürfen. Des Weiteren seien die

komplexen Zahlen an, z+n und Re(z) +n+ i · Im(an) ohne Einschränkung paarweise verschieden,

denn andernfalls verschwinden die entsprechenden Wegintegrale der in C− holomorphen Funktion

ζ 7→ e−ζ

ζ trivialerweise. Mit Hilfe der Transformation τ := t·(Im(an)−Im(z))+Im(z) und partieller

Integration berechnen wir∣∣∣∣∣
∫
γ1,n

e−ζ

ζ
dζ

∣∣∣∣∣
= e−n−Re(z)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

e−it·(Im(an)−Im(z))

[Re(z) + n] + i [Im(z) + t · (Im(an)− Im(z))]
(Im(an)− Im(z))dt

∣∣∣∣∣∣
= e−n−Re(z)

∣∣∣∣∣∣∣ei·Im(z)

Im(an)∫
Im(z)

e−iτ

[Re(z) + n] + iτ
dτ

∣∣∣∣∣∣∣
= e−n−Re(z)

∣∣∣∣∣∣∣
Im(an)∫
Im(z)

e−iτ

[Re(z) + n]
2

+ τ2
([Re(z) + n]− iτ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣
= e−n−Re(z)

∣∣∣∣∣∣∣
 Im(an)∫

Im(z)

cos(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
dτ · [Re(z) + n]−

Im(an)∫
Im(z)

sin(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
· τdτ


+i

− Im(an)∫
Im(z)

cos(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
· τdτ −

Im(an)∫
Im(z)

sin(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
dτ · [Re(z) + n]


∣∣∣∣∣∣∣

≤ e−n−Re(z)


∣∣∣∣∣∣∣

Im(an)∫
Im(z)

cos(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
dτ · [Re(z) + n]

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
Im(an)∫
Im(z)

sin(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
· τdτ

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
Im(an)∫
Im(z)

cos(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
· τdτ

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
Im(an)∫
Im(z)

sin(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
dτ · [Re(z) + n]

∣∣∣∣∣∣∣


≤ e−n−Re(z)

2 [Re(z) + n]

∞∫
−∞

1

[Re(z) + n]
2

+ τ2
dτ

+

∣∣∣∣∣∣∣
[

− cos(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
τ

]τ=Im(an)

τ=Im(z)

+

Im(an)∫
Im(z)

cos(τ)
d

dτ

(
τ

[Re(z) + n]
2

+ τ2

)
dτ

∣∣∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣∣∣
[

sin(τ)

[Re(z) + n]
2

+ τ2
τ

]τ=Im(an)

τ=Im(z)

−
Im(an)∫
Im(z)

sin(τ)
d

dτ

(
τ

[Re(z) + n]
2

+ τ2

)
dτ

∣∣∣∣∣∣∣


≤ e−n−Re(z)

2 [Re(z) + n]

∞∫
−∞

1

[Re(z) + n]
2

+ τ2
dτ

+ 2
| Im(an)|

[Re(z) + n]2 + Im(an)2
+ 2

| Im(z)|
[Re(z) + n]2 + Im(z)2

+2

max{Im(an),Im(z)}∫
min{Im(an),Im(z)}

∣∣∣∣∣ d

dτ

(
τ

[Re(z) + n]
2

+ τ2

)∣∣∣∣∣dτ
 .

Mit der Transformation s := τ
Re(z)+n bestimmen wir

∞∫
−∞

1

[Re(z) + n]
2

+ τ2
dτ =

1

Re(z) + n

∞∫
−∞

1

1 + s2
ds =

1

Re(z) + n
[arctan(s)]

s→∞
s→−∞ =

π

Re(z) + n
.

Zudem gilt die Abschätzung

max{Im(an),Im(z)}∫
min{Im(an),Im(z)}

∣∣∣∣∣ d

dτ

(
τ

[Re(z) + n]
2

+ τ2

)∣∣∣∣∣dτ ≤
∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣∣
[Re(z) + n]

2 − τ2(
[Re(z) + n]

2
+ τ2

)2

∣∣∣∣∣∣∣dτ
≤
∞∫
−∞

1

[Re(z) + n]
2

+ τ2
dτ

=
π

Re(z) + n
.

Damit erhalten wir∣∣∣∣∣
∫
γ1,n

e−ζ

ζ
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ e−n−Re(z)

(
2π +

2

| Im(an)|
+ 2

| Im(z)|
[Re(z) + n]

2 +
2π

Re(z) + n

)
→ 0

für n → ∞, n ≥ N ; man beachte, dass n ≥ N > |Re(z)| sowie lim
n→∞

| Im(an)| = ∞, | Im(an)| > 1

für n ≥ N .

Schlieÿlich betrachten wir das Kurvenintegral entlang γ2,n. Da n+ Re(z) > Re(an) für alle n ≥ N
gilt, berechnen wir mit Hilfe der Transformation τ := t · (Re(an)− n− Re(z)) + Re(z) + n, dass∣∣∣∣∣

∫
γ2,n

e−ζ

ζ
dζ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣e−i·Im(an)

1∫
0

e−Re(z)−n−t·(Re(an)−n−Re(z))

i · Im(an) + Re(z) + n+ t · (Re(an)− n− Re(z))
[Re(an)− n− Re(z)]dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
Re(an)∫

Re(z)+n

e−τ

i · Im(an) + τ
dτ

∣∣∣∣∣∣∣
≤

Re(z)+n∫
Re(an)

e−τ

| Im(an)|
dτ

≤ 1

| Im(an)|

∞∫
Re(an)

e−τdτ
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=
1

| Im(an)|
e−Re(an)

→ 0

für n→∞, n ≥ N , nach den Voraussetzungen an die Folge (an)n∈N. Insgesamt haben wir gezeigt,

dass das Integral von an zu z + n,
z+n∫
an

e−ζ

ζ dζ, für n→∞, n ≥ N , gegen Null strebt. Daraus folgt

wie behauptet lim
n→∞

an∫
z

e−ζ

ζ dζ = F (z), und der Satz ist vollständig bewiesen. �

4.21 De�nition. Nach Lemma 4.19 und Satz 4.20 ist die Funktion

E1 : C− → C, z 7→ E1(z) =

∞∫
z

e−ζ

ζ
dζ,

holomorph und im folgenden Sinne wohlde�niert:

Für jedes z ∈ C− und jede Folge (an)n∈N derart, dass {Re(a1),Re(a2), ...} nach unten beschränkt

ist, und dass lim
n→∞

|an| =∞, gilt

lim
n→∞

an∫
z

e−ζ

ζ
dζ = E1(z).

Die Funktion E1 heiÿt exponentielle Integralfunktion.

4.22 Folgerung: Die exponentielle Integralfunktion besitzt Darstellungen

E1(z) = e−z
∞∫

0

e−t

t+ z
dt, z ∈ C−,

und

E1(z) =

∞∫
1

e−tz

t
dt, z ∈ Hr \ {0},

wobei Hr = {z ∈ C : Re(z) > 0} ⊂ C die rechte Halbebene bezeichne.

Beweis: Die Darstellung

E1(z) = e−z
∞∫

0

e−t

t+ z
dt, z ∈ C−,

war Ausgangspunkt unserer Überlegungen; hier ist nichts mehr zu zeigen.

Es sei z ∈ Hr \ {0}. Betrachte für n ∈ N die Wege Cn : [1, n]→ C, Cn(t) = tz. Die Folge (nz)n∈N
erfüllt die Voraussetzungen des Satzes 4.20, weil Re(z) ≥ 0. Daher gilt

E1(z) = lim
n→∞

nz∫
z

e−ζ

ζ
dζ = lim

n→∞

n∫
1

e−tz

t
dt =

∞∫
1

e−tz

t
dt.

�

Wir de�nieren das komplementäre exponentielle Integral unabhängig vom Integrationsweg durch

Ein(z) =

z∫
0

1− e−ζ

ζ
dζ, z ∈ C,

denn ζ 7→ (1−e−ζ)/ζ ist holomorph auf ganz C, und C ist ein einfach zusammenhängendes Gebiet.
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4.23 Satz: Die komplementäre exponentielle Integralfunktion ist holomorph auf ganz C, und es

gilt

E1(z) = Ein(z)− log(z)− γ, z = reiθ ∈ C−, (4.5)

wobei log : C− → C den durch log(reiθ) = log(r) + iθ de�nierten Hauptzweig des komplexen

Logarithmus bezeichne und γ := lim
n→∞

(
1 + 1

2 + ...+ 1
n − log(n)

)
die Euler-Konstante.

Zunächst beweisen wir das folgende

4.24 Lemma: Die Ψ−Funktion ist für x > 0 de�niert durch

Ψ(x) :=
d

dx
log(Γ(x)),

wobei γ die Eulersche Konstante bezeichne. Es gilt

Ψ(1) =

∞∫
0

e−t log(t)dt = −γ. (4.6)

Beweis: Nach Satz 1 bei Kairies [7] gilt Ψ(1) = −γ. Bekanntlich ist Γ(1) = 1. Betrachte die o�ene

Kreisscheibe mit Radius 1/2 um 1, K1/2(1) ⊂ C. Für jedes �xierte t ∈ (0,∞) ist

z 7→ tz−1e−t =
1

t
ez·log(t) e−t

holomorph in K1/2(1). Für jedes t ∈ (0,∞) und jedes z ∈ K1/2(1) gilt∣∣∣∣1t ez·log(t) e−t
∣∣∣∣ =

1

t
eRe(z)·log(t) e−t ≤ 1

t
e−t

(√
t · 1(0,1](t) + t3/2 · 1(1,∞)(t)

)
und

∞∫
0

e−t
(

1√
t
· 1(0,1](t) +

√
t · 1(1,∞)(t)

)
dt =

1∫
0

e−t
1√
t
dt+

∞∫
1

e−t
√
tdt

≤
1∫

0

1√
t
dt+

∞∫
1

t e−tdt

≤
[
2
√
t
]1

0
+

∞∫
0

t e−tdt

= 3 <∞.

Nach Satz 1.33 gilt nun

∂

∂z

∞∫
0

tz−1e−tdt

∣∣∣∣∣∣
z=1

=

∞∫
0

∂

∂z

(
tz−1e−t

)
dt

∣∣∣∣∣∣
z=1

.

Insbesondere ist

Ψ(1) =
Γ′(1)

Γ(1)
=

∂

∂x

∞∫
0

tx−1e−tdt

∣∣∣∣∣∣
x=1

=

∞∫
0

∂

∂x

(
tx−1e−t

)
dt

∣∣∣∣∣∣
x=1

=

∞∫
0

e−t log(t)dt.

Damit folgt die Behauptung. �

84



4.2. Explizite Bestimmung der Funktionen k(`) für ` ∈ N

Beweis des Satzes 4.23: O�enbar ist die durch f(z, t) = 1−e−tz

t =
∞∑
n=1

(−t)n−1

n! zn de�nierte

Funktion f : C× [0, 1]→ C stetig. Für jedes feste t ∈ [0, 1] ist die Funktion z 7→ f(z, t) holomorph,

denn der Konvergenzradius der Potenzreihe
∞∑
n=1

(−t)n−1

n! zn ist wegen

lim
n→∞

∣∣∣∣ (−t)n/(n+ 1)!

(−t)n−1/n!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

t

n+ 1
= 0

gleich Unendlich. Die anderen Voraussetzungen des Holomorphiesatzes für parameterabhängige

Integrale sind o�ensichtlich erfüllt, also ist

z 7→ Ein(z) =

z∫
0

1− e−ζ

ζ
dζ =

∫
C

1− e−ζ

ζ
dζ =

1∫
0

1− e−tz

t
dt

holomorph auf ganz C. Dabei ist C : [0, 1]→ C, C(t) = tz.

Ein Beweis der Formel (4.5) �ndet sich z. B. bei Je�reys [5], S. 470-471, und erfolgt durch gliedweises

Integrieren der Potenzreihenentwicklung der komplementären exponentiellen Integralfunktion und

den Grenzübergang Z →∞ unter den Bedingungen des Satzes 4.20. Dies führt zu

E1(z) = lim
Z→∞

Z∫
z

e−ζ

ζ
dζ = lim

Z→∞


Z∫
z

1

ζ
dζ −

Z∫
z

1− e−ζ

ζ
dζ

 = C − log(z) + Ein(z), z ∈ C−,

wobei die Konstante C := lim
Z→∞

{
log(Z)−

(
Z − Z2

2·2! + Z3

3·3! − ...
)}

noch zu bestimmen ist. Mit

partieller Integration folgt für jedes x > 0, dass

∞∫
x

e−t log(t)dt =
[
−e−t log(t)

]t→∞
t=x

+

∞∫
x

e−t

t
dt = e−x log(x) + E1(x) = C − (1− e−x) log(x) + Ein(x).

Andererseits erhalten wir unter Benutzung von (4.6), dass

∞∫
x

e−t log(t)dt =

∞∫
0

e−t log(t)dt−
x∫

0

e−t log(t)dt = −γ −
x∫

0

e−t log(t)dt, x > 0,

also

C − (1− e−x) log(x) + Ein(x) = −γ −
x∫

0

e−t log(t)dt, x > 0.

Für x→ 0+ ergibt sich C = −γ. �

4.25 Lemma: Es gilt

(i)
∞∫
0

e−y sin(x+y)
x+y dy = i

2ex · {E1(x+ ix)− E1(x− ix)} , x > 0.

(ii)
∞∫
0

e−y sin(x−y)
x−y dy = πe−x + i

2e−x · {E1(−x− ix)− E1(−x+ ix)} , x > 0.

Beweis:

(i) Wir berechnen mit Hilfe der Transformationen ỹ := x+ y und ŷ := ỹ/x

∞∫
0

e−y
sin(x+ y)

x+ y
dy =

ex

2i

∞∫
0

e−(x+y)
(

ei(x+y) − e−i(x+y)
) 1

x+ y
dy
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=
ex

2i

∞∫
x

(
e−ỹ(1−i) − e−ỹ(1+i)

) 1

ỹ
dỹ

=
ex

2i

∞∫
1

{
e−ŷ(x−ix)

ŷ
− e−ŷ(x+ix)

ŷ

}
dŷ

=
i

2
ex · {E1(x+ ix)− E1(x− ix)} , x > 0.

(ii) Wir berechnen mit (4.5) und der Transformation y 7→ −y, dass

1∫
−1

e−y(x−ix) − e−y(x+ix)

y
dy

= −
1∫
−1

1− e−y(x−ix)

y
dy +

1∫
−1

1− e−y(x+ix)

y
dy

= −
1∫

0

1− e−y(x−ix)

y
dy −

0∫
−1

1− e−y(x−ix)

y
dy +

1∫
0

1− e−y(x+ix)

y
dy +

0∫
−1

1− e−y(x+ix)

y
dy

= −Ein(x− ix) +

1∫
0

1− e−y(−x+ix)

y
dy + Ein(x+ ix)−

1∫
0

1− e−y(−x−ix)

y
dy

= −Ein(x− ix) + Ein(−x+ ix) + Ein(x+ ix)− Ein(−x− ix)

= −E1(x− ix) + E1(−x+ ix) + E1(x+ ix)− E1(−x− ix)

− log(x− ix) + log(−x+ ix) + log(x+ ix)− log(−x− ix)

= −E1(x− ix) + E1(−x+ ix) + E1(x+ ix)− E1(−x− ix) + 2πi, x > 0.

Daraus folgt mit Hilfe der Transformationen y 7→ −y, ỹ := x+ y und ŷ := −ỹ/x, dass

∞∫
0

e−y
sin(x− y)

x− y
dy =

0∫
−∞

ey
sin(x+ y)

x+ y
dy

=
e−x

2i

0∫
−∞

ex+y
(

ei(x+y) − e−i(x+y)
) 1

x+ y
dy

=
e−x

2i

x∫
−∞

(
e−ỹ(−1−i) − e−ỹ(−1+i)

) 1

ỹ
dỹ

=
e−x

2i

∞∫
−1

(
−e−ŷ(x+ix) + e−ŷ(x−ix)

) 1

ŷ
dŷ

=
e−x

2i

E1(x− ix)− E1(x+ ix) +

1∫
−1

e−ŷ(x−ix) − e−ŷ(x+ix)

ŷ
dŷ


= πe−x +

i

2
e−x · {E1(−x− ix)− E1(−x+ ix)} , x > 0.

�

4.26 Lemma: Es seien m,n ∈ N0 mit m ≥ n. Dann gilt

(i)
∞∫
0

e−yym cos(y)dy = m!
2(m+1)/2 cos ((m+ 1)π/4).
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(ii)
∞∫
0

e−yym sin(y)dy = m!
2(m+1)/2 sin ((m+ 1)π/4).

(iii) für jedes x > 0, dass

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

=

n∑
ν=0

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν

(
πe−x +

i

2
e−x {E1(−x− ix)− E1(−x+ ix)}

)

+

n∑
ν=0

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)β

·
β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
(−1)α

xα
α!

2(α+1)/2
sin (x− (α+ 1)π/4)

=: P−m,n(x).

(iv) für jedes x > 0, dass

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x+ y)

x+ y
dy

= (−1)m
n∑
ν=0

(
n

ν

)
m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν i

2
ex {E1(x+ ix)− E1(x− ix)}

+ (−1)m
n∑
ν=0

(
n

ν

)
m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)β

·
β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
1

xα
α!

2(α+1)/2
sin (x+ (α+ 1)π/4)

=: P+
m,n(x).

Beweis:

(i) Dies wurde bereits im Beweis von (i) des Lemmas 4.15 gezeigt.

(ii) folgt völlig analog zu (i).

(iii) Wie wir bereits gezeigt haben, ist die Funktion z 7→ sin(z)/z holomorph auf ganz C, und
x 7→ sin(x)/x sowie sämtliche Ableitungen beliebiger Ordnung sind jeweils in L∞(R). Daher

treten in der folgenden n−fachen partiellen Integration keine Randterme auf, und zusammen

mit der Leibniz-Formel und dem binomischen Lehrsatz folgt, dass

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

= (−1)n
∞∫

0

e−yym
∂n

∂yn
sin(x− y)

x− y
dy

=

∞∫
0

∂n

∂yn
{

e−yym
} sin(x− y)

x− y
dy
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=

n∑
ν=0

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!

∞∫
0

e−y ({y − x}+ x)m−n+ν sin(x− y)

x− y
dy

=

n∑
ν=0

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!

m−n+ν∑
β=0

(
m− n+ ν

β

)
xm−n+ν−β

∞∫
0

e−y(y − x)β
sin(x− y)

x− y
dy

=

n∑
ν=0

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν

∞∫
0

e−y
sin(x− y)

x− y
dy

+

n∑
ν=0

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)β

β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
(−1)α

xα

·
∞∫

0

e−yyα{sin(x) cos(y)− sin(y) cos(x)}dy, x > 0.

Durch Anwenden von (i) und (ii) dieses Lemmas, des Additionstheorems für den Sinus sowie

von (ii) aus Lemma 4.25 ergibt sich unmittelbar die behauptete Formel.

(iv) Völlig analog zum Beweis von (iii) folgt, dass

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x+ y)

x+ y
dy

=

n∑
ν=0

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
(−1)m+νxm−n+ν

∞∫
0

e−y
sin(x+ y)

x+ y
dy

+

n∑
ν=0

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)m+ν+β

β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
1

xα

·
∞∫

0

e−yyα{sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)}dy, x > 0.

Durch Anwenden von (i) und (ii) dieses Lemmas, des Additionstheorems für den Sinus sowie

von (i) aus Lemma 4.25 ergibt sich unmittelbar die behauptete Formel. �

4.27 Lemma: Es seien m ∈ N, n ∈ N0 und x > 0. Dann gilt

(i)
∞∫
0

e−y ∂n

∂yn
sin(x−y)
x−y dy = (−1)n

n−1∑
b=0

(−1)b dn−1−b

dxn−1−b
sin(x)
x +

∞∫
0

e−y sin(x−y)
x−y dy.

(ii)
∞∫
0

e−y ∂n

∂yn
sin(x+y)
x+y dy = −

n−1∑
b=0

dn−1−b

dxn−1−b
sin(x)
x +

∞∫
0

e−y sin(x+y)
x+y dy.

(iii) im Fall m < n, dass

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

= m!

n−m−1∑
a=0

(
m+ a− 1

m− 1

)
(−1)a

n−m−a−1∑
b=0

(−1)b
dn−m−a−1−b

dxn−m−a−1−b
sin(x)

x

+

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν

(
πe−x +

i

2
e−x {E1(−x− ix)− E1(−x+ ix)}

)

+

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)β
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·
β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
(−1)α

xα
α!

2(α+1)/2
sin (x− (α+ 1)π/4)

=: Q−m,n(x).

(iv) im Fall m < n, dass

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x+ y)

x+ y
dy

= (−1)m+1m!

n−m−1∑
a=0

(
m+ a− 1

m− 1

) n−m−a−1∑
b=0

dn−m−a−1−b

dxn−m−a−1−b
sin(x)

x

+ (−1)m
n∑

ν=n−m

(
n

ν

)
m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν i

2
ex {E1(x+ ix)− E1(x− ix)}

+ (−1)m
n∑

ν=n−m

(
n

ν

)
m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)β

·
β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
1

xα
α!

2(α+1)/2
sin (x+ (α+ 1)π/4)

=: Q+
m,n(x).

Beweis:

(i) Dies zeigt man mühelos mit vollständiger Induktion nach n ∈ N0; im Induktionsschritt wird

einmal partiell integriert.

(ii) Dies zeigt man ebenfalls mühelos mit vollständiger Induktion nach n ∈ N0; im Induktions-

schritt wird einmal partiell integriert.

(iii) Wir gehen analog zum Beweis von (iii) des Lemmas 4.26 vor und erhalten

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

= (−1)n
∞∫

0

e−yym
∂n

∂yn
sin(x− y)

x− y
dy

=

∞∫
0

∂n

∂yn
{

e−yym
} sin(x− y)

x− y
dy + Randterme

=

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!

∞∫
0

e−y ({y − x}+ x)m−n+ν sin(x− y)

x− y
dy + Randterme

=

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!

m−n+ν∑
β=0

(
m− n+ ν

β

)
xm−n+ν−β

∞∫
0

e−y(y − x)β
sin(x− y)

x− y
dy

+ Randterme

=

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν

∞∫
0

e−y
sin(x− y)

x− y
dy

+

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)β

β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
(−1)α

xα
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·
∞∫

0

e−yyα{sin(x) cos(y)− sin(y) cos(x)}dy + Randterme, x > 0.

Durch Anwenden von (i) und (ii) des Lemmas 4.26, des Additionstheorems für den Sinus

sowie von (ii) aus Lemma 4.25 ergibt sich unmittelbar, dass

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

=

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν

(
πe−x +

i

2
e−x {E1(−x− ix)− E1(−x+ ix)}

)

+

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)β

·
β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
(−1)α

xα
α!

2(α+1)/2
sin (x− (α+ 1)π/4) + Randterme, x > 0. (∗)

Aus den schon mehrfach verwendeten Eigenschaften der Funktion x 7→ sin(x)/x, nämlich der

Existenz aller Ableitungen beliebiger Ordnung, die wie x 7→ sin(x)/x jeweils in L∞(R) sind,

und der Leibniz-Regel folgt, dass die ersten m−mal keine Randterme in der obigen partiellen

Integration auftreten. Zudem ist

∞∫
0

e−y
∂j

∂yj
sin(x− y)

x− y
dy =

∞∫
0

e−y
∂j−1

∂yj−1

sin(x− y)

x− y
dy + Randterm

sowie

dm+j

dym+j

{
e−yym

}
=

m+j∑
a=j

(
m+ j

a

)
(−1)ae−y

m!

(a− j)!
ya−j = m! (−1)j

(
m+ j

m

)
e−y + Rest

für alle j ∈ N. Zur Bestimmung der in (∗) gesuchten Randterme bilden wir sukzessive die

�Abspaltterme� (−1)m+nΦ0, (−1)m+nΦ1, ..., (−1)m+nΦn−m−1, für x > 0 durch

Φ0(x) := m!

∞∫
0

e−y
∂n−m

∂yn−m
sin(x− y)

x− y
dy,

Φ1(x) := m!

∞∫
0

e−y
∂n−m

∂yn−m
sin(x− y)

x− y
dy +m!

{(
m+ 1

m

)
− 1

} ∞∫
0

e−y
∂n−m−1

∂yn−m−1

sin(x− y)

x− y
dy,

...........................................................................................................................................

Φn−m−1(x) := m!

n−m−1∑
a=0

{(
m+ a

m

)
−
(
m+ a− 1

m

)} ∞∫
0

e−y
∂n−m−a

∂yn−m−a
sin(x− y)

x− y
dy.

Dies sind die einzigen Terme, in denen bei der weiteren partiellen Integration Randterme

auftreten. Zusammen mit (i) dieses Lemmas und
(
m+a
m

)
−
(
m+a−1
m

)
=
(
m+a−1
m−1

)
erhalten wir

die in (∗) gesuchten Randterme zu

(−1)n+mm!

n−m−1∑
a=0

(
m+ a− 1

m− 1

)
(−1)n−m−a

n−m−a−1∑
b=0

(−1)b
dn−m−a−1−b

dxn−m−a−1−b
sin(x)

x

= m!

n−m−1∑
a=0

(
m+ a− 1

m− 1

)
(−1)a

n−m−a−1∑
b=0

(−1)b
dn−m−a−1−b

dxn−m−a−1−b
sin(x)

x
, x > 0.

Daraus folgt die behauptete Formel.
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(iv) Wir gehen völlig analog zum Beweis von (iii) vor und erhalten

∞∫
0

e−yym
∂n

∂xn
sin(x+ y)

x+ y
dy

=

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
(−1)m+νxm−n+ν i

2
ex {E1(x+ ix)− E1(x− ix)}

+

n∑
ν=n−m

(
n

ν

)
(−1)ν

m!

(m− n+ ν)!
xm−n+ν−1

m−n+ν∑
β=1

(
m− n+ ν

β

)
(−1)m+ν+β

·
β−1∑
α=0

(
β − 1

α

)
1

xα
α!

2(α+1)/2
sin (x+ (α+ 1)π/4) + Randterme, x > 0. (∗∗)

Erneut treten in den ersten m Anwendungen der partiellen Integration keine Randterme auf,

und wir bilden sukzessive die �Abspaltterme� (−1)mΨ0, (−1)mΨ1, ..., (−1)mΨn−m−1, durch

Ψ0(x) := m!

∞∫
0

e−y
∂n−m

∂yn−m
sin(x+ y)

x+ y
dy,

Ψ1(x) := m!

∞∫
0

e−y
∂n−m

∂yn−m
sin(x+ y)

x+ y
dy +m!

{(
m+ 1

m

)
− 1

} ∞∫
0

e−y
∂n−m−1

∂yn−m−1

sin(x+ y)

x+ y
dy,

...........................................................................................................................................

Ψn−m−1(x) := m!

n−m−1∑
a=0

{(
m+ a

m

)
−
(
m+ a− 1

m

)} ∞∫
0

e−y
∂n−m−a

∂yn−m−a
sin(x+ y)

x+ y
dy,

wobei x > 0. Dies sind die einzigen Terme, in denen bei der weiteren partiellen Integration

Randterme auftreten. Zusammen mit (ii) dieses Lemmas und
(
m+a
m

)
−
(
m+a−1
m

)
=
(
m+a−1
m−1

)
erhalten wir die in (∗∗) gesuchten Randterme zu

(−1)mm!

n−m−1∑
a=0

(
m+ a− 1

m− 1

){
−
n−m−a−1∑

b=0

dn−m−a−1−b

dxn−m−a−1−b
sin(x)

x

}

= (−1)m+1m!

n−m−1∑
a=0

(
m+ a− 1

m− 1

) n−m−a−1∑
b=0

dn−m−a−1−b

dxn−m−a−1−b
sin(x)

x
, x > 0.

Daraus folgt die behauptete Formel. �

Wir schlieÿen dieses Kapitel mit einer expliziten Darstellung der Funktionen k(`) auf (0,∞) für

` ∈ N.

4.28 Satz: Es sei ` ∈ N. Dann gilt

k(`)(x) =
1

π

1

22`−2

{
`−1∑
m=0

m∑
n=0

(−1)n
(

2`

n

)
2m

m!

(
2`−m− 2

`− 1

)[
P−m,n(x) + P+

m,n(x)
]

+

`−1∑
m=0

2∑̀
n=m+1

(−1)n
(

2`

n

)
2m

m!

(
2`−m− 2

`− 1

)[
Q−m,n(x) +Q+

m,n(x)
]}

, x > 0.

Dabei sind P±m,n(·) bzw. Q±m,n(·) die Funktionen aus Lemma 4.26 bzw. Lemma 4.27.

Beweis: Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen des Satzes folgt mit Hilfe des

Indexshifts m := `− j − 1, dass

k(`)(x)
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=
1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

`−1∑
j=0

(−1)n
(

2`

n

)
1

2j

(
`+ j − 1

`− 1

)
1

(`− j − 1)!

∞∫
−∞

e−|y||y|`−j−1 · ∂
n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

=
1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

`−1∑
j=0

(−1)n
(

2`

n

)
1

2j

(
`+ j − 1

`− 1

)
1

(`− j − 1)!


∞∫

0

e−yy`−j−1 · ∂
n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

+

∞∫
0

e−yy`−j−1 · ∂
n

∂xn
sin(x+ y)

x+ y
dy


=

1

π

1

2`−1

2∑̀
n=0

`−1∑
m=0

(−1)n
(

2`

n

)
1

2`−m−1

(
2`−m− 2

`− 1

)
1

m!


∞∫

0

e−yym · ∂
n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy

+

∞∫
0

e−yym · ∂
n

∂xn
sin(x+ y)

x+ y
dy


=

1

π

1

22`−2

{
`−1∑
m=0

m∑
n=0

+

`−1∑
m=0

2∑̀
n=m+1

}
(−1)n

(
2`

n

)
2m

m!

(
2`−m− 2

`− 1

)

·


∞∫

0

e−yym · ∂
n

∂xn
sin(x− y)

x− y
dy +

∞∫
0

e−yym · ∂
n

∂xn
sin(x+ y)

x+ y
dy


=

1

π

1

22`−2

{
`−1∑
m=0

m∑
n=0

(−1)n
(

2`

n

)
2m

m!

(
2`−m− 2

`− 1

)[
P−m,n(x) + P+

m,n(x)
]

+

`−1∑
m=0

2∑̀
n=m+1

(−1)n
(

2`

n

)
2m

m!

(
2`−m− 2

`− 1

)[
Q−m,n(x) +Q+

m,n(x)
]}

, x > 0,

was zu beweisen war. �

92



Anhang

1 Eine Orthonormalbasis von L2(0,∞)

Die Laguerresche Di�erentialgleichung lautet

xy′′(x) + (1− x)y′(x) + ny(x) = 0, x > 0, n ∈ N0.

De�niere das n−te Laguerre-Polynom Ln für x > 0 durch Ln(x) := ex

n!
dn

dxn (xne−x). Mit der

Leibnizformel sehen wir, dass

Ln(x) =

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)j

j!
xj , x > 0,

d. h. Ln ist ein Polynom vom Grad n mit Leitterm (−1)n

n! xn. Wir berechnen

nLn(x) =
(−1)n

(n− 1)!
xn +

n−1∑
j=1

n

(
n

j

)
(−1)j

j!
xj + n,

L′n(x) =

n−1∑
j=1

(
n

j + 1

)
(−1)j+1

j!
xj − n,

−xL′n(x) =
(−1)n+1

(n− 1)!
xn +

n−1∑
j=1

(
n

j

)
(−1)j+1

(j − 1)!
xj ,

xL′′n(x) =
n−1∑
j=1

(
n

j + 1

)
(−1)j+1

(j − 1)!
xj ,

und damit

xL′′n(x) + (1− x)L′n(x) + nLn(x) =

n−1∑
j=1

(−1)jxj
[(

n

j + 1

)
−1

(j − 1)!
+

(
n

j + 1

)
−1

j!
+

(
n

j

)
−1

(j − 1)!
+

(
n

j

)
n

j!

]

=

n−1∑
j=1

(
n

j

)
(−1)jxj

[
−n− j
j + 1

j

j!
− n− j
j + 1

1

j!
− j

j!
+
n

j!

]

=

n−1∑
j=1

(
n

j

)
(−1)j

n− j
j!

xj
[
− j

j + 1
− 1

j + 1
+ 1

]
= 0.

Demnach erfüllt das n−te Laguerre-Polynom die Laguerrsche Di�erentialgleichung zu n ∈ N0.

A.1 Lemma: Die Funktionen e−x/2Ln, n ∈ N0, bilden ein Orthonormalsystem von L2(0,∞).

Beweis: O�enbar gilt
∞∫

0

e−x[L0(x)]2dx =

∞∫
0

e−xdx = 1
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Anhang

und
∞∫

0

e−xLn(x)L0(x)dx =

∞∫
0

1

n!

dn

dxn
(
xne−x

)
dx =

[
1

n!

dn−1

dxn−1

(
xne−x

)]x→∞
x=0

= 0

für alle n ∈ N.

Es seien nun m,n ∈ N mit n ≥ m. Für jedes j ∈ {n−m,n−m+ 1, ..., n} konvergiert

xm−n+j

n!

dj

dxj
(
xne−x

)
=

j∑
i=0

(
j

i

)
(−1)i

(n− j + i)!
xm+ie−x

gegen Null, falls x → 0 oder x → ∞. Daher verschwinden in der folgenden m−maligen partiellen

Integration sämtliche Randterme:

∞∫
0

e−xxmLn(x)dx =

∞∫
0

xm

n!

dn

dxn
(
xne−x

)
dx

=
(−1)m m!

n!

∞∫
0

dn−m

dxn−m
(
xne−x

)
dx

= (1− δmn) · (−1)m m!

n!

[
dn−m−1

dxn−m−1

(
xne−x

)]x→∞
x=0

+ δmn · (−1)n
∞∫

0

xne−xdx

= (1− δmn) · 0 + δmn · (−1)n n!

= δmn · (−1)n n!.

Da Lm ein Polynom vom Grad m mit Leitterm (−1)m

m! xm ist, folgt, dass

∞∫
0

e−xLm(x)Ln(x)dx = (1− δmn) · 0 + δmn ·
∞∫

0

e−x
(−1)n

n!
xnLn(x)dx = δmn.

Falls m > n, so vertauschen wir die Rollen von m und n in der vorigen Zeile. �

Um die Vollständigkeit unseres Orthonormalsystems zu beweisen, verwenden wir

A.2 Satz: Es sei I ⊂ R, I 6= ∅, ein Intervall und f eine fast überall von Null verschiedene,

integrierbare Funktion auf I, die für alle x ∈ I eine Abschätzung |f(x)| ≤ C e−δ|x| mit Konstanten

C, δ > 0 erfüllt. Dann ist die Folge der Funktionen

xnf, n ∈ N0,

vollständig in L2(I).

Beweis: Satz A.2 stammt aus Königsberger [10], S. 342. Der Beweis wird auf den Seiten 341 und

342 geführt. Die Beweisidee ist die folgende: Es sei g ∈ L2(I) beliebig mit

〈xnf, g〉 =

∫
I

xnf(x)ḡ(x)dx = 0 für n ∈ N0. (∗)

Auf Grund der punktweisen Abschätzung für die Funktion f existiert eine Funktion F , die in

einem Streifen S ⊂ C mit R ⊂ S holomorph ist, so dass F (x) = f̂I ḡI(x) für x ∈ R. Dabei
bezeichne fI bzw. gI die triviale Fortsetzung von f bzw. g auf ganz R. Aus (∗) folgt, dass F (n)(0)

für alle n ∈ N0 verschwindet; der Identitätssatz für holomorphe Funktionen und der Umkehrsatz

der Fourier-Transformation implizieren nun, dass gI = 0 fast überall. �

94



2. Harmonische Analysis

A.3 Satz: Für jedes n ∈ N0 de�nieren wir die Funktion φn : (0,∞) → R durch φn(x) :=

e−x/2 Ln(x). Dann ist (φn)n∈N0
eine Orthonormalbasis von L2(0,∞).

Beweis: Nach Lemma A.1 ist die Folge φn, n ∈ N0, ein Orthonormalsystem in L2(0,∞). Um

die Vollständigkeit zu zeigen, betrachten wir das Intervall I = (0,∞). Die durch f(x) := e−x/2

de�nierte Funktion f : (0,∞) → R erfüllt die gewünschte Abschätzung aus Satz A.2 mit C = 1

und δ = 1/2, also bilden die Funktionen xnf, n ∈ N0, ein vollständiges Erzeugendensystem von

L2(0,∞). Da Ln für jedes n ∈ N0 ein Polynom n−ten Grades ist, folgt, dass auch φn, n ∈ N0, ein

vollständiges Erzeugendensystem von L2(0,∞) ist. �

2 Harmonische Analysis

Wir betrachten den Hilbertraum `2 der Folgen x = (..., x−n, ..., x0, ..., xn, ...) mit xj ∈ C für alle

j ∈ Z und
∑
j∈Z
|xj |2 <∞ zusammen mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉`2 : `2×`2 → C, 〈x, y〉`2 =

∑
j∈Z

xjyj .

Den Hilbertraum `2+ aller Folgen (x0, x1, ..., xn, ...) mit xj ∈ C für alle j ∈ N0 und
∑
j∈N0

|xj |2 <

∞ zusammen mit der Einschränkung des `2−Skalarproduktes auf `2+ fassen wir auf natürliche

Weise als abgeschlossenen Teilraum von `2 auf, nämlich als Bild der orthogonalen Projektion

(..., x−n, ..., x0, ..., xn, ...) 7→ (..., 0, ..., 0, x0, ..., xn, ...). Es ist allgemein bekannt, dass durch (ej)j∈Z
bzw. (ej)j∈N0

eine Orthonormalbasis von `2 bzw. `2+ gegeben ist, wobei die Folge ej an der j−ten
Stelle eine Eins und sonst ausschlieÿlich Nullen enthält, für alle j ∈ Z.

Wir betrachten den Hilbertraum L2(S1) zusammen mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉L2 : L2(S1) ×

L2(S1)→ C, 〈f, g〉L2 = 1
2π

2π∫
0

f(eit)g(eit)dt, und der Norm ‖f‖L2(S1) = 〈f, f〉1/2L2 . Es sei f ∈ L2(S1).

Für jedes n ∈ Z ist der n−te Fourier-Koe�zient von f de�niert durch

f̂(n) =
1

2π

2π∫
0

f(eit)e−intdt.

Dass f̂(n) existiert, zeigt man mühelos mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

A.4 Satz: Die Abbildung f 7→ f̂ ist ein isometrischer Isomorphismus L2(S1) → `2. Durch(
eint
)
n∈Z ist eine Orthonormalbasis von L2(S1) gegeben.8

Beweis: Für ganze Zahlen m und n gilt

〈eimt, eint〉L2 =
1

2π

2π∫
0

ei(m−n)tdt = δmn,

also ist
(
eint
)
n∈Z ist ein Orthonormalsystem in L2(S1). Für den Beweis der Vollständigkeit sei auf

Werner [25], Beispiel (b) und (c), S. 234-235, verwiesen.

Die Abbildung f 7→ f̂ ist o�ensichtlich linear, und falls f̂(m) = 0 für allem ∈ Z, so ist f orthogonal

zur linearen Hülle der Orthonormalbasis
(
eint
)
n∈Z, also f = 0. Es sei f =

∑
m∈Z

ameimt aus L2(S1)

mit komplexen Zahlen am, m ∈ Z. Dann gilt

‖f‖2L2(S1) =
∑
m∈Z

∑
n∈Z

aman
1

2π

2π∫
0

ei(m−n)tdt =
∑
m∈Z
|am|2,

8Wir schreiben eint für die durch z 7→ zn = eint de�nierte Abbildung aus L2(S1).
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und da am = f̂(m) für jedes m ∈ Z, ist der Satz vollständig bewiesen. �

Der Hardy-Raum H2(D) ist de�niert durch

H2(D) = {f : D→ C | f ist analytisch, N2(f) <∞} ,

wobei D = {z ∈ C : |z| < 1} und N2(f) = sup
0≤r<1

√
1

2π

∫ 2π

0
|f(reiθ)|2 dθ.

A.5 Satz: H2(D) ist ein Hilbertraum mit Norm N2 und Skalarprodukt 〈·, ·〉H2(D) : H2(D) ×

H2(D) → C, 〈f, g〉H2(D) = lim
r→1,r<1

1
2π

2π∫
0

f(reiθ)g(reiθ)dθ. Die durch h(f) = (an)n∈N0
de�nierte

Abbildung h : H2(D) → `2+, wobei f(z) =
∑
n∈N0

anz
n, ist ein isometrischer Isomorphismus von

Hilberträumen. Zudem ist durch 1, z, z2, z3, ... eine Orthonormalbasis von H2(D) gegeben.9

Beweis: Dies sind Punkt ii) bis vi) aus Aufgabe 13 bei Costara und Popa [2], S. 248; eine voll-

ständige Lösung �ndet sich auf S. 259-263. Die Darstellung des Skalarproduktes wird bei [2] als

Remark bewiesen, s. S. 263. �

A.6 Satz: Es sei f ∈ H2(D). Dann existiert der radiale Limes f̃(eiθ) = lim
r→1,r<1

f(reiθ) fast überall

für θ ∈ [0, 2π). Es gilt ‖f̃‖L2(S1) = ‖f‖H2(D), insbesondere ist f̃ in L2(S1).

Beweis: Ein Beweis �ndet sich bei Katznelson [6], Theorem 3.8, S. 86. �

Die Menge aller Funktionen f̃ aus Satz A.6 heiÿt Hardy-Raum auf dem Kreis und wird mit H2

bezeichnet. Wir schreiben f(eiθ) anstelle von f̃(eiθ).

A.7 Satz: H2 ist ein abgeschlossener Teilraum von L2(S1). Eine Funktion f gehört genau dann

zu H2, wenn f ∈ L2(S1) und f̂(n) = 0 für alle n = −1,−2,−3, ... gilt.

Beweis: Eine Funktion f gehört nach Katznelson [6], Theorem 3.12, S. 88, genau dann zu H2,

wenn f ∈ L2(S1) und f̂(n) = 0 für alle n = −1,−2,−3, ... gilt. Nun folgt sofort, dass H2 als

Urbild der abgeschlossenen Teilmenge `2+ von `2 unter dem isometrischen Isomorphismus f 7→ f̂

abgeschlossen ist. �

3 Über die Multiplizität für das stetige Spektrum eines

selbstadjungierten Operators

Es sei H ein separabler unendlichdimensionaler Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 : H ×H → C
und Norm ‖ · ‖ : H → [0,∞), ‖x‖ =

√
〈x, x〉. Es seien T : H ⊃ dom(T )→ H ein dicht de�nierter

selbstadjungierter Operator und E das eindeutig bestimmte Spektralmaÿ, das T darstellt. Dann

folgt bereits, dass das Residualspektrum von T leer und das Spektrum von T reell ist. Wie kann

man jedem Wert λ ∈ σ(T ) eine �Vielfachheit� zuordnen? Ist λ ein Eigenwert von T , so de�niert man

wie in der linearen Algebra die Vielfachheit (Multiplizität) von λ als die Vektorraumdimension des

Eigenraumes zum Eigenwert λ. Für den Fall, dass λ zum kontinuierlichen Spektrum von T gehört,

kann λ ebenfalls eine Multiplizität zugeordnet werden. Wir folgen der Vorgehensweise bei Stone

[22].

In diesem Abschnitt haben H, T und E stets die oben festgelegte Bedeutung.

9Genau genommen bilden z 7→ zn, n ∈ N0, diese Orthonormalbasis.
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3. Über die Multiplizität für das stetige Spektrum eines selbstadjungierten Operators

A.8 De�nition: Es seien S : H ⊃ dom(S) → H ein abgeschlossener dicht de�nierter Operator,

M ein abgeschlossener Teilraum von H und P die Orthogonalprojektion auf M. Falls für jedes

f ∈ dom(S) gilt, dass P (f) ∈ dom(S) und (SP )(f) = (PS)(f), so sagen wir, dass M den Operator

S reduziert. Falls dies nur auf die Teilräume {0} und H zutri�t, so heiÿt S irreduzibel; ansonsten

heiÿt S reduzibel.

A.9 Satz: Es sei E die Menge aller Eigenvektoren von T . Es sei M der durch E ∪ {0} de�nierte
abgeschlossene Teilraum von H mit Dimension m. Das orthogonale Komplement von M bezeichnen

wir mit N und die Dimension von N mit n. Dann tritt einer der folgenden drei Fälle ein:

(i) E ist leer, M = {0}, m = 0, N = H und n =∞.

(ii) E enthält ein unvollständiges Orthonormalsystem {ϕj}mj=1 derart, dass der Abschluss der

linearen Hülle von ϕ1, ..., ϕm bzw. ϕ1, ϕ2, ... mit M übereinstimmt.10 M und N sind echte

Teilmengen von H. Es gilt m ∈ N ∪ {∞} und n =∞.

(iii) E enthält eine Orthonormalbasis ϕ1, ϕ2, ... von H. Es gilt M = H, m =∞, N = {0}, n = 0.

In jedem der drei Fälle wird T durch M und N reduziert. Zudem gilt:

f ∈ H ist genau dann ein Eigenvektor zum Eigenwert l von T , wenn

‖E(−∞,λ]f‖2 = 0, λ < l; ‖E(−∞,λ]f‖2 = ‖f‖2 6= 0, λ ≥ l.

Falls (ii) oder (iii) eingetreten ist, so ist f 6= 0 genau dann ein Element in M, wenn

f =

m∑
j=1

ajϕj , ak = 〈f, ϕk〉, ‖f‖2 =

m∑
j=1

|aj |2 6= 0;

für ein solches f gilt

‖E(−∞,λ]f‖2 =
∑
|aj |2, Tϕk = lkϕk,

wobei die Summe über alle j ∈ {1, ...,m} bzw. j ∈ N verläuft, so dass lj ≤ λ.

f 6= 0 ist genau dann ein Element in N, wenn λ 7→ ‖E(−∞,λ]f‖2 eine stetige Funktion ist, die

nicht identisch Null ist.

Sei f ∈ H beliebig, und seien g bzw. h die orthogonale Projektion von f auf M bzw. N. Dann gilt

‖E(−∞,λ]f‖2 = ‖E(−∞,λ]g‖2 + ‖E(−∞,λ]h‖2.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes s. Stone [22], Theorem 5.13, S. 189-193. �

A.10 De�nition: Es sei f ∈ H. Wir de�nieren

M(f) :=
{
F (T )f : F ∈ L2 (R; d〈Eλf, f〉)

}
,

wobei d〈Eλf, f〉 für Integration bzgl. des Maÿes Ω 7→ 〈EΩf, f〉 steht. Für die Bedeutung von F (T )

s. Satz 1.17.

M(f) ist ein abgeschlossener Teilraum von H.11

Wir benötigen zwei weitere Sätze, bevor die Multiplizität für jeden Punkt des kontinuierlichen

Spektrums de�niert werden kann.

10Wir verwenden die Schreibweise ϕ1, ..., ϕm, falls m ∈ N, und ϕ1, ϕ2, ..., falls m =∞.
11S. Stone [22], Theorem 6.2, S. 226.
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A.11 Satz: Es seien M und N die beiden in Satz A.9 beschriebenen abgeschlossenen Teilräume

von H. Falls M 6= {0}, so bezeichne {ϕj}mj=1 das Orthonormalsystem aus Satz A.9. Dann tritt

einer der folgenden drei Fälle ein:

(i) Falls M = {0}, N = H, so existiert ein Orthonormalsystem {gk}Nk=1 in N derart, dass die

abgeschlossenen Teilräume M(g1), ...,M(gN ) bzw. M(g1),M(g2), ... von N paarweise ortho-

gonal sind, und dass

N =

N⊕
k=1

M(gk).

Dabei ist N ∈ N oder N =∞.

(ii) Falls M und N echte Teilmengen von H sind, so existiert ein Orthonormalsystem {gk}Nk=1

in N. Die abgeschlossenen Teilräume M(ϕ1), ...,M(ϕm) bzw. M(ϕ1),M(ϕ2), ... von M sind

paarweise orthogonal und bestimmen M via

M =

m⊕
j=1

M(ϕj).

Die abgeschlossenen Teilräume M(g1), ...,M(gN ) bzw. M(g1),M(g2), ... von N sind paarweise

orthogonal und bestimmen N via

N =

N⊕
k=1

M(gk).

Es gilt H = M ⊕N. Sind j ∈ {1, ...,m} bzw. j ∈ N und k ∈ {1, ..., N} bzw. k ∈ N, so sind

M(ϕj) und M(gk) orthogonal zueinander. Dabei sind N ∈ N oder N =∞ sowie m ∈ N oder

m =∞.

(iii) Falls M = H, N = {0}, so sind die abgeschlossenen Teilräume M(ϕ1),M(ϕ2), ... paarweise

orthogonal und bestimmen M durch

M = M(ϕ1)⊕M(ϕ2)⊕M(ϕ3)⊕ ...

In den Fällen (i) und (ii) sind die Funktionen λ 7→ ‖E(−∞,λ]gk‖2 stetig, k = 1, ..., N bzw. k ∈ N.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes sei auf Stone [22], Theorem 7.4, S. 247-250, verwiesen. �

A.12 De�nition: Es seien f1, f2 ∈ dom(T ). Betrachte die Maÿe %j : Ω 7→ %j(Ω) := ‖EΩfj‖2,
j = 1, 2, auf der Borelschen Sigma-Algebra B(R) von R. Falls für jedes Ω ∈ B(R) mit %1(Ω) = 0

auch %2(Ω) = 0 gilt, so schreiben wir %1 � %2. In der vorliegenden Situation werden die Maÿe %j
durch fj bestimmt, j = 1, 2. Daher verwenden wir die Schreibweise f1 � f2, falls %1 � %2.

A.13 Satz: Wenn Fall (i) oder (ii) aus Satz A.11 eintritt, können wir die {gk}Nk=1 aus Satz A.11

durch ein Orthonormalsystem {ψk}Nk=1 ersetzen, das die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) N =
N⊕
k=1

M(ψk).

(ii) λ 7→ ‖E(−∞,λ]ψk‖2 ist eine stetige Funktion, k ∈ {1, ..., N} bzw. k ∈ N.

(iii) Falls N ≥ 2, so gilt ψk � ψk+1 für jedes k ∈ {1, ..., N − 1} bzw. k ∈ N.

Beweis: Ein Beweis dieses Satzes �ndet sich bei Stone [22], Theorem 7.5, S. 250-258. �

Für die folgende De�nition haben T , E, {ϕk} und {ψk} die in diesem Abschnitt übliche Bedeutung.
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3. Über die Multiplizität für das stetige Spektrum eines selbstadjungierten Operators

A.14 De�nition: Der Punkt λ = µ hat Multiplizität null bzgl. des kontinuierlichen Spektrums

des selbstadjungierten Operators T , falls der abgeschlossene Teilraum N von H aus Satz A.9

trivial ist, d. h. N = {0}, oder falls N 6= {0} ist und ein Intervall existiert, auf dem die Funktion

λ 7→ ‖E(−∞,λ])ψ1‖2 konstant ist, und so dass µ ein innerer Punkt dieses Intervalls ist.

Der Punkt λ = µ hat Multiplizität n ∈ N bzgl. des kontinuierlichen Spektrums des selbstadjun-

gierten Operators T , falls die Funktion λ 7→ ‖E(−∞,λ]ψk‖2 für jedes k ∈ {1, ..., n} existiert und
auf keinem Intervall konstant ist, das µ als inneren Punkt enthält, und die Menge {ψk} aus n

Elementen besteht, oder falls die Funktion λ 7→ ‖E(−∞,λ]ψn+1‖2 existiert und auf einem Intervall

konstant ist, das µ als inneren Punkt enthält.

Der Punkt λ = µ hat Multiplizität unendlich bzgl. des kontinuierlichen Spektrums des selbst-

adjungierten Operators T , falls die Menge {ψk} abzählbar unendlich viele Elemente enthält, und

keine der Funktionen λ 7→ ‖E(−∞,λ]ψk‖2 auf einem Intervall konstant ist, das µ als inneren Punkt

enthält, für jedes k ∈ N.

A.15 Bemerkung: Falls U : H → H̃ eine unitäre Abbildung ist, so kann man nachrechnen, dass

die eben de�nierte Multiplizität invariant gegenüber U ist im folgenden Sinn: Die Multiplizität der

selbstadjungierten Operatoren T und UTU∗ stimmt an jedem Punkt überein.

Beweis: Dies folgt aus Theorem 7.8 bei Stone [22], S. 272-275. �

Es wird sich zeigen, dass es von Interesse ist, den folgenden Spezialfall zu betrachten.

A.16 De�nition: Ein selbstadjungierter Operator T hat einfaches Spektrum, falls der Punkt

λ = µ Multiplizität null oder eins bzgl. des Punktspektrums von T und bzgl. des kontinuierlichen

Spektrums von T besitzt, für alle µ ∈ R.

Diese selbstadjungierten Operatoren werden durch den folgenden Satz charakterisiert.

A.17 Satz: Ein selbstadjungierter Operator T besitzt genau dann ein einfaches Spektrum, wenn

ein Element f ∈ H existiert derart, dass M(f) = H. Ist dies der Fall und tritt (i) oder (ii) in Satz

A.13 ein, so besteht die Menge {ψk} aus Satz A.13 aus genau einem Element ψ1.

Beweis: Für einen Beweis dieses Satzes s. Stone [22], Theorem 7.9, S. 275-277. �

Die Sätze A.18 und A.20 samt Beweis habe ich ohne Vorlage aus irgendeiner Verö�entlichung

erstellt.

A.18 Satz: Es sei Ω ein o�enes Intervall in R, das nicht leer ist. Es sei h : Ω → (a, b) ein

Di�eomorphismus, wobei a < b reelle Zahlen sind. Betrachte den Hilbertraum L2(Ω; ρ(λ)dλ), wobei

die Funktion ρ : Ω → [0,∞) höchstens endlich viele Nullstellen besitzt und stetig in Ω ist bis auf

höchstens endlich viele Punkte. Dann ist

U : L2(Ω; ρ(λ)dλ)→ L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt), Uf = f ◦ h−1,

eine unitäre Abbildung mit Inverser

U∗ : L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt)→ L2(Ω; ρ(λ)dλ), U∗g = g ◦ h.

Mh ist unitär äquivalent zu Mt = UMhU
∗ auf L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt). Das Spektrum

σ(Mt) = [a, b] von Mt ist rein kontinuierlich und besitzt an jedem Punkt λ ∈ [a, b] die Multiplizität

eins.
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Beweis: Wir bemerken zuerst, dass wegen h ◦ h−1 = t

(h−1)′(t) h′(h−1(t)) = 1 für alle t ∈ (a, b)

gilt; insbesondere sind

(h−1)′(t) 6= 0 und h′(h−1(t)) 6= 0 für alle t ∈ (a, b). (∗)

Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt mit dem Transformationssatz, dass

∫
Ω

|f(λ)|2ρ(λ)dλ =

∫
h−1(]a,b[)

|f(λ)|2ρ(λ)dλ =

b∫
a

|f(h−1(t))|2 |(h−1)′(x)| ρ(h−1(x))dx

für alle f ∈ L2(Ω; ρ(λ)dλ) und

∫
Ω

|g(h(λ))|2ρ(λ)dλ =

b∫
a

|g(t)|2 1

|h′(h−1(t))|
ρ(h−1(t))dt

für alle g ∈ L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt). U und U∗ sind also zwei zueinander inverse Isometrien

und daher unitär; o�ensichtlich gilt Mt = UMhU
∗. Nach Satz 1.13 ist Mt beschränkt und selbst-

adjungiert, und das Spektrum σ(Mt) = [a, b] von Mt ist rein kontinuierlich. Um zu zeigen, dass

jeder Punkt in [a, b] die Multiplizität eins besitzt, bemerken wir zunächst, dass wir nach Lemma

1.11 die Funktion ρ ohne Einschränkung durch die nullstellenfreie Funktion ρ̃ : Ω → (0,∞) mit

ρ̃(t) := ρ(t), falls ρ(t) 6= 0, und ρ̃(t) := 1, falls ρ(t) = 0, ersetzen können, die stetig in Ω ist bis auf

höchstens endlich viele Punkte. Wir schreiben ρ anstelle von ρ̃. Nun folgt zusammen mit (∗), dass
die Funktionen f : (a, b)→ (0,∞) und 1/f : (a, b)→ (0,∞) wohlde�niert sind, wobei

f(t) :=
1√

|(h−1)′(t)| ρ(h−1(t))
=

√
h′(h−1(t))

ρ(h−1(t))
, t ∈ (a, b).

Es gilt f ∈ L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt), denn

b∫
a

|f(t)|2 |(h−1)′(t)| ρ(h−1(t))dt =

b∫
a

dt = b− a <∞.

Nach Satz 1.13 ist das Spektralmaÿ E zu Mt gegeben durch

E : B(R)→ L(L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt)), EAϕ = 1A∩[a,b] · ϕ,

wobei ϕ ∈ L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt). Daher ist

L2(R; d〈Eλf, f〉) =

φ : (a, b)→ C |
b∫
a

|φ(t)|2dt <∞

 = L2(a, b).

Der durch F 7→ F · f de�nierte Multiplikationsoperator

Mf : L2(a, b)→ L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt)

ist wohlde�niert und isometrisch, denn

b∫
a

|F (t)|2|f(t)|2 |(h−1)′(t)| ρ(h−1(t))dt =

b∫
a

|F (t)|2dt, F ∈ L2(a, b).
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3. Über die Multiplizität für das stetige Spektrum eines selbstadjungierten Operators

Es sei g ∈ L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt) beliebig, aber fest. Dann gilt

∞ >

b∫
a

|g(t)|2 |(h−1)′(t)| ρ(h−1(t))dt =

b∫
a

∣∣∣∣g(t) · 1

f(t)

∣∣∣∣2 dt

und somit ist g/f ∈ L2(a, b). Mf ist also ein isometrischer Isomorphismus, und es folgt, dass

M(f) = {F (Mt)f : F ∈ L2(R; d〈Eλf, f〉)} = {F ·f : F ∈ L2(a, b)} = L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt).

Nach Satz A.17 besitzt der Operator Mt auf L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt) einfaches Spektrum,

und die Menge {ψk} aus Satz A.13 besteht aus genau einem Element ψ1 = f/
√
b− a. Es sei

λ0 ∈ [a, b] beliebig, aber fest gewählt. Dann existiert die Funktion

λ 7→ ‖E(−∞,λ]ψ1‖2L2((a,b);|(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt) =
1

b− a

∫
(−∞,λ]∩[a,b]

|f(t)|2 |(h−1)′(t)| ρ(h−1(t))dt

=
1

b− a

∫
(−∞,λ]∩[a,b]

dt

und ist auf keinem Intervall konstant, das λ0 als inneren Punkt enthält. �

A.19 Bemerkung: Unter den Voraussetzungen des Satzes A.18 lässt sich leicht nachprüfen, dass

die Abbildung

B([a, b])→ L(L2((a, b); |(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt)), F (Mt) = MF ,

die Eigenschaften (i) bis (iv) des messbaren Funktionalkalküls erfüllt. Sei nun F : R → C eine

möglicherweise unbeschränkte Funktion, die Mt-messbar und Mt-fast überall de�niert sei. Es sei

x ∈ DF . De�niere für jedes n ∈ N die beschränkte Mt-messbare Funktion Fn, die Mt-fast überall

de�niert ist, durch Fn(t) := F (t)1An(t), wobei

An := {t ∈ (a, b) : |F (t)| ≤ n Mt-fast überall}.

Insbesondere ist Fn ∈ B([a, b]) für jedes n ∈ N; betrachte dazu x = f mit f aus dem Beweis des

Satzes A.18. Für n → ∞ konvergiert Fn punktweise Mt-fast überall gegen F . Mit dem Satz von

der dominierten Konvergenz folgt, dass

‖MFnx− F (Mt)x‖2L2((a,b);|(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt) = ‖Fn(Mt)x− F (Mt)x‖2L2((a,b);|(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt)

= ‖(Fn − F )(Mt)x‖2L2((a,b);|(h−1)′(t)|ρ(h−1(t))dt)

=

∞∫
−∞

|Fn(λ)− F (λ)|2d〈Eλx, x〉

→ 0

für n→∞; man beachte, dass |Fn(λ)− F (λ)|2 ≤ 4|F (λ)|2 Mt-fast überall für jedes n ∈ N und

∞∫
−∞

|F (λ)|2d〈Eλx, x〉 <∞

nach Voraussetzung, denn x ∈ DF . Insgesamt sehen wir, dass F (Mt)f = F · f für f aus dem

Beweis des Satzes A.18 und jedes F ∈ L2(a, b).

A.20 Satz: Es seien a und b zwei reelle Zahlen mit a < 0 < b. Es sei ρ1 : (a, 0) → [0,∞) eine

Funktion, die höchstens endlich viele Nullstellen besitzt und die stetig in (a, 0) ist bis auf höchstens

endlich viele Punkte, und es sei ρ2 : (0, b) → [0,∞) eine Funktion, die höchstens endlich viele
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Nullstellen besitzt und die stetig in (0, b) ist bis auf höchstens endlich viele Punkte. Betrachte den

Operator Mt⊕Mt auf L2((a, 0); ρ1(t)dt)⊕L2((0, b); ρ2(t)dt). Dieser ist beschränkt und selbstadjun-

giert, und das Spektrum σ(Mt⊕Mt) = [a, b] vonMt⊕Mt auf L2((a, 0); ρ1(t)dt)⊕L2((0, b); ρ2(t)dt)

ist rein kontinuierlich und besitzt an jedem Punkt in [a, b] die Multiplizität eins. Zudem ist der

Operator Mt ⊕Mt auf L2((a, 0); ρ1(t)dt) ⊕ L2((0, b); ρ2(t)dt) unitär äquivalent zum Multiplikati-

onsoperator Mt auf L2((a, b); ρ(t)dt), wobei

ρ : (a, b)→ [0,∞), ρ(t) :=


ρ1(t), wenn t ∈ (a, 0)

1, wenn t = 0

ρ2(t), wenn t ∈ (0, b)

,

eine Funktion ist, die höchstens endlich viele Nullstellen besitzt und stetig ist bis auf höchstens

endlich viele Punkte.

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt unmittelbar mit Satz A.18, dass der Operator

Mt auf L2((a, 0); ρ1(t)dt) beschränkt und selbstadjungiert ist, und dass das Spektrum σ(Mt) =

[a, 0] rein kontinuierlich ist und an jedem Punkt in [a, 0] Multiplizität eins besitzt. Mit Satz A.18

folgt zudem, dass der Operator Mt auf L2((0, b); ρ2(t)dt) beschränkt und selbstadjungiert ist, und

dass das Spektrum σ(Mt) = [0, b] rein kontinuierlich ist und an jedem Punkt in [0, b] Multiplizität

eins besitzt. De�niere die Funktion ρ wie im Satz angegeben. Betrachte die Abbildung

U : L2((a, 0); ρ1(t)dt)⊕ L2((0, b); ρ2(t)dt)→ L2((a, b); ρ(t)dt), U(g1 ⊕ g2) = g,

wobei g(t) := g1(t), falls t ∈ (a, 0), g(t) := 1, falls t = 0, und g(t) := g2(t), falls t ∈ (0, b). Da

‖U(g1 ⊕ g2)‖2L2((a,b);ρ(t)dt) = ‖g‖2L2((a,b);ρ(t)dt)

=

0∫
a

|g1(t)|2dt+

b∫
0

|g2(t)|2dt

= ‖g1 ⊕ g2‖2L2((a,0);ρ1(t)dt)⊕L2((0,b);ρ2(t)dt)

für alle g1 ⊕ g2 ∈ L2((a, 0); ρ1(t)dt)⊕ L2((0, b); ρ2(t)dt), ist U isometrisch.

Sei nun g ∈ L2((a, b); ρ(t)dt) beliebig. Dann ist g1 := g|(a,0) in L2((a, 0); ρ1(t)dt) und g2 := g|(0,b)
in L2((0, b); ρ2(t)dt), und es gilt U(g1 ⊕ g2) = g, also ist U unitär. O�ensichtlich ist Mt ⊕ Mt

auf L2((a, 0); ρ1(t)dt) ⊕ L2((0, b); ρ2(t)dt) unitär äquivalent zum Multiplikationsoperator U(Mt ⊕
Mt)U

∗ = Mt auf L2((a, b); ρ(t)dt). Damit sind wir wieder in der Situation von Satz A.18, und es

folgt, dass das Spektrum σ(Mt) = [a, b] von Mt auf L2((a, b); ρ(t)dt) rein kontinuierlich ist, und

dass jeder Punkt in [a, b] die Multiplizität eins besitzt. �
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