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Einleitung

Gegenstand dieser Masterarbeit ist die Untersuchung einer diskreten Familie von Integraloperato-
ren K© : L2(0,00) — L?(0,00), £ € Ny, deren Kerne (0,00) x (0,00) = R, (z,y) — k©(z + 1),
wie folgt definiert sind:

k:(O)( ) 2 sin(x)
K@) ;;Z[ r () (e o) ()@ o

= _ ,
sogar auf ganz R, wobei sin(0)/0 := 1, p,(w) = %(ﬁle)ﬁw[ﬁ_l, w € Rund £ € N.
=0

‘7:
Der Operator K (%) ist gleich dem bei Mark Krein [12] und Kostrykin und Makarov [11] untersuch-

ten Hankel-Operator K, der wiederum zuriickgeht auf den eindimensionalen Laplace-Operator
—d?/dx?. Betrachtet man Ap, den Laplace-Operator mit Dirichletschen Randbedingungen auf
(0,00), und Ay, den Laplace-Operator mit von Neumannschen Randbegingungen auf (0, c0), so
kann jeweils die Resolvente Ag := (Ap +1)7! und A; := (Ay + 1)~! im Punkt —1 bestimmt
werden, s. Krein [12], S.623. Die Operatoren Ay und A; sind beschrinkte Integraloperatoren auf
L?(0,00), deren Integralkerne gegeben sind durch

sinh(z)e™¥, falls z <y,

a()(xv y) =
sinh(y)e™™, falls z >y,

bzw.
cosh(z)e™, falls x <y,

a1($7 y) =
cosh(y)e™®, falls > y.

Krein [12] hat auf Seite 623 gezeigt, dass fiir 0 < p < 1 die Differenz der Spektralmafe von A; und
Ag durch den Integraloperator

Ky = B, (A1) = E(—oo ) (o)
auf L?(0,00) mit Kern k,(z 4+ y) gegeben ist, wobei

ku(z) = % M mit A(p) = i -1

Davon ausgehend haben Kostrykin und Makarov [11] das folgende Resultat bewiesen:

0.1 Satz: Fir jedes 0 < pu < 1 ist das Spektrum o(K,) = [—1,1] von K, rein absolutstetig. Jeder
Punkt in [—1,1] besitzt die Multiplizitit eins.

Wir skizzieren den Beweis, der im Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird. Man rechnet leicht
nach, dass

5O () = 2sin(z) 1

T oz 21

/ Y(t)e dt, zeR, (I1)
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wobei 9(t) = 2 1_; 1)(¢). Daher ist K(*) unitér dquivalent zum Hankel-Operator S, auf dem
Hardy-Raum H?(R) mit Symbol 9. Definiere die Funktion ¢ auf {z € C: |z| = 1,z # —1} durch

i1—2

o(z) = (11 +Z). Dann ist der Hankel-Operator S, auf dem Hardy-Raum H? unitér dquivalent

zu Sy. Indem wir S.4 vermoge S., = PJM.g4|,. auf dem Folgenraum (2 betrachten', lisst
sich leicht zeigen, dass S.4 (bis auf konstante Faktoren) unitir &quivalent zur direkten Summe
zweier verallgemeinerter Hilbertscher Matrizen ist, welche jeweils mit Hilfe von Marvin Rosenblums

Ergebnissen aus [20] diagonalisiert werden kénnen. Damit folgt schliefslich die Behauptung.

Wie wir in Kapitel vier sehen werden, ist erheblich mehr Arbeit als im Fall (II) erforderlich, um
zu zeigen, dass fiir die oben definierten Funktionen k()

17 .
K@) = o / be(t)edt, z€R, (€N, (I1D)

N\ £
gilt, wobei ¥,(t) = (%) ¥(t). Danach betrachten wir den Hankel-Operator S,¢+1,4 vermoge
Sty = PJMze+1¢|H2 auf dem Folgenraum /(2. Um zu zeigen, dass S.e+14 (bis auf konstante
Faktoren) unitdr dquivalent zur direkten Summe zweier verallgemeinerter Hilbertscher Matrizen
ist, unterscheiden wir die Fille gerader und ungerader ¢. Zusammen mit Rosenblums Ergebnissen

aus [20] erhalten wir eines der zentralen Resultate dieser Masterarbeit, das zudem neu ist:

0.2 Satz: Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Definiere die Funktionen p, : (0,00) — (0,00) und
h:(0,00) — (0,00) fiir A >0 durch

2

pp(A) = # sinh (273 ‘F (; _p— iﬁ)

bzw.
T

M= cosh (W\/X) ;

I' bezeichne die Gammafunktion. Fir jedes m € Ny ist

(i) K@) unitir dquivalent zu

M(*l)"” h 53] ]\4(—1)’"""1 h auf L2 ((Oa OO); péfm()‘)d)‘) D L2 ((07 OO); pféfm(A)d)‘> .

Das Spektrum o (K®™)) = [-1,1] von K™ ist rein absolutstetig, und jeder Punkt in [—1,1]
besitzt Multiplizitdt eins.

(ii) Km0 ynitir dquivalent zu
M yer, @ M, auf L2 ((0,00); p_y o (MAX) @ L2 ((0,00); p_y -, (M)dA)

Das Spektrum o (Km+D) = [—1,1] von K™+ ist rein absolutstetig, und jeder Punkt in
[—1, 1] besitzt Multiplizitdt eins.

Als weiteres zentrales Ergebnis dieser Arbeit darf der Beweis von (III), s. Lemma 4.2, Satz 4.3 und
Folgerung 4.6, zusammen mit dem Satz 4.17 und der Folgerung 4.18 iiber die Eigenschaften der
Funktionen k() fiir £ € N betrachtet werden.

0.3 Satz: FEs sei £ € N. Dann gilt:

IDabei bezeichne P die Orthogonalprojektion von L2(S!) auf H? C L2(S!), J den Flip-Operator und M den
Multiplikationsoperator, s. Kapitel zwei.
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(i) kO € €°(R) N LP(R) N L>=(R) fiir jedes p € (1,00). Jede Ableitung beliebiger Ordnung von
E® st in € (R) N L= (R). Insbesondere existiert lim k) (z) in R.

r—04

(ii) k) ¢ L*(R).

(iii) k9 = O(z~Y) fiir |z| — oo, d.h. limsup |z - k9 (2)| < C < oo fiir eine Konstante C' > 0.

|z]— o0

(iv) | llim |2 - kO (z) — 2 -sin(x — (r/2)| =0.
xT|— 00

Wir kénnen die Darstellung (I) der Funktionen k), ¢ € N, offensichtlich umschreiben zu

20 "
1O () = %Z(_m <2€> d7( (1 po(u)) *K®) (@), @ cR.
n=0

n /) dxm

Dennoch war nicht zu erwarten, dass die Eigenschaften der Funktionen k() aus Satz 0.3 in volliger
Analogie zu denen der elementaren Funktion k(©) stehen wiirden.

AbschlieRend méchte ich bemerken, dass es moglich ist, die Funktionen k£ fiir £ € N explizit zu
berechnen, d. h. eine Darstellung ohne Faltung oder Integral zu finden, s. Satz 4.28; zum Ergebnis sei
hier nur erwihnt, dass fiir die Darstellung der expliziten Formel fiir k£(*) die sogenannte exponentielle
Integralfunktion F; bendtigt wird.

vii






1 Grundlagen

1.1 Notation

Es seien J eine nichtleere offene Teilmenge von R und f,g : 3 — R zwei Funktionen. Es sei
xo € J, falls J beschriinkt ist, bzw. 29 € JU {—o0c}, falls J nach oben beschriinkt und nach unten
unbeschriinkt ist, bzw. £ € J U {00}, falls J nach unten beschriinkt und nach oben unbeschrinkt
ist, bzw. 9 € JU{—oo}U{oc}, falls J nach oben und nach unten unbeschriinkt ist. In der folgenden
alphabetisch geordneten Liste wird die Notation fiir gewisse Ridume, Operatoren und Relationen

festgelegt, die in der vorliegenden Arbeit verwendet wird.

. L . 1, wennt €}
1o : Die charakteristische Funktion zur Menge Q; 1q(t) = .
0, wennt ¢ Q
arg(z) :  Der Winkel 6 € (—n,n] der komplexen Zahl z; z = |z]e?.
. . I
Asymptotisch gleich :  f ~ g, z — z¢, falls lim ——= =1.
Betrag einer komplexen Zahl: |z| = v/Re(z)2? + Im(2)2.
|
Binomialkoeffizient, : (Z) = m

B(R): Die Sigma-Algebra der Borel-Mengen auf R.

C: Die Menge der komplexen Zahlen.

C™ =C\{z€C:Re(z) <0,Im(z) =0}.

C) =C\ {z € C:Re(z) > 0,Im(z) = 0}.

€*(3): Die Menge aller Funktionen auf J, die k — mal stetig differenzierbar sind.

&>°(J3): Die Menge aller Funktionen auf J, die beliebig oft differenzierbar sind. Ist h € €>°(J),
so schreiben wir h(™ fiir die n — te Ableitung der Funktion h.

D={2zeC:|z] <1}

2(Q):  Die Menge aller Testfunktionen auf €.

2'(Q):  Die Menge aller Distributionen auf Q.

1, wennm=mn
Omn = :  Das Kronecker-Delta.
0, wenn m #n

FE; @ Die exponentielle Integralfunktion.
Ein: Die komplementéire exponentielle Integralfunktion.
% . Die Fourier-Transformation.

1F1 :  Konfluente hypergeometrische Funktion.
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Fakultdt : n!= Hj.
j=1

Faltung :  f1* fo; (f1* f2)(x) = / fi(z —y) f2(y)dy.

Hi; ® Hy: Die direkte Summe der Hilbertriume H; und Hs.
H?*(D), H?, H?(U), H*(R): Hardy-Riume.

1, wennz >0

Heaviside :  Die Heaviside-Funktion; Heaviside(z) = .
0, wennz <0

H, = {z € C:Re(z) < 0}: Die linke Halbebene.
H, = {z € C:Re(z) >0} : Die rechte Halbebene.
I:H— H, I(x) =x: Der Identitétsoperator.

2 ={(..,x 9,2 1,20,21,T2,...) : T, € C fiir alle n € Z, Z |z |* < oo}
JEZ
03 = {(x0,21,22,...) : x, € C fiir alle n € Ny, Z |z;* < oo}
J€No
£, : Das n — te Laguerre-Polynom.
LP(Q), 1 <p<oo: Kurzschreibweise fiir L”(); Lebesgue-Maf).
LP(Qp), 1<p<oo: DieMenge (aller Aquivalenzklassen von) messbaren p — integierbaren
Funktionen auf Q bzgl. des Mafses p.
L>(Q;u): Die Menge (aller Aquivalenzklassen von) messbaren wesentlich beschrinkten
Funktionen auf €2 bzgl. des Mafes u.
M,y Wi Die Whittaker-Funktionen.
N=1{1,2,3,...} : Die Menge der natiirlichen Zahlen.
Ny ={0,1,2,3,...} : Die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null.
—No={0,-1,-2,-3,..}.
/()

‘ < konst < oo.

(
g9(z)

Pochhammer-Symbol :  (a),, =T'(a + n)/I'(a); hier bezeichne I' die Gammafunktion.

O(f)=g, © = xo: limsup

r—x0

R: Die Menge der reellen Zahlen.

Rp={zeR:z <0}

R=RU{—oc} U {cc}.

St={z€C:|z|=1}.

sign(x) = Heaviside(x) — Heaviside(—z) :  Das Vorzeichen der reellen Zahl x.
Z(R): Die Menge aller Schwartz-Funktionen auf R.

<'(R) : Die Menge aller temperierten Distributionen auf R.

o(T): Das Spektrum des Operators T.

spt(f) ={x €TJ: f(z) #0}: Der Triger der Funktion f.

T, 0
T, ®T,: Der Operator [01 T]:Hl@H2—>H1@H2.
2

Z=A{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} : Die Menge der ganzen Zahlen.



1.2. Faltung und Fourier-Transformation

1.2 Faltung und Fourier-Transformation

Ist f1 € LP(R) fiir ein p € [1,00] und g; € L*(R), so definieren wir die Faltung von f; und g; durch
(fix91)(y) = 7 Hily —x)gi(x)de,  yeR.

Ist fo € LY(R) oder LY(R) N L%(R), so ist die Fourier-Transformierte .7 f, von f, definiert durch

F —L i e Ty, w
(J‘fz)(w)—m_/ o)™z, weR.

Es gilt |(Z f2)(w)| < ‘/%—L |fo(z)|dz = \/%”fQ”Ll(R) < oo fiir jedes reelle w. Wir schreiben
manchmal fg anstelle von Z fo.

1.1 Satz: Ist f; € LP(R) fiir ein p € [1,00] und g1 € L*(R), so ist die Faltung f1 * g1 von fi und
g1 fast dberall durch das obige Integral definiert und in LP(R). Es gilt

ILf1*giller@ < N filler@) llorllo:w)-

Die Fourier-Transformation auf L'(R) N L?(R) kann zu einer unitiren Abbildung L?(R) — L*(R)
fortgesetzt werden, die ebenfalls mit F bezeichnet wird. Sind fz, g2 € L*(R) N L3(R), so gilt

(i) (F{f2*g2})(w) = V2m(F f2)(w) - (Fg2)(w), wER,

(it) (Z {f2 g2})(w) = 7= (F f2) * (F g2)) (w), wER.
Beweis: Zum Beweis der Behauptungen zur Faltung sei auf Theorem 1.1 und Theorem 1.2 bei
Lang [13], S. 224-225, verwiesen. Die Wohldefiniertheit der Fourier-Transformation auf L? wird bei
Evans [3], S. 183-184, diskutiert. Dass .# : L?(R) — L?(R) unitir ist, wird bei Evans [3], Theorem
2 (i), S.184-185, bewiesen. Einen Beweis fiir (i) findet man bei Evans [3], Theorem 2, S.184-185.

(ii) kann analog zu (i) bewiesen werden, ndmlich durch die Anwendung des Satzes von Fubini. O
Es gilt das folgende

1.2 Lemma: Sei f € L'(R) derart, dass fiir ein v € N und jedes a € N mit o < v sogar t® f(t)

iber R integrierbar ist. Dann existieren die Ableitungen der Ordnung o« von f, und es gilt

f(a) — (_i)at/a7‘7 t/a?‘ — iaf(a).

Beweis: Ein Beweis dieses Lemmas findet sich z. B. bei Konigsberger [10], S. 329. O
Des Weiteren benotigen wir

1.3 Lemma (Differentiationssatz der Faltung): Es sei g € ¢7(R), j € Ny, eine beschrinkte
Funktion, deren Ableitungen ¢\ fir alle o € {0,1,...,5} ebenfalls beschrankt sind. Es sei f €
LY(R). Dann ist f x g € €7 (R), und fiir jedes o € {0,1, ..., 5} gilt

(f%9) ) = frgl®

Beweis: Der Beweis ist eine iterierte Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz,
siehe z. B. Konigsberger [10], S. 319. O
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1.3 Funktionalanalysis

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Darstellungssatz fiir Sesquilinearformen.

1.4 Satz: Es sei H ein Hilbertraum iber K =R oder C mit Skalarpodukt (-,-) : H x H — C und

Norm || || : H — [0,00), ||z|| = /{z,x). (-,-) sei antilinear in der zweiten Komponente. Es sei
B[] : Hx H — C eine Sesquilinearform, die antilinear in der zweiten Komponente ist. B[-,-] sei

beschrinkt, d. h. es existiert eine Konstante M > 0, so dass |B[z,y]| < M||z||||y|| fir alle z,y € H.

Dann existiert genau ein beschrankter linearer Operator T : H — H derart, dass

Blz,y] = (z,T(y))

fir alle x,y € H.

Beweis: Wir folgen der Beweisstrategie aus Evans [3], S. 298. Fiir den Rest des Beweises sei M > 0
eine Konstante, so dass die Sesquilinearform B[-,-] bzgl. M beschrinkt ist. Es sei ¢ € H. Dann
gilt nach Voraussetzung, dass die Linearform B[, g] : H — C beschrankt ist mit Konstante ||g||M.
Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert genau ein y € H, das von g abhingt, so dass
Blz, g] = (z,y) fir alle z € H. Die Abbildung g — y bezeichnen wir mit 7. Es seien ¢1,92 € H
und a € K. Dann ist g := g1 + ags € H, und es gilt

(z,T(9)) = Blz,9] = Blz, g1] + aBlz, go] = (z,T(g1)) + a{x, T(g2)) = (x,T(g1) + T (g2))

fiir alle z € H, wobei erneut der Rieszsche Darstellungssatz verwendet wurde. Die Abbildung
T : H — H ist also linear. Um die Beschrinktheit von T zu zeigen, sei g € H nicht im Kern von
T, denn fiir T'(g) = 0 wére |T(g)| = 0 < konst||g|| fiir jede nichtnegative Konstante. Dann folgt aus

der Beschréanktheit von B[, ] und dem Rieszschen Darstellungssatz, dass

IT(9)II* = (T(9), T(9)) = BIT(9), 9 < MllgllIT(g)ll,

und da g nicht im Kern von T ist, sehen wir nach Division durch [|T'(g)||, dass der Operator T
beschrankt ist mit Konstante M. ]

Es folgt eine kurze Zusammenstellung von Resultaten aus der Spektraltheorie fiir selbstadjungierte
Operatoren, die im Verlauf der vorliegenden Arbeit bendtigt werden. Wir folgen grofitenteils der
Darstellung und der Notation aus Werner [25], Kapitel VII. Den Raum aller beschrédnkten Ope-
ratoren H — H bezeichnen wir mit L(H ), wobei H ein Hilbertraum sei. Die identische Funktion
t — t bezeichnen wir mit t und die Funktion ¢ +— 1 mit 1.

1.5 Satz (Stetiger Funktionalkalkiil): Es sei T' ein beschrankter selbstadjungierter Operator auf
einem komplexzen Hilbertraum H. Dann existiert genau eine Abbildung ® : € (o(T)) — L(H) mit

(i) t)=T, (1) =1.

(i) ® ist ein involuter Algebrenhomomorphismus, d. h.
o O ist linear,
o @ ist multiplikativ: ®(f - g) = ®(f) o D(g),
o O ist involutiv: ®(f) = &(f)*.

(iii) ® ist stetig.
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O heifst der stetige Funktionalkalkiil von T'. Ist f € €(o(t)), so schreiben wir f(T) anstelle von
o(f)-

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf Werner [25], Satz VII.1.3, S.319-321, verwiesen.

Da o(T) eine kompakte Teilmenge von R ist, kénnen wir nach dem Satz von Weierstrafs jede
stetige Funktion auf o(7T') gleichmifig durch Polynome approximieren. Fiir ein Polynom p mit
p(t) = > p_, axt” ist p(T) definiert durch >, _, axT*. O

Ist 2 eine kompakte Teilmenge von C, so schreiben wir B(Q2) fiir den Vektorraum der beschrinkten

Borel-messbaren Funktionen auf Q.

1.6 Satz (Messbarer Funktionalkalkiil): Es seien H ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt
(-,-Y und T € L(H) selbstadjungiert. Dann gibt es genau eine Abbildung ® : B(o(T)) — L(H) mit:

(i) d(t) =T, (1) = I.
(ii) ® ist ein involuter Algebrenhomomorphismus.
(iii) ® ist stetig.
(iv) Sind f1, fa,... aus B(o(t)) mit sug | frllLoe (o (1)) < 00 und nl;rr;o fu(t) = f(¢) fiir allet € o(T),
so gilt nlglgo@)(fn)mw = (@(f?i,y) fir alle z,y € H.

& heift der messbare Funktionalkalkiil von T'. Ist f € B(o(t)), so schreiben wir f(T') anstelle von
o

(f)-

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes s. Werner [25], Satz VII.1.6, S. 324-326. O

1.7 Definition. Es sei H ein komplexer Hilbertraum. Es sei B(R) die Borelsche Sigma-Algebra
auf R. Eine Abbildung E : B(R) — L(H), Q — Eq, heifit Spektralmaf, falls alle Eq Orthogonal-

projektionen sind und
(i) By =0, Eg = 1.

(i) fiir paarweise disjunkte 24, Qs, ... aus B(R) gilt, dass

o0

> Eq(z)=FE
k=1 k
fir alle x € H.

Ein Spektralmafs E hat kompakten Triger, falls eine kompakte Menge A mit E4 = I existiert.

1.8 Satz: Es seien H ein komplexer Hilbertraum und T € L(H) selbstadjungiert, d.h. T* = T.
Dann ist die durch Eq = 1on,r)(T) definierte Abbildung E : B(R) — L(H) ein Spektralmaf$ mit
kompaktem Triger. Es gilt Eqry = I.

Beweis: Dies folgt aus Lemma VII.1.7 und Lemma VII.1.8 bei Werner [25], S. 326-327. g

Wir moéchten eine beschrénkte Borel-messbare Funktion f : R — C bzgl. eines Spektralmafes
E : B(R) — L(H) integrieren. Dies fiihrt zu
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1.9 Satz: Es sei H ein komplezer Hilbertraum. Fir ein SpektralmefS E : B(R) — L(H) und
eine beschrinkte Borel-messbare Funktion f : R — C eaistiert [ f(A\)dEx € L(H). Die Abbildung
f = [ F(NAE) ist linear und stetig, genauer gilt || [ f(NAEX| < ||f| Lo (w)- Ist f reellwertig, so ist
ff()\)dEA selbstadjungiert. Falls eine kompakte Teilmenge A von R ezistiert derart, dass F4 = I,
so geniigt es, dass f auf A definiert und beschrankt ist.

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf Werner [25], Satz VII.1.11, S. 327-328, verwiesen.
O

1.10 Satz (Spektralsatz fiir selbstadjungierte beschrinkte Operatoren): Es seien H ein komplezer
Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und T € L(H) selbstadjungiert. Dann ezistiert ein eindeutig
bestimmtes Spektralmaf E : B(R) — L(H) mit kompaktem Trager, so dass

T:/ A dE,. (1.1)
o(T)

Die Abbildung B(o(T)) — L(H), f— f(T) = [ f(\AE\, definiert den messbaren Funktionalkal-
kil. Der Operator f(T) ist bestimmi durch

(f(T)z,y) = FNA(Erz, y).

o(T)

Dabei steht d(Exx,y) fir Integration bzgl. des komplexen Mafles Q — (Eqx,y), Q € B(R).

Beweis: Ein Beweis dieses Satzes findet sich bei Werner [25] auf den Seiten 327 bis 330; der Satz
wird dort als Theorem VII.1.13 auf S. 331 formuliert. g

Das folgende Lemma samt Beweis habe ich ohne Vorlage aus irgendeiner Veroffentlichung formu-
liert.

1.11 Lemma: Es sei Q ein offenes oder abgeschlossenes Intervall in R, das nicht leer ist. Be-
trachte den Hilbertraum L2(; p(A\)d)), wobei die Funktion p : Q — [0,00) hichstens endlich viele
Nullstellen besitzt und stetig in € ist bis auf hochstens endlich viele Punkte. Dann ist das Mafs
einer Borel-Menge A C Q genau dann gleich Null bzgl. p(t)dt, wenn das Lebesgue-Mafl von A
verschwindet. Definiere die Funktion p: Q — (0,00) durch p(t) = p(t), falls p(t) # 0, und p(t) =1,
falls p(t) = 0. Dann ist p stetig in Q bis auf hochstens endlich viele Punkte, und jede Borel-Menge
A C Q besitzt bzgl. p(t)dt das gleiche Maff wie bzgl. p(t)dt.

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Lemmas existiert ein n € N derart, dass wir  als
Vereinigung von endlich vielen nichtleeren Intervallen Ji, &k = 1,...,n, schreiben koénnen, so dass
Jr N J, aus maximal einem Punkt besteht, wobei k& # ¢, und die Funktion p eingeschrinkt auf
jedes J; stetig ist. Offensichtlich gilt [, p(t)dt = 0, falls A C  eine Lebesgue-Nullmenge ist. Ist
andererseits A C €2 eine Borel-Menge mit

0:/ dt Z/Aﬂjk p‘jk

so gilt fAﬁJk pla, (t)dt = 0 fiir alle k = 1,...,n. Es seien N € Ny die Anzahl der Nullstellen von
pin Q und 36 = min{|t — ¢'| : t # t' sind Nullstellen von p} > 0 bzw. ¢ := 1, falls N € {0,1}.
Angenommen, es gibt ein ky € {1,...,n}, so dass das Lebesgue-Maf von ANJy, gleich (2N+2)e >0
ist. Sei K C ANJy, eine kompakte Menge mit Lebesgue-Maft (2N +1)e > 0. Falls p keine Nullstelle
in K hat, so folgt, dass

| ot [ pla, (0t = 2N+ De min () > 0
ANTk, K teK
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ein Widerspruch. Falls eine Nullstelle t; € K von p in K existiert, so definieren wir die Menge K

durch
N

K=K\ U{m € Q: |z —t;| < min(d,e)},
j=1
wobei t,...,tx die Nullstellen von p in Q sind. Dann besitzt K mindestens das Lebesgue-Maf
€ > 0, und es gilt

| et [ ol ()t > < minpla,, (6> 0.
ANTk, K tekK

ein Widerspruch. Daher ist A eine Lebesgue-Nullmenge. Die restlichen Behauptungen im Lemma
sind offensichtlich wahr. O

1.12 Satz: Es sei Q) ein offenes oder abgeschlossenes Intervall in R, das nicht leer ist. Es sei
h : Q — R eine stetige beschrinkte Funktion. Betrachte den Hilbertraum L*(Q; p(\)d\), wobei
die Funktion p : @ — [0,00) hdchstens endlich viele Nullstellen besitzt und stetig in Q ist bis
auf héchstens endlich viele Punkte. Dann ist der Multiplikationsoperator Mj, : L?(2; p(\)d)\) —
L2(Q; p(\)dN) beschrinkt und selbstadjungiert. Das Spektrum von M, ist gegeben durch

o(My) = {y €R : / PN > 0 fiir jedes ¢ > 0} = Th(1) <1 € Q).
h=t(Jy—e,y+el)

Ein Punkt \ € R ist genau dann ein Eigenwert von My, wenn h=1({\}) bzgl. p(t)dt positives Maf
besitzt.

Beweis: Aus der Beschrinktheit von h folgt die Beschranktheit des Operators My,. Da h reellwertig
ist, ist M, selbstadjungiert.

Nach Lemma 1.11 ist das Maf einer Borel-Menge A C 2 genau dann gleich Null bzgl. p(t)d¢, wenn
das Lebesgue-Maf von A verschwindet. Fiir jedes y € R und jedes ¢ > 0 ist h=(Jy — ¢,y + ¢)
als Urbild der offenen Menge |y — e,y + ¢[ unter der stetigen Funktion h offen. Daher besitzt
h=(Jy — e,y + ¢[) genau dann Maf null bzgl. p(t)d¢, wenn das Lebesgue-Maf der offenen Menge
h=t(Jy — e,y +¢|) gleich Null ist, also genau dann, wenn h~!(Jy — ¢,y + ¢[) die leere Menge ist. Da
h stetig und beschrinkt ist, folgt mit den obigen Eigenschaften von €2, dass

{yeR: / p(t)dt > 0 fiir jedes € > 0} = {h(t) : t € Q}.
h=t(ly—e,y+el)

Essei A ¢ {h(¢t) : t € Q}. Dann ist die Funktion ¢t — 1/(h(t) — \) stetig und beschrénkt auf 2, also
ist der zu M), inverse Operator M ,_y) beschrinkt und A gehort zur Resolventenmenge von
My,

Sei nun A € R derart, dass [, 1, .y, p(t)dt > 0 fiir jedes € > 0. Es sei n € N. Mit ¢, = 1/n
und der Sigma-Endlichkeit des Mafies p(t)dt folgt, dass eine Menge ,, C {t € Q: |h(t)—A| < 1/n}

—1/2
existiert, die bzgl. p(t)dt positives, endliches Maf besitzt. Setze f, := (fQ p(t)dt) 1q,. Dann
gilt [[fnllz2(0ip(tyar) = 1 und

10 = Mol = [ WA =N A0 p00e < 5 [ 1ot = .

Folglich gilt |[(Mp — ) full2(:pt)ary < 1/n — 0 fiir n — oo und damit A € o(M},), denn wére X in
der Resolventenmenge von Mj, und Ry = (M}, — A)~! die beschrénkte Inverse zu M), — ), so wiire

1= |lfull2@ipyar) = IBX(Mp = N) fullL2(ipyary < IBAN (M — X) full L2 @ipt)ar) — 0
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fiir n — oo, ein Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, dass ein Punkt A € R genau dann ein Eigenwert von Mj, ist, wenn A= ({\})
bzgl. p(t)dt positives Maf besitzt. Sei zunéichst A € R ein Eigenwert von M}, und f € L?(Q; p(t)dt)\
{0} eine Eigenfunktion zum Eigenwert A. Dann gilt {h(t) — A} f(¢) = 0 fast iiberall bzgl. p(t)dt,
also existiert eine Menge A C 2 von positivem Maf bzgl. p(t)dt, so dass h(t) — A\ = 0 fast iiberall
in A. Da A C h=1({\}), gilt f}rl({,\}) p(t)dt > 0.

Sei andererseits A € R ein Punkt, so dass fh,l({/\}) p(t)dt > 0. Da p(t)dt ein Sigma-endliches Maf
ist, existiert eine messbare Menge A C h=*({\}) von endlichem positiven Maf bzgl. p(t)dt. Setze
f := 14. Dann gilt f € L*(Q;p(t)dt) \ {0} und (M, — X\)f = h-f — Xf = 0, also ist f eine

Eigenfunktion zum Eigenwert A von Mj,. (]

1.13 Satz: Es sei (a,b) ein offenes Intervall in R mit reellen Zahlen a < b. Es sei p : (a,b) —
[0,00) eine Funktion, die hichstens endlich viele Nullstellen besitzt und stetig in (a,b) ist bis auf
héchstens endlich viele Punkte. Dann ist der Multiplikationsoperator My : L?((a,b); p(A\)d)\) —
L?((a,b); p(\)dN) beschrinkt und selbstadjungiert und besitzt das rein kontinuierliche Spektrum
o(My) = [a,b]. Das Spektralmaff E zu My ist gegeben durch

E:B(R) = L(L*((a,b); p(A)dA)),  Eaf = Tanay - f,

wobei f € L?((a,b); p(A)dN).

Beweis: Dass My beschrankt und selbstadjungiert ist, folgt wie im Beweis des Satzes 1.12. Zudem
folgt mit Satz 1.12 unmittelbar, dass das Spektrum o(My) = [a,b] von My rein kontinuierlich ist.
Um die Behauptung zum Spektralmaf von M, zu zeigen, verwenden wir die iibliche Beweisidee,
s. Werner [25], Beispiel (c), S.332. Wir definieren die Abbildung F : B(R) — L(H) durch E5f =
T anfa,p) - f, wobei f € L?((a,b); p(A\)dN). Es ist leicht zu sehen, dass E ein Spektralmaf ist. E hat
kompakten Tréger, denn Ep, ;) = I. Es seien f,g € L?((a,b); p(\)d\) beliebig, aber fest gewiihlt.
Dann gilt
b
(Eaf,9)L2((ab)p(n)dr) = /ﬂAm[a,b](A)f(A)mP()\)d)\

fiir jedes A € B(R), also besitzt das komplexe Maft d(E, f, g) die Dichte f - g bzgl. des positiven
Mafes p(A)d\; aus der Hélderschen Ungleichung folgt sofort, dass f-g € L'((a, b); p(A\)d\). Folglich

gilt
b b

[ hdtBas.o) = [ AT = O, )12 anian:
d.h. E stellt My dar, s. (1.1). Nach Satz 1.10 ist £ damit das eindeutig bestimmte Spektralmafs zu
M. O

Bis jetzt haben wir fiir Hilbertraume H; und H> stets beschrinkte Operatoren T : H; — Hs
betrachtet; der zu T adjungierte Operator 7" : Hs — H; kann als der beschrinkte Operator
definiert werden, fiir den (T'z,y) g, = (x, T*y) g, fir alle z € Hy und alle y € H gilt.

Es sei H ein komplexer Hilbertraum. Eine lineare Abbildung T, die nicht auf ganz H, sondern auf
einem Teilraum dom(7T) von H definiert ist, bezeichnen wir als Operator. T : H D dom(T) — H
heifst dicht definiert in H, falls dom(7T) dicht in H liegt. Fiir den Rest dieses Abschnitts seien H
ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und 7' : H D dom(7T) — H ein dicht definierter
Operator.
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1.14 Definition. Ein Operator T': H D dom(7T') — H heifst

(i) abgeschlossen, falls gilt: Konvergiert die Folge (,,)n, x, € dom(T), gegen = € H, und
konvergiert (Tx,, ), gegen y € H, so folgt x € dom(T) und Tz = y.

(if) symmetrisch, falls (Tz,y) = (x, Ty) fur alle z,y € dom(T).
Betrachte den Teilraum dom(7™) := {y € H : © — (Tx,y) ist stetig auf dom(T")} von H. Dann
konnen wir fir y € dom(7*) das auf dem dichten Teilraum dom(7) von H beschrinkte lineare
Funktional = — (T'z,y) eindeutig zum stetigen linearen Funktional z — (z,z) auf ganz H fort-
setzen, wobei z € H nach dem Rieszschen Darstellungssatz eindeutig bestimmt ist. z héngt von

y ab. Die Abbildung y — z bezeichnen wir mit 7*. Insbesondere gilt (T'z,y) = (z,z) fiir jedes
x € dom(T). Es seien y1,y2 € dom(7™) und « € C. Dann ist y := y1 + ayz € dom(7T™), und es gilt

(2, T*(y)) = (Tz,y) = (Tw,y1) + AT, y2) = (2, T" (1)) + a(z, T"(y2)) = (2, T" (1) + T (y2))

fiir alle © € dom(T), wobei erneut der Rieszsche Darstellungssatz verwendet wurde. Da dom(T")
dicht in H liegt, ist die Abbildung

T*:H>dom(T*) - H, y—T'y=z, (1.2)
linear; es gilt (T'z,y) = (z, T*y) fir alle z € dom(T), y € dom(T™).

1.15 Definition. Ist 7 : H D dom(T) — H ein dicht definierter Operator, so ist der in (1.2)
definierte Operator T der zu T adjungierte Operator; T heifst selbstadjungiert, falls T =T, d. h.
falls dom(7T) = dom(7™*) und Ta = T*z fiir alle z € dom(T).

1.16 Satz: Fir einen symmetrischen dicht definierten Operator T : H D dom(T) — H sind

aquivalent:
(i) T ist selbstadjungiert.
(ii) T ist abgeschlossen und der Kern von T* 1 ist trivial.

(iii) Das Bild von T £ 1 ist ganz H.

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes s. Werner [25], Satz VII.2.8, S. 347. g

1.17 Satz (Spektralzerlegung selbstadjungierter unbeschrinkter Operatoren): Es sei T : H D
dom(T') — H selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmaf E mit

(Tz,y) = 7 A d(Exz, y)
fiir alle x € dom(T), y € H. Fir jede Funktion h : R — C ist
Dp:={xeH: 7 |h(\)|?d(Exz, x) < oo}
ein Teilraum von H, und es existiert ein du:coh

(W(T)z, ) = / WNA(Erz,y), © €Dy < H,
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|h(T)z||* = / |Ih(\)Pd(BExz, z), x € Dy,

bestimmter Operator h(T) : H D ®p — H. Falls die Funktion h : R — C fiir alle x € H messbar
bzgl. d{Exx,x) ist, so heifit h T-messbar; ist die Funktion h : R — C fast iberall definiert bzgl.
d(E\x,x) fir alle v € H, so sagen wir, h existiere T-fast tiberall. Sei nun h : R — C eine T-
messbare Funktion, die T-fast iberall existiert. Dann ist h(T) ein dicht definierter abgeschlosssener

*

Operator. Der zu h(T) adjungierte Operator h(T)* existiert und ist gegeben durch h(T).

Beweis: Fiir die Existenz und Eindeutigkeit des SpektralmaRes E, so dass (T'z,y) = [ Ad(Exz,y)

fiir alle z € dom(T'), y € H, gilt, sei auf Werner [25], S.355-357, verwiesen. Die A(flossagen iiber
h(T) fiir eine beliebige Funktion h : R — C folgen aus Theorem 6.1 bei Stone [22], S.221-226. Die
Eigenschaften von h(T), falls h : R — C eine T-messbare Funktion ist, die T-fast iiberall existiert,
findet man in Theorem 6.4 bei Stone, S.229-230. (]

1.4 Distributionen

In diesem Abschnitt sei €2 eine offene nichtleere Teilmenge von R. Der Raum der Testfunktionen
auf Q ist definiert durch

2(Q) ={¢p € €°°(Q) : spt(¢) = {x € Q: ¢(z) # 0} ist eine kompakte Teilmenge von Q}.

1.18 Definition. Wir sagen, dass eine Folge ¢1, ¢o, ... von Testfunktionen auf 2 in & gegen Null
konvergiert, falls

(i) eine kompakte Teilmenge K von € existiert, so dass spt(¢;) C K fiir alle j € N;

(ii) ¢; sowie alle Ableitungen beliebiger Ordnung von ¢; fiir j — oo jeweils gleichméfig gegen
Null konvergieren.

1.19 Satz: Es seien Q) eine offene Teilmenge von R und K eine kompakte Teilmenge von 2. Es
sei U eine offene Teilmenge von Q, die K enthdlt. Dann existiert eine Testfunktion ¢ € 2(U)
derart, dass 0 < ¢ <1 1in Q und ¥ =1 in einer Umgebung von K.

Beweis: Dies ist ein Spezialfall des Theorems 1.4.1 aus Friedlander und Joshi [4], S.11. g

1.20 Definition. Eine antilineare Abbildung T : 2(Q2) — C heift Distribution auf 2, falls fiir
jede kompakte Menge K C € eine reelle Zahl C' > 0 und eine natiirliche Zahl N existieren, so dass

N
T(@)<C Zs?(plajcﬁl

3=0
fiir alle ¢ € 2(Q) mit spt(¢) C K. Den Raum der Distributionen auf Q bezeichnen wir mit 2'(Q).

1.21 Bemerkung: Oft wird der Raum der Distributionen fir Linearformen 2(2) — C definiert,
indem man in der obigen Definition antilinear durch linear ersetzt. Ist T : () — C antilinear,
s0 ist die durch T(¢) := T(¢) definierte Abbildung T linear, und bekanntlich gilt |z| = |Z| fiir jede
komplexe Zahl z. Daher lasst sich der folgende Satz fiir antilineare Abbildungen véllig analog zum

linearen Fall beweisen.

10
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1.22 Satz: Eine antilineare Abbildung T : 2(Q)) — C ist genau dann eine Distribution, wenn
lim T'(¢;) = 0 fir jede Folge ¢1,¢2,... von Testfunktionen, die fir j — oo in 7 gegen Null
j*)OO

streben.

Beweis: Fiir Linearformen wird der Satz bei Friedlander und Joshi [4] bewiesen, s. Theorem 1.3.2,

S.9. Zusammen mit Bemerkung 1.21 ergibt sich die Behauptung. (]

In dieser Arbeit wird es geniigen, sogenannte regulire Distributionen zu betrachten. Dazu definieren

wir den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
L Q) ={f:Q—C: fist Lebesgue—messbar,/ | flde < oo fiir jede kompakte Menge K C Q}.
K

Offensichtlich ist jede stetige Funktion f : {2 — C lokal integrierbar.

1.23 Satz: Es sei f € L], (Q). Dann ist die durch

T(¢) = /Q f(@)d@)da (1.3)

definierte antilineare Abbildung 2(2) — C eine Distribution auf Q. Falls [ f(x)¢(x)dz = 0 fiir
alle p € 2(), so ist f =0 fast dberall in €.

Beweis: Fiir Linearformen wird dies bei Werner [25] bewiesen, s. Beispiel (a), S.430-431. Zusam-
men mit Bemerkung 1.21 folgt die Behauptung. |

Die Distribution T aus Satz 1.23 heifst reguldre Distribution zur lokal integrierbaren Funktion f
und wird mit 7 bezeichnet. Da die Abbildung f — T} injektiv ist, identifizieren wir die Funktion
f € LL,(Q) mit der Distribution Ty € 2'(Q).

Der Raum der Schwartz-Funktionen .7 (R) besteht aus allen unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen f : R — C, so dass

P (f) = sup [F ()| (1 + [#)" < oo
teR

fir alle m,n € Ny. Wir sagen, dass eine Folge f1, f2, ... von Schwartz-Funktionen in . gegen Null
konvergiert, falls lim py, ,(f;) = 0 fiir alle m,n € Ny. Es gilt
j—o00

1.24 Satz: (i) 2(R) C Z(R), und die Einbettung Z(R) — .7 (R) ist stetig.

(i) 2(R) liegt dicht in .7 (R).

Beweis: Wir folgen der Beweisidee bei Friedlander und Joshi [4], S. 94.

(i) Offensichtlich gilt Z(R) C #(R). Es sei ¢1, ¢9, ... eine Folge von Testfunktionen mit ¢; — 0
fiir j — oo in 2, d.h. es existiert eine kompakte Menge K C R, so dass der Triger jedes
¢; in K enthalten ist; ¢; sowie sémtliche Ableitungen beliebiger Ordnung konvergieren fiir
j — oo gleichmifig gegen Null. Es seien m,n € Ny. Dann gilt

Pmn(95) = sup [ ()| (1 + [t))™ < C - sup [¢\™ (£)] = 0, j — oo,
teK teK

wobei C := max(1 + |t])".
teK

11
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(ii) Es sei f € (R). Nach Satz 1.19 kénnen wir eine Testfunktion ¢ € Z(R) mit Trager in {x €
R : |z| < 2} wihlen, so dass 0 < ¢ < 1in R und ¢(¢) = 1 fiir alle ¢t € R mit |¢| < 1. Betrachte
die Funktionenfolge fi, fa,... der durch f;(¢) := ¢(t/j)f(t) definierten Testfunktionen. Es

seien m,n € Ny. Setze C' := {nllax }{rilax|¢(a)( )|}- Da ¢ und jede Ableitung beliebiger
[e3S €R

Ordnung von ¢ stetig mit kompaktem Trager sind, existiert C', das Maximum iiber endlich

viele nichtnegative reelle Zahlen, in [0, 00). Zusammen mit der Leibniz-Formel und

S @)1+ [t Pmntr(f)  fiiralle t € R

1
*1+|t|

berechnen wir

P (f = f3) = sup [f ({1 = o(t/5)} =D <m>3 “O O (t/5) 1O 0] (1 + )"
teR o \&

<2sup |f m)( )1+ |t])™ +su

ﬁMs

( ) @ (/)] D@1+ [£])"

[t]>3
< 2sup ! Pmnt1(f i( )Pm an(f)
t>s L+ [t —
< i Pmn+1(f) + — zm: (m)pm—a n(f)
147 J =\ ’
—0

fiir j — oco. Im Fall m = 0 reduziert sich diese Abschitzung zu

pon(f = f3) =sup [f(O){1 — o(t/5) (1 + [¢))" < 2sup |f()|(1+ [¢))" <2 sup L pon+1(f)
teR [¢]>7 it)>; 1+ [t
< % Po,nt1(f) =0
flir j — oo. O

1.25 Satz: Die Fourier-Transformation .7 ist eine Bijektion von .7 (R) nach . (R); der inverse

Operator ist durch

(F 1)) = j% / F(y)e™vdy

gegeben. Zudem gilt
(F 1, 99>L2(R) =(f, >L2(R)

fiir alle f,g € & (R). Dabei ist (hy, ho)>®) = f hi(z)ho(x)dz fir hi, he € L*(R).

Beweis: Fiir einen Beweis sei auf Werner [25], Satz V.2.8, S. 215, verwiesen. O

1.26 Definition. Eine antilineare Abbildung 7' : . (R) — C heiflt temperierte Distribution, falls
eine Konstante C' > 0 und eine Zahl N € Ny existieren, so dass

f)|§0 Z pm,n(f) (1'4)

m,n<N
fiir alle f € “(R). Wir bezeichnen den Raum der temperierten Distributionen auf R mit .»/(R).

1.27 Bemerkung: Aus Satz 1.24 (i) folgt, dass jede temperierte Distribution T € /' (R) zu einer
Distribution T'| 5wy Anlass gibt. Nach (i) desselben Satzes ist die temperierte Distribution T' durch
ihre Einschrinkung T|qow) eindeutig bestimmi.

12
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1.28 Bemerkung: Es sei f € L>°(R). Dann ist die durch Ty(¢ f flx dx definierte

Fortsetzung der reguliren Distribution Ty auf .7 (R) eine temperierte Dlstmbutwn, denn mit C =
2[|fll oo (r) und N :=2 gilt

1
O / FOIBEIAE < 11 e / 6010+ 1)? - et

T+t
o0
<l @) Po2(® /

fiir jede Schwartz-Funktion ¢.

=C pO,Q(QS) <C Z pm,n(qs)

1+ |t| m,n<2

1.29 Definition. Es sei T' € .¥/(R). Wir definieren die Fourier-Transformierte .#7T von T durch

FT:SR) = C, (FT)(¢):=T(F*¢).

Insbesondere ist die Fourier-Transformierte .#T§ von Ty fiir eine Funktion f € L°°(R) im Sinne
von Definition 1.29 erkldrt. Wir schreiben .# f anstelle von .#T17.

1.30 Satz: Die Fourier- Transformation & : /' (R) — #'(R) ist eine Bijektion.

Beweis: Fiir Linearformen .7 (R) — C, die (1.4) geniigen, s. Werner [25], S.434. Da (9|y(R))* =
(§|y(R))_1, folgt die Behauptung. O

1.5 Drei Satze aus der Funktionentheorie

1.31 Satz (Holomorphiesatz fiir parameterabhéngige Integrale): Es sei U C C eine offene Menge,
[a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : U x [a,b] — C eine stetige Funktion mit der Eigenschaft,
dass die Funktion z — f(z,t) fir jedes t € [a,b] holomorph ist. Dannn ist die durch

b

Fz) = / F( bt

a

definierte Funktion F' : U — C holomorph.
Beweis: Der Beweis wird mit klassischen Sdtzen der Funktionentheorie gefiihrt, s. Konigsberger
[10], S.228. O

1.32 Satz (Weierstral): Ist (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf einer offenen Menge U,
die lokal gleichmdfSig gegen f konvergiert, so gilt:

(i) f ist holomorph;

(i) auch die Folge (f!) konvergiert lokal gleichmdfig gegen f'.
Beweis: Der Beweis von (i) erfolgt mit Hilfe des Satzes von Morera; (ii) wird mit der Integralformel
fiir Ableitungen holomorpher Funktionen gezeigt. Fiir Details s. Konigsberger [10], S.207. ]

1.33 Satz (Holomorphiesatz): Es seien U eine offene Teilmenge von C und V eine Lebesgue-
messbare Teilmenge von R. Es sei f : U x V. — C eine Funktion, so dass fir jeden fizierten
Parameter z € U die Funktion t — f(z,t) dber V integrierbar sei. Zusdtzlich gelte:

13
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(i) Fir jedes fizierte t € V ist z — f(z,t) holomorph in U.

(ii) Es gibt eine iber V integrierbare Funktion ® derart, dass

|f(z,t)] < ®(t) fiir alle (z,t) € U x V.

Dann ist die durch F(z) := [, f(z,t)dt definierte Funktion F : U — C holomorph, und es gilt

Fz) = /V % (2, 1)dt.

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf Konigsberger [10], S. 286, verwiesen. g

1.34 Bemerkung: FEs sei U eine offene Teilmenge von C derart, dass J := U N R nichtleer ist.
Es sei f : U — C eine holomorphe Funktion, so dass f|,(x) € R fir jedes x € 3. Dann ist
die Funktion f|; :J — R unendlich oft reell differenzierbar, und jede reelle Ableitung beliebiger
Ordnung von f|y stimmt an jedem Punkt x € J mit der komplexen Ableitung derselben Ordnung
von f bei x tiberein. Zudem gilt f|gn) (x) € R fiir jedes n € N und jedes x € 7.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion nach dem Grad n € N der Ableitung.
Unter den Voraussetzungen der Bemerkung ist der reelle Differentialquotient bei einem beliebigem

x € J ein Spezialfall des komplexen Differentialquotienten bei x, also existiert
o fh @+t = ;@)

Py _ o S+ h) — f(2)
Tl (@) = Jiny i B I
in R, wobei ¢ nur reelle, h komplexe Werte annehmen darf. Wir nehmen nun an, dass fiir ein n € N
gilt, dass die j—te reelle Ableitung von f|, fiir jedes € J in R existiert und mit der j—ten
komplexen Ableitung von f bei x iibereinstimmt, fiir alle j € {1,...,n}. Dann zeigt eine erneute

Betrachtung der Differentialquotienten, dass

(n) _ rm) (n) _ f(n)
A0 () = lim fls (33+t35 fly” (@) ;iiﬂ%f (z+h}3 f™(z)

in R existiert. O

Im Verlauf dieser Arbeit werden wir diese Bemerkung mehrfach verwenden, ohne dies explizit zu
erwihnen, da es jeweils offensichtlich sein wird, dass die betrachteten Funktionen Punkte aus J
nach R abbilden.

1.6 Unendliche Produkte

In diesem kurzen Abschnitt iber unendliche Produkte folgen wir Remmerts Skript [18].

Es sei (cn)nen, eine Folge komplexer Zahlen und (p;);ecn, die Folge der Partialprodukte, wobei

J [e’s)
pj = [ ¢n- Dannist [] ¢, das unendliche Produkt mit den Faktoren c,,.

n=0 n=0

14



1.6. Unendliche Produkte

1.35 Definition. Ein (unendliches) Produkt [] ¢, komplexer Zahlen heifit konvergent, falls ein
n=0
m € Ny existiert, so dass die Folge

J
(ﬁ])]oima ﬁ] = H Cn,

n=m
m—1
gegen eine komplexe Zahl é,, # 0 konvergiert. Man nennt ¢ := [] ¢, -¢é, den Wert des unendlichen
n=0

Produktes [] ¢, und schreibt ¢ = [] cn.

n=0 n=0

[ee]
Falls der Wert ¢ des unendlichen Produktes [] ¢, existiert, so hingt dieser nicht von m ab, denn

n=0
wegen &, # 0 gilt ¢, # 0 fiir alle n > m, und ist k € Ny, k # m, ohne Einschrénkung m < k, so
dass die Folge

J
(ﬁ_});.ozka ﬁ] = H Cn,
n==k

gegen eine komplexe Zahl ¢, # 0 konvergiert, so gilt ¢, # 0 fiir alle n > k und

k-1
Cm = H Cp * C.
n=m
1.36 Satz: Folgende Aussagen iber eine Folge (un)nen, komplezer Zahlen sind dquivalent:

(i) Die Reihe ) u, konvergiert absolut.

n=0

(i) Das Produkt ] (14 |uy|) ist konvergent.
n=0

Beweis: Dies folgt aus Satz 19.1.9 bei Remmert [18], S. 14-16. O

Wir sagen, dass ein Produkt [] (1+w,) komplexer Zahlen absolut konvergiert, falls eine der beiden

dquivalenten Bedingungen aus Satz 1.36 erfiillt ist. Fiir unsere Anwendung in Kapitel drei geniigt

es, Satz 1.36 fiir reelle Zahlen zu beweisen. Fiir diese Version s. Knopp [8], Satz 7, S. 229.
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2 Hankel-Operatoren

Dieses Kapitel dient zur Einfithrung von Hankel-Operatoren und orientiert sich an den Monogra-
phien von Power [17] und Peller [16].

o0

Definiere (2 = {z = (zo,21,...) : 2; € C, ZO |:vj\2 < oo}. Eine unendliche Matrix S heift Hankel-
j=

Matriz, falls sie von der Form

ap ai; az

a; a2 as

S = (Gitj)ijen, =
az a3z a4

ist. Falls a = (a;)jen, in ¢2 ist, so heift der auf dichten Teilmenge {z = (z¢,21,...) € (2 : z; #
0 nur fiir endlich viele j € Ny} von Ei definierte Operator

S :{x = (w0, 1,...) € €3 : x; # 0 nur fiir endlich viele j € No} — €3, b+ S(b) = (Z aH_jbi) ,
1€Np jeN

Hankel-Operator. Es gilt der wichtige

2.1 Satz (Nehari): Der Hankel-Operator S mit Matriz (ait;)i jen, st genau dann beschrinkt auf

(3, wenn es eine Funktion ¢ in L>(S') gibt, so dass
A, = (;AS(—m)7 m € Ny,
gilt.

In diesem Fall ist || S|| = inf {||¢||L°°(Sl) : P(=n) = an,n € No}. Dabei bezeichne G(N) den N—ten

Fourier-Koeffizienten von ¢.

Bewetis: Ein Beweis findet sich z.B. bei Peller [16], Theorem 1.1, S.3-5. Dort wird die Existenz
einer Funktion ¢ € L*®(S') mit a,, = $(m) fiir alle m € Ny verlangt; dann ist auch die durch
¢(2) := (%) definierte Funktion ¢ € L°°(S!), und es gilt a,, = ¢(—m) fiir alle m € N. O

Wir identifizieren ¢? mit L?(S') sowie ¢2 mit dem Hardy-Raum H?.2 Zu ¢ € L*(S') definie-
ren wir den Hankel-Operator S, mit Symbol ¢ auf der dichten Teilmenge {f € H? : f(z) =

n
> az™i fireinn € N,0 <mg <mi < ... <m,, und o; € C} von H? durch
j=1

Sy = PJMy|,. .

Dabei ist P : L%(S') — L%(S') die orthogonale Projektion auf den abgeschlossenen Teilraum H?
von L2(SY), J : L*S') — L3(S') mit (Jf)(z) = f(2) und M, : L*(S') — L3(S') der durch
M,(f) = ¢- f definierte Multiplikationsoperator. Ein Symbol ¢ ist i. A. nicht eindeutig bestimmt,
s. Peller [16], S. 9. Insbesondere ist der Hankel-Operator Sy mit Symbol ¢ € L>(S') wohldefiniert,
denn L*°(S') c L3(Sh).

2Dies und weitere Hintergriinde iiber Fourier-Koeffizienten, den Hardy-Raum H?(D) und iiber H? findet man im
Anhang, Abschnitt ,Harmonische Analysis®.
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Kapitel 2: Hankel-Operatoren

2.2 Satz: Es sei ¢ € L*(S'). Dann ist der Hankel-Operator S, genau dann beschrinkt auf H?,
wenn, eine Funktion ¢ € L>(SY) existiert derart, dass ¢(—n) = @(—n) fiir alle n € Ny.

Ist S, beschrinkt auf H?, so gilt ||S,|| = inf {||¢HL°C(81) : d(—n) = @p(—n),n € NO}.
Beweis: Dies ist im Wesentlichen eine Umformulierung des Satzes von Nehari, s. Peller [16], S. 6.

Es sei p € L?(S!). Dann besitzt S, bzgl. der Orthonormalbasis 1, z, 22, ... von H? die Matrixdar-
stellung (P(—m —n)),, ,en,- Mit dem Satz von Nehari folgt die Behauptung. O

Damit ist ein Hankel-Operator genau dann beschrinkt auf H2, wenn er ein beschrinktes Symbol
besitzt.

2.3 Beispiel: Wie man leicht nachrechnet, ist durch die Funktion ¢ mit ¢(z) = iz arg(z) ein
Symbol fiir die Hilbertsche Matriz

1 1/2 1/3
H_< 1 ) 12 13 14
C\L+i+G ) en,  |1/3 1/4 1/5

gegeben. Es gilt |H|| = 7.°

2.4 Satz: Die Abbildung G : L*(S*) — L*(R),

(G000 = == f G - j) teR,

ist ein isometrischer Isomorphismus. H?(R) := G(H?) ist ein abgeschlossener Teilraum von L*(R).

Beweis: Es sei t € R. Setze 6 = 2arctan(t) und £ = sin{arctan(¢)}. Dann gilt

t = tan{arctan(t)} = sinfarctan(t)} = §

cos{arctan(t)} /1 —¢2

Durch Quadrieren und Umformen nach ¢2 folgt €2 = 2 /(1 + t2), also

sin{arctan(t)} = £ = sign(¢) - \/1|i|_ = = \/111/‘2, cos{arctan(t)} = /1 — &2 = \/114_7? (%)

Aus (x) folgt, dass

. . 2
619 — (el arctan(t))

= (cos{arctan(t)})? — (sin{arctan(t)})? + 2i sin{arctan(t)} cos{arctan(t)}

1—F+Q. t
= 1
14 ¢2 14 ¢2
1+it
:l—it. (**)

Es seien f € L*(S') und g € L*(R). Mit Hilfe der Transformation ¢ = tan(0/2), df = 12z dt, der
offensichtlichen Gleichung 1/(1 +¢)? = 1/|1 — it|? und (x*) berechnen wir

2 _ 1 i 10412 _1/0O L+it
913 = 5 [ 1@Pa0 =2 [ | (125

3S. Peller [16], S.6., fiir den Beweis der Ungleichung ||H|| < 7 und Corollary 5.19, S.36, fiir den Beweis der
Gleichheit.

2 oo
= [ IEnmPa
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sowie

1—c dr T 2 2 T
F _—df = t)[? : dt = t)2dt
(@), = /] ()| iz = [ 0P s o= [ lowPar
— 0o — 0o

wobei F': L?(R) — L*(S) fiir z € S! fast iiberall definiert ist durch

o)) = vira (1757 ).

1+ 2 1+ 2

Zudem gilt G(F(g))(t) = g(t) fir ¢ € R fast iiberall, wie man leicht nachrechnet. Der Operator G
ist somit eine surjektive Isometrie, also ein isometrischer Isomorphismus. Insbesondere ist H?(RR)
als Bild der abgeschlossenen Teilmenge H? von L?(S!) unter G abgeschlossen. O

2.5 Bemerkung: Es seil < p < co. Aus dem Transformationssatz folgt unmittelbar, dass das Bild
einer Menge A unter dem Diffeomorphismus t — 2 arctan(t) = 6 genau dann Maf null besitzt, falls
A selbst von Map null ist. Daher diirfen wir fiir jede LP(S')— Funktion ¢ die LP(R)— Funktion 1

durch (t) := ¢ (H‘t) definieren. Genau genommen gilt fiir zwei Reprdsentanten ¢1, ¢ derselben

Aquivalenzklasse in L*(SY), dass ¢, (H%t) = o (H?t) fiir t € R fast iberall.

1—it 1—it

H?(R) heiRt Hardy-Raum auf der Achse. Bei Nikolski [14], S.143-146, wird gezeigt, dass H%(R)

der Raum der Grenzfunktionen bzgl. des sogenannten Hardy-Raums in der oberen Halbebene

y>0

H*(U) := {f : U — C| f ist analytisch, sup \// x + iy)|2de < oo}

ist. Dabei bezeichne U = {z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene.
Zu v € L°°(R) definieren wir den Hankel-Operator S, mit Symbol ¢ auf H?(R) wie folgt:

Sy = QRM¢|H2(R) :

Dabei ist @ : L?(R) — L*(R) die orthogonale Projektion auf den abgeschlossenen Teilraum H?(R)
von L2(R), R : L*(R) — L*R) mit (Rf)(z) = f(—x) und My : L*(R) — L?*(R) der durch
My(f) =1 - f definierte Multiplikationsoperator. Zwischen Hankel-Operatoren auf dem Einheits-

kreis und der reellen Achse gilt der folgende Zusammenhang;:

2.6 Satz: Es seien ¢ € L°(R) und Sy der Hankel-Operator auf H?(R) mit Symbol 1. Dann ist
G*SyG der Hankel-Operator S, auf H?, wobei

" (1 *?’5) )

1—it

Beweis: Es sei f € L?(S'). Dann gilt fiir reelle ¢, dass

1 1—it 1—it 1 1—it
@D O == 1o (155) = =g ! () —(FEDO @)

fast iiberall. Es sei ¢ € L°°(S'). Dann ist die durch ¢(t) := ¢ (%fii) definierte Funktion ¢ in
L>(R), und es gilt

@M0) 0 =00) [ == (150 ) | = e 0 (4)

m(l—it)” \1—1it
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Kapitel 2: Hankel-Operatoren

fiir ¢ € R fast iiberall. Zudem folgt aus Satz 2.4, dass G*QG = P und damit PG* = G*Q.
Zusammen mit (%) und (*x) erhalten wir

Szp = PIM.g|y> = PG"RGMy| 2 = G"QRG M| o = G*QRMy| sy G = G*SyG,
was zu beweisen war. O
Die Giiltigkeit des Satzes 2.6 wird bei Power [17] auf Seite 14 formuliert.

Im Folgenden mdchten wir Hankel-Operatoren als Integraloperatoren I'y : L%(0,00) — L?(0,00)

mit
oo

Cuf)@) = [+ )iy, >0, 2.1)
0
einfithren, und orientieren uns dabei an Peller [16], S.46-49. Zur Motivation formulieren wir zu-
néchst

2.7 Satz: Esgilt H*(R) = {Z'f: f € L*(R), f =0 in (—00,0)}, wobei F wie iiblich die Fourier-
Transformation bezeichne.

Beweis: Ein Beweis findet sich bei Nikolski [14], Lemma 6.2.2, S. 144. O

Welche Bedingungen miissen an k gestellt werden, um den Integraloperator I'y, definieren zu kon-

nen? Wir betrachten zunéchst zwei Spezialfille.
(i) Fiir eine Funktion k mit [ [ |k(z + y)|?dz dy < oo ist der durch (2.1) definierte Operator
00
[y : L?(0,00) — L?(0,00) ein Hilbert-Schmidt-Operator.

(ii) Falls k € L(0,00), so lisst sich mit der Holderschen Ungleichung und dem Satz von Fubini

leicht nachrechnen, dass

o0 o0 2 o0
/ (T (@) dx < / k(1) / )Py
0 0 0

fiir jedes f € L*(0,00), also ist I' beschrankt mit || Tx|| < ||| L1 (0,00)-
Diese direkte Vorgehensweise scheitert, wenn k eine beliebige Distribution auf (0, 0o) ist.?

Es sei nun k € 2/(0,00). Wir fassen 2(0,00) und 2(—00,0) auf natiirliche Weise als Teilrdume
von Z(R) auf, indem wir Testfunktionen aus 2(0, 00) bzw. Z(—00,0) trivial auf ganz R fortsetzen.
Aus der Definition der Faltung folgt unmittelbar, dass spt(¢ * 1)) C spt(¢) 4+ spt(¢p) = {z + y|z €
spt(¢),y € spt(¢)}, also bildet der Faltungsoperator * ein Tupel (¢,1) € 2(R) x Z(R) auf eine
Funktion in Z(R) ab. Betrachte R : 2(—00,0) — 2(0,00), (R¢)(z) = ¢(—x). Nun kénnen wir die
Distribution ¢ € 2’'(—o0,0) wie folgt definieren:

a(¢) == k(R¢), ¢ € P(—00,0) C Z2(R).
Wir definieren die Sesquilinearform G, durch
Gq[‘ﬁﬂﬁ] :(J(Q_S*w> ) ¢7’l/} € 9(_0070) (22)

Man beachte, dass fiir Testfunktionen ¢,v € ZP(—o00,0) der Trager der Faltung ebenfalls eine
Teilmenge von (—o0,0) ist: spt(¢ * 1) C spt(4) + spt(y) C (—o0,0). Falls die Sesquilinearform

48. Kapitel 1.4 fiir eine kurze Einfithrung in die Distributionstheorie.
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Gq aus (2.2) beschrénkt auf Z(—o0,0) x Z(—00,0) ist, d. h. falls eine Konstante M > 0 existiert,
so dass [Gy[o, V]| < M||P|L2(—00,0)|%]l 22(~0,0) fiir alle ¢, ¢ aus dem dichten Teilraum Z(—o0,0)
von L?(—o00,0) gilt, so kénnen wir G, eindeutig auf das gesamte kartesische Produkt L?(—o0,0) x
L?(—00,0) fortsetzen, und es gilt

|Gylf; gl < M| fll22(=00,0) 191 22(~0,0)

fiir alle f, g € L?(—o0,0) und dieselbe Konstante M. Mit Satz 1.4 folgt, dass genau ein beschriinkter
linearer Operator T, : L?(—00,0) — L?*(—00,0) existiert derart, dass

0
GQ[fa g] = <f’ qu>L2(foo,0) = <T;fa g>L2(7oo,0) = / (T;f)(x)@dx (23)

fiir alle f,g € L?(—00,0).

2.8 Lemma: Es sei k : (0,00) — C eine stetige Funktion mit k(z) = O(z~1) fiir x — 0+ und fiir
x — 0o. Dann ist der durch (2.1) gegebene Operator Ty, : 2(0,00) — L%(0,00) wohldefiniert.

Beweis: Aus den Voraussetzungen des Lemmas folgt unmittelbar, dass C := sup |z k(z)| < oc.
z€(0,00)
Wihle zwei positive reelle Zahlen xg und z, mit ¢y < zo. Dann gilt fiir jedes fest gewihlte y > 0,

dass
{z+y} |k(x+y)| < C fiir alle z € (0,20) U (20, 0). ()

Es sei g € 2(0,00). Dann gilt mit der Holderschen Ungleichung, dem Satz von Fubini und (%),
dass

2

ITkgl1720,00) = /k(x+y) spi(e)(¥) - 9(y)dy| da
0

/ (2 + 1) P Laps () @) - [9]1220.00) ¢ 2
0

oo

Loy (4) / k(z +9)Pdz dy - 922 0,00

IN
0\8 0\8 0\8

e’} oo T oo
=l § [ Lonia / ba+ w)Pde dy+ [ i) [ 1o +)de dy
0 0 )
oo o0
+ [ Lo @) [ Itz + )Pz dy
0 Too
e’} xo 00 Too
2 da 2
<ol [ Lo ® € [ ozt [ [ i liGe +)Pde ay
0 0 Y 0 o
0 T oo

1 1 1
Moo [ G-t s [ ket Paea)

Yy 2oty Tooty
spt(g) spt(9) X [T0,T 0]

< 00,
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denn in der vorletzten Zeile der Abschitzung tauchen ausschlieflich Integrale von stetigen, nicht-

negativen Funktionen iiber kompakte Mengen auf. O

Es sei k : (0,00) — C eine stetige Funktion mit k(z) = O(z~!) fiir # — 0+ und fiir z — oo, und
es sei ¢ : (—00,0) = C, ¢(x) = k(—x). Definiere T, : Z(—o0,0) — L?(—00,0) durch

(Fy)(x) == (T Re)(—x) = / 4@ — )é(—y)dy, =<0,
0

Mit (2.2) ldsst sich leicht nachrechnen, dass

0 ] 0 e 0
Gold, 4] = / 1) / by — 2)P(x)dx dy = / @) / 4@ — )$(~y)dy dz = / D) () () dz
—00 —00 —0o0 0 — 00

fiir alle ¢, € P(—00,0). Andererseits folgt mit (2.3), dass

0

/ m{(T;qb)(x) - (fng)(m)} dz =0

fir alle ¢,7 € Z(—00,0), und somit stimmen der beschrinkte Operator 7,7 und der Operator
T, auf dem dichten Teilraum %(—o00,0) von L?(—00,0) iiberein. Mithin ist T, beschrinkt auf
2(—00,0) und kann eindeutig zum beschrinkten Operator T aus (2.3) auf ganz L?(—oo,0) fort-
gesetzt werden. Schlieflich haben wir gezeigt:

2.9 Satz: Es sei k : (0,00) — C eine stetige Funktion mit k(z) = O(z™') fir  — 0+ und
fiir  — oo. Die Sesquilinearform G, aus (2.2) sei beschrinkt auf L?(—o0,0) x L?(—00,0). Dann
lisst sich der in (2.1) definierte Integraloperator Ty : 2(0,00) — L?*(0,00) eindeutig zu einem

beschrinkten Operator auf L?(0,00) fortsetzen, den wir ebenfalls mit Ty bezeichnen.

Ein Integraloperator I'y aus Satz 2.9 heiflt kontinuierlicher Hankel-Operator. Falls k € 2'(0, c0)
nicht die Bedingungen aus Satz 2.9 erfiillt, so kann der kontinuierliche Hankel-Operator I'y, als der
Operator TR durch (T;R)(f) = T;(Rf) fiir f € L*(0,00) definiert werden, falls die Sesquiline-
arform G, aus (2.2) beschrankt ist. Dabei ist T, der beschrénkte lineare Operator aus (2.3).

2.10 Bemerkung: Wir haben gesehen, dass genau ein beschrinkter Operator T, existiert, so dass
Gylf. 9] = (T;(f),g) fir alle f,g € L*(—o0,0), falls die Sesquilinearform G, beschrinkt ist. Ande-
rerseits ist G offensichtlich eine beschrinkte Sesquilinearform, falls es genau einen beschrinkten
Operator Ty gibt derart, dass Gy[f,g] = (T;(f),g) fiir alle f,g € L?(—00,0). In diesem Sinne cha-
rakterisiert der folgende Satz die Distributionen q € 2'(—00,0), fir welche die Sesquilinearform
G, aus (2.2) beschrankt ist.

2.11 Satz: Es sei ¢ € 9'(—00,0). Der Operator T, aus (2.8) ist genau dann beschrinkt auf

L?(—00,0), wenn eine Funktion » € L°>°(R) existiert, so dass \/%7 F #)(—00,0) = ¢, d-h. wenn

(=7%) @ =ato) fir jote Testfunition 6 € 7(~o0.0).

Ist T beschrinkt, so gilt ||T;|| = inf{||%||OO i € L*(R), \/% 35%|(_OO70) = q}.
Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes s. Peller [16], Theorem 8.1, S.49-52. g

Ausgedriickt fiir k € 2’(0, 00) bedeutet dies:
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2.12 Satz: Es sei k € 2'(0,00). Dann sind dquivalent:
(i) T}, ist beschrinkt auf L?(0,00);

(i) es gibt eine Funktion ¢ in L*°(R), so dass \/% ﬁw|(0m) =k.

Ist Ty, beschrinkt, so gilt Ui = inf {|[ull., : ¥ € L= (R), A= FVl ) = }.

Beweis: Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf Peller [16], Theorem 8.8, S. 52, verwiesen. O

2.13 Beispiel: Der Carleman-Operator T : L*(0,00) — L?(0, 00) ist definiert durch

T
=/x+yf(y)dy
0

FEs gilt |T|| = 7. Betrachte die unitiren Operatoren

Vi L2(0,00) = L2(R), (Vf)(t) = V2e' f(e*);
ZF : L*(R) — L*(R).

Dann gilt

FHVIVHF =M : L*(R) — L*(R);

s
Cosh(y 7/2)

das (rein kontinuierliche) Spektrum des Carleman-Operators ist gegeben durch

a(F)—{W:yGR}—[O,W].

Beweis: Nach Peller [16], Theorem 8.14, S. 56, gilt ||T'|| = 7. Wie man leicht nachrechnet, ist V

ein unitdrer Operator mit

o)) = = g (3loeta) ) >0

fast iiberall. Es sei f € 2(0,0). Setzen wir x = e?*, y = *, so gilt mit dem Transformationssatz

I ) [ fe®)2e 1 [ 2eset 1T (V)
/ L = / e (Vs = — / s
0 — 00 — 00 —00

Schreiben wir g(t) = [ W) _ds, so sehen wir, dass V*CV =T auf 2(0,00) gilt, wobei C' den

cosh(t s)

weist, ist C ein beschriinkter Operator L?(R) — L%(R); dass V, V* und T beschriinkte Operatoren
sind, wissen wir bereits. Es ist leicht zu sehen, dass VZ(0,00) = Z(R). Daher gilt VI'V* = C auf
ganz L?(R). Es folgt, dass .#C.Z* der Multiplikationsoperator mit der Funktion 2 % {1
ist.?

cosh

Wir integrieren die Abbildung h(z) = cz+c - entlang des Weges aus Abbildung 2.1, einem positiv
orientierten Rechteck mit Eckpunkten bei /N und +£N + iw, mit

71/73:[*N7N]*>C7 ’Yl(t):tv 73(t):*t+i7ra
Y2,7v4: [0,7] = C, a(t) = N +it, y4(t) = —N + ir — it.

5Genau genommen gilt dies nach Satz 1.1 (i) auf dem dichten Teilraum L(R) N L2(R) von L2(R), und da
1/ cosh eine Schwartz-Funktion auf R ist, ist M /5= {1/ cosny Deschrinkt auf ganz L2(R). Daher gilt FOF* =

Mm.?{l/cosll} auf ganz L2(R).
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Kapitel 2: Hankel-Operatoren

in

12im

-N -12im N

Abbildung 2.1: Integrationsweg; selbst erstellt mit Microsoft Word

Es gilt
N y N
e ity 1 [ ety 1 .
h(z)dz = ———dt == dt =2 (¥ h(t
[ = [ G- [ VT (F {eosh(t) 1)),
=N =N
N iy (—t-im) N iyt N iyt
ey (—t+im el eyT el
h(z)dz = ——— (=1)dt = —e¥" ——dt = — ——dt
[ya (z)d= /e—t+17r_|_et—1‘n' (=1 © / —(e~t +et) 2 /cosh(t)
_N —N -N
N
eym e 1y Nesoo eym .
= — —V2r (F h(t
| V2R (F{cosh(t) 1) (w).
= o—iy(N+it) . A oVt . o= N _ N N
72h(z)dz/WldtS/WdtSWGyl_e_ZN O,
0 0
= e—iy(—N+i7r—it) ) . QYT oyt 1
. h(z)dz| = / o~ Ntim—it 1 gN—imHit (=)dt| < le=2N—it 1 git| oN
0
-N
<7m-e™. lfﬁ AH_O% 0.

Es ist leicht zu sehen, dass die Menge der Polstellen von i gegeben ist durch

5t 3 3r 5
{ze(C:Re(z) =0, Im(2) € {..., —i0, 20 T T 420 327 }};

h besitzt im von 71,72, 73,74 eingeschlossenen Gebiet also genau einen Pol bei 29 = 7, und es gilt
Y3

2i

Res,,h = ¢

Mit dem Residuensatz folgt, dass

lim {/ —|—/ +/ +/ }h(z)dz: lim 2mi- Res, h =7 €Y%,
N—oo 7 2 73 4 N—oo

also
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Nun sind wir offensichtlich in der Situation des Satzes 1.12, und es folgt, dass

J(F){W:yER}[O,ﬂ.

O

Wie die beschriinkten kontinuierlichen Hankel-Operatoren I'y : L?(0,00) — L?(0, 0c) mit Hankel-
Operatoren auf H2(R) bzw. auf H? zusammenhiéingen, erklirt der folgende

2.14 Satz: Es sei k € 2'(0,00) derart, dass Ty, : L?(0,00) — L?(0,00) ein beschrinkter kontinu-
ierlicher Hankel-Operator ist. Dann gilt:

(i) F*Ty.F ist der Hankel-Operator Sy, auf H*(R), wobei ¢» € L°°(R) mit ﬁf@/}ko’m) =k.

(ii) G*F T FG ist der Hankel-Operator S,, auf H?, wobei ¢ <1+it> =Y(t), t € R, mit ¢ €

=
L>*(R) und \/%EW(O,OO) = k. Dabei ist G der unitire Operator aus Satz 2.4.

Beweis: Zum Beweis von (ii) s.Peller [16], Theorem 8.9, S.53. Zusammen mit Satz 2.6 folgt
(i)- O
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3 Uber die Hilbertsche Matrix

In diesem Kapitel werden Ergebnisse aus M. Rosenblums Arbeiten ,,On the Hilbert matrix, I [19]
und ,,On the Hilbert matrix, II“ [20] aufgefiihrt, die im Laufe der Masterarbeit benétigt werden.

Zunéchst erldutern wir einige Elemente der sogenannten Titchmarsh-Kodaira Theorie.

3.1 Titchmarsh-Kodaira Theorie

In diesem Abschnitt folgen wir Weidmann [24] und Kodaira [9].

Es seien @ und b Elemente in R = RU {—o00} U {00} mit a < b. Fiir Funktionen p : (a,b) — (0, 0)
und ¢ : (a,b) — R derart, dass ¢ und die erste Ableitung von p jeweils stetig in (a,b) sind,
betrachten wir den Differentialausdruck

Tifl==- ) +af (3.1)
und den mazimalen durch 7 erzeugten Operator
T:D(T) C L*(a,b) = L*(a,b), T[fl=—@- ) +4q-f, (32)

wobei der Teilraum D(T) von L?(a,b) aus allen Funktionen f mit den folgenden Eigenschaften
besteht:

(i) f € L*(a,b),
(ii) f und pf’ sind absolutstetig in (a,b),
(iii) 7[f] € L?(a,b).
Ausgangspunkt aller weiteren Uberlegungen ist die Differentialgleichung
rlfl=1-f

mit komplexem Parameter [. Eine Funktion w : (a,b) — C heifit eine Losung von 7[f] =1 - f, falls
u und pu’ absolutstetig sind und 7[u] — I - v = 0 fast iiberall in (a, b).

Es sei f : (a,b) — C Borel-messbar. Falls ein ¢ € (a,b) existiert, so dass f|(,..) € L?(a,c), so sagen
wir, dass f links in L?(a,b) liegt. Entsprechend liegt f rechts in L?(a,b), falls es ein ¢ € (a, b) gibt,
so dass f(.p) € L*(c,b). Da diese Sprechweisen auf Losungen von (7 —[)u = 0 angewendet werden,
gilt dies stets fiir alle oder kein ¢ € (a, b).

3.1 Satz: Es sei 7 wie in (3.1) definiert. Dann gilt: Liegen fiir ein ly € C alle Lésungen von
(1 —lo)u = 0 rechts in L?(a,b), so liegen fiir alle | € C alle Lésungen von (1 — )u = 0 rechts in
L?(a,b). Das Entsprechende gilt fiir ,links in L*(a,b)“

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes s. Weidmann, Satz 13.17, S. 54-55. (]
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Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

3.2 Satz (Weylsche Alternative): Es sei T wie in (3.1) definiert. Dann gilt entweder
(i) fiir jedes | € C liegt jede Lésung v von (7 — [)u = 0 rechts in L*(a,b), oder

(ii) fiir jedes | € C ezistiert mindestens eine Lésung von (T —1)u = 0, die nicht rechts in L*(a,b)
liegt. In diesem Fall existiert fir jedes 1 € C\ R genau eine (bis auf einen komplezen Faktor
eindeutige) Losung von (T —)u = 0, die rechts in L?(a,b) liegt.

Das Entsprechende gilt fiir ,links in L*(a,b)“

Wenn der Fall (i) in Satz 3.2 eintritt, so sagen wir, dass bei b (bzw. a) der Grenzkreisfall vorliegt.
Im Fall (ii) sagen wir, dass bei b (bzw. a) der Grenzpunktfall vorliegt. Diese Benennung geht auf
Hermann Weyl zuriick, s.[26], Satz 1.

Beweis des Satzes 3.2: Ein Beweis findet sich bei Weidmann [24], Satz 13.18, S.55. g

In unserer Anwendung der Titchmarsh-Kodaira Theorie wird der Grenzpunktfall bei ¢ = 0 und
bei b = oo fiir 7 vorliegen. Daher werden wir fiir den Rest dieses Abschnittes annehmen, dass bei

a und bei b jeweils der Grenzpunktfall vorliegt.

3.3 Definition. Es sei J C R ein offenes nichtleeres Intervall. Es seien fi, fo € €*(J). Dann ist
die Wronski-Determinante von fi; und fy auf J definiert durch

WA fi1(x), fa(2)} = fr(z) fa(z) — falz) fi().

Unter einem System von Fundamentallésungen verstehen wir das System der zwei Losungen s; (-, 1)

und ss(+,1) von 7[u] =1 - u, so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(1) p(z) #{sa(x,1),s1(x,1)} =1 fir alle z € (a,b), | € C,

(i) sp(x,l) = sk(x,l) fir k € {1,2} fiir alle z € (a,b), | € C,

(ili) die Funktionen I+ si(z,1) und [ — 2 sy (z,1) sind analytisch in C fiir alle € (a,b), wobei
ke {1,2}.

Solch ein System s1, s2 von Losungen erhalten wir z. B., indem wir 7[u] = [ - u unter den Randbe-
dingungen

s1(c) = sh(c) =0, sa(c) =ple)si(c) =1, (a<c<b),

16sen, wobei ¢ € (a,b) beliebig, aber fest gewihlt ist. Dabei steht s1(c) = 0 fiir s1(¢,l) = 0 fiir alle
1 €C, sh(c) =0 fur sh(c,I) = 0 fiir alle I € C usw.

3.4 Satz: Es sei T wie in (3.1) definiert. Liegt bei a und bei b jeweils der Grenzpunktfall vor, so
ist der mazimale von T erzeugte Operator T aus (3.2) selbstadjungiert.

Bewets: Dies folgt aus Satz 13.21 bei Weidmann [24], S. 60-61. O

Wir definieren die charakteristischen Funktionen f,, f, : C\R — C von T durch

. 52(xal)
l):=-1 .
a—a s1(x,1)’ fo(D) e s1(z, 1)
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3.1. Titchmarsh-Kodaira Theorie

3.5 Satz: Die charakteristischen Funktionen f,, f, von T sind eindeutig bestimmt durch die Be-

dingungen

c b
/|52(x,l) + £al) - s1(, )P < oo, /|52(x,l) + () - s 1)2dz < 00, (a<c<b).

Beweis: Dies folgt aus Theorem 10.21 bei Stone [22], S. 496-498. O

Mi1(1) Mio(l
Die charakteristische Matriz M(l) = ( 1) 12 )> ist fiir jedes I € C \ R definiert durch

Mo (1)  Mao(1)

RAGIACR
Mulh) =50 =0y

- IRENACES 0!
Mua(l) = M (1) = 5 - Wfi(l)

B 1
(D) = fo(D)

wobei f, und f, die charakteristischen Funktionen von 7T sind.

Mao(1)

3.6 Lemma: Die Funktionen M, : C\ R — C aus der charakteristischen Matriz von T sind

jeweils holomorph, und es gilt

MJk(l):MJk(l)7 ZEC\Rv jak:152

Bewets: Fiir einen Beweis s. Kodaira [9], S. 925-926. O

3.7 Lemma: Fir jede reelle Zahl A und j, k € {1,2} existiert der Grenzwert
1 A+6
pik(A) = lim lim — / Im{ M (t + ie) }dt.

0—04+ e—=0+ T
§

Die durch P(X\) = (pjr(N))jk=1,2 definierte matrizwertige Funktion
P:R — R*>?

ist rechtsstetig, und fir reelle Zahlen p < X ist die symmetrische Matriz P(\) — P(u) positiv

semidefinit.

Beweis: Dies folgt aus Theorem 1.13 bei Kodaira [9], S.926-927. Der Beweis wird auf S.929-932
gefiihrt. O

Wir betrachten A—messbare vektorwertige Funktionen ¢(-) = (¢1(+), ¢2(-)) : R — C? und setzen

oo 2 -
617 = [ osNEtdpsn (),
k=1

wobei es sich bei den Integralen bzgl. dp;i(A) um Stieltjessche Integrale handelt. Da die Matrix
dP(\) positiv semidefinit ist, gilt ||¢||> > 0, und der Raum 5 := {¢ : ||¢|| < oo} ist ein Hilbertraum
mit Skalarprodukt

9
mw%a/z@mmmmw
o dk=1

und Norm ||¢|| ¢ := ||9]|.
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3.8 Satz: Es sei T wie in (8.2) definiert, und es sei s1,s2 ein System von Fundamentallésungen
der Differentialgleichung T[u] = 1 - u. Bei a und bei b liege jeweils der Grenzpunktfall vor. Dann
gilt:

(i) Der Operator U : L?(a,b) — 7,
B

B
UHN) = (p1(N), 92(N)) = Lim. /sl(x,)\)f(a:)da:,/SQ(m, MNf(z)dx |, MeER,

a—a+, f—b—
o «

ist unitir, und der inverse Operator U=1 : 5 — L?(a,b) ist gegeben durch

N-o0o

U (61, 00)(@) = f(z) = Lim / S 5@ NoeMNdoje(N), @ € (a,h).

(i) Fir jedes f € D(T) gilt

(T(f1)(w) = Lim /wak Ao, @ € (a.b)

N 560
N Jk=1
insbesondere ist der Operator Wo T o U™t : 5 — S in ,,Diagonalform®, d. h.

(UoToU™) (b1, d2)(N) = (A- ¢1(A), A~ d2(), A€ER.

Dabei steht Li.m. fir ,,Limit in mean®, d. h. den Limes bzgl. || - || » bzw. den Limes bzgl. || - || 12(a,p),
und pjy, ist die Funktion aus Lemma 3.7, j,k = 1,2.

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf Kodaira [9], Theorem 1.4, S. 927-928, verwiesen. [

3.2 Uber die Whittaker-Funktionen M und W

Schreibe —Ng = {0, —1,—2, -3, ...}. Zunéchst definieren wir fiir Parameter a € C, b € C\ (—Np),
die hypergeometrische Funktion | F| durch

1F1abz ia

wobei (@), = I'(a+v)/I'(a) = ][ (a+) fiir a € C\ (=No) und v € Ny das Pochhammer-Symbol

7=0
bezeichne und I" die Gammafunktion. Ist & € (—Np) und aq, ag, ... eine beliebige Folge von Zahlen
in C\ (—Np) mit a,, - « fiir n — o0, so setzen wir (a), := lim % € R fiir jedes fest
n— oo n

gewdhlte v € Ny. Dies ist moglich, weil samtliche Pole der Gammafunktion von erster Ordnung
sind, und offensichtlich unabhingig von der betrachteten Folge a1, as, ...

Die Beweise der Sétze 3.9 und 3.10 habe ich ohne Vorlage aus irgendeiner Veroffentlichung erstellt.

3.9 Satz: (i) Fir Parameter a € C, b € C\ (—Ny), ist die hypergeometrische Funktion
z+— 1Fi(a;b; 2) holomorph auf ganz C. Zudem gilt

b
1BV (as by ) + (m - 1) 1Fy (a; 05 2) — % 1Fi(a;b;2) =0, z>0.
Dabei ist 1 Fy'(a;b;2) = (d/dx) 1 Fy(a; b; ).
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(i) Fir Parameter b € C\ (—Ny), z € C, ist die Funktion a — 1F1(a;b; z) holomorph auf ganz
C.

(iii) Fir Parameter a,z € C ist die Funktion b — 1F(a;b; z) holomorph in C\ (—Ny). Samtliche
Polstellen von 1Fy(a;-;z) in den Punkten b =0,—1,—2, ... sind jeweils von erster Ordnung.
Insbesondere ist b — 1Fy(a;b; 2) meromorph auf ganz C.

Beweis:

(i) Man beachte, dass samtliche Polstellen der Gammafunktion von erster Ordnung sind. Ist
a€ —Ngound a+n € —Ng fiir ein n € N, soist I'(a +n)/T'(a) € R, und fiir hinreichend grofe
N eNgilt a+ N ¢ —Ng und I'(a + N) /T'(a) = 0.

Es seien a € C, b € C\ (—Np). Dann gilt

lim (@)pst1 (b)) 0! ~ lim Fla+n+1) T(b+n) 1 lim |9 +n 1
n—00 | (D)1 (@)n (n4+ 1)1 nooc| T(a+n) Dh+n+1) n+1| nooc|b+n n+l ’
also ist der Konvergenzradius der Potenzreihe Z (@) glelch Unendlich. 1 Fy(a;b;-) ist

(®)n
=0
also holomorph auf ganz C; insbesondere konnen wir Ableltungen beliebiger Ordnung mit
dem Summenzeichen vertauschen. Daher ist

d (a)n " = (a), a7t
Rl ) i
qp lebir) = 2= (b), dz 7l ;(b)n (n—1)
2 & a n " & (a)n 2
Fi(a; b; — =
da? ! 1(a; b5) = (b)n d:v2 n! 7; (0)n (n—2)V
fiir alle z > 0. Ein Koeffizientenvergleich liefert
" b / a
1B (a5 b; ) + (x - 1) 1P (a5 b2) = — 1 F1 (a5 b; )
L[, (a) ] c- {(G)nw 1 (@ny2 1 (@)ns1 1 (@ns1 1
== b —al+ Y ot | . - ——a-
1 a > (a)n+1
=—|b- == LR S 1 1 1
x[b 5 a}—knz_%x (n+1)!(b)n+2[(n+ J(a+n+1)+b(a+n+1)
~n+1) (b+n+1)—a (b+n+1)]
= (@)nt1 2 2
= " —————la(n+ 1)+ (n+1)*+ab+bdbn+1)—bn+1)—(n+1)° —ab—a(n+1
;) A (g D (D) (n+1) =b(n+1)~(n+1) (n+1)]
=0, x>0.

(ii) Es seien b € —Ny, z € C, beliebig, aber fest gewihlt. Betrachte die Funktionenfolge (fy)nen,
der jeweils auf ganz C holomorphen Funktionen
I'(a+m) IN() -

m=0
Nach Punkt (i) diirfen wir fiir alle ¢ € C die Grenzfunktion

m

= T'(a+m) re =m0 (@+m) () =2
“Hmzz:o T(a) T(o+m) ml nlinéoz T(a)  T(b+m) m!
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(iii)

32

definieren. Es sei ap € C. Wihle 0 < p < 1. Die offene Kreisscheibe um ag mit Radius p,

K,(ap) C C, ist eine offene Umgebung von ag, so dass K := K,(ag) kompakt ist. Es sei

e > 0. Setze R := ma;(<|a\ > 0. Da nach Punkt (i) der Konvergenzradius der Potenzreihe
aec

Z (R Jom Z”; als Funktion von z gleich Unendlich ist, konvergiert 1 Fy (R;b; z) absolut, also

ex1st1ert ein N e N, milr<1 Re(a+ N) > 0, so dass
ac

mil F(]r%u;)m)' ‘r<£(+b)m>‘ e

fiir alle n > N. Folglich gilt

oo

L(a+m) r') =™ " T'(a+m) re =™
s 2 T'(a) 'r(b+m)ﬁ_n;) T(a) T(b+m) m!‘
su 3 ala a+m— -7F(b) |Zm|
<o D s totm ]l B
- r'e) | 2"
<m:zn:+lR(R+ )or(R+m—1) ‘F(Hm)‘ —
<é€

fiir alle n > N. Falls é in K N (—Np) ist, so gilt wegen Re(a + n) > 0, dass

— L@+m) T =" > ol — o
m;ﬂ L@  T(b+m) m! m;ﬂ

fiir alle n > N. Wir haben gezeigt, dass die Funktionenfolge ( f,,)nen, lokal gleichmiRig gegen
1F1(+;b; z) konvergiert. Trivialerweise ist C eine offene Teilmenge von sich selbst. Insgesamt
folgt mit dem Satz von Weierstraf, dass a — 1Fj(a;b; z) holomorph auf ganz C ist.

Sind a, b € C fest gewihlt, so ist die Funktion z — >_

_ m (a)m fn—m, holomorph auf ganz

C, denn wegen

a-+n 1

lim (@)nt1  T(O+n) n!
b+n n+1

noo| (@), T(+n+1) (n+1)!’ b0

-

ist der Konvergenzradius der Potenzreihe - iy (@)m 27 gleich Unendlich. Insbesondere
m=0

konvergiert die Reihe Z m (@)m % fiir feste a,b, z € C absolut, und wir diirfen die

Grenzfunktion b — Z NG +m) (@)m % punktweise auf C definieren.

Es sei by € C. Wahle p > 0 beliebig, aber fest. Wir betrachten die abgeschlossene Kreisscheibe
mit Radius p um by, K = m C C, als Umgebung von by. Es sei € > 0. Definiere
b= by — p € K. Nach der Bemerkung zu Beginn des Beweises von (iii) und wegen der
Kompaktheit von K konnen wir N € N so groft wihlen, dass

; Im(bo)
?élII(lRe(b—i- n) > max{1, 2p}, Re(bo)im —p+p- \&+1| <V2p

= (%)

d S
wnd 2 @l e ar <@

fiir alle n > N. Nach (x) gibt es eine Konstante C”" > 0, so dass

. 1 < Cl/
max = ;
vek [I'(b+ N)| = |T(b+ N)|




3.2. Uber die Whittaker-Funktionen M und W

man beachte, dass 1/T holomorph auf ganz C ist, und die stetige Funktion 1/|T'(-4+N)| auf der
kompakten Menge K ihr Maximum annimmt. Aus elementaren geometrischen Uberlegungen,
namlich der Bestimmung des kleinsten Abstands zwischen einem Punkt und einem Kreis in

der Ebene, folgt sofort, dass

1 1 1
bek b+ N+ &  dist(0,K+N+k) o+t N+kl—p

k € Ny, (34)

wobei dist(0, K + N + k) = blnlf( Vv (Re(b) + N + k)2 + Im(b)2. Der Punkt in K + N + k, fiir
€

den das Maximum in obiger Gleichung angenommen wird, ist (1 — m) (bo+ N + k).
Es gilt

b+ N +k| < ’(1—|b+§7+k> (bo+N+k)’+‘(3+N+k)— <1—|b+j’m> (bo+N+k)'
0 0
=|bo+N+kl—p+d(k), keNy,
was dquivalent ist zu
1 1
k € Ny, (35)

< ~ 9
lbo+N+k[—p = b+ N+ k| — (k)

wobei nach der Taylorentwicklung des Arkustanges um Null gilt, dass

5(k) = '(3+N+k) <1|b0+’;[+k> (bo+N+k)’
= |(b—bo) — (—M(bo+N+k))‘
< p- larg(b — by) — arg (—M(bo-‘r]\f—i-k‘))‘

=p- |arg(—p) — {77 + arctan (Re(b?)nj%ﬂ ‘

=p- wwRe(bir)nj%jLO(/;)‘

—O(li), k — oo.

Dabei folgt die Tatsache, dass —m(bo—&—N—i—k) fiir jedes k € Ny in der linken Halbebene

liegt, aus der Konvergenz

bo
. > P o bo+n | _ ot
nlinéo{b*”_ (1_ |b0+n> <b0+”)} _JE%O{ prp |b0+n|} R o R
und der Wahl von N in (x). Wir betrachten nun die Folge (Cy), oy, mit

b+ N+k 5(k
oo DENFH (k) >1, keN,. (3.6)
b+ N + k| — (k) b+ N + k| — (k)

Dann gilt wegen

3(k) _ O (%) 00 (L .
|6+N+k|—5(k:)_|E+N+k|—o(}€)_O()_o< ) ke

dass ein ko € N und eine Konstante C' > 0 existieren derart, dass

> | =y w0
m=k+1 |b+N+m| —5(7’)’1/) m=k+1 m |b+N+m| —5(m)

33



Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

34

<e-(C+e)

(k)

fiir alle k > ko. Wir haben gezeigt, dass die Reihe > BENTEI30E)

k=0

absolut konvergiert, also

folgt mit Satz 1.36, dass das unendliche Produkt [] Cj absolut konvergiert, etwa gegen
k=0

C'=][Ciell,o) mit C'>Cj-..-Cj firalle ke N, (3.7)
k=0

denn C}, > 1 fiir alle k € Ny. Demnach gilt mit (3.3)—(3.7), dass

ma L < ma L ma ]ﬁ 1
X X — X —_—
bek |[T(b+ N + k)| — bex [I'(b+ N)| bvek iz |b+ N + j]
k-1
1 1
< R - -
<w oo ey
cr = 1
< — : = - -
T+ N)| = b+ N+ —d())
ol k-1 c
—_ J
IT(b+N)| 5= b+ N+
k-1
O/'C// 1 . 1
- T+ N)| 5= b+ N+
1
=C- = , keN,
IT(b+ N + k)|

wobei C := C'-C” > 0; im Fall k = 0 folgt mit (3.3) und (3.7), dass

1 c"
max < — < — .
bek [T(b+ N)| =~ [T(b+ N)| ~ |T(b+ N)|

Zusammen mit () folgt, dass

= 1 P 1 zm = 1 |z|™
/7 .\ m /7 T\ m S /7 .« __\| m —
bk %r(wm) (@m mz::OF(Hm) (@m sgzm;l T my | @ml 2o
- 1 2|
< - |(@)m]
m§+1 |F(b+m)| m|
<C-¢

fiir alle n > N. Insgesamt haben wir gezeigt, dass die durch

Zm
K
m:

" 1
f‘rL :C— (Ca fn(b) = =Y Y ( )m
ﬂ;r(wm) “

definierte Folge (f,) der jeweils auf ganz C holomorphen Funktionen f,, lokal gleichméfig

neNp

oo
1 m . . . . . . . .
gegen b — Zo N=m) (@)m % konvergiert. Trivialerweise ist C eine offene Teilmenge von sich
m=

m

selbst. Mit dem Satz von Weierstraf folgt nun, dass die Funktion b — Y m (@)m %7
m=0

holomorph auf ganz C ist. Multipliziert mit der meromorphen Funktion b — I'(b) erhalten
wir die hypergeometrische Funktion 1 F} (a; -; z). Daraus folgt die Behauptung. (]



3.2. Uber die Whittaker-Funktionen M und W

Es seien X := {—(m+1)/2:m € No} und Xy := {n/2 : n € Z}. Wir definieren fiir Parameter
k € C, p € C\ Xy, die Funktion

1
Me,:C —=C, M,,u(z):= e=F/2 yatu 1Fy (2 +p—k; 1+ 2u; z) , (3.8)

sowie fiir Parameter k € C, p € C\ Xy, die Funktion

I'(—-2
Wep:C = C, Wgu(z):= % M ,(2) +

fG-n—n)

M, , und W, , sind die sogenannten Whittaker-Funktionen.

I'(2p)

Y M, _ (). (3.9)

3.10 Satz: (i) Fir Parameter k € C und p € C\ Xp bzw. p € C\ Xy sind die Whittaker-
Funktionen M, ,, bzw. W, , jeweils holomorph in der geschlitzten Ebene C~. Zudem erfillen

M, ;. und W, ,, fiir die oben festgelegten Parameter jeweils die Differentialgleichung
1 & % — ,u2

Y/I _ = -
(x)-i—( 4+x+

> Y(z)=0, z>0. (3.10)

(it) Fir Parameter z € C~ und p € C\ Xy bzw. p € C\ Xy sind die Funktionen k — M, ,,(2)
bzw. Kk — W, ,(2) jeweils holomorph auf ganz C.

(#ii) Fir Parameter k € C und z € C~ sind die Funktionen
C\Xm—C, pw— M,,(z), und C\Xw —C, p—W,,(2),

jeweils holomorph. Samtliche Polstellen von M, .(z) in den Punkten p € Xy sind von erster
Ordnung. Insbesondere ist 1 — M, ,(z) fir die oben festgelegten Parameter meromorph auf

ganz C.

Beweis: Nach Definition gilt z#* = e#1°2(*) wobei log den Hauptzweig des komplexen Logarithmus
bezeichne. Daher ist z € C~ vorauszusetzen. Fiir Parameter z € C7, k € C, wissen wir aus Punkt
(iii) des Satzes 3.9, dass die Funktion p — 1Fy (3 + p — #; 1 4 2p; ) Polstellen genau fiir 1 € Xy
besitzt. Bekanntlich besitzt die Gammafunktion Polstellen genau in 0, —1, —2, ..., die alle von erster
Ordnung sind. Dies rechtfertigt die obige Definition der Whittaker-Funktionen M und W.

(i) Es seien K € C und p € C\ Xjs. Dann ist mit den Abbildungen
1 1
z s e 22 2 23t = o(3 M) 108(2)  ng s 1F1 (2 +u—n;1—|—2u;z)

auch die Whittaker-Funktion z — M, ,(z) = e /2 y3th 1F1(% + pu—k; 14 2p; 2) holomorph
in der geschlitzten Ebene C~. Wir berechnen

d 1 %—i_u —z/2 id4u / 1

@Mw(x):,g M () + M, . (z) +e e R G b p sl 2 )
d2

T2 wou ()

— My (o)- (5 -~ 11 s g [_ZEHIE p (L P+ 20
- o\ T 4 T 72 € T = 141 2 1% K ;T

1+2 1 1
+< —;Nl> 1 Fi <2+,u/<;;1+2u;x>+1F{’ <2+un;1+2u;m>}
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Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

wobei wir im letzten Schritt Punkt (i) des Satzes 3.9 mit @ := 3 + 4 — £ und b := 1+ 2
verwendet haben. Insbesondere gilt fiir Parameter k € C und g € C\ Xy, dass mit den

Abbildungen
(-2 (2
z 1(7'@ M, . (z) und zw— 1(7#) r—p(2)
L(z—p—r) D (3+n—r)
auch die Whittaker-Funktion z — Wiy (2) = —o2) - M, (2) + =20 M, (2)
il F(%f,ufn) L F(%+M7N) fmH
holomorph in der geschlitzten Ebene C™ ist, und
1 K L u2
W:#(l')ﬁ- <_4+$+ 4 2 >W,€‘u($)
['(—2p) " L K % - M2
— -4 M,
Fr s (M + (54 ) M
F(2,U) " L,k i - (*:U')Q
—— 4 — M,
=0, x>0.

(ii) Fiir Parameter z € C~ und p € C\ X/ sind nach Punkt (ii) des Satzes 3.9 die Abbildungen

1
m—>§+u—f<a und a+— 1Fi(a;14 2u;2)

holomorph auf ganz C, also trifft dies auch auf die Hintereinanderschaltung beider Funktionen
und schlieRlich auf x +— M, ,(z) = e=*/2 z3t1 | 1y (3 + 1 — K31+ 245 2) zu. Die Behauptung
fir K — W, ,(2) mit z € C~ und p € C\ Xy folgt analog mit (3.9).

(iii) Es seien z € C~ und k € C beliebig, aber fest gewidhlt. Im Beweis von (ii) des Satzes 3.9

haben wir gezeigt, dass die Potenzreihe Y (3 + p — k) 27 fiir feste x € C,

m=0

1
m  D(14+2p+m)
uw € C\ Xy und z € C~ absolut konvergiert. Insbesondere diirfen wir die Grenzfunktion

m
z

pe S (A+p—r) m 2+ definieren. Offenbar sind die durch
m=0

m

" (1 1 P

m=0

definierten Funktionen f, jeweils holomorph auf ganz C.

Es sei uyp € C. Wihle 0 < p < 1. Wir betrachten die abgeschlossene Kreisscheibe mit
Radius p um po, K := K,(uo) C C, als Umgebung von po. Es sei ¢ > 0. Wihle o/ > 0,
sodass KU{1+2u:p€K}U{s+pu—r:p€K} C Ky(u). Setze K" := K, (po) und
R := max |b| > 0. Nach dem Beweis von Punkt (iii) des Satzes 3.9 existieren eine Konstante

C > 0und ein N € N, so dass

— (1 1 2 (1 1 Zm
new mz_20<2+“_“>m T(1 + 25+ m) m!_n;)<2+”_”)m T(1+2u+m) m!
< sup 3 (1 +u— n) ! 2™
pekK = 2 ml T(L+2u+m)| m!
< sup i (R)m # w
R (T e
< C- sup i(R)m%l—m<Cs
bek’ T IT(b+m)| m!
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3.2. Uber die Whittaker-Funktionen M und W

fiir alle n > N, wobei b= up — p' € K'. Wir haben gezeigt, dass die Funktionenfol-
ge ( f’ﬂ)neNg der jeweils auf ganz C holomorphen Funktionen f,, lokal gleichméfig gegen

2™

o0

oy (% +p— K)m m =+ konvergiert. Trivialerweise ist C eine offene Teil-
m=0

menge von sich selbst. Mit dem Satz von Weierstraf folgt nun, dass die Funktion pu +—

> (%—&-u—ﬁz)m m % holomorph auf ganz C ist. Daher ist p — M, ,(2) =

m=0

e #/2 y3tu (1 +2u) 20 (% +p— n)m m fn—m, meromorph auf ganz C, mit Polen
erster Ordnung genau fiir © € Xps. Analog folgt, dass p — M, _, meromorph auf ganz
C ist, mit Polen erster Ordnung genau fiir u € =X = {(m + 1)/2 : m € Ny}. Da die

Gammafunktion Polstellen erster Ordnung genau in 0, —1, —2, ... besitzt, folgt (iii). |

Ist speziell x = 1/2, so gilt wegen 1F1(0;1;2) = 1, dass M o(2) = 21/2e=%/2 fiir jedes z € C~.
Zudem folgt, dass

G, M; ,(2)

I'(-2
lim W, (=) = tim "2 gy My u(z) + limy 10 5 i

u—0  2H n—0 F(—’u,) n—0

1 1
_ 5;21/26—2/2 + §Z1/2€—z/2

=222, seC.
Damit erhalten wir
Wi o(2) = lim Wi  (2) = 22722 = My ((2), zeC. (3.11)
2> pu—0 2’ 2>

3.11 Satz: FEs sei k € C. Dann gilt:

(i) Fiir jedes fest gewdhlte z € C™ ldsst sich die Funktion W, .(z) aus Satz 3.10 (iii) analytisch
fortsetzen in

Wimye(2) :=lm Wy ,(2), meZ,

wobei der Limes iber eine beliebige Folge n — m/2, u € C\ Xw, verlduft. Die so entstandene

auf ganz C holomorphe Funktion bezeichnen wir wieder mit W .(z).

(it) Die Funktion W, ,(-) aus Satz 3.10 (i) lasst sich analytisch zu einer holomorphen Funktion
auf C~ fortsetzen, fir die p aus Xw sein darf. Diese Funktion bezeichnen wir wieder mit
Wi (); sie erfillt auf (0,00) die Differentialgleichung (3.10).

Insbesondere gilt W, _,,(2) = W, (%) fir fest gewdhlte k € C, z € C7, d.h. Wi, .(2) : C — C ist
eine gerade Funktion.

Beweis: Fiir einen Beweis von (i) und (ii) sei auf Buchholz [1], S.19-23, verwiesen. Dort wird der
Grenzwert

lim W, . (2), meZ,

iiber eine beliebige Folge 1 — m/2, p € C\ Xy, fiir fest gewdhlte xk € C, z € C™, sogar explizit
berechnet.

Dass W, _,(2) = W, () fiir fest gewdhlte x € C, z € C, gilt, folgt fiir 4 € C\ Xy unmittelbar
aus (3.9) und fiir 4 € Xw mit dem Grenziibergang aus (i). O
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Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

3.12 Satz: (i) Falls k € C und u € C\ Xy, so gilt
My o(z) = 2" Y2 1+ 0(x))  firz —0+.

Sind k,u € C derart, dass u— k # —1/2,-3/2, ..., so gilt

F(l + 2“’) e9c/2 —K

M,{’u(fl/‘) ~ m T f'U/T T — Q.

(i1) Falls k € C und v € C\ Xy mit 0 < Re(u) < 1/2,u # 0, so gilt

I'(2u) _ ['(—2u) 3_ .
W — u+1/2 u+1/2 O ( 5 Re(u)) — O .
S e B v RS fir e =0+

Fiir beliebige k,u € C gilt

Wiew(x) ~e /22" fiir x — oo.

s

Beweis:

(i) Es seien k € C und u € C\ Xj;. Aus der Darstellung (3.8) folgt sofort, dass

M, . (x 71 1
W*Tl(/,)*l:e 2R <2+un;1+2u;x) —1
€ 2
:(1—§+O(x )) (1+0(z)) — 1
=0(z) firz—0+.

Fir den Beweis des asymptotischen Verhaltens von M, , fir grofe x sei auf Buchholz [1],

S.90-91, verwiesen, insbesondere auf Gleichung (3) auf Seite 91.

(ii) Es seien x € C und v € C\ Xy mit 0 < Re(u) < 1/2,u # 0. Aus der Darstellung (3.9) und
(i) folgt unmittelbar, dass

~ T(—2u) I'(2u)
Wi () I‘(% —u— k) Myul@) + F(%—i—u—n) wu()
= FI ey PO (1) ¢ e 0 (+)
3 = U — K 3 U — K
_ I'(—2u) u+1/2 I'(2u) —ut1/2 2 _Re(u) ..
771"(%—u—/€)z +7F(%+u—n)z +O(x ) firz —0+.

Fir den Beweis des asymptotischen Verhaltens von W, , fir grofe x sei auf Buchholz [1],
S.90, verwiesen, insbesondere auf Gleichung (1b). O

Definiere die entlang der positiven reellen Achse geschlitzte Ebene C(~) := C \ [0, 00).

3.13 Satz: Es seien p < 1/2 und x > 0 beliebig, aber fest gewdhlt. Dann gilt:

. I'(3-p—u I'(i-p—u .. _
(i) Wy u(x) =Wy a(x) und %Mpv_u(x) = %Mpﬁ_ﬂ(x) fiir jedes u € C(—),
(i) W, /x(x) € R fiir alle A > 0.

T (1-p+y/IN)

(ZZZ) Wp,_\/m(iﬂ), WMIL\/W(JI) eR f'l,”" alle A < 0.
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3.2. Uber die Whittaker-Funktionen M und W

(iv) Die Funktion

uHF(%—pfu) d

TA—2a)  azlr(@)

ist holomorph in C=), und die Funktion

d
U = Wy u(x)

ist holomorph auf ganz C.

Beweis: Man beachte, dass nach dem Beweis von Satz 3.10 (iii) die Funktion

1

T(1 42 e

T

fiir fest gewéhlte x € C und z € C~ holomorph auf ganz C ist.
Es seien nun p < 1/2 und x > 0 beliebig, aber fest gewéhlt.

(i) Dies folgt unmittelbar aus dem Aufbau der Whittaker-Funktionen und der Eigenschaft I'(z) =
I'(2) fiir alle z € C\ (—Np).

(ii) Nach Satz 3.11 ist W), .(x) eine gerade Funktion, und mit (i) folgt, dass
Wp,iﬁ(x) = Wp,—iﬁ(x) = Wp7iﬁ(a:)
fiir jedes A > 0, also gilt W, ~5(z) € R.

(iii) Es sei A < 0 beliebig, aber fest gewéhlt. Offensichtlich gilt \/|A\| = 1/|A|, und zusammen mit
(i) folgt, dass
Wp7— IM(I) = Wp,i—\/m(r) = Wp,— |>\|(I)

und

r(3-p+viN) r(3-p+vIN)
L2y VP ra+2yi) VP

(iv) Vollig analog zur Rechnung im Beweis von Lemma 3.15 (iii) erhalten wir, dass

T (% —-p- u) d
(2w e

(1 —2u) 2 P
—x/2, . —u+1/2 d 1
+e x alFl §—u—p;1—2u;x
F(%—p—u) 1 1w L _wu—p
= _\z = 7/ ——M, _, 2 M, _., 2 —x/2, . —u+1/2
T(1— 2u) { yMp—u(@) + = My (@) + S e e
1 1 1 1
1k <2+ (—u+2> - (p—2> ,1—|—2(—u+2> ,x)}
F(i-p—u) 1 1w i—u—-p 1
_ 1‘\2(1 _72/”) {—2Mp’u(l') + 2 Mp77u(fE) + 21_7% ﬁ Mp_1/27_u+1/2(x)}
1F(%—p—u) — F(l—p—u)
—_— a7 M —u 2 2 M —u
2 T(1-2u) p—u(®) + T [(1—2u) p—u(T)

39



Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

1 L(z3-p-u)
+(370-7) T gy Moo Qm}

fiir alle v € C7), so dass 1 — 2u # 0,—1,—2,... und 2 — 2u # 0,—1,—2,..., und durch

analytische Fortsetzung von

1F(l—p—u) —u F(l—p—u)
) F2(1—2u) My—u(@) + =3 F2(1—2u)

N

Mp,—u(x)

1 I(5-p—u)
#(3-wr) mar sy M 2@)}

sogar fiir alle u € C(-). Da wir bereits wissen, dass die Funktionen

1
5 —u
U 2 )
X
r—)l
U— - —p—u
B p )
I'(z-p—u)
oy 2 P gy
U s Mol

1 I'(}—p—u)
“ (2 e p) T 2+ 12) ez (@)

jeweils holomorph in C() sind, trifft dies auch auf die Funktion

Fr(i-p-w) d )
T —20) dp el

7.
Nach Gleichung (43b) auf S. 47 bei Buchholz [1] gilt

A fay Woul@) | oz Weri2u-1/2(2)
dz x7u+1/2 rl-u

fiir alle u € C. Mit der Produktregel folgt, dass

d —x u—
dz (e Pz 1/2) Wpu(z)}
_ _le—x/qu—l/Q +u— 1 e—m/2xu—3/2 W, (a:) + e—m/2xu—1/2 . iW (.Z’)
2 2 by dg  PY
und damit
d 1 1w 1
aWp’u({L‘) = §Wp’u($) + 27I/I/VZ)’,,_L(£L') — ﬁ Wp+1/2,u71/2(x)

fiir alle w € C; mithin ist
d
U aWpM(x)

als Summe holomorpher Funktionen selbst holomorph auf ganz C. O

3.3 Uber einen Differentialausdruck zweiter Ordnung

In diesem Abschnitt verwenden wir den folgenden auf C(-) = C\ [0, 00) holomorphen Ast der
Wurzelfunktion (-)?/2, der wie folgt definiert ist:

)2 = Ve,
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3.3. Uber einen Differentialausdruck zweiter Ordnung

wobei | = rei® € C(-), r >0, ¢ € (0,2r). Wir bemerken, dass {u =i-(1)/2:1 € CH)} C Hy gilt;
dabei bezeichne H; = {z € C : Re(z) < 0} die linke Halbebene.

In diesem gesamten Abschnitt sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Der Differentialausdruck Tp ist definiert

durch
22

1
() (@) = — (2% (2)) - (px -7t 4> y(z) fast iiberall in (0, 00), (3.12)
wobei z — y(z) und z — 2%y’(x) absolutstetig sind.

Wir suchen nach Losungen des Eigenwertproblems 7,[y] = ly, | € C(7), via Ansatz. Falls y(z) =
Y (z)/x die Eigenwertgleichung 7,[y] = ly erfillt, so ist

0= (2 (2)) + (pa? - %2 + i + l) y(z)

dquivalent zu
1 p 1/4+1
0=Y"(z)+ <—4+x+ - >Y(x), (3.13)
fiir z > 0 fast iiberall. Wie wir bereits wissen, 16sen die Whittaker-Funktionen M und W die
Differentialgleichung (3.13). Definiere die Funktionen a,(-,1) und 8,(-,1) auf (0, c0) durch

MMP _u(2)/,

ap(x,l) = Wpu(z)/z bzw. B,(x,1) = I'(1—2u)

/2.

wobei u =1- (1)

3.14 Lemma: Es seip < 1/2 eine reelle Zahl. Es seienl € {z € C : Im(z) > 0} und u = i-(1)!/? €
{z € C: Re(z) < 0,Im(z) > 0}. Dann gilt:

(Z) ap('vl) ¢ LQ(Oa ]-); ap(‘vl) € L2(1,OO).

(“’) /Bp(vl) € LQ(Ov 1): ﬂp(J) ¢ L2(1,OO).

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt

M, 1., (x . 1
#4-1(/2) =e %% Fy <2:|:up;1:|:2u;:17> —1
fir z — 04, also
My o(z) ~ 22 fiir 2 — 04 . (%)

(i) Aus (%) folgt mit Re(u) < 0 und Im(u) > 0 sofort, dass die Funktion z — F(%I%Mp,_u(x)/m

zu L?(0,1) gehoért. Da Re(—2u) > 0 und Re(—u—p+1/2) > 0, folgt zudem, dass die Funktion
T %Mp,u(x)/x nicht in L?(0,1) liegt. Die Funktion a,(-,1) ist nach (3.9) fiir jedes
2 u
2 > 0 eine Linearkombination
1 I'(—2 1 I'(2
N 2

x m p,u(l‘) + ; W p,_u(x)

der beiden eben untersuchten Funktionen
1 I'(—2 1 I'(2
e 71( v) My(z) und o — —5—"— (2u)
z I(z3-p—u) z (3 -p+u)

mithin gilt a,(-,1) & L*(0,1).

p—u(2);

Andererseits gilt nach Satz 3.12 (ii), dass

_ Wou(@)P
——

~e T2 0,

o (2, D)2
also ist (-, 1) € L?(1,00).
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Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

(ii) Aus (x) folgt mit Re(u) < 0 und Im(u) > 0 sofort, dass die Funktion S,(-,1) zu L?(0,1)
gehort.

Aus Satz 3.12 (i) ist bekannt, dass
Bp(x,1) ~e*/?27P~1 fiir & — oo
und damit S,(-,1) ¢ L*(1,00).
3.15 Lemma: Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Es seien | € C(=) und u :=1i- (1)1/2. Dann gilt:
(i) Die Funktionen oy (-,1) und B,(-,1) sind Lisungen von 7,[y| = ly.
(ii) - W {a,(x,1), By(x, 1)} = 1 fiir alle z > 0 und alle | € C).
(iii) % VAW, \vx@), M, ; /5(x)} =1 fir alle x > 0 und alle A > 0.
Beweis:

(i) Dies folgt unmittelbar aus den Bemerkungen zu (3.13).

(ii) Es seien a € C und b € C\ (—Np). Dann gilt

d > (a " a
dmlFl(Wb;x):ZEb))nii ﬁ:glFl(a‘Fl;b‘Fl;x)
n=0 n :

fiir alle > 0. Es seien x € C und p € C\ Xy . Wir berechnen

d 1 Ly . d 1
@Mn,u(x) = —§M,@7M(z) : - wu(T) + e /21”“+1/2& 1F1 (2 +p—r L+ 20 33)

1 4w 3 +u— o /2 it 1/2
— 2MW()+ P, ()JFW T
1
- 142
() (e
1
1 + u 1
:_7mgﬂ(y+2 A&M@)+21+%L 7z Mem1p2put12(@); @ >0,

Insbesondere gilt fiir jedes fest gewahlte u € Hy \ Xy, dass

d 1 Ly Litu—p 1
@Mp,iu(x) = —gMp,iu(fU) + 22— My ru(z) + 21T2u 7 My 1/2 tusr2(z)  (+)

fiir alle z > 0. Nach Satz 3.10 (i) ist die Funktion = — 2% - # {a,(z,1), By(z,1)} stetig
differenzierbar auf (0, 00). Wir berechnen

W W gl ), Byl )} = 22 {a (1) Byl 1) — Byl 1) (D))

L(z-p—u)
= W W AWy u(x), My (2)}, x>0,
sowie
d F(l—p u)
a7 @ 0,8 D)) = =25 W AW (w), My ()}
_TG-r-u p y
=0
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3.3. Uber einen Differentialausdruck zweiter Ordnung

fiir alle z > 0, wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass M, _,, und W, ,, die Differen-
tialgleichung (3.13) erfiillen. Die Funktion
1

M W AWy u(x), My, ()}

x;_)x2-W{ap(x7l)ﬂﬁp(xﬂl)}: (1 —2u)

ist also konstant auf (0, 00). Mit (3.9), (+) und Satz 3.12 (i) folgt schlieflich
W AWy, u(@), My, —u(x)}
My u(z) - M;/;,—u(x) — My () -

= My (o) { =200, o) + 2, )+ 2 Ly (2)
_I‘(l—u—p) pruld 9Pl T prmul® 1-2u x p=1/2,—ut1/2\T

—Mp,—u(z) - {_;Mp,u(x) +

%ngffﬁm{(i‘“>‘<§+“>}

. . L(=2u) _ _I'(1-2w)
fiir + — 0+, und zusammen mit 7F(%7u7p)( 2u) F(—u—p) folgt, dass

PGP (), My (@) =1

= W o), Bplan D} = 5

fiir alle > 0. Nach Satz 3.13 (iv) kénnen wir die Funktion

e PG

analytisch auf ganz H, fortsetzen; offensichtlich ist dies fiir die Funktion u — 1 ebenfalls

moglich, so dass die Gleichung

2 W {ap(x,1), Bplz, 1)} = w S AWpa(), My —u(z)} =1, >0,

sogar fiir alle I € C(-) bzw. alle u € Hj gilt.
(iii) Dies folgt analog zu (ii). O

3.16 Bemerkung: Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes hingen die folgenden Funktionen bzw.

der folgende Raum von p ab:
si=s", sa=sY, fu=fP, f=fP, Mp=MP, pp=0%, A =25,

Zur besseren Lesbarkeit wird dieser Zusatz meist weggelassen. In den konkreten Rechnungen ist

stets zu sehen, dass die eben aufgezihlten Funktionen bzw. der genannte Raum von p abhdngen.

3.17 Satz: Es seien p < 1/2 eine reelle Zahl und 1, wie in (8.12) definiert. Dann liegt bei a = 0
und bei b = oo jeweils der Grenzpunktfall vor. Das durch

(1) = 55(1) =0, so(1) = si(1) = 1,

eindeutig bestimmte System von Fundamentallosungen si(-,1),s2(-,1) von Tply] = ly kann firl €

C) und x > 0 dargestellt werden durch

s1(z, 1) = ap(1,0)Bp(z, 1) — Bp(1, Day(x, 1),
so(x,1) = B, (1, 1) oy (z,1) — ap,(1,1)Bp(x,1).

Dabei steht 1 fir d/dx.
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Beweis: Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt die Tatsache, dass bei a = 0 und bei b = oo

jeweils der Grenzpunktfall vorliegt, aus Lemma 3.14 und der Weylschen Alternative.

Sei nun I € C(~) beliebig, aber fest gewiihlt. Dann sind die im Satz definierten Funktionen s (-,1)
und sa(+, 1) nach Lemma 3.15 (i) jeweils Losungen von 7,[y] = ly. Offensichtlich gilt

s1(1,1) = sh(1,1) =0
fiir alle € C~), und mit Lemma 3.15 (ii) folgt, dass
52(13 l) = 5/1(15 l) = ap(la l)ﬁ;(Ll) - BP(L Z)Oé;(l, l) =1

fiir alle [ € C(-). Damit folgt die Behauptung. O

Aus Satz 3.17 folgt zusammen mit Satz 3.4, dass der maximale von 7, erzeugte Operator T,
selbstadjungiert ist. Die charakteristischen Funktionen f,, f, von T, kénnen nach Satz 3.5 und
Satz 3.17 fiir [ € {z € C: Im(z) > 0} dargestellt werden durch

AN ol (1,1)
© B(L,0)

Mit Lemma 3.15 (ii) folgt, dass die Funktionen M) aus der charakteristischen Matrix von T}, fiir
l € {z € C:Im(z) > 0} wie folgt dargestellt werden konnen:

fa(l)

on (L) ap(1,1)?
Mul) =235+ 5,00
Mia(l) = Maa(l) = 5+ (1,05,(1,1),

Mgg(l) = ap(l, l)ﬁp(l, l)

Bp(1,10),

3.18 Lemma: Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Dann gilt
(i) pjr(X) =0 fir jedes A <0, j,k=1,2.

(i) fiir jedes A > 0, dass

%pn(/\) = # sinh(27VA) [D(=iVA — p+1/2)* o (1,1)2,
o) = o (N) = g sinh(2nvA) [D(-ivA —p+ 1/2)P 01, ap(1, ),
%pgg(/\) = # sinh(27V\) |T(=iVA — p+1/2)% a,(1, M)

Dabei ist

ap(l,A) == 513& ap(LA+ie) =W, 5(1),

o (1, ) == Eli)%l+ (1, A +1ie) = Wz/;,iﬁ(l) -W, (D),

fiir alle A > 0.

Bewets: Wie wir aus Satz 3.10 und Satz 3.11 wissen, sind die Funktionen ! — «,(1,1) und
I — B,(1,1) jeweils holomorph in c),
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(i) Aus Satz 3.13 (iii) ergibt sich, dass
ap(x 4+ h,A) — ap(x, A)

aap(a:, A) = ilzli% W ER,
d o Bl R A) = By(x, )
e ) = fi PRI o

fiir alle A < 0, x > 0. Zusammen mit der Bemerkung zu Beginn des Beweises und Satz 3.13
(iil) und (iv) folgt unmittelbar, dass p;x(A) = 0 fiir alle A < 0, 7,k = 1,2. Offensichtlich gilt

5

o SR
pin(0) = Jim i / T { Mp(t +ie)}dt =0, ik = 1,2.
)

(ii) Nach Satz 3.13 (ii) gilt fiir jedes fest gewéhlte « > 0, dass a,(z,A) € R fiir alle A > 0 und

damit auch
ap(T 4+ h,A) — ap(x, A) cR

3 or(®A) = lim

fiir alle A > 0, x > 0.

Es sei A > 0 beliebig, aber fest gewiihlt. Dann gilt lir(r)1+i- (A +ie)1/2 = iy/A. Nach der
E—r

Bemerkung zu Beginn dieses Beweises und Satz 3.13 (iv) sind die Funktionen

U= Wp,u(l),
u— W, (1) = Wyu(1),
e WM;D,_U(I),
"~ W{Mé,u(l) — M, _.(1)},

jeweils holomorph in {z € C: Im(z) > 0}. Daher gilt

A+6
.1 : . .
pir(A) = 52%1 - / 81_1>%1+ Im{M,,(t +ie)}dt, j,k=1,2.
5
Wie man leicht nachrechnet, gilt
By(1,A) — Bp(L, \) = %sinh(%ﬁ) ID(—ivVA — p+ 1/2)]2 o (1, \), (3.14)

wobei wir vor dem Hintergrund der Konvergenz lilr(r)l+ i(\ +ie)?/2 = i/ erhalten, dass
E—r

ap(1,A) = lim ap(1,A +ie) = W, ;. x(1),
/ BT ’ . _ ’
ap(1,A) o= lim ag (1A +ie) = W) <(1) = W, 5 (1),
r (% —p—iﬁ)
M, (D).
L(1—-2ivA) P

Bp(1,A) = lim By(1, A+ i) =
Es folgt, dass

. N . 2 2
51—1>%1+ Im{Mi1(t +1ie)} = %smh(%r\/i) IT(—ivt—p+1/2)| a,(1,1)7,

lim Im{M i = lim Im{M- i
Jino, Tmd Mio(t +ie)} = lim Tm{May(t +ie)}

% sinh(2mvt) [T(=ivVt — p +1/2)% oy, (1, ) (1, ),
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1
lim Tm{M,(t +ie)} = — sinh(27Vt) [D(—ivt —p + 1/2)* o, (1,1)?,
e—0+ 2

fiir alle ¢t € (5, A + §). Da wir den Grenziibergang 6 — 0+ in der Darstellung der Funktionen
p;k berechnen méchten, bemerken wir, dass nach Satz 3.11 und Satz 3.13 (iv) die Funktionen

u—= Wyo(l) und we—= W, (1) = Wyu(1)
holomorph auf ganz C sind; zudem gilt

. 1 . . 2
t1_1>r51+ 33 sinh(27vt) [T(=ivVt —p+1/2)2 =0, falls p <1/2,

1 ..
ﬁsmh@w\/i) IT(=ivt)]? ~ W fir t — 0+, fallsp=1/2.
Daher gilt
A0 1
- N 2 2
p11(A) = 51561 52 sinh(27vt) |T(=ivt — p +1/2)| a,(1,t)7dt

S sinh(27v/t) [T(=ivt — p+ 1/2)] o), (1,)%dt,

Il
o—
gl
—

und mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass

d 1

o =573 sinh(2mVA) [D(=iVX —p +1/2) ol (1, M)

Vollig analog erhalten wir die behaupteten Formeln fiir die Funktionen p12(\) = p21(A) und
p22(A). O

Wir betrachten nun A—messbare vektorwertige Funktionen ¢(-) = (¢1(-), ¢2()) : R — C? und
setzen

o= | 2@ e ()

oo Gk

wobei es sich bei den Integralen bzgl. dp;i(A\) um Stieltjessche Integrale handelt. Wie im Absatz

nach Lemma 3.7 beschrieben bilden wir den Hilbertraum 52 := {¢ : ||¢|| < oo} mit Skalarprodukt
2

mmf/Z@ ViR dpsi()

oo Jsk=1

und Norm ||¢|| s := ||¢||. Der Hilbertraum ¢ héngt von p ab, 5 = J,.

Fiir den Rest dieses Abschnittes bezeichne p,, die auf (0, 00) definierte Funktion

PN =55 smh(sz) ’ (—p—lf) (3.15)

3.19 Lemma: Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Es seien 7, wie in (3. 12) deﬁniert und T, der
mazimale von T, erzeugte Operator. Die Funktionen s; = s&”) und sy = 52 ) bilden das in Satz

3.17 beschriebene System von Fundamentallosungen der Differentialgleichung 1,[y] = ly. Fir jedes
A>0 gilt
sj(z,A) = lim sj(x,A+1ie), j=1,2, (3.16)
e—0+

bzgl. der expliziten Darstellung aus Satz 3.17.

Des Weiteren sei p, die in (3.15) definierte Funktion. Dann gilt:
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3.3. Uber einen Differentialausdruck zweiter Ordnung

(i) Der Operator W, : L*(0,00) — .,

B B
(U;f)()\) = (¢1(N),p2(N)) =  Llim. (/ sl(x,A)f(x)dx,/sz(x,)\)f(x)dx) , A>0,
A

A—0+, B>
A

ist unitdr, und der inverse Operator (W,)~" : 7, — L*(a,b) ist gegeben durch

N
(W)~ (@1, d2) (@) = f(a) = Lim. /ap 2, M) {¢1(N)aj, (1, ) +é2(Nap(L, A} pp(A)dA, 2> 0.
0
(i1) Fiir jedes f € D(T,) gilt
N
(Tl (e) = Lian, [ e ) {00 (14) + 62(Nap(L )} X (N, > 0
0

insbesondere ist der Operator u; oT,o (U;)*l : G, — F, in ,Diagonalform®, d. h.

(U, 0 Tp o (W) ™) (d1, d2)(A) = (A= d1(A), A= p2(N)), A > 0.

Dabei steht 1.i.m. fiir ,,Limit in mean®, d. h. den Limes bzgl. ||-|| 5, bzw. den Limes bzgl. ||| 12 (0,00)-

Beweis: Dass (3.16) gilt, ist leicht zu sehen.

Unter den Voraussetzungen des Lemmas folgt mit Lemma 3.18 fiir jedes ¢ € /7, dass

N—o00 N—o00
—-N J,k=1

5 N
Lim. / S 55 N0 (Vo (3) = Lian. [ () {01(Nap(1,3) + G2(Nan(1, Aoy (VA
0
fiir jedes > 0, und durch Anwenden des Satzes 3.8 folgt die Behauptung. O
Wir definieren den Operator W) : .7, — L?((0,00); pp(A)dA) durch
Uy (1, P2)(A) 1= (1, \)p1(A) + ap (1, N)da ().
Dann gilt das folgende

3.20 Lemma: Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Dann ist der eben definierte Operator W : 7, —
L2((0,00); pp(A)dA) unitir, und der inverse Operator (U))~" : L*((0,00); pp(A)dX) — 2, ist ge-
geben durch

(U )(N) = (=B,(1, N)g(N), By(1,X)g(N))-

Beweis: Offensichtlich ist U} linear. Es sei (¢1,¢2) € 7. Dann gilt

(61, ¢2) 115, ¢ (N) (M) dpjr(N)
7’ O/J,k—l -
- / 1OV + [ 162000 3) + [ (10500 + 51 (52 dpia ()
0 0 0
= [16:0Pa 107 -, (N + [ 16200 Pay(L. 02 gy (V1A
0 0

47



Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

—w/ﬁqmumwmn@w%@My%mw

= [l¢1 (), (1 22 (0,000, ) + 102 (1) 172((0,00):pp (1))
< ( )a (17 ')7 (b?(')ap(]w ')>L2((0,oo);pp(k)dk)
(P2 (-)ap(1, ), G1(-) (1)) L2((0,00)50p (\)dN)
= (d1(-)ap(1,-) + a2 (-)ap(1,-), d1(-)ap (1) + Ga(-)ap(1, ) L2((0,00):p, (A)dN)
= ||u;7,(¢1a(Z)Q)”%?((O,oo);pp(/\)d/\)a
also ist U; isometrisch. Zudem gilt fiir den durch
(8p9)(N) = (=Bp(1,N)g(N), B, (1, N)g(N))
definierten Operator 8, : L?((0,00); p,(A\)d)) — %, dass
1859115, = 1(=Bp(1,-)g(-), By(1,)g()lI3e,

/m {81 VB (L N (LA + 551 )BT Nay(1,2)°

— (B (1 BN + By (T NBH(1, 1)) (1, M) (1, A) } - pp(A)dx

o0

= [ 19OV {1 NFTEN a1, )8,(L, ) — ap(L. VB (1, M)

0
(1, BRI o (1, A8, (1) = (1, 0)8, (1, A)] - pp(A)dA

/m (@ NN — TGN | - o)A

= ||g||L2((O,oo);pp()\)d)\)
fiir jedes g € L?((0,00); pp(A)dA), wobei wir mehrfach Lemma 3.15 (iii) verwendet haben. Es sei
nochmals erwéhnt, dass o, (1, A), ag,(1,A), Bp(1, A), B, (1, A) fiir A > 0 erklért sind durch

ap(1,A) == lierap(l,)\ +ie) =W, ; x(1),

P,

r (7 - —1\f)
(1 —2ivV)) Mpivall)
, rGor-va)
By(1.A) = Tim_B(1,A+ic) = TR (M 5(1) = M, (1)}

(1, ) == hI(I)lJrOz (LA A+ie) =W i\5(1) -W,ivx(1),

Bp(1,A) == 61_1)%1+ Bp(L,A +1ie) =

Schliefilich berechnen wir
(U5 (Spg))(A) = Uy (=Bp(1, )9 (), B,(1,-)g(-))(A)
- g()‘){aP(L )‘)6‘;(1? )‘) - a;(L A)ﬁp(la )‘)}
=9(\)
fiir alle g € L?((0,00); pp(A)dX). Folglich ist U auch surjektiv, also eine surjektive Isometrie und

damit unitér. Insbesondere gilt (U))~! = 8, und das Lemma ist vollstindig bewiesen. O

Setze U, := U, o U, wobei U, den unitdren Operator aus Lemma 3.19 und U den unitéren
Operator aus Lemma 3.20 bezeichne. Fiir jedes f € L?(0,00) gilt, dass

(Up )N = (UZULF)(N)
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3.3. Uber einen Differentialausdruck zweiter Ordnung

= Lim

RS f(x){oz;(l, A)s1(x, A) + ap(1, A)sa(1,A) }de

B
/
B
~  lim. /f(x)ap(x,x){ap(LA)ﬂ;,(l,A)—a;,(l,x)ﬁ,,(m)}dx
AB
/

(p) (p)

W,iva (@) — 1 g . . C e
—2A e ®/22P7 1 fiir £ — oo. Dabei bezeichne s; = si”, s2 = s3” wie iiblich

denn a,(z,A) =
das System von Fundamentallosungen aus Satz 3.17 fiir 7,[y] = ly; man beachte noch (3.16).

Andererseits gilt mit ¢1(-) = —3,(1,-)g(-) und ¢2(-) = B,(1,-)g(-), dass

(U, "g) () = (W)~ (W) " g(x)

—~

= Lim.
N —o00

ap(2, A {d1 (AN, (1, A) + d2(A)ap (L, A)} - pp(A)dA

ap(, )M {=Bp(1, Moy, (1, A) + B, (1, Nap (1, A)} - pp(A)dA

Lim.
N—o0

ap(z, A\)g(A) - pp(AN)dA

I
22
i
O\Z O\Z O\Z

fiir jedes g € L%((0,00); pp(A)dA). Insgesamt haben wir gezeigt:

3.21 Satz: Es seien p < % eine reelle Zahl, 7, wie in (3.12) definiert und T, der mazimale von
7, erzeugte Operator. Die Funktion p, : (0,00) — (0, 00),
1 2
pp(A) = 33 sinh(27V/\) ’1"(1/2 —p—ivVA)| ,
™

ist stetig und nullstellenfrei®.

Betrachte den Operator U, : L*(0,00) — L? ((0,00); pp(A)dN) mit

U YN = L, [ ay(a2) f (o),
A
wobei Lim. hier den Limes bzgl. ||~||L2((0700);pp(/\)d/\) und in (i) bzgl. || - [|12(0,0) bezeichne. Dann

gilt:

(i) Der Operator U, : L*(0,00) — L? ((0, 00); pp(A)dN) ist unitir.
N

(i) Fir jedes g in L? ((0,00); pp(A)dA) ist (U g)(z) = }\.{i.ﬂn;o. of ap(z, N)g(A) - pp(A)dA.

(iii) Falls Ag(\) € L? ((0,00); pp(N)dN), so gilt
(Up TR, g)(A) = Ag(N)

fast iberall bzgl. p,(X)dA.

6Fs sei daran erinnert, dass die Funktion 1/T" holomorph auf ganz C ist.

49



Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

Dies ist ein Spezialfall von Theorem 1 bei Rosenblum [20], S. 582-583. Der dortige Beweis wird auf
den Seiten 581 und 582 gefiihrt und diente als Rahmen fiir die Herleitung von Satz 3.21 in diesem
Abschnitt.

3.4 Uber die Hilbertsche Matrix

Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Wir betrachten die verallgemeinerte Hilbertsche Matrix H, =
1
n+m+1—p

m,n€Ng ’

3.22 Satz: Fir die Whittaker-Funktion W, ,, gilt die Integraldarstellung

1 o0 1 ptu—1/2 1 u—p—1/2
r (u —-p+ 2) Wy u(z) 2712 = / e 7 (T + 2) (7’ - 2> dr (3.17)
1/2

fir alle x > 0, wobei p < % + Re(u). T bezeichne die Gammafunktion.

Beweis: Diese und einige weitere Integraldarstellungen fiir die Whittaker-Funktionen finden sich
bei Buchholz [1]; die vorliegende Integraldarstellung wird auf den Seiten 59 bis 62 hergeleitet. In
Formel (3) auf Seite 62 setze man ¢ = 0 = ¢ und substituiere ¢ := u — 1/2. O

Setze ¢y, (z) := e */2L, (), > 0, n € Ng. Wie wir aus Abschnitt A.1 wissen, bilden ¢g, ¢1, ¢2, ...
eine Orthonormalbasis von L?(0, 00).

3.23 Lemma: Fir jedes x > 0 und jedes n € Ny gilt
©0 1 n 1 —n—1
/e’“(bn(t)dt = (a: - 2) (m + 2) und |dn(x)] < 1. (3.18)
0

Beweis: Es sei z > 0. Falls n = 0 ist, so gilt wie behauptet [ e *¢g(t)dt = [e t@+1/2dqt =
0 0

(:E + %)71. Sei nun n € N. Fiir jedes j € {0,...,n — 1} folgt mit der Leibniz-Formel, dass

di I/ n! 4
—t(zx—1/2) | (4 —t) _ ,—t(z—1/2) | —1)%e"t tn—j+a
¢ dtJ( ) =e C;J(“)( ) (n—j+a)! ’
und dieser Ausdruck strebt gegen Null, falls ¢ — 0 oder ¢t — oo. Daher verschwinden in der
folgenden n—fachen partiellen Integration sémtliche Randterme; zusammen mit der Transformation

7 :=t(z + 1/2) erhalten wir

—tx _ —t(z—1/2) n,—t
/e On(t)dt = /e g (e ) dt
0 0

o0

Il
SR
7N

S

\
N
~
3
7 N\

8

+
N
~
|
3
L

m‘

3

\}

3

o,

ﬁ

Yy

Fiir den Beweis der Ungleichung |¢,(x)| < 1 fiir alle x > 0 und jedes n € Ny sei auf Szego [23],

I
7 N
8
|

N |

S. 164, verwiesen. a
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3.24 Lemma: FEs seien p < 1/2 und A > 0. Dann ezistiert eine Konstante C, > 0, so dass

W, ivx(@)| < Cp- Wpo(z)  fir alle z > 0.

Beweis: Es sei A > 0. Betrachte zuerst den Fall p < 1/2. Aus (3.17) folgt, dass

Woivs@l = 63 1p+1/2>\frg_27 _m<t+;>p_l/2(t‘;>_p_mdt

1/2

1 1
= I'(= p) W, o(x
ID(VA - p +1/2)] (2 po(s)
=Cp - Wyo(x) fiir alle z > 0.

Sei nun p = 1/2. Zunichst bemerken wir, dass |W% ivxl Wi 1 (0,00) = [0, 00) stetige Funktionen
sind und W o(z) = Vre=®/2 £ 0 fiir alle z > 0. Aus Satz 3.12 (ii) folgt fiir « = iv/A unmittelbar,
dass W%,iﬁ(x) = O(y/x) fiir £ — 0+4. Daher existieren eine Konstante C' > 0 und eine Zahl § > 0

derart, dass

|W;i ()] |Wli ()| ~
Wil euz& < C fiir alle x € (0,9).
leo(iﬂ) \/5

Des Weiteren sind |W1 sva(@) und Wy (@) fiir £ — oo asymptotisch gleich Vze /2 also gibt es
ein N € N, so dass

Wy s @] Wy (@)
Wyol@) Vi ol

20

<3/2 fiir alle x € (N, 00).

Auf dem kompakten Intervall [§, N] nimmt die stetige Funktion |W% ivxl ihr Maximum und Wy o
ihr Minimum an; offensichtlich ist min Wi o(z) = H[l(;ir}v]{ﬁe_z/g} > 0. Somit gilt
xe|o,

z€[6,N]
w
w SN W fiir all 5, N
| %,iﬁ‘ m %70(117) ur a eIE[, ]
ze[5,N] 2
o 5% Vg v
Insgesamt erhalten wir mit C';1 := max < C,3/2, W > 0, dass
2 wclon 50"
|W%,iﬁ| < Cy-Wyg(x) fiir alle z >0,
und das Lemma ist vollstdndig bewiesen. ]

3.25 Satz: Es seien p < 1/2 eine reelle Zahl und U, der unitire Operator aus Satz 3.21. Der
Operator X, sei fir f € L*(0,00) definiert durch

%) @ =10 —p) [T iyt o (319
0

Dann gilt: K, : L*(0,00) — L?(0,00) ist ein beschrinkter selbstadjungierter Integraloperator, und

(Up I, M g) (M) = wg“)

fast idberall bzgl. p,(X)dA.
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Beweis: Wir folgen dem Beweis von Rosenblum [20], Theorem 2, S. 583.

Nach Shanker [21] gilt fiir Re(r + u) > 0, % —p+r¢{0,-1,-2 ..}, dass

Wy 1 o Y Wt
F(r—|—u)F(r—u)p’x(m):F<2+r—p> /(mt)r V2 41)=" 1/2Wp,r(x+t)p’f()dt, x> 0.
0

Im Fall » = 1/2 und u = iv/X fiir A > 0 ergibt sich, dass

o0

1 i +t) W st
r(2+iﬁ>r(—1f> ”f( / ”’fft p’f()dt, x> 0. (3.20)

0

Im Fall » =1/2, u = 0, ergibt sich, dass

I (1/2) WTO(JC) =I(1 —p)7WP’1/2($ 1) Wpo(t)

dt, x>0. (3.21)
T+t t

0

Es sei %.(0,00) die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger auf (0,00). Sei g €
%¢(0,00). Nach Lemma 3.24 existiert eine Konstante C), > 0 derart, dass [W, ; 5| < Cp - Wpo(2)
fiir alle > 0. Damit und aus (3.21) folgt fiir jedes beliebige, feste x > 0, dass

ap(t,A) pp(N)g(N)| df dA

<C,T(1-p) // Wo s ( 41) Wyolt) % sinh (me/\) IT(—iVA = p+1/2)% |g(N)|dt dA

T+t t 2
0 0
—T(1/2) Wpi(w) / # sinh (20V/2) [D(-1VA — p + 1/2)]* [(M)|dA

denn der Integrand ist stetig in A und ¢ hat kompakten Tréger. Wir diirfen nun den Satz von
Fubini anwenden und erhalten fiir > 0 und A > 0 mit (3.20) und

T T T . . 1 ;
Pz)ria-=z = () o (g +i7r\ﬂ> = cosh (/) fiir z:= 5 +ivVAeC\Z,
dass
1 1 us
~“19) (z) = —+i - —i Uslg) (2) = ———— (U 1g) (=
(KU ' g) (2) F(2+\/X>F(2 ﬁ)(pg)() cosh(wﬁ)mip 9) ()
und damit
UKl lg) (A) = ————g(N), A >0 *
( 9) (V) COSh(ﬂ\A)g() > (%)
Wegen ili% m = m ist der Multiplikationsoperator
My, : L? ((0,00); pp(N)dN) — L2 ((0,00); pp(A)dN)
mit

pp(A):%blnh(zﬂf>’ (—p—l\f)

A >0,
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3.4. Uber die Hilbertsche Matriz

und
T

cosh (W\/X) 7

offensichtlich beschriinkt, also ist X, beschrinkt auf 6.(0,00) C L? ((0,00); pp(A)dN). Da (x) fiir
alle g aus dem dichten Teilraum %.(0, 00) von L? ((0, 00); pp(X)dA) erfiillt ist, gilt (x) schlieRlich fiir
alle g in L? ((0,00); pp(A)dN). Der Integraloperator K, : L%(0,00) — L?(0,00) ist also beschrinkt
mit Kern (z,y) = Wy 1/2(x +y)/(x +y) = Wy, 1/2(y + x)/(y + 2); aus der letzten Gleichung folgt
die Selbstadjungiertheit von X,. O

h(A) = A >0,

3.26 Lemma: Es seip < 1/2. Dann gilt

r 1

ny ¥Ym OO n m d:—
Koo )20 = [ (Kba) (@)@l = P
0

fiir alle m,n € Ny.

Beweis: Wir folgen dem Beweis von Rosenblum [19], S. 137-138.

Es seien p < 1/2 und m,n € Ny. Da |¢,| nach oben durch Eins beschrinkt ist, gilt mit der
Transformation 7 := s — 1/2 fiir jedes fest gewéhlte x > 0, dass

ety () e

1/2 0

dt ds

denn die durch F(7) := (7 4+ 1/2)7*(7 + 1)P77Pe~ " definierte Funktion F : (0,00) — R ist stetig
und fiir 7 — 0+ asymptotisch gleich 27P sowie fiir 7 — oo asymptotisch gleich 7~ le=7%. Wir

diirfen also den Satz von Fubini anwenden, und zusammen mit (3.17) und (3.18) folgt, dass

(Kpdn) ( / / <3 + > <s - ;) N e 5@+ s ¢, (t)dt
e ()T () oz

1/2
Wp—n—l/Q,O ({IJ)

ﬁ )
Schliefslich ergibt sich mit (3.22), dem Satz von Fubini und (3.18), dass

=I(1-p+n) x> 0.

( p¢n) (x)d)m(a?)da:

e (DT )T o

1/2

<g<p¢m ¢m>L2(O,oo) =

0\8 0\8

53



Kapitel 3: Uber die Hilbertsche Matriz

oo

1 n+m—p 1 p—n—m—2
:/(s—2> <s+2) ds
1/2
1
= / P
0
B 1
n+m+1—p’
wobei wir t :=1— s-&]-l substituiert haben. Die Anwendbarkeit des Satzes von Fubini folgt aus der
2
Abschétzung
00 0 1\"P 1 p—n—1 o0 1 1\"P 1 p—n—1
—ST _ = - < - _ -
// e (s 2) <s—|—2> Om(z)|de ds < / . (s 2> <s+2) ds
1/2 0 1/2
= /G(T)dT
0
< 00,

wobei wir 7 := s — 1/2 substituiert haben, denn die durch G(7) := (7 4+ 1/2)~ 17" P(7 + 1)P~n~1
definierte Funktion G : (0,00) — R ist stetig und fiir 7 — 0+ asymptotisch gleich 27"~P sowie fiir
T — oo asymptotisch gleich 772. O

3.27 Satz: Es seienp < 1/2 eine reelle Zahl und U, der unitire Operator aus Satz 3.21. Betrachte
die Orthonormalbasis ¢o, 1, P2, ... von L*(0,00) aus A.1. Definiere den Operator V,, auf fi durch

Vp(a) =U, (i angZ)n). Dann gilt:

n=0
(i) Der Operator V,, : £2 — L?((0,00); pp(N)dN) ist unitir, und es gilt

Ve L2((0,00); pp(A)dA) = 63, gV, M (g) = /(uglg)(x)%(w)dx

0 n€Np

(i) Der Operator Hp, : éﬁ_ — 63_ 1st beschrinkt und selbstadjungiert. Fiir jedes
g € L*((0,00); pp(N)dN) gilt

s

cosh(mv/\)

(Vo H,V, g) (V) = (Up Il g)(A) = ey

fast dberall bzgl. p,(X)dA.

Beweis: Wir folgen dem Beweis von Rosenblum [20], Theorem 4, S. 584.

(i) ¢o, b1, P2, ... bilden eine Orthonormalbasis von L?(0,0c), und nach Satz 3.21 ist U, unitér,
also bilden U, ¢, Uy, Upd2, ... eine Orthonormalbasis von L?((0,00); pp(A)dA). Daraus folgt
(i)

(ii) Die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Elementen der Orthonormalbasis eg, e1, e, ...
von (2 ist bekanntlich ein dichter Teilraum von (2, auf dem H, nach Lemma 3.26 unitér
dquivalent zum Integraloperator X, ist; letzterer ist nach Satz 3.25 beschrénkt und selbst-
adjungiert auf ganz L?(0, 00). Daher kénnen wir H,, eindeutig zu einem beschréinkten selbst-
adjungierten Operator auf ganz (2 fortsetzen.
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3.4. Uber die Hilbertsche Matriz

Es sei g € L%((0,00); pp(A)dX). Nach Satz 3.25 gilt

UK 1) () = ————g(A
( 9) (\) Cosh(ﬁﬁ)g( )

fast iiberall bzgl. p,(A)dA. Aus (i) und Lemma 3.26 folgt unmittelbar, dass
(UK U Gy B ) £2((0,00 )0 (V)d2) = (KpBris Pin) 12(0,00)
= (Hpen, em)ei
= (Vo HpV, G dm) 12((0,00)30, (A)dN)

fiir alle m,n € No, wobei ¢; := U, ¢; fiir jedes j € No. Daraus folgt V,H,V,1g = U,X,U; g,
wie behauptet. O

3.28 Satz: Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Dann ist das Spektrum o(H,) = [0, 7] von H, rein
kontinuierlich, und jeder Punkt in [0, 7] besitzt die Multiplizitit eins.
Beweis: Dies sind (i) und (ii) von Theorem 5 bei Rosenblum [20], S. 584.

Nach Satz 3.27 ist der beschrénkte selbstadjungierte Operator H, unitér dquivalent zum Mul-
tiplikationsoperator M_, .. . /x) auf L2((0,00); pp(A)dA). Wir sind damit offensichtlich in der
Situation des Satzes A.18, und wegen

™
——:A>0,=[0,7
{ cosh(mv/\) } (0,
folgt die Behauptung. O
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4 Uber eine diskrete Familie von

Integraloperatoren

Auf den n&chsten Seiten bis zum Beginn des Abschnittes 4.1 mdchte ich die folgenden Eigenleis-
tungen herausstellen: Lemma 4.1, Lemma 4.2, Satz 4.3, Lemma 4.5, Folgerung 4.6, Satz 4.7 und
Bemerkung 4.13, alle samt Beweis. Zudem habe ich den Beweis des Theorems 1 bei Kostrykin
und Makarov [11] zum Beweis des Satzes 4.8 ausgebaut. Satz 4.8 selbst ist neu und ebenfalls eine
Eigenleistung.

Wir definieren
YRR, () =2-11_yy(t),

und ¢ : S' — R durch

172 nn _
¢(Z):2']1H:H,.msl(z): 1/)( 1+Z>a we z;é 1

0, wenn z = —1

Nach Satz 2.6 gilt:
G*SyG ist der Hankel-Operator S, auf H?,

wobei
1+it
o (155) =00
und
G : L*(S') — L*(R) unitér, f — Gf,
mit

(GH)(t) = \/%(11_ ol G i i) JtER.

4.1 Lemma: Fir jedes { € Ny gilt

oo oo

1 —ita 1 i, 2. db [sin(z)
ﬂ/ bap(t)e dt:g/%e Li_q ()™ dt:;ll dxf{ } z €R.

— 00 — 00

Beweis: Offensichtlich ist ¢ € L*(R) sowie [, [t¥] ¢(t)dt < oo fiir jedes a € {0,1,...,£}. Daher
folgt die Behauptung mit Lemma 1.2 und 2 % = [ (t)e i®dt fiir z € R. O

T
— 00

Sei ¢ € Ng. Wegen

belt) o= (1+it)e¢<1+it> _ <1+it)éw(t) :2(14—%16)6]1[1’1]@)7 teR (42)

1—it 1—-1it 1—it 1—-1it
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Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

ist Sy, unitdr dquivalent zu G*S,,G = S.(;e4) = S.e414. Im Folgenden werden wir die Fourier-

1+it
1—it

¢
Transformierte von ¢ — ( ) 1(t) berechnen. Erst einmal bemerken wir, dass

1+t (1+4it)?
1—it 1412’

teR,

gilt. Wir definieren £ : R —» R, ¢t — 1+t2’ und ¢ : R — C, ¢+ (1 +it)%¢ - 4(t). Zu bestimmen ist
also die Fourier-Transformierte von ¢ - 1/}[.

Zunichst berechnen wir .#1,. Offensichtlich ist ¢, € L'(R) N L%(R) fiir alle ¢ € Ny. Zusammen
mit dem binomischen Lehrsatz und der Linearitit der Fourier-Transformation liefert Lemma 4.1

4.2 Lemma: Fir jedes { € Ng gilt
20 . d" sin(w)
8 20 d™ sin(w)
=4/— 1" R.
\/anzo (n>( ) dor w0 YS

Die Abbildung z — %(Z) ist holomorph auf ganz C; eingeschrankt auf R sind die Funktion z —

sin(z)

sowie die Ableitungen beliebiger Ordnung jeweils beschrinkt.

Beweis: Es bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung z — 2 — y° (_)n % die

z n=0
behaupteten Eigenschaften besitzt. Wir definieren die Folge (an)nen, fiir jedes n € Ny durch
(—1)

2n = Gri1)

bzw. ag,+1 = 0. Mit Hilfe der Stirling-Formel berechnen wir

1
limsup V/|a,| = hm sup ————

i 7(/\/27Tm (%)m 1 e\m 1
= lim sup o . (*) C—

m—00 vV 2mTm m m + 1
i 1 e 1

= limsu T
m—>oop zm\/ 2om m Ym+1

= O,

also ist die Abbildung z +— % holomorph auf ganz C.

Es sei n € Ng. Durch Anwenden der Leibniz-Formel erhalten wir

n . n ) ) n*j
A" sin() _ Z (n) (=1)7 jla/7! dd - sin(z) = 0
"

dzn = —\J

.

fiir || — oo, wobei hier nur Folgen reeller Zahlen zugelassen sind. Damit ist Lemma 4.2 vollsténdig
bewiesen. O

4.3 Satz: Fir jedes { € N ist die Fourier-Transformierte von & gegeben durch

T elvl pe(Jwl), weR, wobei

(F{ED(w) =

20~
—1 j—1 1
— - w1 €R.
peles 2J< -1 ) (¢—j-1! nY

~
@‘H
3

<.
Il
=)
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4.4 Bemerkung (zu Satz 4.3): Wenn wir ein konkretes ¢ € N betrachten, z. B. { =5 oder ¢ = 10,
so0 gibt Maple ein Ergebnis fiir die Fourier- Transformierte von £ aus. Die Formel aus Satz 4.3 ist in

mahsamer Arbeit und in mehreren Schritten gefunden worden. Zundchst lief$ ich Maple die Fourier-

Transformierte von &¢ fiir ¢ = 1, ...,6 ausgeben. Dann habe ich nach RegelmdifBigkeiten in den Folgen

der Koeffizienten gesucht und in mehreren Schritten eine Darstellung von F{¢'} fiir allgemeine

¢ € N gefunden. Zwei bis drei Wochen nach dieser Prozedur stiefS ich in der Bibliothek auf eine

mir bis dahin nicht bekannte Formelsammlung, ndmlich ,Tabellen zur Fourier Transformation® [15]
von Oberhettinger. Dort findet man auf S. 202 die Formel

wobei I' die Gammafunktion bezeichne und

) sin(mv)

— e—iﬂ-u/?Jl/(zeifr/Q)7

I'(v) \ 2a

T I, (2) = 1,(2)

)

nis =3 CEA

n=0

! T(v+n+1)

v—1/2
-edy = 2e¢‘by—ﬁ <|y|> Kl/—l/Q(a|yD7 Re(v) > 0,

Im Falla=1,b=0 und v =/ € N sind wir in der Situation des Satzes 4.3, und es folgt, dass

1

FLEN0) = V2 o)

2

zur Formel fiir #{¢'} aus Satz 4.8 dquivalent ist, fiir alle £ € N.

Wir benétigen das folgende

4.5 Lemma: Fir jedes { € Ny gilt

oo

+1

— 00

(£ =35)!

Man beachte, dass die leere Summe den Wert null hat.

Beweis: Fiir £ € Ny, y € R\ {0} betrachten wir

oo Yy
L= [t e ™ eV 1,y (2)de = e_y/
0 0
o0
I = zle TV ]l{w>y}(l‘)dl‘,
0
0
I3 := /(fx)zexe*y”” 1{pcyy(z)dm,
0 0
I, = /(—as)eexey_“ Tipsyy (z)dr = e¥ /(—m)[dx - Heaviside(—y)
% y
Es gilt

o}

z'dz - Heaviside(y) = e ¥

(o}

Iyl 1 ) ! .

| —|y— e 1 + 1)! _

/mfe lzlg=ly=2lqp — & |y‘f+1+§ PR J.u.wﬁ iy
=0

=€

|y‘ 571/2
() Koo ja(lyl), €,

¢

{41
y+

Y (—y)“‘l

{41

I, = ey{ /xee*hda: - Heaviside(—y) + /xle*hda: : Heaviside(y)}

0

Y

(¢ +1)!

, yeR.

T Heaviside(y),

- Heaviside(—y).
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17 i
= ey{ 5T /x e *dx - Heaviside(—y) + 901 /xee_wdx : Heaviside(y)}

0 2y

i —2y L o
— ey{ o0+ Heaviside(—y) + (;ZT Z(2y)é_] ) 'HeaViSide(y)}

~

! 1 4 !
= e_y|{ 25—+ Heaviside(—y) + 20T 2(231)2_7 (Efj)' -Heaviside(y)} :

Jj=0

Analog berechnen wir

0 y
I3 = ey{ / (—z)%®**dz - Heaviside(y) + / (—z)fe®dz - Heaviside(y)}

! 1 < o
= eyl{ % Heaviside(y) + =) Z(2y)e’f (ﬂfj)l -Heaviside(—y)} .

§=0
Insgesamt erhalten wir
0o o) 0
/|x|eeflmle*|y*$‘dx:/xeefze*‘yledawr /(fac) eelvldy
—0o0 0 —oo

=L+ L+I3+1,

=1yl

€ e+1 —1— )

- § :2 =J.

/ 1{ |y| 2[+1 j) |y| }

ef‘yl

41 — I (€+1)' 0—j (€+1)'
7=0

(o) (o)
und zusammen mit [ |z[ e~ 1#le10-7ldy = 2 [ ale~27dr = £ folgt die Behauptung.

— 00

Jetzt konnen wir Satz 4.3 beweisen.

Beweis des Satzes 4.3: Zunichst bemerken wir, dass wegen

oo

/ |E(t)|mdt = / (1+t3)"mdt < / (1+t*)7'dt =7 < 00, m € N beliebig,

— 00

fiir jedes £ € N gilt: ¢¢ € L (R) N L%(R). Der Beweis des Satzes 4.3 erfolgt nun durch vollstéindige

Induktion nach £ € N. Fiir £ = 1 zeigen wir

(F{E))(w) = ﬂ oWl weR,

iiber die Umkehrfunktion .7 ~!. Es gilt

(o) (o) o0
1 .
<§1{ \/Zew|}> (t) = 3 / e~ lvl ety = /e*w cos(tw)dw =1 — t2/e*w cos(tw)dw,
0 0

wie man leicht mit partieller Integration nachrechnet. Daher gilt

<91{ \/jewl}> (1) = 7ew cos(tw)dw = ﬁ tER.
0
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Wir nehmen jetzt an, dass die Behauptung bis ¢ gilt, und zeigen, dass die Behauptung auch fiir
£ + 1 wahr ist. Mit Hilfe des Satzes 1.1 (ii), der Induktionsvoraussetzung, des Lemmas 4.5 und
eines Koeffizientenvergleichs berechnen wir

(F{ P (w) = f((ﬁz{ﬁ D (F€))(w)

-1 . . .
= 71 —|w| l €+j -1 1 L—j 2—1—m (e — .])' l—1—j5—m (f _.])|
9t ° ZQJ( A ek B Z} ===y " T

man beachte, dass 2—12(2([) = % {(Qf_*f) + (%;1)} = 57 (24 '). Damit ist Satz 4.3 vollstiindig

bewiesen. O
Dies fiithrt zu

4.6 Folgerung: Fiir die Funktionen

EY R SR, z— kO /W Ye itrdt, L eN,
gilt
(@) = —— (F{" - o)) (a)
=1 20, op . n . sin(w
- = 2@1—1],_0 n_o( () e () ae (e e () ) @)
- L :_:<—1>” (3) (e mettol) « (22) ) o),

Beweis: Wie wir bereits bemerkt haben, gilt £¢,¢, € L'(R) N L?*(R) fiir alle £ € N. Durch
Anwenden des Satzes 1.1 (ii) mit den Funktionen .#4) aus Lemma 4.2 und .Z{¢‘} aus Satz 4.3
ergibt sich mit der Linearitdt der Faltung, dass

i_: < > ((ef‘wl pe(Jwl])) = (d(i:" Sinu()w)) ) (z), zeR.

Nach Lemma 4.2 ist die durch z — w definierte Funktion R — R unendlich oft differenzierbar;

k-(f)

1
m

letztere Funktion sowie sdmtliche Ableitungen davon sind jeweils beschrankt. Offensichtlich ist die
Funktion z ~ e~ !*lp,(|z|) in L'(R). Mit dem Differentiationssatz der Faltung erhalten wir die
behauptete Darstellungsformel der Funktionen k), ¢ € N. a
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4.7 Satz: Es sei £ € N. Wir betrachten den Integraloperator K*) : L?(0,00) — L?(0, 00) mit Kern
kO (x +y), der auf 2(0,00) C L*(0,00) gegeben ist durch

K(e)f /k (x+y) f(ydy, [fe€2(0,00), z>0.
0

2 sin(z+y)
™ Tty
Dann ist K ein beschrinkter selbstadjungierter Hankel-Operator, der unitir dquivalent zu S,

mit Symbol Y, auf H*(R) ist, und Sy, ist unitdr dquivalent zu G*Sy, G = S.(ztg) = Saet1g auf H?,
fiir alle £ € Ng. Dabei bezeichne ¢ die in (4.1) definierte Funktion.

Analog definieren wir den Integraloperator K©) auf L?(0,00) mit Kern kO (z 4+ y) :=

Beweis: Es sei £ € N. Nach Satz 4.17 ist die Funktion k() stetig auf (0, 00), und es gilt £ (z) =
O(z~1) fiir £ — 0+ und fiir z — oo. Die Funktion 1, = £ - ¢, aus (4.2) ist offensichtlich in
LY(R) N L?(R) N L>=(R), und nach Folgerung 4.6 gilt

I N P A N ()
@JW \/ﬂa‘{f Yo} =k

sogar auf ganz R. Mit Satz 2.9 und Satz 2.12 folgt, dass der Integraloperator K mit Kern
k) (x + y) der eindeutig bestimmte beschrinkte Hankel-Operator auf ganz L?(0,00) ist, der auf
dem dichten Teilraum 2(0, ) von L?(0, o) definiert ist durch

(K©Of /kz)m—i—y (y)dy, fe€2(0,0), z>0.

Nach Folgerung 4.6 ist die Funktion k() reellwertig, also gilt k() (y +x) = kO (z 4 y) fiir alle
x,y > 0; mithin ist K selbstadjungiert. Nach Satz 2.14 ist K© unitir dquivalent zu Sy, mit
Symbol v, auf H?(R), und Sy, ist unitér dquivalent zu G*Sy,G = S,(,t4) = S,e+14 auf H2.

Im Fall £ = 0 verfahren wir analog; man bemerke, dass die reellwertige Funktion k(*) stetig auf
(0,00) ist, dass k(O (z) = O(z~1) fiir £ — 04 und fiir  — oo gilt, und dass

1
Wors T = \ﬁy{? L1y} =k
sogar auf ganz R, wobei ¢ € L'(R) N L2(R) N L>=(R). O

Im Folgenden werden wir fiir jedes £ € Ny den Integraloperator K | diagonalisieren” und jeweils
das Spektrum bestimmen. Das zentrale Resultat dieses Abschnittes ist

4.8 Satz: Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Definiere die Funktionen p, : (0,00) — (0,00) und
h:(0,00) — (0,00) fiir A\ > 0 durch

pp(A):— sinh (2mf)‘ (—p—1f>

bzw.
T

)

I' bezeichne die Gammafunktion. Fir jedes m € Ny ist
(i) K™ unitir dquivalent zu
Meym, &M _iymer, auf L2 ((O, 00); p%_m(/\)d)\) @ L2 ((O7 00); p_%_m()\)d)\> .

Das Spektrum o (K ™) = [~1,1] von K™ st rein absolutstetig, und jeder Punkt in [—1,1]
besitzt Multiplizitdt eins.
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(i) K™ ynitir dquivalent zu
M (_1ym+1 h B M —ym h auf L2 ((0, OO); piéim()\)d)\) o L2 ((O7 OO); pféfm()‘)d)‘) .

Das Spektrum o (K(2m+1)) = [-1,1] von K©@m+1) st rein absolutstetig, und jeder Punkt in
[—1,1] besitzt Multiplizitit eins.

Der Beweis des Satzes 4.8 erfolgt in mehreren Schritten. Wir bemerken zunichst, dass K® nach
Satz 4.7 beschrinkt und selbstadjungiert ist, und dass K© unitér Aquivalent zum Hankel-Operator
S er14 auf H? ist, fiir alle £ € Np.

4.9 Lemma: Fir jedes x € Ki gilt

oo

(Sze+1¢1?)n = ch+z+n+1xk7 £ € Ny,
k=0

wobei ¢ die in (4.1) definierte Funktion sei und

2T

L ke ey a2
r =5 /e ¢ (e)df = 71_ksm(wk/2), ke N.

0

Beweis: Es gilt S.e+145 = PJ M,ri14|,,,. Fiir f € H?, f(z) = Y 27, berechnen wir

j=0
(JM e+1¢f Zx ZJ+Z+1
und damit
oo oo 27 d9
(5z€+1¢f) (2) = Z Z ¢ —10 i9(—1—j—k—€)% ok
k=0 {j=0 {
oo w/2
Zﬁ / 01—k 49 \ _k
L~
j=0 —m/2

Zm (g(1+j+k+€))xj o+

|
>
NNgE
/—/H/—/H/_/H/—/H

oo
k=0 | j=0
oo oo
— E E k
= Cl4j+k+e Tj z .
k=0 { j=0

Bezeichne mit P bzw. P_ die Orthogonalprojektion von ¢4 auf £ bzw. £_, wobei

L+:{3:6€3_:x2k+1:Ofﬁrallek€N0},
_={$€€3_ngk:OfﬁraﬂekENo}.

Es sei p < 1/2 eine reelle Zahl. Betrachte die Operatoren H, : £2 — (2 und H, : (2 — (2 mit

o0

Tl 2
H :E B e — l
(Hye), Ttk +n—p vEt
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bzw.
> (_1)k+n

7 _ 2
(Hpm)n_kz_olJrkJrnpxk’ x el

Nach Satz 3.27 ist H, beschrénkt und selbstadjungiert. Auf dem dichten Teilraum aller endlichen
Linearkombinationen von Elementen der Orthonormalbasis eg, €1, €, ... von Ki sind H, und pr
unitir dquivalent. Dort gilt V H,V = H,, wobei der unitire selbstinverse Operator V definiert ist
durch

\ 53_ — @_, (xo, 21, %2, X3, ...) = (Tg, —T1, Ta, —T3,...) . (4.3)

Daher konnen wir I:Ip eindeutig zum oben definierten Operator auf ganz (2 fortsetzen.

Wir betrachten nun den Fall, dass ¢ € Ny gerade ist, d.h. £ = 2m, m € Ny. Dann gilt

1>k+m+n
(P1SeaningPra),, = Zm
( 1)k+m+n
(P-Seemt19P_z),, .\ = Zm e

P SamiipP = 0=P_SamiryPy.

Definiere
Uy : Ki — U+(€i), x = (zg, 21, X2, ...) — (20,0,21,0,29,0,...)

und
_: Ei — U,(ﬂi), x = (2o, 21,22, ...) — (0,20,0, 21,0, z2,0,...) .

Dann sind U4 und U_ unitdr, und es gilt

Hi_,,,
e 2
(-
(P_S2mi1sP_) o U —H_
Offenbar gilt:
P4 S, 2mr1,P, lisst Uy (¢3) invariant,
P_S,2m+1,P_ liisst U_(£3) invariant.
Daher kommutiert das Diagramm
u+(£3) EB 'LL (63,) —_— (T+Sz2m+1¢?+) @ (:P,Sz2m+1¢?,) —_— U+ (Ei) @ U, (61)
u+@u_1 Tu+@u_
_1ym o~ _ym+1l ~
Bl (S i) e (S iy,) —— 8 o8

Es gilt

(Vav)o ((“”mﬁé_m) ® (Mmﬁ_é_m» o (Ve )

— <(_71T) Hm) ® ((_1):+1Hém> ,

wobei V' der unitére selbstinverse Operator aus (4.3) ist. Andererseits ist die durch U(z) = P, (z)®
P_(x) definierte Abbildung U : £2 — U (¢2)®U_(¢%) unitér, so dass wir insgesamt gezeigt haben:
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4.10 Lemma: Der Operator S,2m+14 : Ei — Ei ist fiir alle m € Ng unitir dquivalent zum Operator

(7(_713m H%_m) ® (%H_%_m) el e,

Nun betrachten wir den Fall, dass ¢ € Ny ungerade ist, d.h. £ = 2m + 1, m € Ny. Man rechnet

leicht nach, dass

:P+Sz2m+2¢:])+ = 0 =5 :P_SZQTW'+2¢:P_,
( 1)k:+m+n

PSS omi2 P =
( +Pz2mt2¢ I)2n Zk+m+n+3/2 2k+1,
( 1)k+m+n
(?_Sz2m+2¢j)+x)2n+1 Z k+m+n+ 3/2
Esseizdye Ki @ E%r. Wir berechnen
u;t o 0 PoSomizgP_| Uy 0 | |2
0 UTH| |P_S.2me2yPy 0 0 U_| |y
_1ym+1l ~ m41 ~
= ‘;1(?+SZ27"'+2¢":P*)(U7:U) — ( 137 41 7%7m(y) = +10 ( 13? 7%
UTH(P-SamingPy)(Upr)| S Ay ()] [ —Hy, 0
Aufserdem gilt
vV o0 0 (—13:"“15LTWT vV o 0 ( 13:L+1
(N [CUNRES - S 0 N 0

Andererseits ist die durch U(z) = P4 (z) & P_(x) definierte Abbildung U : (2 — U, (€2

unitdr, so dass wir insgesamt gezeigt haben:

o U_

(€3)

4.11 Lemma: Der Operator S,2m+24 Ei — Ei ist fiir alle m € Ny unitir dquivalent zum Operator

(E s
1—n.+1O 4 H_%_m
Yl 0

T —5—m

] B el A el.
Die Abbildung

ist unitar mit Inverser

-1 I

Wir berechnen

1 [1 1 0 C RS (AP B D g
e B AR =y - S 0 2|1 1

Wir haben gezeigt:

ﬂ]_]_l_m
™ 2
0

0

D"

—5—m

4.12 Lemma: Der Operator S om+2y 63_ — Ei ist fiir alle m € Ng unitir dquivalent zum Operator

(S ) e (S, ) Bel - Aar,
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Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

Mit Hilfe der Lemmata 4.10 und 4.12 konnen wir nun Satz 4.8 beweisen.
Beweis des Satzes 4.8: Nach Satz 3.27 gilt
\7I,oHpo\71;1 = M,

fiir jedes p < 1/2, insbesondere fiir p € {% —m :m € Ny}. Folglich sind %Hp bzw. f%Hp unitir
dquivalent zum Multiplikationsoperator Mj bzw. M_; auf L?((0, 00); pp(A)dA), wobei h := h/m und
p € {2 —m:m € Ny}. Die beiden Multiplikationsoperatoren Mj und M_;, auf L2((0,00); pp(A)dA)
erfiillen offensichtlich die Voraussetzungen des Satzes A.18, sind also jeweils unitar dquivalent zum
Multiplikationsoperator

My auf L2((0,1);| (Y (8)] o, (= (8))dt) bawe. L2((=1,00: (A~ (=)lpp (" (—1))dt), T

fiir jedes p € {% —m:m € Ng}. Mit Satz A.20, dessen Voraussetzungen offensichtlich erfiillt sind,
folgt, dass der Operator

My ® My auf L2((—1,0); | (b~ (=)l ppy (= (—=))dt) © L2((0, 13 1(h =Y (1) oo (' (1))
unitiir dquivalent zum Multiplikationsoperator My auf L%((—1,1); pp, p, (£)dt) ist, wobei
(A7) (=0)] pp, (A7 (—t))dt, wenn t € (~1,0)
ﬁpl,Pz : (717 1) - [O’ OO)’ [)P17P2 (t) =941 wenn t = 0 ’
(™Y ()] e (R (2), wenn ¢ € (0,1)

und p1,p2 € {3 — m : m € No}. Zudem ist nach Satz A.20 das Spektrum [—1,1] von M; auf
L2((=1,1); pp, po (t)dt) rein kontinuierlich, und jeder Punkt in [—1,1] besitzt die Multiplizitét eins,
wobei py,ps € {% —m :m € Ny} fiir den Rest dieses Beweises beliebig, aber fest gewéhlt sind.

Wie wir bereits bemerkt haben, ist der Operator K© nach Satz 4.7 beschréinkt und selbstad-
jungiert, und K ist unitir #quivalent zum Hankel-Operator Syer1y auf H 2, fiir alle ¢ € No.
Zusammen mit den Lemmata 4.10 und 4.12 folgt nun Satz 4.8 (bis auf die Behauptung, dass das

vorliegende Spektrum absolutstetig ist).

Nach Satz 1.13 ist das Spektralmaf E zu My auf L*((—1,1); pp, p, (t)dt) gegeben durch
E: ‘B(R) — L(L2((71’ 1)5 ﬁ;m,pz (t)dt))7 EAf = IlAﬁ[—l,l] : fa
wobei f € L?((—1,1); pp, p, (t)dt). Sei A € B(R) eine Lebesgue-Nullmenge. Dann gilt fiir jedes

feL?((-1, 1); ppy.p, (£)dt), dass

1
(Baf, F)L2((-1.1)35p, .y (1) = /ﬂAm[—l,u(t) [F ()% Ppy o (£)dE = 0.
-1

Damit ist Satz 4.8 vollstdndig bewiesen. (]

2

Um die Darstellung der Dichtefunktion pp, in den Féllen p1 _,,(A) = 72 sinh (27r\f)\) ‘I‘ (m - 1\5) ‘
2

und p_1_,,(A) = 7= sinh (27r\ﬂ) ‘F (1 +m— 1\5\) ’ fiir m € Ny zu vereinfachen, zeigen wir

4.13 Bemerkung: Es sei m € Ny. Fir alle A > 0 gilt

VA sinh(mvA)

"Fiir jedes t € (—1,0) gilt (—h)~1(t) = h~1(—t), und mit der Kettenregel folgt ((—h)~1)(t) = —(h~1)'(—t).

\r(m—iﬁ)f = ﬁ(j2+>\) NG S (4.4)
j=0
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4.1. Eigenschaften der Funktionen k) fir ¢ € N

Beweis: Bekanntlich ist T'(it) = T'(it) = T'(—it) fiir jedes t € R\ {0}. Zu A > 0 setze z = —iv/\.
Dann gilt
Pl—2)=—-=2T(-2)=—-2T(2) = -2 I['(2),

also
sm?;rz) =T(x)l(1 - 2) =T(2) - (~2)F(z) = ~z L (2)]’
und damit
IR A T S S T S a—

A sin(—imvA) VA emVA —e=mVA /X sinh(1V/))

Sei nun m € N. Dann gilt

r (; - (; —m) - iﬁ) =T(m—iVA) = nﬁ (j —1VA) - T(=ivVA), (%)

denn fiir m = 1 ist T'(1 — iv/\) = —iv/A - T'(=iv/)), und wenn die Formel (xx) fiir ein m € N wahr
ist, so folgt

,_\

m— m

L (m+1-1vVA) = (m=iVA)-T(m—=ivA) = (m=ivV\)- [ (G-ivVA) T = [[G-1VN)T(=iVN).
j=0 7=0
Insgesamt erhalten wir mit () und (*x), dass
2 m—1
Tm— iy = [T +N = —
‘ ‘ ]‘1;[0 J VA sinh(mv/))

A posteriori ist mir aufgefallen, dass zumindest die Formel

I(iy)* = y € R\ {0},

-
ysinh(my)’

in der Funktionentheorie wohlbekannt ist.

4.1 Eigenschaften der Funktionen k) fiir / € N

Den gesamten Abschnitt 4.1 habe ich ohne Vorlage aus irgendeiner Veroffentlichung erstellt.

Fiir ¢ = 0 ist die Funktion £ : (0,00) — R durch k(¥ (z) = 2 Sinﬂgm) gegeben; diese Funktion
bedarf keiner weiteren Untersuchung. Im Folgenden werden wir einige Eigenschaften der Funktionen
k) fiir £ € N beweisen, ohne die Faltung in der Darstellungsformel aus Folgerung 4.6 explizit zu
berechnen. Zunéchst formulieren wir einige Resultate, die im Verlauf dieses Abschnittes bendtigt
werden.

4.14 Lemma: FEs sei £ € N. Dann gilt

20(L+5—2)/2

-1

. s((£—7)m j—

(i) ZOM (é‘xll) =1.
j=

wenn ¢ ungerade ist,

¢ 0,
(ii) XZ: (=)™ (25) = cos(¢m/2) - 2¢ =

(=1)42 .28 wenn ¢ gerade ist.
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Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

—1)EHD/2.98 0 wenn £ ungerade ist,

(i) 3 (M (2) = st/ 2= 4

0, wenn £ gerade ist.

Beweis: Die zweite Gleichheit in Punkt (ii) und (iii) ist jeweils offensichtlich.

=1 s _
(i) Es sei £ € N. Definiere ay := > % (“1771). Wir berechnen
=0
B 14 ei~([+1—j)7‘r/4 E"l‘j
ae+1 = 2W+1+))/2 ¢
=0
B L i (t+1—j)m/4 (+j5—1 L o (t+1—j)m/4 (+j—1
o —~ 2(L+1+5)/2 0—1 —~ 2(L+1+75)/2 ¢
(=1 s . =1 50—3
1+i L R | 1 [20-1 Fl=m/A gy
= . Z e J Lz " Z e J
2 — 2(6+4)/2 -1 26 \ (-1 L 9(+]+2)/2 1
j= 7=0
N L O R e AN A (A AN Lo
=ay 9 20+1 \ p_ 1 NG ~ 9(L+1435)/2 / 20 . /2
J:

_ 141 141 /20-1 1-—1 1 20
—er Ty tamr (g )T T T am g )
wobei j := j — 1. Somit gilt
T+i  1+i 140 (20-1\ 1 (2
Gt =0 T omt g ) Tamr (¢ )
was dquivalent ist zu
B 1 [f20—1\ , (24-1\ (2 P2
arr =0t omr |\ )P em1 ) 7o) T L
_ 1 20 — 1 20— 1 1 20
=a¢+ o0+1 /—1) /¢ + 0+ \

B Y,
—CL@"‘W ¢ .

Daraus folgt
-1 . ;
1 o B cos(({ —j)m/4) (€+j—1
g =Re(@m)=..=Re(a) =) —mmn— | , 4

und damit
-1

cos(( —j)m/4) (L+5—1 1
Z (Z+J 2)/2 ?—1 -

Jj=

(ii) Es sei £ = 2( — 1, { € N. Dann gilt
2‘2*1(_1)” 4l -2 _§ 402 _§ 40 -2 _§ a2\ ([ 4l
on ) ¢ 47 e \4n+2) < 47 40 —2
n=0 n=0 n=0 n=0
Sei nun ¢ = 2/, ¢ € N. Wir berechnen
20—1

S ey AN =AY, +‘7‘1 40
~ m+1) A \dnt+l) = \dn+3

n=
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4.1. Eigenschaften der Funktionen k) fir ¢ € N

= gz_; l(dﬁg 4ﬁ) B (4&45 1)

=0. (%)
20 i S -
Der Beweis von Y. (—1)" (3°) = (—1)*- 2% erfolgt durch vollstéindige Induktion nach ¢ € N.
n=0

Fiir / = 1 gilt wie behauptet, Zi:o(*l)n (4) = —4. Wir nehmen nun an, dass die Formel

2n

fiir jede natiirliche Zahl kleiner oder gleich ¢ erfiillt ist. Im Induktionsschritt gilt wegen

A+4\ ([ 4 4 40 6 40 4 40 N 40
on ) \2n—4 2n —3 2n — 2 on—1 on /)’
dass

() =Sl ) v R ) o S l)

n=0 n=2
27 2l
40 40
4 -n" -1H"

35,0+ ()
20+2 20+1 5 20 5

n 4¢ o4l

el e gl o)
denn aus (x) folgt mit Hilfe der Indexshifts 7 :=n — 1 und 7 := n — 2, dass

i(_l)n <2n4€ 1) B 2§:1(_1)ﬁ+1 (2&4-{ 1) =0

n=0

und

n=1 7i=0
und B _
2042 > 20 >
nf 4l o4l
2 (D) <2n - 4) - Z(*l) <2n)
n=2 n=0
Insgesamt folgt nun mit der Induktionsvoraussetzung, dass
20+2 5 20 20 20 >
n(A0+4\ 40 40 o4l
S () - 2o () o e G« ()
n=0 n=0 n=0
=—4.(-1) [, 92l

_ (_1)47+1 ) 22(Z+1).

Damit ist Punkt (ii) bewiesen.

(iii) Fiir £ =2/, { € N, haben wir bereits im Beweis von (ii) gezeigt, dass

Mf(l)nﬂ (2n4—€ 1> =0

n=0

69



Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

Fiir £ = 1 ist wie behauptet 2:?1:0(—1)’“rl (anﬂ) = —2.Seinun £ =2/ +1, { € N. Dann gilt

a0+2\ [ 4 o 40 N 40
m+1) \on—-1 on on+1

und (ii) mit Hilfe des Indexshifts n :=n — 1, dass

S () S () 2 S (E) S ()

n=0 n=1 n=0 n=0

wegen

20—1 m; X 201 Wi
— _ _1 n+1 _2 _1 €.22€ _1 n+1
D (g ) =2 02 ey,
_ (_1)é+1 ) 222+1,
was zu beweisen war. O

4.15 Lemma: FEs set m € Ny. Dann gilt

() [ e W |y|™ sin(z —y)dy = 2<m"f7'1)/2 cos((m + 1) /4) - sin(x), =z €R.

(i) [ e ¥ |y|™ cos(z — y)dy = 2("1’7}7'1)/2 cos((m + 1)7/4) - cos(xz), =€ R.

— 00

Beweis: Es sei m € Ng.

(i) Aus dem Additionstheorem des Sinus und der exponentiellen Darstellung des Kosinus folgt

/ e_ly‘ |y|m Sin(f — y)dy = /e_y ym Sil’l((E — y)dy + /e_y ym Sil’l(m + y)dy
o 0 0
= 2sin(:z:)/e*y y™ cos(y)dy
0
= sin(x) /ey(_H'i) y"dy + /ey(_l_i) y"dy », xeR.
0 0

Wie man miihelos mit vollstdndiger Induktion nach m € Ny beweist, gilt

7 |
y(=1+H) ,my, — (—qym+i___ ™
/e y"dy = (=1) Cigmi
0
und
|
(=1-i) ,m 3, _ (_1ym+1 m:
/ey Y dyi( 1) (_1_i)nL+1'
0
Wir berechnen
y(—141) mq y(—1-1) mdy = (—1 m+1 m: -1 m+1 m.
e Y y+/e y"dy = (-1) Cit +(=1) iz

0 0
= m! ((1 — i)+ (1 4 i)—(m+1))

=m! ((ﬁeiﬂ/4)<m+1> i (ﬁemm)(mﬂ))
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4.1. Eigenschaften der Funktionen k) fir ¢ € N

m!
= 2(m+1)/2
m)!

= S-D2 cos((m + 1)w/4).

(ei(m+1)7r/4 _,’_efi(m+1)7r/4)

Damit ist (i) bewiesen.

(ii) Setze & =z + 7/2, x € R. Wegen sin(Z — y) = cos(z — y) folgt mit (i), dass

o0 oo

/e_lyl [yl™ cos(w —y)dy = /e"y‘ ly|™ sin(Z — y)dy
m! . ~
= Stmpyz cos((m+1)m/4) - sin(z)
m!

= W cos((m + 1)m/4) - cos(x).

4.16 Lemma: Fs sei { € N. Dann gilt

20

% T Z(—m(f) ((e*\wl pe(jwl)) * (d‘j:n sin(w)))(m) - % -sin(z — 01/2), z€R.

n=0

Beweis: Es sei £ € N. Mit Lemma 4.15 berechnen wir fiir jedes j € {0,1,....,£ — 1}

20

(% ~lwl |1 & d” in(w x
S (%) (i)« (4 sn) ) @
- i (5o) v et sty

’ :J <2ﬁ2—€k 1) (_I)ﬁHZ e Myl cos(a — y)dy

Z .
=2 <§£>(_1)ﬁ % cos((£ — j)m/4) - sin(x)
n=0
-1
+

(Q;i 1> (—1)"*+t % cos((£ — j)m/4) - cos(z), x €R.

Mit Lemma 4.14 folgt nun, dass
20
1 1 20 ar
- 1" —|wl i
— 5 (1) (n) (e peuD) « (1 sin(w)) ) (@)

1 2¢

e 25 (Ol ) () () - () )

V(50 g (01 st dym/a) sinGo)

Il
3|
[\

Tl =
N
—_——

~
|
AR
]~
—~

-1 (-1

A 1 C+j—1 ,
#3050 ) g (0 )cos<<e—y>7r/4>-cos<x>}
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Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

-1 (Z+j71)

11 _ ‘ e, |
! Z 2(@-5] 12)/2 cos((¢ —j)m/4)| - [Z(—l) <2ﬁ)] - sin(z)

Jj=0 n=0
=1 (e4j—1 -1
11 20 . a2
T g ZO iz s —Pm/4)| - Z;J(_l) oi 4 1) | 5@
j= e

-{cos(fr/2) - sin(z) + sin(—4m/2) - cos(z)}

-sin(x — € /2), xz€R.

>HN>>HI\>

4.17 Satz: FEs sei { € N. Dann gilt:

(i) kK € €°(R) N L*(R) N L>®(R). Jede Ableitung beliebiger Ordnung von k) ist in > (R) N
L>®(R). Insbesondere existiert lir%)l+ kO (z) in R.
r—r

(ii) k) = O(z=?) fiir |z| — oo, d. h. limsup |z - k) (z)| < C < oo fiir eine Konstante C > 0.

|z]| =00

(m) hm |2 - kO (z) — 2. sin(z — (m/2)| = 0.

Beweis: Es sei ¢ € N.

(i) Als Fourier-Transformierte der quadratintegrablen Funktion \/%fe . 154 ist k() quadratinte-
grabel.

Wie wir bereits im Beweis der Folgerung 4.6 bemerkt haben, ist in der Darstellungsformel

i_: ( ) dd%((e—m pe(|w])) * (Sinliw)) ) (r), =€R,

der Differentiationssatz der Faltung beliebig oft anwendbar; mithin ist k() € €>°(R); insbe-

KO ( l
™

sondere ist jede Ableitung beliebiger Ordnung von k() in € (R).

Um die Beschrénktheit zu zeigen, sei m € Ny vorgegeben. Dann existieren

j .
c" = max{sup d(iuﬂ sm(w)‘ :j€{071,...,2€+m}}>0
weR

, 1 1 (t+j-1 1 20\ B
C.max{7r T 21 )i =i\ :7€40,...,0—1}, ne{0,...,2¢} % >0,
C:=C"-C">0,
in R, und es gilt

qam =1 2¢

@ <ey > /e Wiy dy

j=0n=0 _

~
|
—

(=)

=22¢+1)C- /e y Ity
0

~ S,
=

=2(20+1)C-» ({—j—1)! fiir jedes z € R.

<
o

Diese endliche Konstante hingt nicht von x ab, also ist jede Ableitung beliebiger Ordnung
von k() in L*°(R). Damit ist Punkt (i) bewiesen.
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4.1. Eigenschaften der Funktionen k) fir ¢ € N

(i) Mit (iii) gilt

2 2
limsup |z - £ ()| = limsup ‘ (m kO (z) — = - sin(z — £7r/2)> + = -sin(z — Eﬂ/?)’
T T

|z|— o0 |z|— o0

2 2
< lim |z-k©(z) — = - sin(z — EW/Q)’ + limsup | — - sin(z — 677/2)‘
|| =00 ™ lz|—oo | T
2
<—=C< x>
77

flir jedes ¢ € N.
(iii) Es sei n € Ny. Die Abbildungen

d?" sin(z)
dz?m  z

Fonizmz- — (=1)"sin(z)

und
d®" 1 sin(z)
dz2n+1 2

sind holomorph auf ganz C, denn dies trifft jeweils auf die Funktionen

Gony1:2— 2+ — (=)™ cos(z)

sin(z)
Zvrz, Z>

, 2+ tsin(z) und z — % cos(z)

zu. Zudem gilt mit der Leibniz-Formel

d®" sin(x)

— (=1)"sin(z) =

1M

da2n T m dgp2n—m
und
A2+l gin(x) n o1 m _,, dtieme
T (=1)" cos(x) = Z ( . )(—1) m! x TS sin(z) = 0

m=1
fiir |z| — oo, wobei hier nur Folgen reeller Zahlen zugelassen sind. Demnach sind Fy,,, Goyy1 €
%> (R) N L>(R). Fiir jedes j € No ist y = [[Fon|l poo () -e~¥l]y]’ eine von z unabhingige
integrable Majorante von y — e~ ¥l|y|7 - Fy,(z — y) und y — [G2nt1ll oo r) e Wl|y|7 eine
von z unabhiingige integrable Majorante von y — e~ 1¥l|y|7 - Ga, . 1(x — y), denn

(o) o0
/ e Wylidy = Z/e*yyjdy =2 jl < o0.
—o0 0

Insgesamt folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz, dass
o0 oo
lim [ e Wyl Fyp(x —y)dy=0= lim [ e Wy Gopyr(z —y)dy

—00 —00

fiir alle j € Ny und damit
o0 o0
Jim e Wpy(ly]) - Pon(a —y)dy = 0 = Jim e Wpy(lyl) - Gonga (@ —y)dy  (*)

—0o0 — 00

fiir jedes ¢ € N.

Wie wir bereits gezeigt haben, ist die Funktion z ~— 4o 2 iy @ (R) 0 L(R) mit
dm  sin(z)
dzn T

— 0 fiir jede reelle Folge |z| — co. Wegen

o0 oo

/ e~ Wly[itdy = Q/e—?/yj+1dy =2({+1)! <00

—00 0
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dd = sin(w) e~ Il|y|7*! eine von x unabhingige integrable Majorante von
w w

ist y = sup,er

Yy e Wiyl .y (f% w, fiir alle j € Ng. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz

folgt nun, dass

7 , 9" sin(z —
lim e Wy .y 2 wdy —0
|| =00 ox r—y
fiir alle j € Ny und damit
N o sin(z —y)
1 lyl e X Ty = ()
am [ e pe(lyl) -y FrTi—— ()
flir jedes ¢ € N.
Nun konnen wir Punkt (iii) beweisen. Es gilt
T 8 sin(z — y)
. —lyl et S22 |
oo [ M il o Ty
s 2n m §2n—m
= [ty o=+ [0 (20 ) vmmt oo st ) dy
— 00 m=0
= (-1 [ &M pu(lyl) sinfa )y
[ pllyl) Fanlx = )y
Vi 9?" sin(z — y)
—lyl Sy i Sl VAP
[l v Py
—o0
sowie
T 92"+l sin(x — y)
. —lyl .
oo [ o) Ty
* 2n+1 _
_ 2n+1 m 1y, OFnrilmmo
= [ =y | X () 0m - e sinGe )| dy
— 00 m=0
= 1 [ e () costa )y
+ [ pllyl) Ganea(o -~ w)dy
[ e 0P sin(z ) |
Insgesamt sehen wir mit Lemma 4.16, dass
2
z- kO (z) — = - sin(x — 677/2)‘
'/T
L1 &2\ [
P F;) % € pe(yl) Fon(x —y)dy
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11 =w N\ T
YA Z <2fl—|— 1) / e~ pe(|yl) Gony1(z —y)dy

=0 .
N 1 2¢ 1y 2 /Ooe_y| m o sin(:v—y)d
m 261 n P Y x—y 4
n=0 SN
Vi o0
1 1 20
- —lyl (o —
<L (o)| [ peod Pt wpay
n=0 o
£—1 °°
1 1 20 _
+ Y <2ﬁ+ 1) / e 1l pe(|yl) Gony1(z —y)dy
=0 e
N 11 i 20 /Ooe_yl (1) O" sin(z —y)d
T 261 —\n PAIII Y x—y 4
— 0
fiir |z] — oo nach (x) und (*x), fiir alle £ € N. O

4.18 Folgerung: Es sei { € N. Dann gilt
(i) kO € LP(R) fiir alle p € (1,00].
(ii) k© ¢ L'(R).

(iii) |a:1|i£)noo z-kO(z)— 2. (Cy-sin(z) + Cy - cos(x))| = 0, wobei die Folgen (Crm) men und (Con)men
wie folgt definiert sind:
Czj_l =0 und ng = (71)j

sowie
C’Qj,1 = (—1)j und égj =0

fiir jedes j € N.

Beweis: Es sei £ € N.

(i) Wir wissen bereits aus Satz 4.17, dass k() € L>°(R). Es seien p € (1,00) und N € N. Wir

berechnen
oo N o0 1 -N 1
p p P p
/ ‘k(@(m)’ dz = / ‘k(@(m)’ dm—f—/w‘m-k(@(w)‘ dz + / [ x-k“)(m)) dz
— 0 —-N N -0

T T
< Ci+Cy ——dx + Cy ——dzx
|z [P |z [P
N —00

=C1 + 20y |: x_p+1:|
_p+ 1 =N
2C
-0+ 22 Nptl
p—1
< o0,

< oo nach (i) aus Satz 4.17 und C5 := sup ’x . k(z)(x)|p < 00

wobei C := 2N - Hk(é)Hioo(R)
zeR

nach (i) und (ii) aus Satz 4.17. Damit ist (i) bewiesen.
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(ii) Wir bezeichnen die offene Kugel mit Radius p > 0 um eine reelle Zahl y mit B,(y) C R.

76

Setze € := 7 > 0. Mit (iii) aus Satz 4.17 folgt, dass

EO(2,)
nll)ﬂolo 2 sm(a:n7£7r/2) =1
fiir jede Folge (zn)neny in @ : =R\ U Be((m + £/2)7) mit li_>m |£n| = 00. Da die Funktion
meEZL n—oe

®
T — #(2,,/2) stetig auf Q ist, existiert ein N € N mit N > ¢r/2 derart, dass

kO (2)
2 sin(z—Ln/2) >1-e>0

fiir alle € [N, 00) N 2. Dann gilt

70 ‘k“)(m)‘ dz > / ’k(e)(x)‘ dz

QN (N,00)

L0 () e

2 sin(z —zm)‘

T T 2 sin(z—~4n/2)
QN(N,00) 4 i
i - 2
>(1—¢) 2 / 'sm(ac I/ )’dx
T x
QN (N,00)
2 sin(z — ¢m) | .
= (1 — — _
(1-¢) ™ / T—1Lln/2 dz

QN(N+L47/2,00)

/ | sin(Z) cos(4m) — cos(Z) sin(4n)| 4i

) ]
QN(N+47m/2,00)

—(1-9) 2 / [ein@)] g,

T
QN(N4-47/2,00)

wobei Q =R\ | B:((m+£0)7) =R\ U B:(mn)aus Q =R\ | B.((m +£/2)7) durch
MEL meZ meZ
die Transformation # := x + ¢r/2 entsteht. Daraus folgt wegen N > ¢7/2 und |sin(z)| > ==

fiir alle z € Q, dass

7 ‘k“)(m)‘ dz > (1—¢) 2 / de

T T
- QN(N+Lx/2,00)
2 31
>(1—¢) = / de
s X

QN(N7+7/4,00)

>(1—5)§ / %dx

QN(N7+7/4,00)

f oo nw+3m/4
2 1
n=N nw+m/4
2 — 1
> (1 —€) £ T~__
T =2 nm + 37 /4
V2 -1
> (1—¢) X2 ==
z(1-9) 27 Z no o
n=N+1



4.2. Eaplizite Bestimmung der Funktionen k) fir ¢ € N

da die harmonische Reihe divergiert. Damit ist (ii) bewiesen.

(iii) Dies folgt unmittelbar aus (iii) des Satzes 4.17. O

4.2 Explizite Bestimmung der Funktionen k() fiir ¢ € N

In diesem Abschnitt mochte ich die folgenden Eigenleistungen herausstellen: Lemma 4.19, Satz
4.20, Lemma 4.25, Lemma 4.26, Lemma 4.27 und Satz 4.28, alle samt Beweis. Zudem habe ich die
einfache Folgerung 4.22 selbst bewiesen. Die exponentielle Integralfunktion ist schon seit langem
bekannt, aber da ich fiir die meisten Eigenschaften weder einen Beweis noch eine Beweisidee in der
Literatur gefunden habe, sind Lemma 4.19 und Satz 4.20 entstanden, die ich selbst bewiesen habe.

Es sei £ € N. Wir benotigen den Integralkern (z,) — k) (z4y) als Abbildung (0, 00) x (0, 00) — R
zur Darstellung des Integraloperators K(©). Im vorangegangenen Abschnitt war es moglich, alle
Beweise fiir reelle = zu fiihren, d.h. fiir k() als Funktion von R nach R, ohne dass dadurch ein
Mehraufwand entstand. In diesem Abschnitt betrachten wir > 0. Zur Darstellung der Funktion
k@ bendtigen wir sogenannte exponentielle Integrale.

Schreibe R<g = {# € R : < 0}. Definiere fiir z € C~ die Funktion

eft
dt, N €N,
+z

N
Fy:zw— Fn(2) ::efz/t
0

wobei C~ = C\ R¢q die geschlitzte Ebene bezeichne.

4.19 Lemma: Fs sei N € N. Dann gilt:

(i) Fn ist holomorph in C.

N —
(ii) Fir jedes z € C™ existiert A}E)noo e ? { )‘;L—;dt in C.

N t
(iii) Die Funktion z — F(z) = lim e % [ f;zdt ist holomorph in C~.
N—oo 0

Beweis: Es sei N € N. Die Menge (0,00) x (—m,7) C C ist offensichtlich ein einfach zusammen-

héngendes Gebiet. Die Polarkoordinaten-Transformation

(0,00) x (=m, 1) = C~, (r,6) — re',
ist bekanntermafien ein Diffeomorphismus, insbesondere ein Homéomorphismus. Daher ist das
Bild der Polarkoordinaten-Transformation, C~, ein einfach zusammenhingendes Gebiet; zudem
ist ¢ ~ e~¢/¢ holomorph in C~. Wir kénnen also das folgende Integral wegunabhiingig definieren:

z+N ¢ ¢ N 4

€ (§] (§]

S d¢=| T—d¢=e* [ ——dt=Fn(2), z€C",
/ ¢ ¢ on € (=e O/t+z (), 2

wobei Cy : [0, N] = C, Cn(t) =t + =.
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(i)

(iii)

78

—t—z

Offenbar ist die durch fy(2,t) = %5~ definierte Funktion fy : C~ x [0, N] — C stetig. Fiir
jedes feste t € [0, N] ist die Funktion z — fx(2,t) holomorph, denn die Funktionen z — e~ =2
und z — t + z sind jeweils holomorph in C~, und t + z # 0 fiir alle ¢ € [0, N], z € C™.
Die anderen Voraussetzungen des Holomorphiesatzes fiir parameterabhéngige Integrale sind
offensichtlich erfiillt, also ist Fy holomorph in C~.

Es sei z € C™. Es sei € > 0 beliebig. Die Funktion [|Re(z)],0) = R, ¢t — ﬁ, ist streng
monoton fallend. W&hle Ny € N, Ny > |Re(z)|, so grofs, dass

e~ No

— < €] e.
Erh

Fir n, N € Nmit N > n > Ny gilt nun, dass

N
—t
e
Fr(z) — — |~
Fy() = Ful)] = e [ St
n
—z
] e 'dt
n+ 2|
n
—z
< 7|1€+ L| (e — e~ M)
le ™ o—No
[No + 2|
<e€

Daher ist ([,(2)),y eine Cauchyfolge in C. Bekanntermaken ist C ein Banachraum, also
existiert A}im Fy(z) in C, wie behauptet.
—00

Nach Punkt (ii) kénnen wir die Grenzfunktion

N
—t
F:C —=C, zw F(z):= A}im efz/te_i_ dt,
—00 z
0

definieren. Es sei 2y € C™. Betrachte die abgeschlossene Kreisscheibe K := K,(29) mit Radius

p um zq als Umgebung von zg, wobei p := % dist (29, R<q) = % i?{f |zo—2x| > 0. Esseie >0
- r€R<o

beliebig. Wahle Ny € N, Ny > max | Re(z)], so grofs, dass

N, 1 1
- max < €,
zeK |No + 2| max le=#]
z

e~

wobei das Maximum jeweils angenommen wird, da K kompakt und z — |e*| sowie z —
|No + 2|71 jeweils stetig auf K ist. Fiir n, N € N mit N > n > Ny gilt nun unabhiingig von
z € K, dass

—t
_ e
Fy() = Fal)] = o [ S
n
N
1
< max |e”?| max —— /e_tdt
zEK ze€K |n+z|
n
—z 1 —-n -N
<maxle | max —— (e —e )
2EK 2K |n + z|



4.2. Eaplizite Bestimmung der Funktionen k) fir ¢ € N

_ 1 _
< max e *| max ——— e Mo
z€EK z€K |N0 + Zl
<e,
wobei wir verwendet haben, dass die Funktion
1

[ max |Re(z)],00) = R, t+— —,

streng monoton fallend ist. Folglich gilt fiir alle n, N € N mit N > n > Ny, dass

sup |Fn(2) — Fr(2)] < e.
zeK

Es sei ¢ € K. Nach Punkt (ii) existiert mo = mo(e, () € N, so dass

[F(C) = Fimo (Q)] <&,

wobei wir ohne Einschrinkung annehmen diirfen, dass mg > Ny. Insgesamt erhalten wir
unabhingig von ¢ € K fiir alle n > Ny, dass

[F(C) = Fnl(O] < [F(Q) = Fong () + [Fing () = Fr()]

<e+sup |Fmo(o - Fn(Ol
(eK

< 2e.

Somit gilt

sup [F(¢) = Fn(Q)] < 22
CeK

fiir alle n > Nj, also konvergiert die Funktionenfolge (F},) lokal gleichméfig gegen F. Of-

neN
fensichtlich ist C~ eine offene Teilmenge von C. Insgesamt folgt mit dem Satz von Weierstrafs,

dass die Funktion F' holomorph in C~ ist, was zu beweisen war. O

4.20 Satz: Es sei (a,),cy eine Folge in C~ derart, dass {Re(ai),Re(az),...} nach unten be-
schrankt ist, und dass lim |a,| = co. Dann gilt
n—oo

et
nhﬂngo Td{ = F(z2).

fiir alle z € C™.

Beweis: Es sei (ay,),, o eine wie in der Voraussetzung des Satzes beschriebene Folge. Es sei z € C~
beliebig, aber fest. Im Rahmen einer Fallunterscheidung nehmen wir zunéchst zusétzlich an, dass
lim Re(a,) = co. Es sei N € N so grof, dass N > |Re(z)| und Re(ay,) > 2|z| fiir alle n > N.

n—oo

Betrachte fiir jedes n > N die Kurven

Cin:[0,1] 5 C, Cpu(t) = |ay| eiterslan)tt-(arglzton)—arg(an))}
C2n:00,1] = C, Cop(t)=z4+x,+t-(n—x,),
wobei die positiven reellen Zahlen x,, = — Re(z) + 1/ —Im(2)? + |an|? so gewahlt sind, dass z + z,,
den eindeutig bestimmten Schnittpunkt des Kreises mit Radius |a,| um Null und der parallel zur
reellen Achse verlaufenden Gerade durch z in der rechten Halbebene H, = {¢ € C : Re(¢) > 0}

markiert. Mit arg(¢) bezeichnen wir den Winkel des komplexen Zahl ¢. Im Folgenden werden wir
zeigen, dass

- —C
lim ¢ dc=0= lim ¢ dc,

n—oo Cl n— oo CQ C
s \n
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wobei wir ohne Einschrinkung n > N in den Limiten fordern diirfen. Des Weiteren seien die
komplexen Zahlen a,,, z+n und z + x,, ohne Einschrankung paarweise verschieden, denn andern-
falls verschwinden die entsprechenden Wegintegrale der in C~ holomorphen Funktion { — egg

trivialerweise. Setze 2, := {C1,,(t) : t € [0,1]}. Wir berechnen mit der Standardabschitzung

L.

o<
<

max |e ¢|
CEQy

|an|
Re(¢).

< 27lay | - max

= 27|ay) -

=27 - maxe~
CEQ,
Da die Zahlen z + x,, und a, fiir jedes n > N in der rechten Halbebene liegen und €2, den
Kreisbogen zwischen z + x,, und a,, beschreibt, wird der Realteil der ¢ aus §,, fiir { = z + x,, oder
fiir ( = a,, minimal. Daher gilt

Lo

< 97 o= min{Re(an), Re(=+422)} _,

fir n - oo, n > N, denn lim Re(a,) = oo nach Voraussetzung und lim Re(z + z,) =
n—oo n— oo

lim /—1Im(z)2 + |a,|? = oc.

n—oo

Als Néchstes betrachten wir das Kurvenintegral entlang Cs ,,. Es gilt

—z—Zp—t-(n—xyp) " =7
d n — x,)dt =
Lo /|z+xn+t e T

wobei wir 7 :=t - (n — x,) + 2, substituiert haben. Nun folgt wegen lim x, = oo
n—oo

/ eigd( B 7 efRe(z)frd
—d(| < —dr
Con G |z + 7]

min{z,,n}
- — Re(z) _—
~ |Re(z) + min{x,, n}| / ¢

min{z,,n}

e~ Re(z)
~ |Re(z) + min{x,, n}|
-0

— min{z,,n}

€

fir n — oo, n > N; man beachte, dass der Ausdruck |Re(z) + min{z,,n}|~! wegen n > N >

|Re(2)| und =, > —Re(z) + v/4Re(2)? + 3Im(z)? > |Re(z)| wohldefiniert ist und fiir n — oo
ztn
sogar gegen Null strebt. Insgesamt haben wir gezeigt, dass das Integral von a,, zu z+n, [ %d{ ,

Qn
An

fiir n — 0o, n > N, gegen Null strebt. Daraus folgt wie behauptet lim [ %d(j = F(z2).
n—oo z

Nun betrachten wir den Fall, dass die in den Voraussetzungen des Satzes beschriebene Folge (ay),, oy

zusétzlich die folgenden Bedingungen erfiillt:
{Re(a1),Re(ag), ...} ist beschrinkt und ILm | Im(a,,)| = oo

Offensichtlich folgen diese Eigenschaften notwendig aus den Forderungen an die Folge (ay,),,cy im

Satz und daraus, dass die Folge der Realteile von a,, nun auch nach oben beschrinkt sein soll. Wie
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im ersten Fall sei z € C™ beliebig, aber fest gewahlt. Es sei N € N so grof, dass N > |Re(z)| und
n + Re(z) > Re(ay), |Im(ay,)| > 1 fiir alle n > N. Betrachte fiir jedes n > N die Kurven

Yin i [0,1] = C, y1,0) =z+n+it- (Im(a,) — Im(z)),
Yo 0 [0,1] = C,  A2,(t) =Re(z) + n+1i-Im(ay,) + - (Re(an) —n — Re(z)).

Im Folgenden werden wir zeigen, dass

e ¢ e ¢
lim —d¢ =0= lim / —d¢,
n—oo Jo n—oo [ C

wobei wir ohne Einschrinkung n > N in den Limiten fordern diirfen. Des Weiteren seien die
komplexen Zahlen a,,, z+n und Re(z) + n +1i-Im(a,) ohne Einschrinkung paarweise verschieden,
denn andernfalls verschwinden die entsprechenden Wegintegrale der in C~ holomorphen Funktion
¢ % trivialerweise. Mit Hilfe der Transformation 7 := ¢- (Im(a,,) —Im(z))+Im(z) und partieller
Integration berechnen wir

[ e

1
—it-(Im(an)—Im(z))
_ o—n—Re(2) © I -1 dt
e 0/ Re(z) +n] +i[Im(z) + ¢ - (Im(a,) — Im(z))] (m{6n) = Tm(z))
Im(an) i
—n—Re(z) i-Im(z) e—d
¢ © [Re(z) + n] +ir !
Im(z)
Im(an) Cir
—n—ne(z e i
— o—n—Re(2) T ([Re(z) + n] —ir)dr
Im(z)
Im(ay) Im(an) :
e Re(s) / cos(T)2 2d7_ [Re(z) + 1] — SIH(T)2 = rdr
o [Re(z) +n)° + 7 o [Re(z) +n]” +7
Im(ay) Im(ay) .
il COS(T)2 S Tdr — / SIH(T)2 Sd7 - [Re(z) + n]
[Re(z) +n]” +7 [Re(z) +n)" +7
Im(z) Im(z)
Im(an,)
< ¢ Re(2) COS(T)Q 2d7- - [Re(z) + n]
o) [Re(z) +n]" + 7
Im(ay) ) ( ) Im(an) ( )
N / sm7’2 2~Td7'+ / cos7’2 Q'TdT
ol [Re(z) +n)* + 7 e [Re(z) +n]" + 7
Im(any) .
" Re( )ST(T})Q 207 [Re(z) +n]
Im(z) i " !
7 1
< e—n—Re(z) 2 [Re(z) +n / dr
- [Re(2) ] [Re(z) + n]2 + 72
— cos(T)

T=Im(an,) Im(an)
d T
T + / cos(T) — 3 dr
dr \ [Re(z) + n]” + 72

7=Im(z) Im(z)

[Re(2) +n]* + 72
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sin(7)
[Re(2) +n* + 72

T=Im(an,) Im(an)
. d T
T - sin(7) o < R 5 2) dr
7=Im(z) Im(z) [Re(z) +nf"+7

[e.9]

e " Re(2) e(z)+n L T
< 2 [Re(2) + 14 TREF—=
| Tm (ay,)| 9 | Im(2)]

[Re(=) +n? +m(a,)? "~ [Re(z) +nf? + Im(z)?
max{Im(a,),Im(z)}
+2

min{Im(a,),Im(z)}

dr

dr <[Re(z) + n]2 + T2>

Mit der Transformation s := bestimmen wir

T
Re(z)+n

o0 o0

/ L [ farctan(s)]} ] "
T = s = arctan(s =
[Re(z) 4+ n)* + 72 Re(z) +n 1+ 52 Re(z) +n $7-% " Re(z) +n

Zudem gilt die Abschétzung

max{Im(a,),Im(z)} x

. [Re(z) +n]* — 72
= / ([Re(z) +n)?+ 7'2>2

— 00

dr

dr ([Re(z) + n]2 + 7'2>

min{Im(a,),Im(z)}

o

1
= / Re(s) s 12

— 00

™

~ Re(z) +n’

Damit erhalten wir

e

fiir n — oo, n > N; man beachte, dass n > N > |Re(z)| sowie lim |Im(a,)| = oo, |Im(ay,)| > 1
n—oo
fir n > N.

2 I 2
S e—n—Re(z) 27_[_ + + 2 ‘ m(z)| 3 + 4 RN 0
| Im(a,,)] [Re(z) + n] Re(z) +n

Schlieflich betrachten wir das Kurvenintegral entlang 7, ,,. Da n+ Re(z) > Re(a,,) fir alle n > N
gilt, berechnen wir mit Hilfe der Transformation 7 :=t - (Re(a,) — n — Re(z2)) + Re(z) + n, dass

[ e

i Tm(an) ; e~ Re(z)—n—t-(Re(an)—n—Re(z))
— |o—iIm(ay, R J-n-R d&t
e /i.Im(an)JrRe(z)Jrnth. (Re(an) — n — Re(z)) [Re(a,) —n e(z)]
0
Re(an) .
e
= d
/ i-Im(a,)+7 T
Re(z)+n
Re(z)+n
e*T
< ———dr
/ | Im(ay,)|
Re(an)
1 7 B
< e e Tdr
| Im(a)|
Re(an)
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. 1 — Re(an)
" [Tm(an)] ©

—0

fiir n — oo, n > N, nach den Voraussetzungen an die Folge (a,,) Insgesamt haben wir gezeigt,
z+n
dass das Integral von a, zu z +n, [

an

neN"

CC d¢, fiir n — oo, n > N, gegen Null strebt. Daraus folgt

e

an
wie behauptet lim [ %d( = F(z), und der Satz ist vollstéindig bewiesen. O
n—o0 2

4.21 Definition. Nach Lemma 4.19 und Satz 4.20 ist die Funktion

e
E :C™ > C, zHEl(z):/erC,

z

holomorph und im folgenden Sinne wohldefiniert:
Fiir jedes z € C~ und jede Folge (ay,) derart, dass {Re(a1),Re(az), ...} nach unten beschrinkt
ist, und dass ILm lan| = oo, gilt

neN

_fe
nh_{rgo ng = E1(2).

z

Die Funktion E; heif’t exzponentielle Integralfunktion.

4.22 Folgerung: Die exponentielle Integralfunktion besitzt Darstellungen

T ot
e
El(z):efz/t%_zdt, zeC™,
0

und

7 —tz
El(z):/et dt, = e\ {0},
1
wobei H, = {z € C: Re(z) > 0} C C die rechte Halbebene bezeichne.

Beweis: Die Darstellung

Tt
El(z)ze_z/ © dt, zeC™,
t+ 2z

0

war Ausgangspunkt unserer Uberlegungen; hier ist nichts mehr zu zeigen.

Es sei z € H, \ {0}. Betrachte fiir n € N die Wege C,, : [1,n] — C, C,,(t) = tz. Die Folge (nz)
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 4.20, weil Re(z) > 0. Daher gilt

neN

nze—( : e—tz e—tz
Ei(z)= lim | —d¢ = lim dt = / dt.
n—00 C n—»00 t t

O

Wir definieren das komplementdre exponentielle Integral unabhéngig vom Integrationsweg durch

z

Ein(z):o/l_cecdé, zeC,

denn ¢ + (1—e~¢) /¢ ist holomorph auf ganz C, und C ist ein einfach zusammenhingendes Gebiet.
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4.23 Satz: Die komplementdre exponentielle Integralfunktion ist holomorph auf ganz C, und es
gilt
E\(z) = Ein(z) —log(z) — v, z=re € C™, (4.5)

wobei log : C~ — C den durch log(re'’) = log(r) + i definierten Hauptzweig des komplezen

Logarithmus bezeichne und v := lim (1 + % +..4+1- log(n)) die Euler-Konstante.
n—oo

n
Zunichst beweisen wir das folgende
4.24 Lemma: Die V— Funktion ist fiir x > 0 definiert durch
d
U (z) := ——log(l'(x)),

dz

wobei v die Eulersche Konstante bezeichne. Es gilt

U(1) = /e_tlog(t)dt = —7. (4.6)

Beweis: Nach Satz 1 bei Kairies [7] gilt ¥(1) = —v. Bekanntlich ist I'(1) = 1. Betrachte die offene
Kreisscheibe mit Radius 1/2 um 1, K;/5(1) C C. Fiir jedes fixierte ¢ € (0, 00) ist

PR tzfleft — 1 ez-log(t) et
t
holomorph in K /5(1). Fiir jedes t € (0,00) und jedes z € K;/5(1) gilt

1 1 1
‘ e t e (ﬁ Lo,y (t) + %% - 11 00) (t))

t
und
o) 1 1 e’}
/e_t (\[ L)+ \/f']l(l,oo)(t)> dt = /e_t 7dt+/e_t Vidt
0 1
1 1 e’}
< | —=dt+ / tetdt
/ Vi ‘
0 1
1 o0
< [2 \/Z} +/t e tdt
0
0
=3 <
Nach Satz 1.33 gilt nun
o I 7o
e z—1_—t — (421t
82/1% e”dt /az(t e h)dt
0 z=1 0 z=1
Insbesondere ist
ray o [ 7o T
U(1) = = — [t letdt = [ — (t" te V) dt :/ ~tlog(t)dt.
(1) (1) 890/ ¢ /83:( ¢ ) o™ log(?)
0 =1 0 =1 0
Damit folgt die Behauptung. O
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4.2. Eaplizite Bestimmung der Funktionen k) fir ¢ € N

Beweis des Satzes 4.23: Offenbar ist die durch f(z,t) = "2 definierte

|M8

Funktion f : C x [0,1] — C stetig. Fiir jedes feste ¢ € [0, 1] ist die Funktion z_»—> f(z t) holomorph,

denn der Konvergenzradius der Potenzreihe (_'27;71 2™ ist wegen
n=1
—t)" ! t
lim ()/(n—i—)’: lim —— =0

n— 00 (—t)"_l/’n,! n—oomn + 1

gleich Unendlich. Die anderen Voraussetzungen des Holomorphiesatzes fiir parameterabhéngige

1— z
/76(115
t

0

Integrale sind offensichtlich erfiillt, also ist

z— Ein(z) = /1—e

holomorph auf ganz C. Dabei ist C' : [0,1] — C, C(¢t) =

Ein Beweis der Formel (4.5) findet sich z. B. bei Jeffreys [5], S. 470-471, und erfolgt durch gliedweises
Integrieren der Potenzreihenentwicklung der komplementéren exponentiellen Integralfunktion und
den Grenziibergang Z — oo unter den Bedingungen des Satzes 4.20. Dies fiihrt zu

Z

Z zZ
74' _ —
Ei(z) = lim /%dg:zlgnw /%dgf/l Ce Cd( = C —log(z) + Ein(z), zeC-,

z z z

wobei die Konstante C' := Zlim {log(Z) - (Z - 2Z—22, + 3Z—;, - )} noch zu bestimmen ist. Mit
e . [

partieller Integration folgt fiir jeoaes x > 0, dass

/e_t log(t)dt = [—e~* log(t)]zzoo + %dt =e "log(z) + Ei(z) = C — (1 — e~ ") log(z) + Ein(z).

x

x xT

Andererseits erhalten wir unter Benutzung von (4.6), dass

(oo} o0 T x

/e*t log(t)dt = /e*t log(t)dt — /e*t log(t)dt = —y — /e*t log(t)dt, = >0,
x 0 0 0
also N
C—(1—-e"%)log(z)+Ein(x) = —y — /e_t log(t)dt, = > 0.
0
Fiir x — 0+ ergibt sich C' = —. |
4.25 Lemma: FEs gilt
(i) {e_y mﬁgi—;y)dy =te” {Ei(z+iz) — Ey(z —iz)}, x>0.

oo . .
(i) [e v W dy = re=o 4 Lo~ {By(—x —iz) — By (-2 +iz)}, 2 >0.
0

Beweis:

(i) Wir berechnen mit Hilfe der Transformationen § := x + y und § := g/«

oo . . (oo}

/ oy STy e / S GRS L 4y
z+y 2 z+y

0 0
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Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

X

_ %1/ (e—ﬂ(l—i) _e—ﬂ(1+i)>

dy

S| =

e” ® e —g(z—ix) e—ﬁ(ﬂc+ix) .
-5 /{5 o
Y
1

= %e”’ AFEi(x +iz) — Fy(x —ix)},

1 . .
/ efy(xflm) _ efy(erlz) dy
Yy
1

Y

o L

-1
1

1
1— e—y(m—ix) 1— e—y(I+im)
e / Loy

(ii) Wir berechnen mit (4.5) und der Transformation y — —y, dass

x> 0.

1— e—y(ac—ia:) y 1— e—y(z—ix) ! 1— e—y(x—i—iaﬁ) 0
7dy—/7dy+/7dy+/
Yy Yy Yy

1— e—y(;z-f—i:c)

1— —y(—z+iz) 1— —y(—z—ix)
= —FEin(z — iz) + / e—dy + Ein(z + iz) / ¢ —dy
Y

0

= —FEin(z — iz) + Ein(—z + iz) + Ein(z + ix)
=—FEi(z —iz) + E1(—z + iz) + By (z + ix) —

—log(z — iz) + log(—x + iz) + log(x + ix)
= —Fi(x —iz) + E1(—z + iz) + E1(z + iz) —

o0

0 —o0

0

—x

0
/e_y sm(x—y)dy: /ey sm(a:—l—y)dy
r—=y T+y

Daraus folgt mit Hilfe der Transformationen y — —y, § := 2 +y und g :

_ / ety (eimy) 7efi<m+y>> Ly
2i T+y

— 00

T

= 921 / (e_ﬂ(_l_i) —e

— 00
o0
—x

e

-1
—T

=45 Ei(x —ix) —

— /<_e—@<w+iw>+e—@(x—iw>)

—me" 4 e {E1(—x —iz) — E1(—z +1ix)},

2

4.26 Lemma: FEs seien m,n € Ny mit m > n. Dann gilt

86

(i) [e Yy™ cos(y)dy = 2(’1’7;”2 cos ((m+ 1)w/4).
0

Y
0 1
1
0
— Ein(—z — ix)
Ei(—z —ix)
— log(—z —ix)
Ei(—z —iz)+ 271, z>0.
= —g/x, dass
_g(—1+i)) % g
Y
1
—dy
Y
1
(z—iz) _ —g(z+iz)
Eq(xz +ix) +/e Ae dy
4 Y
x> 0.

dy



4.2. Eaplizite Bestimmung der Funktionen k) fir ¢ € N

(1) Je_yym sin(y)dy = Q(Jfﬁ sin ((m + 1)w/4).

(iii) fir jedes x > 0, dass

_ z": (TVL) (_DV(mm!)!me (Wew + %e*m (Bi(—2 — i) — Ey(—a + ix)})

= —n—+v
+z”: n (_1>y m! xm—n+u—1mi+y m-—n+v (_1)[3
=\ (m—n+v)! et Jé]
B—1
Bg—1\ (1)~ a! .
Z( N (xa) Wsul(xf(ale)ﬂ/ll)
a=0
=P, (2)
(iv) fir jedes x > 0, dass
T _ o™ sin(z +vy)
y,m L d
/e L T4y 4
0

n

3 (V) mxm—w %ew (By(x + i) — By (x — ix)}

v=0
n B 71m—n+v TTL*TL+V 5
mzo <V) _n+y> gty ﬁz ( B )(1)
v= =1

-1 51 o
Z( o ):z:a 9(a+1)/2 sin (z + (a + 1)7/4)

Beweis:

(i) Dies wurde bereits im Beweis von (i) des Lemmas 4.15 gezeigt.
(ii) folgt vollig analog zu (i).

(iii) Wie wir bereits gezeigt haben, ist die Funktion z +— sin(z)/z holomorph auf ganz C, und
x +— sin(z)/x sowie sdmtliche Ableitungen beliebiger Ordnung sind jeweils in L>°(R). Daher
treten in der folgenden n—fachen partiellen Integration keine Randterme auf, und zusammen
mit der Leibniz-Formel und dem binomischen Lehrsatz folgt, dass

T _ o™ sin(z —y)
Y m L d
/e Y ox" zT—y 4

0

oo_ o" sin(x —y)
—(—1)" e S |
( )/e U i

7ym smxf
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Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

= Enl (Z) (_W(m_rz!ﬁ,)g 7e_y (fy -} + oyt BV,
0

o p—
-3 (e e 7 o T Py
+ Vn (Z) (—l)l’m_TZ!Jru)!xmnW1 mg::” (m —g + I/) 1) iz::: (5 ; 1) (_;!)a

=0
/e Yy*{sin(z) cos(y) — sin(y) cos(z)}dy, =« > 0.
0

Durch Anwenden von (i) und (ii) dieses Lemmas, des Additionstheorems fiir den Sinus sowie
von (ii) aus Lemma 4.25 ergibt sich unmittelbar die behauptete Formel.

(iv) Vollig analog zum Beweis von (iii) folgt, dass

[ 2 st ),

Jdz™ x4y
0
_ - n v m' _1\m+v,.m—n+v r —1 Sln(ir—’_y)
_z:()(l/)(—l) 7(m—n+u)!( ™ty /e“7x+y dy
v= 0
n n " m! i m—n-+v m-—n-+v L o p—1 (51)1
+;<u>(_) (m—n-i—u)!lj (32::1 < B >(_) ;) a Jx

0
. /e Yy*{sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z)}dy, = > 0.
0

Durch Anwenden von (i) und (ii) dieses Lemmas, des Additionstheorems fiir den Sinus sowie
von (i) aus Lemma 4.25 ergibt sich unmittelbar die behauptete Formel. O

4.27 Lemma: FEs seien m € N, n € Ny und v > 0. Dann gilt

N —y 9" sin(z—y) nnil b d"~ 1P sin(x) x —y sin(z—y)
(i) [e™¥ g =T Pdy = (-1) bzo(_n A ) | [erv smulg,,
0 = 0
0 n—1 i . &S] .
) Jorv g st - S e s | oy i,
0 b=0 0
(iii) im Fall m < n, dass
o0 .
/e*yym o™ sin(x —y) dy
oz  x—vy
0

dxn—m—a—l—b T
b=0

N V_gm (Z) (DVW_”:JFV)!WW <7Ter + %eﬂ {By(—x —iz) — By (—ax + m:)})
(

V) Vo _”:JF I miw (m _g i V) (-1)”

v=n—m B=1
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4.2. Eaplizite Bestimmung der Funktionen k) fir ¢ € N

s\ o
2%<Ba )( ) 27(a+1)/251n(x—(a+1)7'r/4)

(iv) im Fall m < n, dass

[omp 2 ntesny,
ox™ x4y
0

1) "‘sz‘l <m ta— 1) "‘mi:“‘l dr—m—a=1=b gin(z)

m—1 dgn—m—a-1-b 4
a=0 b=0

+ (=™ Z (Z) (mﬂ:ij)!xm_"*'” %e’” {E1(z +ix) — Eq(x —ix)}

v=n—m
n m—n-+v
+ (_1)m Z n m! pmontv—l1 Z m-—n+v (_1)/3

L= \v (m—n+v)! et B8

B—1
B—1\ 1 al .

Z( u x—amsm(:ch(aqu)w/él)
a=0
= Q:L,n T

Beweis:

(i) Dies zeigt man miihelos mit vollstdndiger Induktion nach n € Ny; im Induktionsschritt wird
einmal partiell integriert.

(ii) Dies zeigt man ebenfalls miihelos mit vollstindiger Induktion nach n € Np; im Induktions-
schritt wird einmal partiell integriert.

(iii) Wir gehen analog zum Beweis von (iii) des Lemmas 4.26 vor und erhalten

= /88— {e7¥y™} smx(x—yy)dy + Randterme

- n m! 7 - _ sin(z — y)
= Y [ — Y _ m-ntv 2 \" I/ g dt
V—;m<l/>( ) (m—n—i-u)lo/e ({y -} +2) x—y y + Randterme
- n m! "I fm—n+ v i T _ sin(x — y)
= _1 v__ m—n-+v ﬁ/ Yy o B 7(1
2 Ooremm g () Ty =) T Wy
0
+ Randterme
- i § (‘U”Lxm_"*”/e‘y Mdy
v=n—m v (m-’l’l—'—l/)’ s T —y
- n m! " m—n—+u = /B-1 (—1)«
-1 v e m—n+rv—1 1 B
B e Sl G [ G

89



Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

. /e_yya{sin(ac) cos(y) — sin(y) cos(x) }dy + Randterme, z > 0.
0

Durch Anwenden von (i) und (ii) des Lemmas 4.26, des Additionstheorems fiir den Sinus
sowie von (ii) aus Lemma 4.25 ergibt sich unmittelbar, dass

T _ o™ sin(z —y)

Yo m d
/e Y dz" T —vy Y
0

_ i (") (_1)u(mm!)!xm—”+” <7re—w + %e—x (Ey(—2 —iz) — By(—2 + ix)})

v —n+v
vyr=n—m
+ i (n> (_1)1/ m! xm—n—i-l/—l miJrV (m —n+ V) (_1)/H
=\ (m—n+v)! et 8
B—1
-1\ (1)~ !
. Z (5 . )(:ca) %ﬁw sin (z — (o + 1)7/4) + Randterme, z > 0. (%)
a=0

Aus den schon mehrfach verwendeten Eigenschaften der Funktion x — sin(z)/x, ndmlich der
Existenz aller Ableitungen beliebiger Ordnung, die wie = — sin(x)/z jeweils in L>°(R) sind,
und der Leibniz-Regel folgt, dass die ersten m—mal keine Randterme in der obigen partiellen
Integration auftreten. Zudem ist

¥ i sin(z — T i—1 gin(z —
/e—yi Mdy = /e—y 4 sin(z — y) dy 4+ Randterm

oyl x—y oyi-1  xz—y
sowie
qm+i o 7m+j m+j 1)oe—¥ m)! a3 _ ol (—1)) m+j\ _, Rest
dym+j{e Yy }*; a (=1)% my =m!(=1) m )¢ T hes

fiir alle j € N. Zur Bestimmung der in (x) gesuchten Randterme bilden wir sukzessive die
4Abspaltterme (—1)™T"®q, (—=1)™*t"®y, .. (=1)™*t"®,, .4, fiir > 0 durch

T ™ sin(z —y)
iiJ = m/! v d
oy Jerr 20 e,

0

7 n—m 1 — s n—m—1 : o
Py (x) :=ml /eiy 0 sin(@ — ) dy + m! { <m * 1> — 1} /e*y 0 sin(z — y) dy
m
0 0

oyn—m  x—y

n—m—1 7 i
mta m+a—1 3 or—m—a gin(x —
Bpm1(z) = m! Y {( N ) - ( - )}/e yayn_m_a ;_yy)dy.
0

a=0

Dies sind die einzigen Terme, in denen bei der weiteren partiellen Integration Randterme
m—i—a) . (m+a—1) _ (m+a—1

m m m—1

auftreten. Zusammen mit (i) dieses Lemmas und ( ) erhalten wir

die in (*) gesuchten Randterme zu
n—m—a—1

n—m-—1 :
ntm m-+a—1 ——a dn—m—a=l=b gin(x
R T (N D M

m—1 T
a=0 b=0

n—m-—1 n—m—a—1 .
m+a—1 " dn—m=—a=1=b gin(x)
=ml Y ( )(—1) > (—1)bdxn7m7a717b , x>0.

m—1 T
a=0 b=0

Daraus folgt die behauptete Formel.
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4.2. Eaplizite Bestimmung der Funktionen k) fir ¢ € N

(iv) Wir gehen vollig analog zum Beweis von (iii) vor und erhalten

T _ o™ sin(x + y)
y,m < d
/e Y oam T+y Y

= Z (’FL) (_1)Vm7n!!(_1)m+vxm—n+u %ef {El (1‘ + il‘) — F; (1‘ _ 11‘)}

S = \v —n+v)
+ zn: (TL)( 1)1/ m! m—n+v—1 M—zn:-i'l/ (m —n+ V) ( 1)m+u+ﬁ
Y _
L=\ (m—n+v)! = I3
B—1
-1\ 1 !
. <ﬁ . >x“ ﬁ sin (z + (o + 1)7/4) + Randterme, z > 0. ()
a=0

Erneut treten in den ersten m Anwendungen der partiellen Integration keine Randterme auf,
und wir bilden sukzessive die ,Abspaltterme* (—1)"W¥q, (—=1)"¥4, ..., (—=1)"¥,,_,,,_1, durch

T _, O™ sin(z 4 y)
\ = m/! Y
o(@) :=m /e oyn—™m x4y

0
T _, O™ sin(z 4 y) { (m + 1) } / _, 0L sin(z + y)
v :=m! Y d ! -1 Y dy,
1(@) :=m o/e oyn—m x4y y+m m ¢ oyn—m—1 x4y Y

dy,

n—m-—1 o0 .
m-+a m+a—1 _, 0" sin(x +y
Vo= S (") (T e
0

a=0

wobei z > 0. Dies sind die einzigen Terme, in denen bei der weiteren partiellen Integration
Randterme auftreten. Zusammen mit (i) dieses Lemmas und ("™7?) — (mtzfl) = (m;:ff)
erhalten wir die in (**) gesuchten Randterme zu

n—m-—1 n—m—a—1 .
m m+a—1 dr—m=—a=1=b gin(x)
(71) m! Z < m—1 > { Z dxn—nL—a—l—b T
a=0

b=0

n—m—a—1 dn—m—a—l—b

n—m—1 — .
B 41 m+a—1 sin(x)
= (1™l Y ( o ) bZ; T, £ >0

a=0

Daraus folgt die behauptete Formel. O

Wir schlieRen dieses Kapitel mit einer expliziten Darstellung der Funktionen k() auf (0,00) fiir
feN.

4.28 Satz: Es sei ¢ € N. Dann gilt

11 (& 20\ 2™ (20 —m — 2
k“><x>=ﬂ2m{2 () o () B+ R

m=0 n=

S Con(B) 5 (Y [Qm,n<x>+c2;,n<x>]}v v >0,

m!
m=0 n=m+1

Dabei sind PE () bzw. Q,ﬂfm() die Funktionen aus Lemma 4.26 bzw. Lemma 4.27.

Beweis: Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen des Satzes folgt mit Hilfe des
Indexshifts m := ¢ — j — 1, dass

k(f)(:c)
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Kapitel 4: Uber eine diskrete Familie von Integraloperatoren

20 £—1 . o .
1 1 20\ 1 (t+j—1 1 _ _iq O™ sin(z—y)
- - —1)" — - [yl 16—3-1. 2 2"\  J/4
m 22‘1,;;)( : <n>2< (-1 )(e—j—n!/e vl g z—y 7

20 0-1 . o0 o s
:l +j5—1 /e yyejl sm(sc—y)dy
0 2J -1 E j—l " x—y
0

i sm<x+y>dy}

dz" T4y

1 2¢ EX_E( Iy 20 1 20—m—2\ 1
o 261 n ) 26—m—1 (-1 m!

=1 m
1 1 nf20\2™ (20 —m —2
ST 1 PID SO i ol TEHH G Gy
T _ o™ sin(x — y) T _ o™ sin(x +y)
. Y, m Y, m
{/e 4 dx™  x—vy dy+/e Y o™ x4y dy
0
W (20\27 (20— m =2\ .
(25 () Pt + P

N - 211(_1)” (Qng) % <2£ ;Tl_ 2) [Qn(2) + Q;n(x)]} , x>0,

was zu beweisen war.

Il
N | =
[\)
o
S| =
——
o~
|
(]
\
—

92



Anhang

1 Eine Orthonormalbasis von L?(0, 00)

Die Laguerresche Differentialgleichung lautet
vy (z) + (1 —2)y'(z) + ny(z) =0, x>0, neN,.

Definiere das n—te Laguerre-Polynom £, fiir > 0 durch £,(z) := & = (¢"e™*). Mit der

Leibnizformel sehen wir, dass

) =Y (”) V0 w0,

i
= \i)

d.h. £, ist ein Polynom vom Grad n mit Leitterm (_n—l,)nx" Wir berechnen

und damit

) ) ) = )= ()5 C)a=m+ G

n | o m=3 3 mn—j 1 Jj n
= (=12 | —= i - — =+ =
()( ) [ j+14 j+1 50 j J!]

n n—7 J 1
= (=1 —=d |- — —— 41
.1<J)( ) J! [ j+1 j+1 }

Demnach erfiillt das n—te Laguerre-Polynom die Laguerrsche Differentialgleichung zu n € Nj.

A.1 Lemma: Die Funktionen e=*/28,, n € Ny, bilden ein Orthonormalsystem von L?(0,00).

Beweis: Offenbar gilt

0/ o720 (x)]2dx = 0/ e~y = 1
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Anhang

und 0 [e’s}
—x 1 dn n, —x 1 dn_l Ne™T o
e sa@stons = [ 525 @) do = [ S o i
0 0

fir alle n € N.

Es seien nun m,n € N mit n > m. Fiir jedes j € {n — m,n —m + 1,...,n} konvergiert

xmfnJrj dj n, . —x ! j (71)2 m+i  —x
o @ )Z(z)(n—j—i—i)!x ¢

1=0

gegen Null, falls x — 0 oder  — oo. Daher verschwinden in der folgenden m—maligen partiellen

Integration sdmtliche Randterme:

/e x En(x)dx:/ﬁ @(x e ") dx
0 0
_ (_1)m m|7 dan=m n, . —x
N n! dan—m (x ¢ )da:
0
(_1)m m! [ d"—m! n. —x e n r n,—x
— (1 _ 5mn) . o Epr—— (x e ) - + Opn - (71) e *dx
0
=1 =0mn) 0+ 0pmpn - (—1)" n!
= Omn - (—1)" nl.
Da £, ein Polynom vom Grad m mit Leitterm (—n11)lm ™ ist, folgt, dass
7 —x r —z (_1)n n
e "Ly (x)Lh(x)dr = (1= 6mn) 0+ Gpn - [ €7 Y Lo (x)dx = dmn.
0 0 '
Falls m > n, so vertauschen wir die Rollen von m und n in der vorigen Zeile. ]

Um die Vollstdndigkeit unseres Orthonormalsystems zu beweisen, verwenden wir

A.2 Satz: Fs sei 3 C R, J # 0, ein Intervall und f eine fast diberall von Null verschiedene,
integrierbare Funktion auf 3, die fir alle x € J eine Abschitzung | f(z)| < C e~01%l mit Konstanten
C, 0 > 0 erfillt. Dann ist die Folge der Funktionen

l‘nf7 ne NOa

vollstindig in L*(J).

Beweis: Satz A.2 stammt aus Konigsberger [10], S. 342. Der Beweis wird auf den Seiten 341 und
342 gefiihrt. Die Beweisidee ist die folgende: Es sei g € L?(J) beliebig mit

(" f,g) = /jw”f(x)g(x)dx =0 firn € Np. (%)

Auf Grund der punktweisen Abschitzung fiir die Funktion f existiert eine Funktion F, die in
einem Streifen S C C mit R C S holomorph ist, so dass F(z) = @(m) fiir « € R. Dabei
bezeichne fy bzw. gy die triviale Fortsetzung von f bzw. g auf ganz R. Aus (x) folgt, dass F(™(0)
fir alle n € Ny verschwindet; der Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen und der Umkehrsatz

der Fourier-Transformation implizieren nun, dass g5 = 0 fast iiberall. (]
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2. Harmonische Analysis

A.3 Satz: Fir jedes n € Ny definieren wir die Funktion ¢, : (0,00) — R durch ¢,(z) =

e~%/2 ¢, (x). Dann ist (¢,) eine Orthonormalbasis von L?(0,00).

neNp

Beweis: Nach Lemma A.1 ist die Folge ¢,,, n € Ny, ein Orthonormalsystem in L?(0,00). Um
die Vollstéindigkeit zu zeigen, betrachten wir das Intervall 3 = (0, 00). Die durch f(z) := e=%/2
definierte Funktion f : (0,00) — R erfiillt die gewiinschte Abschétzung aus Satz A.2 mit C = 1
und § = 1/2, also bilden die Funktionen z"f, n € Ny, ein vollstindiges Erzeugendensystem von
L?(0,00). Da £, fiir jedes n € Ny ein Polynom n—ten Grades ist, folgt, dass auch ¢, n € Np, ein

vollstéindiges Erzeugendensystem von L2(0, cc) ist. O

2 Harmonische Analysis

Wir betrachten den Hilbertraum ¢% der Folgen © = (...,x_y, ..., T, ..., Tn, ...) mit z; € C fiir alle

j € Zund Y |zj]? < 0o zusammen mit dem Skalarprodukt (-, )z : £2x0% — C, (z,y)p2 = Y. x;7;.
Den Hilbe;terzaum 83_ aller Folgen (x¢,z1,...,2n,...) mit z; € C fiir alle j € Ny und jEZNZTijZ <
oo zusammen mit der Einschrinkung des ¢?—Skalarproduktes auf ¢3 fassen wir auf natiirliche
Weise als abgeschlossenen Teilraum von ¢2 auf, niimlich als Bild der orthogonalen Projektion
(e Xy ey Oy wery Ty o) > (00, 0,00, 0, 0,y oy T,y o). Es ist allgemein bekannt, dass durch (ej)jeZ
bzw. (e;);cy, eine Orthonormalbasis von ¢* bzw. (% gegeben ist, wobei die Folge ¢; an der j—ten
Stelle eine Eins und sonst ausschlieflich Nullen enthélt, fiir alle j € Z.

Wir betrachten den Hilbertraum L?(S!) zusammen mit dem Skalarprodukt (-,-)pz : L*(S') x
27 _

LA(SY) = C, (f.g)r2 = & [ f(e*)g(e)dt, und der Norm ||f]| oer) = (f, )15 Bs sei f € L3(S).
0

Fiir jedes n € Z ist der n—te Fourier-Koeffizient von f definiert durch

27

f) = 5= [ ety imat,

0
Dass f(n) existiert, zeigt man miihelos mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

A.4 Satz: Die Abbildung f — f ist ein isometrischer Isomorphismus L?(S') — (2. Durch

(ei"t)nGZ ist eine Orthonormalbasis von L*(S') gegeben.®

Beweis: Fiir ganze Zahlen m und n gilt

2

. : 1 i
<elmt,elnt>L2 = 27 /el(m_n)tdt = 57nn7
71—
0

also ist (ei"t)n ¢z ist ein Orthonormalsystem in L2(SY). Fiir den Beweis der Vollstindigkeit sei auf
Werner [25], Beispiel (b) und (c), S. 234-235, verwiesen.

Die Abbildung f — f ist offensichtlich linear, und falls f (m) = 0 fiir alle m € Z, so ist f orthogonal

also f =0. Essei f = > a,,e™ aus L*(Sh)
meEZ

zur linearen Hiille der Orthonormalbasis (')

mit komplexen Zahlen a,,, m € Z. Dann gilt

27

2 1 (e
913 = 2 Y amtn g [t = 3 jan

meZ nezl 0 meZ

8Wir schreiben el”t fiir die durch z — 2™ = !t definierte Abbildung aus L?(S').
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und da a,, = f(m) fiir jedes m € Z, ist der Satz vollstindig bewiesen. O
Der Hardy-Raum H?(D) ist definiert durch

H?*(D) = {f: D — C | f ist analytisch, Na(f) < oo},

wobei D = {z € C: |z| < 1} und No(f) = sup \/i fo% | f(rei®)|* d6.

A.5 Satz: H*(D) ist ein Hilbertmum mit Norm Ny und Skalarprodukt (-,-)p2my : H*(D) x

H?D) — C, (f,9)m2m) =

Abbildung h : H*(D) — (%, wobei f(z ) > anz", ist ein isometrischer Isomorphismus von
n€Ny
.. eine Orthonormalbasis von H?(D) gegeben.’

f f(reéi®)g(rei®)df. Die durch h(f) = (an) definierte

*)1 <l 27r n€Ny

Hilbertriuwmen. Zudem ist durch 1,z, 22, 23, .
Beweis: Dies sind Punkt ii) bis vi) aus Aufgabe 13 bei Costara und Popa [2], S. 248; eine voll-
standige Losung findet sich auf S.259-263. Die Darstellung des Skalarproduktes wird bei [2] als
Remark bewiesen, s.S. 263. (]

A.6 Satz: Es sei f € H2(D). Dann existiert der radiale Limes f(el?) = lilm<1 f(rel) fast diberall
r—1,r

fiir 0 € [0,2m). Es gilt ||fHL2(Sl) = [|fll 2 (py, insbesondere ist fin L2(SY).

Beweis: Ein Beweis findet sich bei Katznelson [6], Theorem 3.8, S. 86. O

Die Menge aller Funktionen f aus Satz A.6 heikt Hardy-Raum auf dem Kreis und wird mit H>
bezeichnet. Wir schreiben f(e?) anstelle von f(el?).

A.7 Satz: H? ist ein abgeschlossener Teilraum von L*(S'). Eine Funktion f gehort genau dann
zu H?, wenn f € L2(SY) und f(n) =0 fir alle n = —1,—-2, -3, ... gilt.

Beweis: Eine Funktion f gehort nach Katznelson [6], Theorem 3.12, S.88, genau dann zu H?,
wenn f € L*(S') und f(n) = 0 fiir alle n = —1,—2, —3, ... gilt. Nun folgt sofort, dass H? als
Urbild der abgeschlossenen Teilmenge 63_ von ¢? unter dem isometrischen Isomorphismus f — f

abgeschlossen ist. (]

3 Uber die Multiplizitit fiir das stetige Spektrum eines

selbstadjungierten Operators

Es sei H ein separabler unendlichdimensionaler Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) : H x H — C
und Norm || - || : H — [0,00), ||lz|| = \/{z, ). Es seien T : H O dom(T) — H ein dicht definierter
selbstadjungierter Operator und E das eindeutig bestimmte Spektralmafs, das 7" darstellt. Dann
folgt bereits, dass das Residualspektrum von 7' leer und das Spektrum von T reell ist. Wie kann
man jedem Wert A € o(T) eine ,Vielfachheit* zuordnen? Ist A ein Eigenwert von T, so definiert man
wie in der linearen Algebra die Vielfachheit (Multiplizitéit) von A als die Vektorraumdimension des
Eigenraumes zum Eigenwert . Fiir den Fall, dass A zum kontinuierlichen Spektrum von 7" gehort,
kann \ ebenfalls eine Multiplizitit zugeordnet werden. Wir folgen der Vorgehensweise bei Stone
[22].

In diesem Abschnitt haben H, T und F stets die oben festgelegte Bedeutung.

9Genau genommen bilden z — 2™, n € Ny, diese Orthonormalbasis.
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3. Uber die Multiplizitit fiir das stetige Spektrum eines selbstadjungierten Operators

A.8 Definition: Es seien S : H D dom(S) — H ein abgeschlossener dicht definierter Operator,
M ein abgeschlossener Teilraum von H und P die Orthogonalprojektion auf M. Falls fiir jedes
f € dom(S) gilt, dass P(f) € dom(S) und (SP)(f) = (PS)(f), so sagen wir, dass 9 den Operator
S reduziert. Falls dies nur auf die Teilrdume {0} und H zutrifft, so heifit S irreduzibel; ansonsten
heifit S reduzibel.

A.9 Satz: Es sei € die Menge aller Eigenvektoren von T. Es sei M der durch € U {0} definierte
abgeschlossene Teilraum von H mit Dimension m. Das orthogonale Komplement von Ot bezeichnen

wir mit N und die Dimension von N mit n. Dann tritt einer der folgenden drei Fille ein:
(i) € istleer, M= {0}, m =0, N =H und n = co.

(i) € enthilt ein unvollstindiges Orthonormalsystem {@;}7., derart, dass der Abschluss der
linearen Hiille von 1, ..., 0m bzw. v1, @, ... mit M dbereinstimmt.’? M und N sind echte
Teilmengen von H. Es gilt m € NU {oo} und n = cc.

(iii) € enthdlt eine Orthonormalbasis @1, ¢, ... von H. Es gilt M= H, m = oo, M= {0}, n=0.
In jedem der drei Fille wird T durch 9 und N reduziert. Zudem gilt:
f € H ist genau dann ein Eigenvektor zum FEigenwert [ von T, wenn
IBCoonflII?=0, A<l B oo fI>=1fI1?#0, X>1.
Falls (ii) oder (iii) eingetreten ist, so ist f # 0 genau dann ein Element in I, wenn
F=Y ajp5, ar="{(frer) fFIP=>_laj|* #0;
=1 =

fiir ein solches f gilt
||E(—oo,>\]f||2 = Z |‘1j|2> T = lppr,

wobei die Summe wber alle j € {1,...,m} bzw. j € N verlduft, so dass l; < \.

f # 0 ist genau dann ein Element in N, wenn \ — ||E(_Oo,)\]f\|2 eine stetige Funktion ist, die
nicht identisch Null ist.

Sei f € H beliebig, und seien g bzw. h die orthogonale Projektion von f auf 9N bzw. N. Dann gilt

||E(7oo,)\]f||2 = ||E(—oo,>\}9||2 + ||E(—oo,,\]h||2-

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes s. Stone [22], Theorem 5.13, S. 189-193. O
A.10 Definition: FEs sei f € H. Wir definieren
M(f) = {F(T)f: F e L* (R, d(ExS, )}

wobei d(E\ f, f) fiir Integration bzgl. des Mafles Q — (Eqf, f) steht. Fir die Bedeutung von F(T')
s.Satz 1.17.

9N (f) ist ein abgeschlossener Teilraum von H.!!

Wir bendtigen zwei weitere Sdtze, bevor die Multiplizitdt fiir jeden Punkt des kontinuierlichen
Spektrums definiert werden kann.

10Wir verwenden die Schreibweise 1, ..., om, falls m € N, und 1, @2, ..., falls m = oco.
113, Stone [22], Theorem 6.2, S. 226.
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A.11 Satz: Es seien M und N die beiden in Satz A.9 beschriebenen abgeschlossenen Teilrdume
von H. Falls M # {0}, so bezeichne {p;}"72, das Orthonormalsystem aus Satz A.9. Dann tritt

einer der folgenden drei Fille ein:

(i) Falls M = {0}, M = H, so ezistiert ein Orthonormalsystem {gi}r_, in N derart, dass die
abgeschlossenen Teilraume M(gy1), ..., M(gn) bzw. M(g1), M(g2), ... von N paarweise ortho-

gonal sind, und dass

m:

N
M(gi ).
k=

=

Dabei ist N € N oder N = oco.

(ii) Falls M und N echte Teilmengen von H sind, so ezistiert ein Orthonormalsystem {gk}{le
in N. Die abgeschlossenen Teilrdume M(p1), ..., M(om) bzw. M(p1), M(p2), ... von M sind

paarweise orthogonal und bestimmen 9N via

m:

@-

M(p;)-

<
I
—

Die abgeschlossenen Teilrgume MM(g1), ..., M(gn) bzw. M(g1), M(g2), ... von N sind paarweise

orthogonal und bestimmen I via

N =

N
M(gr.)-
k=

—

Es gilt H=MoMN. Sind j € {1,....,m} bzw. j e Nund k € {1,...,N} bzw. k € N, so sind
M(p;) und M(g,) orthogonal zueinander. Dabei sind N € N oder N = 0o sowie m € N oder

m = Q.

(iii) Falls M = H, M = {0}, so sind die abgeschlossenen Teilrdume M(p1), M(p2), ... paarweise
orthogonal und bestimmen M durch

M = M(p1) ® M(p2) ®M(p3) ..
In den Fillen (i) und (i) sind die Funktionen X — ||E(_oo 9k stetig, k =1,...,N bzw. k € N.

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf Stone [22], Theorem 7.4, S. 247-250, verwiesen. [

A.12 Definition: Es seien fi, fo € dom(T). Betrachte die Mafle 0; : Q — 0;(2) == ||Eaf;|?,
Jj = 1,2, auf der Borelschen Sigma-Algebra B(R) von R. Falls fiir jedes Q € B(R) mit 01(2) =0
auch 02(2) = 0 gilt, so schreiben wir o1 > 2. In der vorliegenden Situation werden die Mafe o;
durch f; bestimmt, j = 1,2. Daher verwenden wir die Schreibweise fi1 > fa, falls o1 > 2.

A.13 Satz: Wenn Fall (i) oder (ii) aus Satz A.11 eintritt, kinnen wir die {gx}Y_, aus Satz A.11

durch ein Orthonormalsystem {ﬂ’k}{yﬂ ersetzen, das die folgenden Eigenschaften besitzt:

N
(i) N= D M)
k=1
(ii) X ||E_oo¥r|? ist eine stetige Funktion, k € {1,..., N} bzw. k € N.

(i) Falls N > 2, so gilt 1y, > V41 fir jedes k € {1,...,N — 1} bzw. k € N.

Beweis: Ein Beweis dieses Satzes findet sich bei Stone [22], Theorem 7.5, S. 250-258. O

Fiir die folgende Definition haben T', E, {¢k} und {9} die in diesem Abschnitt iibliche Bedeutung.
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3. Uber die Multiplizitit fiir das stetige Spektrum eines selbstadjungierten Operators

A.14 Definition: Der Punkt A = u hat Multiplizitdt null bzgl. des kontinuierlichen Spektrums
des selbstadjungierten Operators T, falls der abgeschlossene Teilraum N von H aus Satz A.9
trivial ist, d. h. @ = {0}, oder falls M # {0} ist und ein Intervall existiert, auf dem die Funktion
A= |E oo ¥ ||® konstant ist, und so dass pu ein innerer Punkt dieses Intervalls ist.

Der Punkt A\ = p hat Multiplizitdt n € N bzgl. des kontinuierlichen Spektrums des selbstadjun-
gierten Operators T, falls die Funktion )\ +— HE(_OO,,\]@ZJMP fiir jedes k € {1,...,n} existiert und
auf keinem Intervall konstant ist, das p als inneren Punkt enthdlt, und die Menge {1y} aus n
Elementen besteht, oder falls die Funktion X\ — ||E(_co \j¥nt1]|? existiert und auf einem Intervall

konstant ist, das p als inneren Punkt enthdlt.

Der Punkt A = p hat Multiplizitdt unendlich bzgl. des kontinuierlichen Spektrums des selbst-
adjungierten Operators T, falls die Menge {1} abzihlbar unendlich viele Elemente enthdlt, und
keine der Funktionen A — || E(_oo \j¥k||* auf einem Intervall konstant ist, das pu als inneren Punkt
enthdlt, fir jedes k € N.

A.15 Bemerkung: Falls U : H — H eine unitire Abbildung ist, so kann man nachrechnen, dass
die eben definierte Multiplizitdt invariant gegeniber U ist im folgenden Sinn: Die Multiplizitdt der
selbstadjungierten Operatoren T und UTU* stimmt an jedem Punkt tiberein.

Beweis: Dies folgt aus Theorem 7.8 bei Stone [22], S. 272-275. O

Es wird sich zeigen, dass es von Interesse ist, den folgenden Spezialfall zu betrachten.

A.16 Definition: Fin selbstadjungierter Operator T hat einfaches Spektrum, falls der Punkt
A = u Multiplizitdt null oder eins bzgl. des Punktspektrums von T und bzgl. des kontinuierlichen
Spektrums von T besitzt, fir alle p € R.

Diese selbstadjungierten Operatoren werden durch den folgenden Satz charakterisiert.

A.17 Satz: Fin selbstadjungierter Operator T besitzt genau dann ein einfaches Spektrum, wenn
ein Element f € H existiert derart, dass M(f) = H. Ist dies der Fall und tritt (i) oder (i) in Satz
A.13 ein, so besteht die Menge {1} aus Satz A.138 aus genau einem Element 1);.

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes s. Stone [22], Theorem 7.9, S. 275-277. g

Die Satze A.18 und A.20 samt Beweis habe ich ohne Vorlage aus irgendeiner Verotffentlichung
erstellt.

A.18 Satz: Es sei Q) ein offenes Intervall in R, das nicht leer ist. Es sei h : Q — (a,b) ein
Diffeomorphismus, wobei a < b reelle Zahlen sind. Betrachte den Hilbertraum L*(; p(\)d\), wobei
die Funktion p : Q@ — [0,00) hdchstens endlich viele Nullstellen besitzt und stetig in S ist bis auf

hochstens endlich viele Punkte. Dann ist

W= L2(Q: p(\)dA) = L2((a, b): (A7) (D) p(h™H (1))dt),  Uf = foh™,
eine unitiare Abbildung mit Inverser

W = L2((a,0); [(h™) ()] p(h ™ (2))dt) — L*(Q p(N)dN), U g =goh.

My, ist unitir dquivalent zu My = UMU* auf L*((a,b);|(h=1) (t)|p(h~1(t))dt). Das Spektrum
o(My) = [a,b] von My ist rein kontinuierlich und besitzt an jedem Punkt X € [a,b] die Multiplizitit

eins.
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Beweis: Wir bemerken zuerst, dass wegen hoh™! =t
(R~Y (@) (A1 (t)) =1 fiir alle t € (a,b)
gilt; insbesondere sind

(h"Y (1) £0 und R(h1(t))#£0 fir alle ¢ € (a,b). (+)

Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt mit dem Transformationssatz, dass

b

Llsorem= [ irooraar= 1567 @) 107 @) o )

a

fiir alle f € L2(Q; p(\)d\) und

[ o) otnar - /|g o RO

fiir alle g € L?((a,b); |[(R=1)(t)|p(h~1(¢))dt). U und U* sind also zwei zueinander inverse [sometrien
und daher unitér; offensichtlich gilt My = UM, U*. Nach Satz 1.13 ist M beschrinkt und selbst-
adjungiert, und das Spektrum o (M) = [a,b] von My ist rein kontinuierlich. Um zu zeigen, dass
jeder Punkt in [a,b] die Multiplizitét eins besitzt, bemerken wir zunéchst, dass wir nach Lemma
1.11 die Funktion p ohne Einschrinkung durch die nullstellenfreie Funktion g : Q@ — (0, 00) mit
p(t) :== p(t), falls p(t) # 0, und p(t) := 1, falls p(t) = 0, ersetzen kénnen, die stetig in €2 ist bis auf
hochstens endlich viele Punkte. Wir schreiben p anstelle von p. Nun folgt zusammen mit (x), dass
die Funktionen f : (a,b) — (0,00) und 1/f : (a,b) — (0, 00) wohldefiniert sind, wobei

_ ! _ freey
10 = i~ \ ey (€0

Es gilt f € L?((a,b);|(h=1)(t)|p(h~1(t))dt), denn

b

/If &) (R (1)] p(h™ (t))dt:/dt:b—a<oo.

a

Nach Satz 1.13 ist das Spektralmaf F zu My gegeben durch
B B(R) = L(L*((a,0); [(h™1) ()|p(h ™ (1))dt)),  Eag = Langay - @

wobei ¢ € L%((a,b);|(h=1)'(t)|p(h~1(t))dt). Daher ist

b
L2(R;d(Exf, f) = {¢ (a,b) > C | / l6(t)Pdt < oo} — L*(a,b).

Der durch F' — F - f definierte Multiplikationsoperator
My L?(a,b) — L*((a,0):|(h™1) ()| p(h™ (t))d?)

ist wohldefiniert und isometrisch, denn

b b

/ FOPIFOR [ (@) p(h™ (6)dt = / F@)Pdt, F e L*(a,b).

a a
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3. Uber die Multiplizitit fiir das stetige Spektrum eines selbstadjungierten Operators

Es sei g € L%((a,b); |(h=1) (t)|p(h~1(¢))dt) beliebig, aber fest. Dann gilt

m>/w OF (Y (0)] p(h (1))t = /\

und somit ist g/f € L?*(a,b). My ist also ein isometrischer Isomorphismus, und es folgt, dass

M(f) = {F(Mp)f : F € L*(R; d(Exf, f))} = {F-f : F € L*(a,b)} = L*((a,0); |(h™")'(t) [ p(h ™" (t))dt).

Nach Satz A.17 besitzt der Operator My auf L2((a,b);|(h=1)'(t)|p(h~1(t))dt) einfaches Spektrum,
und die Menge {t} aus Satz A.13 besteht aus genau einem Element ¢y = f/vb—a. Es sei
Ao € [a, b] beliebig, aber fest gewdhlt. Dann existiert die Funktion

1 _ _
A= B oo 1172 ((a)s (1) (1) |p(h=1 () t) = f/ [F@1 (W) ()] p(h~ ' (2))dt
b—a J—conna,b]
1
= dt
b—a J—soNn(ab]
und ist auf keinem Intervall konstant, das Ag als inneren Punkt enthélt. O

A.19 Bemerkung: Unter den Voraussetzungen des Satzes A.18 ldsst sich leicht nachpriifen, dass
die Abbildung

B([a,b]) = L(L*((a, b): [(h71) (O)lp(~H (1)dt)),  F(My) = Mp,

die FEigenschaften (i) bis (iv) des messbaren Funktionalkalkils erfillt. Sei nun F : R — C eine
mdoglicherweise unbeschrinkte Funktion, die My-messbar und My-fast dberall definiert sei. Es sei
x € Op. Definiere fir jedes n € N die beschrinkte My-messbare Funktion F,, die My-fast tiberall
definiert ist, durch F,(t) := F(t)1,(t), wobei

Ay :={t € (a,b) : |F(t)] < n M-fast iberall}.

Insbesondere ist F,, € B([a,b]) fiir jedes n € N; betrachte dazu x = f mit f aus dem Beweis des
Satzes A.18. Fiir n — oo konvergiert F, punktweise My-fast iberall gegen F. Mit dem Satz von
der dominierten Konvergenz folgt, dass

1M, = F(Me)2 L ((aysin 1y @)lptn- ¢yaey = [Fn(Me)z = FL) T2 (0,01 (h 1) 1) o(h 1 ()0
= [|(Fn = FY(Me) @172 ((a5y: (n1y (1) |p(h1 (£))c1t)

/w* FO)Pd(Bye, a)

—0

fiir n — oo; man beachte, dass |F,(\) — F(\)|? < 4|F(\)|? My-fast iiberall fiir jedes n € N und

/ |F(\)?d(Exz, ) < 0o

— 00

nach Voraussetzung, denn x € Dp. Insgesamt sehen wir, dass F(My)f = F - f fir f aus dem
Beuweis des Satzes A.18 und jedes F € L*(a,b).

A.20 Satz: Es seien a und b zwei reelle Zahlen mit a < 0 < b. Es sei py : (a,0) — [0,00) eine
Funktion, die hochstens endlich viele Nullstellen besitzt und die stetig in (a,0) ist bis auf hochstens
endlich viele Punkte, und es sei pa : (0,b) — [0,00) eine Funktion, die hichstens endlich viele
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Nullstellen besitzt und die stetig in (0,b) ist bis auf hdchstens endlich viele Punkte. Betrachte den
Operator My ® My auf L*((a,0); p1(t)dt) ®L?((0,b); p2(t)dt). Dieser ist beschrinkt und selbstadjun-
giert, und das Spektrum o(Mg® M) = [a,b] von My® My auf L?((a,0); p1(t)dt)® L2((0,b); p2(t)dt)
ist rein kontinuierlich und besitzt an jedem Punkt in [a,b] die Multiplizitdt eins. Zudem ist der
Operator My ® My auf L?((a,0); p1(t)dt) @ L2((0,b); p2(t)dt) unitir dquivalent zum Multiplikati-
onsoperator My auf L*((a,b); p(t)dt), wobei

p1(t), wennt € (a,0)
p:(a,b) = [0,00), p(t):=<1, wennt =0 )
p2(t), wennt € (0,b)

eine Funktion ist, die hdochstens endlich viele Nullstellen besitzt und stetig ist bis auf hdchstens
endlich viele Punkte.

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt unmittelbar mit Satz A.18, dass der Operator
M, auf L?((a,0); p1(t)dt) beschriinkt und selbstadjungiert ist, und dass das Spektrum o (M) =
[a, 0] rein kontinuierlich ist und an jedem Punkt in [a, 0] Multiplizitét eins besitzt. Mit Satz A.18
folgt zudem, dass der Operator M, auf L2((0,b); p2(t)dt) beschriinkt und selbstadjungiert ist, und
dass das Spektrum o(My) = [0, D] rein kontinuierlich ist und an jedem Punkt in [0, b] Multiplizitét
eins besitzt. Definiere die Funktion p wie im Satz angegeben. Betrachte die Abbildung

U : L?((a,0); p1(t)dt) @ L*((0,b); p2(t)dt) — L*((a,b); p(t)dt), U(gr @ g2) = g,
wobei ¢(t) := g1(t), falls t € (a,0), g(¢) := 1, falls t =0, und g(t) := g2(t), falls t € (0,b). Da
[U(gr & 92)||2L2((a,b);p(t)dt) = ||9||2L2((a,b);p(t)dt)

0 b
- / g (Odt + / ga(0)]2dt
a 0

=g & 92H%2((0.,0);/)1(t)dt)@Lz((O,b);pz(t)dt)
fiir alle g1 @ g2 € L?((a,0); p1(t)dt) @ L2((0,b); p2(t)dt), ist U isometrisch.

Sei nun g € L*((a, b); p(t)dt) beliebig. Dann ist g1 := g|(4,0) in L*((a,0); p1(¢)dt) und gs := g|(0,)
in L2((0,b); p2(t)dt), und es gilt U(g; ® g2) = g, also ist U unitér. Offensichtlich ist My & M
auf L2((a,0); p1(t)dt) @ L2((0,b); p2(t)dt) unitéir fquivalent zum Multiplikationsoperator U(M; @
My)U* = My auf L?((a,b); p(t)dt). Damit sind wir wieder in der Situation von Satz A.18, und es
folgt, dass das Spektrum o (M) = [a,b] von My auf L%((a,b); p(t)dt) rein kontinuierlich ist, und
dass jeder Punkt in [a, b] die Multiplizitét eins besitzt. O
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