PC lI-Quantenmechanik

Wird wahrend des Semesters vervollstandigt

Gregor Diezemann

9. November 2016






Inhaltsverzeichnis

Einflihrung

1.1 Quantenmechanik in der Chemie . . . . . ... ..
1.2 Prinzipien der klassischen Physik . . . . . . . . ..
1.3 Zusammenbruch des klassischen Gebdudes . . . .

Welle-Teilchen-Dualismus - Schrodinger-Gleichung

2.1 Photoelektrischer Effekt (Licht als Teilchen) . . . .
2.2 Doppelspaltexperiment (Licht als Welle) . . . . . .
2.3 Quantenfuf3ball (Teilchen als Welle) . . . . . . ..
2.4 Materiewellen - Schrodinger-Gleichung . . . . . .
24.1 Wellengleichung . . . .. ... ......
2.4.2 Schrodinger-Gleichung . . . . . . ... ..
Einfache Systeme
3.1 Eindimensionale Quantensysteme . . . .. .. ..
3.1.1 Freies Teilchen . . . ... ... ......
3.1.2 TeilchenimKasten . . . . ... ... ...
3.1.3 Tunneleffekt . ... ... .........
3.2 Der harmonische Oszillator . . . ... ... ...
3.3 Bewegungin 2 Dimensionen . . . ... ... ...
3.3.1 Zweidimensionaler Potentialtopf . . . . . .
332 Rotationen . .. ..............
3.4 Rotation in drei Dimensionen . . . . . . .. .. ..

3.5 Bewegung im Coulombpotential: Das Wasserstoffatom

Axiomatische Quantenmechanik

4.1 Eigenschaften linearer Operatoren . . . . ... ..
4.2 Postulate der Quantenmechanik . . . . ... ...
4.3 Die Dirac-Schreibweise . . . .. ... ... ...

Mehrelektronensysteme: Atome

51 DerSpin . ........ ... ... ... ...
5.2 Definition von Drehimpulsoperatoren . . . . . . .
5.3 Identische Teilchen und Pauli-Prinzip . . . . . ..
5.4 Konfigurationen komplexer Atome . . . . . . . ..
5.4.1 Zentralfeldndherung . . . ... ... ...
5.4.2 Konfigurationen . .. ... ... ... ..
5.5 Atomzustdnde - Drehimpulskopplung . . . . . . .
5.5.1 Drehimpulskopplung . . . ... ... ...
5.5.2 Atomzustinde - Termsymbole . . . . . . .
5.5.3 Spin-Bahn-Kopplung . . . . . . ... ...

Naherungsverfahren in der Quantenmechanik

11
12
14
14
15

19
19
21
23
29
3]
35
36
39
44
48

55
55
60
67

71
72
75
77
80
80
83
84
85
86
90

97



Inhaltsverzeichnis

6.1 Das Variationsverfahren . . . . . . . . . ... L L 97
6.2 Zeitunabhidngige Storungstheorie . . . . . . . . .. ... oL oL 101
7 Molekiile, chemische Bindungen 109
7.1 Born-Oppenheimer-Ndherung . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...... 109
7.2 DasHj-Molekillion . . . . . ... ... 112
7.3 DasHso-Molekil . . . . . . . . . . e 118
7.4 Konfigurationen zweiatomiger Molekiile . . . . . . . .. ... 0oL 119
7.5 Terme zweiatomiger Molekiile . . . . . . ... ... ... ... ... 124
7.6 Mehratomige Molekiile . . . . . . . ... Lo 126
7.7 Molekiil-Schwingungsspektren und -Rotationen . . . . . . ... ... ... ... .... 126



1 Einfuhrung

Vorbemerkung

Dieses Skript lehnt sich eng an die Physikalische Chemie II-Vorlesung an. (Auf der homepage der AG
Theoretische Chemie ist ein fritheres Skript, das teilweise etwas umfangreicher ist, verfiigbar.) Selbst-
verstindlich lassen sich Fehler und Unklarheiten nicht vermeiden. Darum bin ich fiir jede Anmerkung
dankbar. Es ist nach einer Vorlage von L. Steidl entstanden, ohne die es niemals zustande gekommen
ware.

Fiir konstruktive Kritik mochte ich mich bedanken bei:

J. Berg, S. Burger, V. Colligs, L. Deneke, D. Dietzel, C. Diising, J. Emsermann, A. Gutmann, M. Ha-
nauer, M. Joos, P. Keil, C. Kling, R. Krini, A. Kthn, B. Leibauer, G. Linden, M. Preuss, K. Schad, J.
Miiller, M. Poniatowski, D. Schirf, J. Schneider, J.M. Schulein, W. Schwalbach, R. Staff, M. Steinmann,
S. Stottinger, S. Stopkowicz, A. Weidkamp.

| 1'Um weitere Kritik und Anmerkungen wird gebeten!!

Literaturempfehlungen

Die Vorlesung hilt sich an kein spezielles Buch. Deshalb 148t sich schwerlich ein bestimmtes Buch
empfehlen. Bevor man sich ein Buch zulegt, sollte man es sich nach Moglichkeit zunéchst ausleihen.
Neben den eingidngigen Lehrbiichern der Physikalischen Chemie 148t sich noch das Quantenmechanik-
buch von Atkins und Friedman (P. W. Atkins und R.S. Friedman, Molecular Quantum Mechanics) emp-
fehlen.

1.1 Quantenmechanik in der Chemie

Die Quantenmechanik (QM) beschiftigt sich mit dem Verhalten von Materie im sogenannten mikro-
skopischen Bereich von einigen Angstrom, sie beginnt somit dort, wo die klassische Mechanik ’endet’.
Tatsédchlich ist sie die einzige physikalische Theorie, die das Verhalten von Atomen bzw. Molekiilen kor-
rekt beschreibt und deswegen fiir die Chemie von eminenter Wichtigkeit.

Die Vorlesung PC II gibt eine Einfiihrung in die Quantenmechanik fiir Studierende der Chemie und der
Biomedizinischen Chemie. Sie ist bei einem mdglichst geringen Anteil an Mathematik derart gestaltet,
dass sie die fiir Chemiker wichtigen Grundlagen schafft. Die verwendete Mathematik beschrinkt sich im
Wesentlichen auf Differentialrechnung, Integralrechnung und lineare Algebra. Die benétigen Grundla-
gen der klassischen Physik werden in der Vorlesung selbst erarbeitet.

Die fiir alle Bereiche der Chemie wichtigsten Anwendungsbereiche der QM sind:

e Atomtheorie
e Theorie der chemischen Bindung
e Molekiil-Orbital Theorie

e Grundlagen der Spektroskopie
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1.2 Prinzipien der klassischen Physik

Die klassische Physik beschreibt hauptsdchlich das Verhalten von Materie und von (elektromagnetischer)
Strahlung. Die entsprechenden theoretischen Ansitze sind die (klassische) Mechanik zur Beschreibung
von materiellen Systemen und die Wellentheorie, die zum Verstdndnis von Strahlungsphanomenen her-
angezogen wird. Stichpunktartig lassen sich diese Theorien folgendermafen charakterisieren:

Mechanik

Grundlegend sind die Newton’schen Axiome, wobei diesen Axiomen entsprechend Bewegungsgleichun-
gen aufgestellt und geldst werden. Das geschieht im Prinzip folgendermaf3en:
Nach dem Newton’schen Kraftgesetz gilt:

F =ma (1.1)

Die Beschleunigung @ ist definiert als zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit o, welche wiederum als
zeitliche Ableitung des Ortes 7 definiert ist. Gleichung (1.1) ist also eine Differentialgleichung, welche
sich mit Hilfe bekannter Anfangsbedingungen l6sen laft. Fiir N Teilchen (+ = 1,---, N) sind diese
Anfangsbedingungen gegeben durch deren Aufenthaltsort, 7;(0), zum Zeitpunkt ¢ = 0 und ihren Im-
puls, p;(0) = m;7;(0), zum selben Zeitpunkt. Sind diese GroBen gegeben, lassen sich die Gleichungen
F; = m;d; losen, wobei sich die Krifte F’Z aus den Wechselwirkungen der Teilchen untereinander und
mit externen Feldern (z.B. Gravitation) berechnen lassen. Das resultierende System von Differentialglei-
chungen ist deterministisch: Sind alle Anfangsbedingungen bekannt (fiir alle Teilchen 75(0) und p;(0)),
kann die zeitliche Entwicklung des Systems exakt berechnet werden. Die Zeit ¢ ist dabei lediglich ein Pa-
rameter. Will man mit diesem Modell beispielsweise die Bewegung eines Mols Gasmolekiile betrachten,
erscheint das Losen der Differentialgleichungen mit ca. 1024 Anfangsbedingungen allerdings als sehr
aufwendig. Fiir Teilchenzahlen bis zu ca. 10° - - - 10° kann man die Newton’schen Gleichungen heute
auf leistungsfiahigen Computersystemen numerisch 16sen und somit die zeitliche Entwicklung solcher
Systeme verfolgen. Es sollte auBerdem erwihnt werden, dass viele Probleme der klassischen Mechanik
eine sehr starke Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen zeigen. Mit solchen und anderen Problemen
beschiftigt sich die klassische Chaosforschung. Als Einstein seine spezielle Relativitéitstheorie veroffent-
lichte, wurden die Newton’schen Postulate zu Grenzfillen der relativistischen Betrachtung.

Wellentheorie

Die Grundgrofen der klassischen Theorie der elektromagnetischen Strahlung sind die Stirke des elek-
trischen Feldes E, die magnetische Induktion B, die elektrische Ladungsdichte p.;, und die Stromdichte
f. Diese Grofien erfiillen die Maxwellschen Gleichungen, welche die Bezieungen zwischen ihnen und
die zeitliche Entwicklung beschreiben. Auf die Form der Maxwell-Gleichungen wird hier nicht ndher
eingegangen, da wir uns in dieser Vorlesung hauptsichlich mit materiellen Systemen wie Atomen und
Molekiilen beschiftigen werden. Die Maxwell-Gleichngen erlauben die Berechnung der Zeitentwick-
lung, also der Details der Ausbreitung der entsprechenden Wellen und der damit verbundenen elektro-
magnetischen Felder. Damit lassen sich die Phinomene der Elektrostatik, der Magnetostatik und der
Elektrodynamik verstehen.

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts erschien die Physik mit ihren beiden Hauptsdulen, der klassischen
Mechanik und der klassischen Elektrodynamik, in sich konsistent. Alle beobachtbaren physikalischen
Phinomene schienen sich im Rahmen der klassischen Physik verstehen zu lassen.
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1.3 Zusammenbruch des klassischen Gebaudes

Um die Jahrhundertwende (19./20. Jhd.) wurden es moglich, Experimente durchzufiihren, die rdumliche
Bereiche im sogenannten mikroskopischen Bereich, also in Grofenordnungen von Atomen und Mo-
lekiilen (also Lingen im A-Bereich) zuginglich machten. Eine Reihe dieser Experimente lieBen sich
nicht im Rahmen der klassischen Physik erkldren und erforderten eine vollig neue Deutung.

Die klassische Theorie versagt bei der Beschreibung einer Reihe von Phianomenen, wie

e der Strahlung schwarzer Korper

e der spezifischen Wirme von Festkorpern bei tiefen Temperaturen
o des Compton-Effekts

e des photoelektrischen Effekts

o der Stabilitit der Atome

An einem wichtigen Beispiel sei dies kurz demonstriert:

Stabilitat der Atome

Ein Wasserstoff-Atom besteht aus einem positiv geladenen Kern, um welchen sich ein Elektron auf einer
Kreisbahn bewegt. Der Durchmesser des Kerns betriigt etwa 10~ '°m, der Radius der Kreisbahn ca.
10~ %m (1A). Die auf das Elektron wirkende Kraft wird durch die Coulombwechselwirkung bestimmt
und ist gegeben durch

e? 1

 Aweg r?

Fo(r)

Dabei ist e die Elementarladung e und die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums. Diese Kraft hat diesel-
be Form wie die Gravitationskraft fiir zwei Massen, die sich anziehen. Nach der klassischen Theorie ist
eine Kreisbewegung immer eine beschleunigte Bewegung. Im Gegensatz zum Problem der Anziehung
von Massen (z.B. Planeten) haben wir es hier aber mit geladenen Teilchen zu tun. Nach den Gesetzen der
Elektrodynamik strahlen beschleunigte geladene Teilchen aber Energie ab. Deshalb miissten die Elek-
tronen im Laufe der Zeit immer mehr Energie abgeben und somit ihre Kreisbahn einen immer kleineren
Radius annehmen. Das wiirde aber unweigerlich dazu fiihren, dass sie frither oder spiter in den Kern
’stiirzen” wiirden. Deshalb wire ein Atom nach den Gesetzen der klassischen Physik nicht stabil.

(1.2)

Atomspektren

Nach der klassischen Vorstellung kann es natiirlich sehr lange dauern, bis dieser 'Kollaps’ stattfindet.
Nimmt man nun aber ein Spektrum eines solchen klassischen Atoms auf, so sollte man feststellen, dass
das Elektron kontinuierliche Mengen an Energie aufnehmen kann. Somit sollte man eine kontinuierli-
che Frequenzverteilung im Spektrum beobachten. Stattdessen erhdlt man diskrete, frequenzabhéngige
Intensitétsverteilungen. Die Frequenzen fiir das Wasserstoffatom lassen sich nach folgender Formel aus-

rechnen: ) .
f=Ry ( — ) (1.3)

Dabei ist Ry die sogenannte Rydbergkonstante. Die experimentell beobachteten frequenzabhingigen
Serien werden nach ihren Entdeckern: Lyman-, Balmer-, Paschen-, Brackett-,... Serie genannt.

Offenbar versagt hier das klassische Modell bei der Beschreibung von Atomen vollstindig. Es sollte an
dieser Stelle schon klar sein, dass es somit auch keine "klassische’ Chemie geben kann, da die Molekiile
aus den Atomen aufgebaut.
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2 Welle-Teilchen-Dualismus -
Schrodinger-Gleichung

Nach der klassischen Physik verhilt sich Materie gemill den Gesetzen der Mechanik wie ’Teilchen’
und Licht wie "Wellen’. Allerdings zeigen Experimente, dass diese eindeutige Zuordnung nur im ma-
kroskopischen Bereich sinnvoll ist. Bei mikroskopischen Phidnomenen findet man einen sogenannten
Dualismus, nach dem sich Licht sowohl Teilchen- als auch Wellencharakter zeigt und dasselbe auch fiir
materielle Teilchen gilt. Wir werden in diesem Kapitel einige Experimente, die diesen Dualismus zeigen,
diskutieren und die Schrodinger-Gleichung zur Beschreibung von *Materiewellen’ einfiihren.

2.1 Photoelektrischer Effekt (Licht als Teilchen)

Mit Licht kann man Elektronen aus Metallen herauslosen und die emittierten Elektronen dann detektie-
ren. Das Licht wirkt hier mechanisch gesehen als Teilchen, welches das Elektron, auf welches es trifft,
aus dem Metall schlégt. Die so beschleunigten Elektronen erzeugen einen Strom, welcher sich mit einem
geeigneten Aufbau (s. Abb.2.1) messen 146t. Legt man entgegen der Stromrichtung eine Spannung U
(Gegenspannung) an, so kann die Energie des Elektrons bestimmt werden. Man kann nidmlich die so-
genannte Grenzspannung Ug bestimmen, ab der gerade kein Strom mehr fliefit, die Elektronen also so
stark abgebremst werden, dass sie di Elektrode nicht erreichen.

1 _

A z
@% Elektron | A . Gegenspannung

T AR

" Ciisium
Abbildung 2.1: Aufbau zur Untersuchung des photoelektrischen Effekts

Fiir die Energiebetrachtung sind dabei folgende Zusammenhinge wichtig: Zum Herausschlagen des
Elektrons durch das Photon ist die Austrittsarbeit W4 zu leisten. Das betrachtete Elektron hat beim
Austritt aus dem Metall die kinetische Energie:

1
Eyin = imev2 mit der Elektronenmasse m,. = 9,109 - 10_31kg

Fiir die Anderung der potentiellen Energie beim Durchgang durch das E-Feld gilt:
E,=e-U mitderElementarladung e = 1,602 -10""*C

Elektronen, fiir die

1
5m6v2 >e-U

gilt, erreichen die Elektrode und man misst einen Strom. Elektronen, deren kinetische Energie gerin-
ger ist, liefern keinen Strom. Deshalb kann die Grenzspannung als Mal fiir den Energieiibertrag vom
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doppelte Intensitit

U U
G

Abbildung 2.2: Auftragung von Strom I gegen die Spannung U

Licht auf die Elektronen angesehen werden. Dabei ist lediglich noch die konstante Austrittsarbeit W4 zu
beriicksichtigen.

Die experimentellen Befunde sind: die Grenzspannung @ndert sich mit der Frequenz des eingestrahlten
Lichts (rotes Licht liefert eine geringere Grenzspannung als violettes Licht), vgl. Abb.2.2. Die Intensitét
der Lichtwelle hat keinen Einfluss auf die Grenzspannung. Fiir violettes Licht findet man beispielsweise:

1
Erin = Qmev2 —e-Us=1,6-10"2C-1,8V =2,88-10719J

mit der Grenzspannung Ug. Fiir den Energieiibertrag auf das Elektron ergibt sich somit:
E = Ejin + W4 =4,96-10"1J

Fiir verschiedene Farben erhilt man auf dieselbe Weise:

Farbe | Ein 1077 | Xinnm | E-Xin 10~26Jm
violett 4,96 400 19,8

gelb 3,31 600 19,9

rot 2,48 800 19,8

Es ergibt sich als experimenteller Befund also fiir alle Farben:
E-X=19,88-10"%Jm

und mit A = ¢/v findet man dann:
E=h-v @.1)

wobei h das Planck’sche Wirkungsquantum ist:

h=6,626-10"34Js

Nach der Wellentheorie ist die Energie proportional zur Intensitit der Welle. Mit zunehmender Intensitit
miifite also die Grenzspannung grofler werden, was allerdings nicht der Fall ist.

Betrachtet man Licht als Teilchen, so ist die Intensitdt der Welle proportional zur Anzahl der Photonen.
Somit werden bei einer Zunahme der Intensitit mehr Elektronen aus dem Metall gelost. Die Grenzspan-
nung bleibt also unverindert, nur der Strom nimmt zu.

Fazit:

In diesem Experiment verhilt sich Licht, wie man es von "Teilchen’, sogenannten Photonen, mit der
Energie £ = hv erwartet.

10
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2.2 Doppelspaltexperiment (Licht als Welle)

Charakteristisch fiir eine Welle sind ihre periodische Ausbreitung (z.B. eine Sinusfunktion), die Wel-
lenlinge A und die Amplitude A. Uberlagern sich zwei Wellen, so fiihrt dies zur Interferenz, d.h. die
beiden Wellen bilden zusammen eine resultierende Welle, deren Gestalt von den Parametern der beiden
sich iiberlagernden Wellen abhingt. Besitzen beide Wellen die gleiche Frequenz und die gleiche Ampli-
tude und sind so gegeneinander verschoben (Gangunterschied/Phase), dass die Amplitudenmaxima der
einen Welle auf die Amplitudenmaxima der anderen Welle treffen, so besitzt die resultierende Welle die
doppelte Amplitude. Man spricht von konstruktiver Interferenz. Trifft dagegen immer ein Amplituden-
maximum der einen Welle auf ein Amplitudenminimum der anderen, so l6schen sich beide Wellen aus.
Dies bezeichnet man als destruktive Interferenz.

Beugung am Doppelspalt

Fiir die Beugung am Spalt ist die Interferenz von Sekundirwellen verantwortlich, welche von sogenann-
ten Huygensschen Zentren ausgehen.

Hierbei gilt das Huygenssche Prinzip:

Jeder Punkt einer Elementarwelle (Huygenssches Zentrum) ist Ausgangspunkt einer Sekunddrwelle, die
sich mit den gleichen Parametern wie die urspriingliche Welle ausbreitet.

Fiir konstruktive Interferenz ergibt sich folgende Bedingung fiir den Gangunterschied:

A =n)\

und fiir destruktive Interferenz:
2n+1

2
wobei n ganzzahlig ist. Anhand der Abbildung 2.3 kann man sich das klar machen:

A= A

Schirm

Abbildung 2.3: Skizze zur Veranschaulichung des Gangunterschieds

Die Bedingungen fiir den Gangunterschied sorgen dafiir, dass alle Wellen paarweise konstruktiv bezie-
hungsweise destruktiv interferieren, je nachdem, ob der Gangunterschied halb- oder ganzzahlig ist. Das
sich ergebende Interferenzmuster ist schematisch in Abbildung 2.4 dargestellt. Im Teilchenbild gibt es
keine Interferenz. Daher kann keine Intensitit in Schattenrdumen auftreten und man beobachtet lediglich
2 Intensitétsstreifen hinter den Spalten. Es ist offenbar fiir die Beschreibung dieses Versuches nicht zu
gebrauchen.

Da aber sowohl die Teilchen- als auch die Wellentheorie offenbar nicht universell anwendbar sind, stellt
sich nun die Frage, ob die Moglichkeit besteht, eine Betrachtungsweise zu finden, welche beide o.g.
Phinomene beschreiben kann.

Dies gelingt mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit:

11
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¢

Abbildung 2.4: Interferenzmuster fiir die Beugung am Doppelspalt

Die Wahrscheinlichkeit, ein Photon an einem bestimmten Ort zu treffen, ist gleich der Intensitdit der
Lichtwelle an diesem Ort.

2.3 QuantenfuBball (Teilchen als Welle)

Die Kombination der Beziehung fiir die Energie eines Photons:
E=h-v

und der Beziehung:

fiihrt zu folgender Gleichung:

A = -

mpp-C P

wobei p=mpy, - ¢ der Impuls eines Photons ist. Es 146t sich also eine Beziehung zwischen der Geschwin-
digkeit eines Teilchens und der Wellenldnge einer Welle herstellen.  Dummerweise’ besitzen Photonen
keine Ruhemasse und die Geschwindigkeit der Photonen ist fiir ein Experiment ebenfalls ungiinstig
hoch). Fiihrt man das Doppelspaltexperiment allerdings mit Teilchen endlicher Masse und mit einer Ge-
schwindigkeit, die sehr viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist, durch, so konnte man erwarten, dass
die angegebene Beziehung auch fiir Teilchen gilt.

Genau dies gelang das erste Mal im Jahr 1999 * mit Buckminster-Fullerenen (Cgg), welche durch Spalte
geeigneter Grofle auf einen Schirm geschossen werden. Hierbei ist Interferenz zu beobachten, wobei
das entstehende Interferenzmuster dem bei Licht auftretenden Muster entspricht, sieche Abb. 2.5. Also
zeigen diese (recht groen) Teilchen in diesem Experiment ganz klar Wellencharakter. Diese Erkenntnis
verallgemeinerte der franzosische Physiker de Broglie in seiner Theorie der Materiewellen (1924):
Jedem Teilchen kann iiber die Beziehung:

A= =— 2.2)

eine Welle zugeordnet werden, d.h. fiir Materie gilt dasselbe wie fiir Licht.

Fiir Cgo-Molekiile, die mit einer Geschwindigkeit v = 220m/s unterwegs sind (und Masse m =
720g/mol) findet man nach GIL.(2.2) eine Welleldnge von A\ ~ 2.5pm. Nimmt man einen Radius von
1nm=10A=10""m an, soist A ~ 1073 R.

*M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller, G. van der Zouw, und A. Zeilinger; Nature 401 680 (1999)
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2.3 QuantenfuBball (Teilchen als Welle)

3

With grating

—
8

Counts (in 50s)
8

Counts (in 1s)

0 e oo
-150 100 50 0 50 100 1350
Position (4m)

Abbildung 2.5: Interferenzmuster von Cgp-Molekiilen

Ein Tennisball der Masse 80 g, welcher sich mit einer Geschwindigkeit von 55 m/s (200kmh) bewegt,
hat bei einem Radius von 5 c¢m eine de Broglie-Wellenlinge von 1,5 - 10~3%m.

Ein FuBginger, der Masse m = 75kg, welcher sich mit der Geschwindigkeit 5km /h fortbewegt, hitte
eine de Broglie-Wellenlinge von 6 - 10~34m, usw.

Wie wir sehen, ist die de Broglie-Wellenldnge fiir makroskopische Objekte sehr viel kleiner als die raum-
liche Ausdehnung des Objekts. Genau das ist der Grund dafiir, dass man fiir makroskopische Objekte
normalerweise keine Interferenzen beobachtet, was natiirlich in vélligem Einklang mit der alltiglichen
Erfahrung ist.

Fazit

Wir konnen anhand der bisherigen Erkenntnisse festhalten:

e Teilchen verhalten sich wie Wellen mit (p = m - v)

h
A= 5 (de Broglie)

e Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am Ort R zu finden (zu lokalisieren), ist gleich der Intensitit
der Materiewelle an diesem Ort, d.h.: man kann prinzipiell nur Wahrscheinlichkeiten iiber das
Verhalten einzelner Teilchen angeben.

Es gibt keinen Determinismus:

Das bedeutet, dass man im Gegensatz zur klasssischen Mechanik Ort und Impuls eines Teilchens nicht
exakt aus der Kenntnis der entsprechenden Werte zu einem fritheren Zeitpunkt durch die Losung der Be-
wegungsgleichungen (Newton’sche Gesetze) vorhersagen kann. Man kann lediglich angeben, wie grof3
die Wahrscheinlichkeit ist, das Teilchen an einem bestimmten Ort zu finden.

13
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2.4 Materiewellen - Schrodinger-Gleichung

2.4.1 Wellengleichung

Fiir eine sich in z-Richtung ausbreitende Welle der Amplitude A gilt:

2
U(z) = Acos <; : x> 2.3)
Die Geschwindigkeit der Wellenausbreitung betrégt:
v=V-A 2.4)

dabei ist v die Frequenz der Welle. Die Position (beispielsweise eines Maximums) héingt einfach mit der
Geschwindigkeit zusammen:
r=uv-t

Gleichung (2.3) beriicksichtigt allerdings nicht, wie sich die Welle im Lauf der Zeit ausbreitet. Dazu
bendtigt man eine Funktion W(z,t), die beispielsweise eine 'nach rechts laufende’ Welle beschreibt.
Gesucht ist also eine Funktion, die dafiir sorgt, dass nach Ablauf einer Zeit ¢ die Welle W(x, t) genauso
aussieht wie zum Zeitpunkt ¢ = 0, allerdings in positive z-Richtung (nach rechts) verschoben, das heif3t:

U(z,t) = ¥(z — vt)
Es folgt also aus Gleichung (2.3):
2 2
U(z —vt) = Acos <;r Nz — vt)) = Acos <>7\Tac - 27wt>

Definiert man den Wellenvektor :

2
k=— 2.5
3 (2.5)
und die Kreisfrequenz :
w =27y (2.6)
so kann man dafiir schreiben:
U(z,t) = Acos(kx — wt) (2.7)

Zweifaches Differenzieren von Gleichung (2.7) nach Ort und Zeit,

0? 9 0? 9
@\Il(x,t) = —k"¥(z,t) ; @\P(x,t) = —w*¥(x,t)
liefert mit
w
v=—
k
die Wellengleichung in allgemeiner Form:
0? 5 02

Mit Hilfe dieser Gleichung und der Beriicksichtigung von Randbedingungen der Form: ¥(zx, 0), ¥(0, ¢),
a%\I/(x, 0), %\I/(O, t) 148t sich fiir ein beliebiges Problem eine Gleichung aufstellen, die diese Bewegung
beschreibt. Dies sei am Beispiel einer sogenannten stehenden Welle demonstriert.
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2.4 Materiewellen - Schrédinger-Gleichung

stehende Wellen:

Eine sinusformige Welle laufe auf eine Wand zu und werde von dieser reflektiert. Beim Zuriicklaufen
interferiert sie mit einer weiteren einlaufenden Welle. Ist die Interferenz konstruktiv, so iiberlagern sich
beide Wellen zu einer stehenden Welle, bei der sich nur noch die Amplitude mit der Zeit dndert:

U(z,t) = cos(wt)¥(x)

Dabei beschreibt cos(wt) die zeitliche Anderung der Amplitude und ¥(z) die rdumliche Form. Setzt
man diesen Ausdruck in die Wellengleichung (2.8) ein, so folgt fiir U (z)

;;\y(x) _ (2;)2\1/(35) 2.9)

Das ist die Wellengleichung fiir stationidre Wellen. Die Zeitabhiingigkeit der Amplitude ist automatisch
von der Form cos(wt), sin(wt) oder e¥™*, (Nach Euler gilt: e*** = cosz + i sin  und die Herleitung
von GI1.(2.9) ist fiir jede periodische Zeitfunktion identisch.)

2.4.2 Schrodinger-Gleichung

Betrachtet man nun Materiewellen, so kann man die de Broglie Beziehung zwischen der Wellenlinge
und dem Impuls nutzen, um fiir die stationdre Wellengleichung zu schreiben:

2 7\ 2 72
;ﬁ\y(x) S <2)\> U(z) = —4}172]72‘1’(55)

Nutzt man nun die klassische Beziehung fiir die Gesamtenergie eines physikalischen System,

p2

E=Fyn+V=—4+V (2.10)
2m
wobel Ey;, = %va = % istund V die potentielle Energie, so findet man fiir das Quadrat des Impulses
p? = 2m(E — V) und es folgt
? 472
Dies 148t sich mit der Abkiirzung
h )
h=—=1,055-10"Js (2.11)
2
umformen zu
L \J E-V)¥ 2.12
“9m 022 ()= (£ - V)¥(z) (2.12)

Bei der bisherigen ’Herleitung’ wurde V' als ortsunabhingig betrachtet. Beriicksichtigt man die Orts-
abhingigkeit von V', wie sie bei vielen Potentialen (wie z.B. dem Coulombpotential Vi = C'/r) gegeben
ist, so wiirde man eigentlich eine Ortsabhidngigkeit der Wellenlidnge A erwarten. Unabhingig von diesen
Uberlegungen wird die de Broglie Beziehung auch fiir ortsabhiingige Potentiale als giiltig angenommen
und wir erhalten die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung:

h? 02

—%axQ\P(Z’) +V(2)¥(z) = EY(z) (2.13)

15
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Dies ist eine Gleichung fiir stationdre Materiewellen und ¥ (x) heif3it stationére Wellenfunktion.
Um eine Gleichung fiir die Zeitabhingigkeit zu erhalten, geht man am einfachsten folgendermaf3en vor:
Man betrachtet eine Wellenfunktion der Form

\IJ(LU, t) — ‘Iloei(kacfwt) _ \Doei(szgt)

wobei FF = hv = hw genutzt ist, und bildet die Zeitableitung und die zweifache Ableitung nach dem
Ort:

0 E
82

27 2m
0z2

2
U(x,t) = —k2U(z,t) = — < 3 > U(x,t) = — = (B —V(x,1)¥(x,t)

Man erhilt somit die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung:

2w t)——ﬁa—zlll( t) + V(a,t) U(z,t) 2.14)
TtV T Tomae? “ “ '

Diese Gleichung ist eine Grundgleichung der Quantenmechanik. (Wir werden die Giiltigkeit der zeitab-
hingigen Schrodinger-Gleichung spiter postulieren.)

Wenn man nun annimmt, dass es sich bei dem betrachteten physikalischen System um ein System han-
delt, bei dem das Potential unabhéngig von der Zeit ist, V' (z,¢) = V(x), kann man leicht zeigen, dass
sich aus der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung unter Ausnutzung von W¥(z,t) = W(z)e " (E/Mt die
zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung (2.13) ergibt.

Anmerkung: Systeme, fiir die V' (z,t) =V (z) gilt, nennt man konservative Systeme.

In drei Dimensionen hat man fiir die zeitunabhédngige Schrodinger-Gleichung
m [ 0? 0?2 92
<_2m <8:132 top Tt M) + V(:U,y,z)> V(z,y,2) = EV(z,y, 2)

Man bezeichnet

2m

. 2o 0% 9

als Hamilton-Operator. Man schreibt dann kurz fiir die Schrodinger-Gleichung:

HV = EV (2.16)
Mathematische Erginzung:

In der Vektoranalysis bezeichnet man den Vektor der Ableitungen

- o 0 0
v = a 99 )
oz’ Oy’ 0z
als Nabla-Operator. Das Skalarprodukt (a - b= azby + ayby + a.b.) dieses Operators mit sich selbst
liefert den sogenannten Laplace-Operator A:

0 9% o

, o -
= . :Azi —_— —_—
V2=V .V 57 T T o

Damit 148t sich der Hamilton-Operator kurz als

16
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schreiben.

Die Schrodinger-Gleichung ist die zentrale Gleichung in der Quantenmechanik. IThre Losung liefert die
maximale Informationen iiber das betrachtete System. In der Chemie versucht man, die Schrodinger-
Gleichung fiir Atome und Molekiile zu 16sen, wobei man in der Realitét in den meisen Féllen auf Nihe-
rungsverfahren angewiesen ist.

17
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3 Einfache Systeme

Zunichst wollen wir uns aber nicht mit Molekiilen beschéftigen, sondern versuchen, die Schrodinger-
Gleichung fiir einige einfache, aber relevante Modellsysteme zu 16sen. Wir werden uns hierbei ausge-
hend von der Betrachtung eines sich in einer Dimension bewegenden Teilchens iiber spezielle Modelle
(Teilchen im Kasten, harmonischer Oszillator,...) zum einfachsten Atomsystem vorarbeiten, dem Was-
serstoffatom. Wir betrachten in diesem Kapitel ausschlieBlich konservative Systeme, was bedeutet, dass
wir uns mit der zeitunabhédngigen Schrodinger-Gleichung beschiftigen werden. Die Erkenntnisse, die
wir hierbei sammeln werden, sollen uns dabei helfen, kompliziertere Atom- bzw. Molekiilsysteme quan-
tenmechanisch zu betrachten.

In manchen Fillen geht der Stoff dieses Skripts etwas iiber das in der Vorlesung présentierte Material
heraus. Diese Zusatzinformationen richten sich an Interessierte und werden als Anhdnge auch als Zu-
satzmaterial gekennzeichnet.

Wir werden im Laufe diese Kapitels neben der Losung der Schrodinger-Gleichung auch schon einige
wichtige Begriffe der Quantentheorie einfiihren. Das geschieht im Vorgriff auf das folgende Kapitel, in
welchem wir uns mit den wichtigsten theoretischen Grundlagen der Quantenmechanik befassen werden.

3.1 Eindimensionale Quantensysteme

Untersuchen wir also zunidchst die Bewegung eines Teilchens in einer rdumlichen Dimension. Zur Be-
schreibung dieses Falles nutzen wir die zeitunabhiingige Schrodinger-Gleichung in der Form:
h? d?
—%\Il"(a:) +V(z)¥(z) = E¥(z) mit V"'(x)= @\IJ(x)
Wir nehmen jetzt weiter an, dass V' (stiickweise) konstante Werte annimmt, also in den entsprechenden
Bereichen keine explizite Funktion der Ortsvariablen x ist. In diesem Fall kann man in jedem einzelnen
Bereich schreiben:

\I’// ( .CC) — %
Diese Gleichung ist unter den entsprechenden Randbedingungen zu 16sen.

Es gibt aber noch eine zusitzliche Einschriankung fiir die erlaubten Wellenfunktionen W(z). Aus dem
vorigen Kapitel wissen wir ndmlich, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens am Ort =z,
P(x), proportional zur Intensitéit der Materiewelle an diesem Ort ist. Letztere ist durch das Betragsqua-
drat | W (z)|? gegeben, also:

(V — E)¥(x) (3.1

P(z) o [9(2)* 5 |¥(2)]® = ¥(z) ¥*(z)

wobei U* die zu W konjugiert komplexe GroBe ist (fiir eine komplexe Zahl z = x + iy gilt 2* = x — iy).
P(z) ist also proportional zu |¥(z)|2. Da sich das Teilchen irgendwo aufhalten muss, gilt:

o
/ P(z)dx =1
—o0
Es muss also

/OO |U(x)|?dxr < co (= const.)

—00

19



3 Einfache Systeme

gelten. Das bedeutet, das Integral {iber das Absolutquadrat der Wellenfunktion muf} konvergieren!
Man nennt solche ¥ quadratintegrabel oder normierbar.

Nur quadratintegrable Wellenfunktionen sind als physikalisch sinnvolle Losungen der Schrodinger-Glei-
chung akzeptabel.

Das Verhalten der Losung der Schrodinger-Gleichung (3.1) hdngt vom Vorzeichen der Differenz (V — E)
ab. Man hat also 2 Fille zu unterscheiden:

1. E>V:
Man spricht von ungebundenen Zustinden (siche Abbildung 3.1). In diesem Fall findet man oszil-
lierende Losungen der Form:

2
U, (z) = Ugcos(kz) oder U,(x)=Uosin(kr) mit k= h—T(E—V) (3.2)

ungebunden

Abbildung 3.1: ungebundener Zustand

2. V>E:
Man spricht von gebundenen Zustdnden (sieche Abbildung 3.2). Hier hat man Exponentialfunktio-
nen als Losungen:

2
U, () = Upe ™ oder Wy(z)=Toe™® mit &= h—?(V—E) (3.3)

gebunden

Abbildung 3.2: gebundener Zustand
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3.1 Eindimensionale Quantensysteme

Die Bedingungen fiir den ungebundenen oder gebundenen Fall wurden dabei durch den Ansatz der Wel-
lenfunktionen beriicksichtigt. Zweimaliges Ableiten liefert ¥/ (z) = —k>V,,(x), wihrend Ui (r) =
§2W,(z) ist. (Selbstverstiindlich kann eine exponentiell anwachsende Funktion nur in einem begrenzten
Raumbereich als Wellenfunktion physikalisch sinnvoll sein. Fiir £ — oo darf W nicht exponentiell anstei-
gen, da ¥ dann nicht quadratintegrabel wire!) Ebenso sind nach dem sogenannten Superpositionsprinzip
(siehe unten) auch Linearkombinationen denkbar (von dieser Moglichkeit werden wir im Folgenden Ge-
brauch machen).

Superpositionsprinzip

Sind zwei Funktionen V1 und Vo Losungen der Schrodinger-Gleichung zu demselben Energiewert, so
ist jede Linearkombination ¥ = aW, 4 b¥s auch eine Losung.

Das bedeutet, dass die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung eine Linearkombination der spe-
ziellen Losungen ist. Die Konstanten werden durch die Randbedingungen festgelegt. Das Superpositi-
onsprinzip stellt sicher, dass die Moglichkeit der Interferenz fiir Materiewellen besteht.

3.1.1 Freies Teilchen

Unter einem freien Teilchen versteht man ein Teilchen, auf das keinerlei Kraft wirkt. Es liegt also ein
ungebundener Zustand vor und es gilt {iberall:

V=0

Beriicksichtigen wir dies in der zeitunabhéingigen Schrodinger-Gleichung, so erhalten wir:

W (z) = —%qu@) (3.4)

Wir wihlen nun als allgemeinen Ansatz fiir die Wellenfunktion, vgl. G1.(3.2):
U(z) = A sin(kx) + Ag cos(kx) (3.5)
Mit Hilfe der Eulerschen Beziehung et = cos(z) = 4 sin(z) 1Bt sich dies umformen zu:
U(z) = c16R 4 ootk (3.6)

Beriicksichtigen wir die Beziehung k% = QTF’Z—QE (GL.(3.2) fiir V = 0), so erhalten wir nach Umformung

die Energie (und zwar sowohl fiir ek als auch fiir e~ %7);
h2k?
Ein Vergleich mit
1 2
E = -mv° = L
2m
liefert fiir den Impuls:
p = hk

aus welchem sich wiederum die de Broglie-Beziehung ergibt:

2 h 2w h
b A m A P
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3 Einfache Systeme

Betrachten wir nun die zeitabhingige Wellenfunktion ¥(z,t) = ¥(x) - e~i7!, wobei wir fiir U(z)
Gleichung (3.6) verwenden, so erhalten wir (£ = hw):

U(x,t) = U(z)e 't

i E —i E
= ¢ ez(kx— +t) + c9e i(kz+3t)
= ez(k::pfwt) + 02671(k2+wt)

Der erste Teil (cle"(’”*“’t)) dieses Ergebnisses beschreibt eine nach rechts laufende, der zweite Teil
(coe~kztwt)y eine nach links laufende Welle.

Fiir verschiedene Anfangsbedingungen lassen sich jetzt die Konstanten bestimmen: *Wirft” man bei-
spielsweise das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = 0 nach rechts, so gilt: co = 0, also ¥(z) = c1e*®.

Ein ’Problem’ mit der Wellenfunktion W(x) = c;e’*® ist, dass sie im Bereich zwischen = 0 und
x = oo nicht quadratintegrabel ist. Das gilt allerdings nicht mehr, wenn man den Raum auf ein Intervall
x € [0, L] einschriinkt.

Anmerkung: Operatoren

Fiir die zukiinftigen Betrachtungen ist es sinnvoll, einige GroB3en zu definieren. Im letzten Kapitel ist uns
bereits der Hamilton-Operator begegnet. Allgemein bezeichnet ein Operator O ein Symbol dafiir, eine
bestimmte Rechenoperation auszufiihren.

Operatoren werden auf Funktionen angewendet und besitzen keinen Wert. Die Gleichung

Of(z) = g(x)

bedeutet: Operator O auf die Funktion f (x) angewendet liefert die Funktion g(z).
Einige Beispiele sind:

R d d

0= —0f(x) = ()
. K2 d?
=g TV

Das letzte Beispiel kennen wir von der zeitunabhingigen Schrodinger-Gleichung:
HY(z) = BV (z)

Diese Gleichung ist von der allgemeinen Form:

Das bedeutet: Wendet man den Operator O auf die Funktion f (x) an, so erhilt man dieselbe Funktion
f(z) multipliziert mit einer Konstanten a.

Eine solche Gleichung bezeichnet man als Eigenwert-Gleichung.

Dabei ist a ein sogenannter Eigenwert zu O und f (x) eine Eigenfunktion zu 0.

In der Quantenmechanik gibt es neben dem Hamiltonoperator eine Reihe weiterer wichtiger Operatoren.
Als Beispiel sei der Impulsoperator p behandelt. Er ist (in einer Dimension) definiert als:

s_hd
piidm

(3.8)
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3.1 Eindimensionale Quantensysteme

Die Wirkung von p auf die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators fiir das freie Teilchen ist:

ﬁeik‘x _ Eiezk‘x — hkezkm

i dzr

und analog fiir e ~***_ Die Funktionen e**** sind also Eigenfunktionen von p zum Eigenwert +/ik.

Wendet man p zweimal auf eine Funktion f(x) an, so erhdlt man nach Dividieren durch (2m) gerade
wieder den Operator der kinetischen Energie (Hamiltonoperator fiir das freie Teilchen).

hd (hd d?
~2 Al A 2
= = - — —_—— — _h JR—
P1) =001 @) = o (B s = 12 f(0)
d2 p2
-2 2
=—h"— d FE=_—
b dzz " 2m
Der Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen ist also:
A2 2 72
- P h® d
-4t (% % 39
2m ( 2m da:z) (39

Das hat also dieselbe Form wie in der klassischen Physik, wenn man alle Groen durch Operatoren
ersetzt, H — H und p — p. H ist die sogenannte Hamiltonfunktion und diese stimmt fiir konservative
Systeme mit der Gesamtenergie des Systems iiberein, H =T + V mit T = Ej,.

3.1.2 Teilchen im Kasten

Nun betrachten wir ein Teilchen, welches sich in einem sogenannten Potentialtopf bewegt. Innerhalb der
Breite L dieses *Topfes’ sei das Potential null, auerhalb sei es dagegen unendlich groB3 (siehe Abb. 3.3):

V= O V=O =00

0 L X

Abbildung 3.3: Teilchen im Kasten

(3.10)

y_f 0 fir 0<a<L
]l oo firt<OAxz>L

Fiir die Losung der Schrodinger-Gleichung (3.1) betrachtet man die einzelnen Bereiche zunéchst ge-
trennt:
Fiir x < 0 bzw. = > L hat die allgemeine Losung die Form (vgl. GL.(3.3)):

U(z) = c1e® + coe™ " (3.11)
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Ist nun « > L, so gilt:
e =0 und " =00

da a? = QH—’Q(V — FE) = oo in diesem Bereich. Also muss ¢; = 0 sein, weil ™ keine normierbare
Wellenfunktion ist. Wir haben ¥ () = 0 fiir # > L. Eine vollig analoge Uberlegung fiir z < 0 liefert
U(x) = 0 auch in diesem Bereich.

Das bedeutet, dass ¥(x) in den Bereichen unendlich hohen Potentials verschwindet. Diese Tatsache ist
auch physikalisch sinnvoll, da man erwarten wiirde, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teil-
chens in diesem Bereich verschwindet, also |¥(z)|? = 0 gilt.

Fiir den Fall, dass = zwischen 0 und L liegt, gilt V' = 0. In diesem Bereich lautet die allgemeine Losung
der Schrodinger-Gleichung (vgl. G1.(3.2)):

U(z) = A sin(kx) + Az cos(kx) (3.12)

Fiir z = O und x = L muss ¥(z) = 0 sein, da ansonsten die Funktion an dieser Stelle nicht stetig wire.
Wegen

folgt zunéchst also Ay = 0.
Aus der Forderung ¥ (z = L) = 0 ergibt sich:

nm

U(r=L)= A;sin(kL) =0 —>k‘zf

n=123,..

Der Fall n = 0 ist keine physikalisch akzeptable Losung, da dann ¥(x) = 0 fiir alle x gilt. Das bedeu-
tet aber, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens iiberall verschwindet, das Teilchen also
nirgends anzutreffen ist.

Wir haben also zunichst fiir die Wellenfunktionen

‘Ifn(x):Asin<%:U> ;o n=1,23,--- (3.13)

Dabei haben wir die Funktionen zu verschiedenem n durch einen Index gekennzeichnet.
Um die Energie-Eigenwerte zu bestimmen, setzt man ¥, (x) in die Schrodinger-Gleichung (3.1) ein. Das

liefert
nmw

W) = - () vt

und somit durch Vergleich der Energien E:

h?7?
_ 2
B=tn=n <2mL2>

Aus dieser Gleichung folgt die Erkenntnis, dass es nur diskrete Energien fiirn = 1,2, 3, ... gibt.

Die Energie ist also quantisiert. Diese Quantisierung ist eine natiirliche Folge der Randbedingungen.
Die Zahlen n werden als Quantenzahlen bezeichnet.

Man bezeichnet den Energiewert zum kleinsten Wert der Quantenzahl n,

h2n2

B ="
1™ omiL?

als Nullpunktsenergie. Fiir F/» findet man also Fs = 4 - F4, E3 =9 - Fq, usw.
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3.1 Eindimensionale Quantensysteme

Normierung der Wellenfunktion:

Um |¥(z)|? als Aufenthaltswahrscheinlichkeit interpretieren zu konnen, fehlt lediglich noch die Bestim-
mung der Konstanten A. Dazu wird die Wellenfunktion normiert. Damit [ dxP(z) = 1, das heifit die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden, gleich 1 ist, soll gelten:

/OO dz| U ()2 = 1

—Oo0

Wir miissen also die Konstante A (vgl. G1.3.13) berechnen. Da fiir x < 0 und =z > L gilt: ¥(z) = 0,
lautet die gesuchte Bedingung also:

L L L 2
/ x|V (z)|* =1 = A2/ da sin® (H:v> = A%2 alsor A=4/>
0 0 L 2 L

Fassen wir nun unsere Ergebnisse zusammen.
Die Eigenfunktionen von H sind gegeben durch:

U, (z) = \/gsin (%@) (3.14)

Fiir die Eigenwerte von H hat man

2mL?2

h2 2
En:n2< ”) mit n=1,23,.. (3.15)

welche man als Energie-Eigenwerte bezeichnet. Die Zahlen n heifen Quantenzahlen.

Wenden wir uns jetzt der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens zu und betrachten die schon be-

kannte Beziehung P(z) ~ |¥(x)|? etwas genauer. Man bezeichnet P(z) (und | ¥ (z)|?) als Wahrschein-
lichkeitsdichten. P(z)dx ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Intervall [z, z + dz[ zu finden. Da
nun die ¥,,(z) von der Quantenzahl n abhéngen, gilt dasselbe fiir die Wahrscheinlichkeiten:

Py (z)dz = | U, (z)|dz

Fiir n = 1 hat man explizit:

/2 2
U = I sin <%m> und V% = Esin2 <%x>

Die ¥,, und |¥,,(z)|? fiir die Quantenzahlen n = 1,2, 3, 20 sind in Abb. 3.4 dargestellt.
Beziiglich der Wellenfunktionen 148t sich zusammenfassend sagen:

e U, (z) hat (n — 1) Nullstellen, Knoten genannt.
e Die Knotenzahl nimmt mit 7 um eins zu.
e U (z) heiit Grundzustand, ¥,, heiBt n-ter angeregter Zustand.

e Da es Knoten gibt, gibt es Punkte, an denen das Teilchen nicht zu finden ist (auch im Inneren des
Kastens)!
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0 X L

Abbildung 3.4: eindimensionaler Potentialtopf: Darstellung der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
|U,,|? und der Wellenfunktion W, fiir verschiedene Quantenzahlen

P klass.

0 L X

Abbildung 3.5: eindimensionaler Potentialtopf: klassische Aufenthaltwahrscheinlichkeitsdichte

Man sieht an der Tatsache, dass ¥,, Knoten hat, dass |¥,, (z)|® dort verschwindet. Das bedeutet, dass die
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens an diesen Punkten verschwindet. Weiter geht aus
Abbildung 3.4 hervor, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiir gro3e n immer ~homogener’
wird. Damit néhert sie sich fiir groe n der klassischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit (vgl. Abb. 3.5) an.

Diese Tatsache gilt allgemein und ist der Inhalt des sogenannten Korrespondenzprinzips (Bohr, 1923):

| Fiir grofle Quantenzahlen geht die Quantenmechanik (asymptotisch) in die klassische Theorie iiber. |

Auch die Tatsache, dass die Energie quantisiert ist, wird fiir groe Quantenzahlemn weniger relevant:
Betrachtet man die relativen Energiedifferenzen

En+1 _En _ 27’L—|—1
E, n2

26



3.1 Eindimensionale Quantensysteme

so sieht man, dass diese fiir grole n verschwindet.

Orthogonalitat der Wellenfunktionen ¥,

Integriert man iiber das Produkt zweier Wellenfunktionen unterschiedlicher Quantenzahlen, so gilt bei-
spielsweise:

L
/0 dx¥i(x)¥a(x) =0

Dieses Resultat kann man sich leicht verdeutlichen (vgl. Abb. 3.6):

¥, A X X

Abbildung 3.6: zwei Wellenfunktionen unterschiedlicher Quantenzahl und deren Produkt

U - Uy ist das Produkt aus einer bzgl. des Intervalls [0, L] geraden (¥) und einer ungeraden (V2) Funk-
tion. Folglich verschwindet das Integral {iber das Produkt.

Diese Tatsache 14t sich fiir beliebige Quantenzahlen n, m verallgemeinern:

/Oo da 0, (2) U, () :{ 0 firm#n

e 1 firm=n

Fasst man die linke Seite dieser Gleichung als ein Skalarprodukt auf, so 148t sich folgende Analogie
herstellen:

Aus der Vektorrechnung wissen wir, dass das Skalarprodukt (Z - 4) genau dann verschwindet, wenn
der Cosinus des eingeschlossenen Winkels null ist, was genau dann der Fall ist, wenn die Vektoren
orthogonal zueinander sind, ¥ L ¥.

Man definiert nun das sogenannte Kronecker Delta-Symbol:

1 firn=m
Onm = { 0 firn#m (3.16)

Fiir normierte ¥- Funktionen gilt dann:

/dx\lffl(x)\lfm(x) = On,m (3.17)

(fiir reelle Funktionen ist: U} (x) = U, (x))
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3 Einfache Systeme

Heisenbergsche Unscharferelation

Die Unschdirferelation ist durch folgende Abschitzung, auf die wir im folgenden Kapitel ndher eingehen
werden, gegeben:
h
Ax - Ap > 3 (3.18)
Um nun die Werte von Ax und Ap fiir unser Modell des Teilchen im Kasten explizit auszurechnen, ist
das Einfiihren einer weiteren Grofle, des sogenannten Erwartungswertes, sinnvoll.
Der Erwartungswert (G) eines Operators G ist definiert durch:

(G) = / T 0 () G0 () da (3.19)

—0o0

Fiir die Standardabweichung gilt dann:
AG = +/(G?) — (G)? (3.20)

Wir kénnen also Ax fiir das Teilchen im Kasten folgendermalen berechnen:
GemalB Gleichung (3.19) erhalten wir fiir den Erwartungswert von x:

OO * (oA 2 [t . o (DT L
(x) —/ dz ¥y (x)2V,(z) = L/o dxx sin (Tx) =3

—0o0

und fiir den von z2:

200,29
/ dxUr (x 2\11 /da:a: sin? >:M

6n2m2

womit sich aus Gleichung (3.20) folgendes ergibt:
/1 1
2\ _ 2 — Ja— —
(2%) = (=) 12 272n?2

- [ avi@pv.

Das bedeutet, wir brauchen die Wirkung von p auf ¥,;:
h d nm
. \/-< )
PUn(w) = Lide "
— (p) = = \/ mr \/ / d:csm —x)cos(L ):0

Fiir die Berechnung von

Analog berechnen wir Ap:

) = [ deu @)

wird genauso vorgegangen mit dem Resultat:

woraus sich ergibt:
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3.1 Eindimensionale Quantensysteme

Fiir die Unschirfe Ax - Ap gilt dann:

1
12 272n?

Az - Ap = nwh (3.21)

Die Unschirfe kann fiir jeden Fall, wie an diesem Beispiel ersichtlich, ausgerechnet werden. In Abhéngig-
keit zur Quantenzahl n ergibt sich hier speziell:

Die Heisenbergsche Unschirferelation ist also in jedem Fall erfiillt (in jedem Fall gilt: Az - Ap > %L).

Die Unschérferelation hat weitreichende Folgen und zeigt explizit die Unterschiede zwischen ’klassi-
schen’ und ’quantenmechanischen’ Teilchen.

Wihrend es in der klassischen Physik immer moglich ist, die Mittelwerte aller dynamischen Gréen ge-
nau zu bestimmen, besagt die Unschérferelation, dass man in unserem Beispiel den Ort und den Impuls
des Teilchens nicht gleichzeitig scharf bestimmen kann.

Man bezeichnet Grofien, deren Werte nicht gleichzeitig scharf bestimmt werden konnen als inkompati-
ble Variablen oder auch als komplementire Variablen.

3.1.3 Tunneleffekt

Kommen wir nun zu einem rein quantenmechanischen Phinomen, dem Tunneleffekt. Dies ist ein Effekt,
der nach der klassischen Physik iiberhaupt nicht existiert! Wir beschrinken uns hier auf eine qualitative
Diskussion und werden nur die grundlegenden Aspekte betrachten.

Dazu betrachten wir uns die in Abb. 3.7 dargestellte Potentialverteilung: In den Bereichen A und C
sei das Potential gleich null, im Bereich B ungleich null. Wir gehen wieder von der zeitunabhingigen

V|v=0 V=0 V=0

0 L X

Abbildung 3.7: Potentialverteilung beim Tunneleffekt

Schrédinger-Gleichung (3.1) aus.
Im Bereich A (z < 0) gilt V = 0. Die Losung der Schrodinger-Gleichung ist also eine ebene Welle:

) . 2
Uy(z) = A1 4 Age T mit k= h—ZLE
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3 Einfache Systeme

Die Koeffizienten A1, A5 sind aus den Randbedingungen zu bestimmen.
Im Bereich B, fir0 < z < L,sei V' > 0. AuBBerdem gelte: £ < V/, d.h. wir betrachten einen gebundenen
Zustand. In diesem Bereich gilt also

2
Up(x) = Bie * 4 Bye®™ mit a= h—?(v —F)
Im Bereich C' gelten dieselben Bedingungen wie in A, also:
Uo(n) = Cre + Coe®e mit k= /22
c(z) = C1e"™ + Cqe mi =\ 72

Da das Ausrechnen der Konstanten A;, B;, C; etwas aufwendig ist, begniigen wir uns im Folgenden
mit einer qualitativen Betrachtung. Ein Teilchen laufe von Bereich A nach Bereich C (siehe Abb.3.8).
Nach der klassischen Physik miiite es an der Grenze A | B vollstindig reflektiert werden. Quanten-
mechanisch betrachtet gelangt es mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit bis nach C, da |¥ (x> L)|? > 0.
Die Tatsache, dass es eine endliche Wahrscheinlichkeit gibt, das Teilchen im Bereich C' zu finden, ist ein

lo (x)!?
v - ®
\
L X
Yo @L)*=Be ™"

Abbildung 3.8: Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens beim Tunneleffekt

rein quantenmechanischer Effekt. Klassisch betrachtet ist dies nicht moglich.

Dies sei an einem einfachen Beispiel erldutert:

e Ein Elektron werde so von A aus in Richtung auf C' beschleunigt, dass es eine Energie von £ =
leV = 1,6 - 10719 besitze.

e Im Bereich B werde eine Spannung von 2V angelegt (das entspricht einem Potential von V' =
2eV =3,2-10719))
e die Energiedifferenz entspricht also: V — E = 1eV = 1,6 - 10719

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte erhilt man in diesem Fall:
‘\I’(.T) |2 — B%€710,24(:):/nm)
Betrigt x etwa einem Atomradius (x = R 440, = 0, 2nm), so findet man:
|¥(x)]? ~ B?.0,13

Das bedeutet, dass das Elektron die Potentialbariere mit ca. 10% Wahrscheinlichkeit iiberwindet.

Als Beispiele fiir Fille, wo der Tunneleffekt eine fundamentale Rolle spielt, seien hier genannt:
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3.2 Der harmonische Oszillator

Radioaktiver Zerfall Da die Kernkrifte sehr groB sind, ist £ sehr klein gegeniiber V. Der a-Zerfall
wird erst durch den Tunneleffekt moglich.

STM (Scanning Tunneling Microscope) Das Funktionsprinzip dieses Mikroskopes sei an Abb. 3.9
kurz erldutert. Fiir den Fall, dass die durch die angelegte Spannung erzeugte Energie groBer als die

Spitze

!
!
!
l
!
1 d
|
!
!
!
|

Oberfliche

Abbildung 3.9: Scanning Tunneling Microscope

Austrittsarbeit ist, treten Elektronen aus der Oberfliche aus. Nun wird eine Spannung angelegt,
die so grof} ist, dass klassisch gesehen keine Elektronen austreten wiirden (£ < W mit W =
Austrittsarbeit). Mit der Wahrscheinlichkeitsdichte:

_ . 2m
‘\II(G)P :B%e 2ad mit a= F(W—E)
gibt es aber dennoch eine endliche Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Elektronen austreten und die
Spitze erreichen. Bewegen sich aber Elektronen von der Oberflidche zur Spitze, so flieit ein Strom,

der Tunnelstrom genannt wird.

Das STM wird zur Oberflichenstrukturanalyse genutzt, indem bei konstantem Tunnelstrom Un-
regelméBigkeiten in der Oberflichenstruktur durch Angleichung des Abstandes d in Atomgroéfen-
ordnung gemessen werden.

3.2 Der harmonische Oszillator

Das Modell des harmonischen Oszillators ist fiir die Chemie sehr wichtig. Es wird unter anderem als
einfaches Modell fiir Molekiilschwingungen, wie man sie in der IR- und der Raman-Spektroskopie be-
obachtet, genutzt. Betrachtet man beispielsweise ein zweiatomiges Molekiil, so schwingen die beiden
Atome gegeneinander und man kann die chemische Bindung als eine ’Feder’ mit der Kraftkonstanten &
auffassen. Fiir die riickstellende Kraft der Schwingung gilt das Hookesche Gesetz :

F=—kx (3.22)
woraus fiir das Potential folgt:
x 1
V(z)=— / F(2')dx' = ~ka?
0 2
Man hat somit die folgende klassische Bewegungsgleichung (Newton):
d2

F:—kx:ma:mﬁv:m@x
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3 Einfache Systeme

also: )
d k
@x(t) = —%x(t)
Diese Gleichung ist von der Form & = —ax und wird durch z(t) = Asin(wt) geldst, wobei sich die
Frequenz zu
k
w=1/—
m

ergibt. Die Konstante A folgt aus den Randbedingungen.

Fiir eine quantenmechanische Betrachtung muss die Schrodinger-Gleichung

~ R n2 1
HY(z) = E¥(z) mitdem Hamiltonoperator H = % + §kx2
m
also
h? d? 1,

gelost werden. Aufgrund der expliziten Ortsabhidngigkeit des Potentials ist diese Schrodinger-Gleichung
etwas schwieriger zu 16sen als in den bisher betrachteten Beispielen, in denen Vstiickweise konstant
war. Die mathematische Vorgehensweise, die bei der analytischen Losung von GI.(3.23) angewendet
wird, ist eine Standardmethode zur Losung solcher Differentialgleichungen, fiir uns an dieser Stelle aber
nur von untergeodnetem Interesse. Fiir Interessierte ist der Losungsweg im Anhang zu diesem Kapitel
grob skizziert. An dieser Stelle ist lediglich wichtig, darauf hinzuweisen, dass (wie mittlerweile iiblich)
nur physikalisch sinnvolle Losungen betrachtet werden. Das bedeutet, dass nur quadratintegrable Wel-
lenfunktionen erlaubt werden. Insbesondere bedeutet das, dass wir U(z — oco) — 0 fordern. Dieses
Verhalten ist also eine Randbedingung, die bei der Losung zu beriicksichtigen ist und zur Quantisierung
fiihrt.

Fiir die Energien findet man:

2

E, — <v + 1) o (3.24)

wobei die Quantenzahlen v alle ganzzahligen positiven Werte inkl. der Null annehmen kdnnen:

v=20,1,2,--- ganzzahlig| (3.25)

Man sieht auch, dass die Energien durch die klassisch definierten Schwingungsfrequenzen w = /k/m
definiert werden.
Die Nullpunktsenergie ist in diesem Fall gegeben durch:

1
E0:§FL(U

Fiir die Wellenfunktionen erhalten wir:

2
U,(z) = NyHy(q)e™ T mit ¢= %x (3.26)

wobei die H,(q) die sogenannten Hermite-Polynome sind und der Normierungsfaktor NV, so gewihlt
ist, dass [*_ dz|U,(z)> =1 gilt:

N, = (W) L
wh/  \/2vy!
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3.2 Der harmonische Oszillator

In der folgenden Tabelle sind einige Hermite-Polynome aufgefiihrt:

v Hv(Q)

0 1

1 2q

2 4q° — 2

3 8¢° — 12¢

4 | 16¢* —48¢% + 12

Die Hermite-Polynome erfiillen einige Rekursionsbeziehungen, z.B.
Hy1(q) = 2qH,(q) — 20H,1(q)

und fiir die Wellenfunktionen (3.26) gilt die Orthogonalititsrelation:

| @) = b,

—00

Die abfallende Gaul3-Funktion (e‘q2/ 2) zusammen mit den Eigenschaften der Hermite-Polynome garan-

tiert das korrekte asymptotische Verhalten fiir xt — oo.
Gl.(3.24) zeigt, dass die Energiedifferenz zwischen benachbarten Energieniveaus dquidistant ist:

Ev+1 - E’U - hw

Betrachtet man weiterhin die in Abbildung 3.10 aufgetragenen Funktionen W, () und |¥,|2, so erkennt
man, dass es auch eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit im klassisch verbotenen Bereich gibt.

— e
i} — @ ' — Y@
= 2]
S >
: —
~ o ‘ - \Pz
> 2 | — %,@
5 >
— @

Abbildung 3.10: Harmonischer Oszillator: Darstellung von ¥, und | ¥, |? fiir verschiedene v
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3 Einfache Systeme

l:l’dassA(X)

\_/

\
0 X

Abbildung 3.11: Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir den klassischen harmonischen Oszillator

Vergleich mit dem klassischen harmonischen Oszillator:

Fiir einen klassischen harmonischen Oszillator ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit an den Umkehr-
punkten am grofiten, da dort die Geschwindigkeit verschwindet und sich = langsam #ndert, wihrend
sie dort, wo die Geschwindigkeit maximal wird, am kleinsten ist, vgl. Abb. 3.11. Die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte eines quantenmechanischen harmonischen Oszillators néhert sich fiir grole Quan-
tenzahlen der klassischen Verteilung an. Dies ist wieder Ausdruck des Korrespondenzprinzips.

Vergleich mit Teilchen im Kasten:

Eine Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir beide Modelle ergibt folgendes:

Teilchen im Kasten: Harmonischer Oszillator:
2,2
E, =n? (£2) By = hw (v+ 1)
2
() = /2 sin (%) | Uy(e) = NoH, (g) e T 1q =/
n=123,.. v=0,1,2,3, ...

Fiir das Teilchen im Kasten verschwindet die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte auf3erhalb des Kas-
tens. Fiir den harmonischen Oszillator gilt dies nicht, da bei einer endlichen Auslenkung = das Potential
V= %ka nicht unendlich grof wird. Dies kann man in Abbildung 3.10 daran erkennen, dass sich P(q)
fiir grofBe (positive oder negative) g der Abszisse annéhert, diese allerdings nur asymptotisch erreicht.

Anhang: Schrodinger-Gleichung fiir den harmonischen Oszillator

Hier geben wir einige Details zur Losung der Schrodinger-Gleichung eines harmonischen Oszillators,
Gl. (3.23), an. Zunichst eliminieren wir die Konstanten, indem wir

_ e
q= ﬁx

wihlen. Das bedeutet x = 4/ n%q und % = m—,{"di. Nutzt man dies in der Schrodinger-Gleichung
q

(3.23), so findet man:
d? 5 , 2F
—dfqg‘ll(q) +q7¥(g) = A¥(g) mit A=
oder
—0"(q) + (¢* = \)¥(q) =0 (3.27)
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3.3 Bewegung in 2 Dimensionen

Wir suchen nun nach physikalisch sinnvollen Losungen dieser Gleichung.
Dazu untersuchen wir zunéchst das asymptotische Verhalten fiir ¢ — Z+oo. In diesem Limit muf} die
Wellenfunktion abfallen, weil sie sonst nicht normierbar wire. Fiir ¢° > \ folgt dann aus G1.(3.27):

U (q) ~ ¢*¥(q)

Fiir groBe ¢ verhilt sich die Losung wie U(q) ~ ¢*7°/2, wovon also nur U(q) = ¢~4°/2 physikalisch
sinnvoll ist. (Fiir ¥(q) = e~4°/2 gilt: ¥'(q) = —q¥(q), ¥"(q) = (¢* — 1)¥(q) ~ ¢*¥(q) fiir ¢ > 1.)

Wir nutzen dieses Ergebnis nun aus, indem wir fiir die allgemeine Losung folgenden Produkt-Ansatz
machen:

M)

U(q) = h(g)e™ = (3.28)
Dabei ist h(q) ein Polynom, das nicht stirker ansteigen darf als der Faktor ¢~4°/2 abfillt, damit ¥(q)

normierbar ist:
o0

h(Q) = Z cnq"

n=0

Die ¢, sind reelle Koeffizienten, die zu bestimmen sind. Setzt man den Ansatz (3.28) in die Schrodinger-
Gleichung ein, so findet man:

h'(q) = 2qh'(q) — (1 = M)h(q) =0

Daraus erhilt man mit #'(¢) = Y, nc,g” ' und " (q) = Y, n(n — 1)c,q" 2 eine sogenannte Rekur-
sionsbeziehung fiir die Koeffizienten:

2n+(1-X)
Cn+2 = ( Cn

n+1)(n+2)

Nun nutzt man wieder die Tatsache, dass ¥(q) fiir ¢ — £oo verschwinden muss und folgert also, dass
h(q) nicht stirker ansteigen darf als e ~4°/2 abfillt. Das kann nur erfiillt werden, wenn die Reihe fiir h(q)
abbricht, also die ¢,, ab einem bestimmten Wert fiir n verschwinden. Wenn dieser Wert mit v bezeichnet

wird, hat man c,492 = %cv = 0 und daraus folgt unmittelbar
A =20+1
mit den Quantenzahlen
v=20,1,2,3, ...

Mit der Definition von oben (A = 2E/(hw) folgt dann der Ausdruck fiir E;, = (v+1/2)7w aus G1.(3.24).
Die Quantisierung folgt also wieder aus den Randbedingungen.

Die entsprechenden Polynome sind gerade die sogenannten Hermite-Polynome H,(q).

Fiir weitere Details verweisen wir auf Standard-Quantenmechanik-Lehrbiicher.

3.3 Bewegung in 2 Dimensionen

Die meisten relevanten physikalisch relevanten Probleme sind im Gegensatz zu den bisher betrachte-
ten Modellen in drei rdumlichen Dimensionen definiert. Dies gilt insbesondere fiir das exakt 16sbare
Problem des Wasserstoffatoms. Bevor wir uns diesem Problem zuwenden, betrachten wir zunichst die
Schrodinger-Gleichung fiir einige Beispiele in zwei Dimensionen, um Methoden zur Losung mehrdi-
mensionaler Probleme kennenzulernen.
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3 Einfache Systeme

3.3.1 Zweidimensionaler Potentialtopf

Wir gehen von der zeitunabhiingigen Schrodinger-Gleichung aus, die sich folgendermallen schreiben
1aBt:

h2 62 82
[_gm (ax2 + ay2> +V(z, y)] V(z,y) = EV(z,y) (3.29)

Fiir das Potential gilt in diesem Fall:

Viz,y) = oo fir x<0,z>L, und y<0,y>L,
v = 0 fir 0<z<L, ud 0<y<L,

In den Bereichen mit V' (x,y) = oo ist auerdem ¥(z,y) = 0. Der relevante Bereich ist wie im eindi-
mensionalen Modell der Bereich, in dem V' (z,y) = 0 gilt:
n? o2 n? o2

—%@‘I’(l‘,y) - %@W(x,y) = EVY(x,y)

Um diese Gleichung zu 16sen, fithren wir eine sogenannte Separation der Variablen durch: Wir wihlen

U(z,y) =u(x) - v(y) (3.30)
und nutzen:
9 y(a,y) = Lu() - v(y) = v(y)mu(z) = v (2) - v(y)
82 "
%‘I’(l’,y) =u"(z)v(y)
und analog:
O a,y) = ulap ()
Damit kénnen wir die Schrodinger-Gleichung schreiben als:
I aoty) - ooy ) = Butey()
5t ()oly) = 5 —u(z)v"(y u(z)v(y

oder

Hieraus folgt:

u’(z) N V" (y) __2mE (331)
u(z) v(y) h?
—— "

unabhingig von'y ~unabhingig von x ~ konstant
Das bedeutet, dass u;’(g;) und
Gleichung gelost werden kann.
Man kann also wihlen:

v’ (y)
v(y)

unabhéngig voneinander auch konstant sein miissen, damit diese

u'(z) 2mE®)

u(z) h?

2mE®@)

72 u(x)

bzw. u’(x) =
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3.3 Bewegung in 2 Dimensionen

Das ist gerade die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im Kasten entlang der x-Koordinate und
analog liefert

2mEW)
v"(y) = T2
die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im Kasten entlang der y-Koordinate.
Zusammengenommen erhalten wir hieraus:

v(y)

beziehungsweise durch Vergleich mit (3.31):
E=E® 4y gW

Fiir die Funktion u(z) bekommen wir (vgl. Kap.3.1.2):

2 252
X x %
2 . (nyTm _ T2h2
= \ﬁ“ () miv o, == (3005)
y

Es ist uns also gelungen, die - und die y-Abhingigkeit vollig voneinander zu trennen. Die Ergebnis-
se, die wir hierbei erhalten haben, entsprechen denen eines eindimensionalen Potentialtopfes (fiir die
jeweilige Variablen). Fiir die Wellenfunktion gilt also:

[ 2 |2 . [ngw . [y
Voo (2, y) = Uy (2) Wy, (y) = 7o\ T sin ( T a;) sin <I‘1jy> (3.32)
x Yy x Yy

und die Energie ist durch die Summe der einzelnen Energien gegeben:

bzw. fiir v(y):

w2h2 (n2  n?
Enpny = Eng + En, = 5= ot fg (3.33)
z )

mit den Quantenzahlen:
ng=1,2,3,... und ny,=1,23,..

Die Nullpunktsenergie ergibt sich zu:

m2h2 /1 1
= (39
2m \Li L2

Die Orthogonalititsrelationen fiir die Wellenfunktionen werden folgendermaf3en berechnet:

/ dz / YW o (239) U, (7,7) = / da / Ay, ()W (5) W, () T, (1)

_ { / ¥ e, ()0, (x)} : [ / v, ()W, (1)

—00 —o0
== 6ml,nL . 5my,ny

Die Wahrscheinlichkeitsdichte konnen wir ebenfalls als Produkt der Wahrscheinlichkeitsdichten fiir x
bzw. y schreiben:

Pz, (2, )P = W, ()P, ()
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3 Einfache Systeme

Zwar sind die x- bzw. y-abhingigen Teile der Wellenfunktion, wie wir gesehen haben, separierbar, doch
ein Vertauschen der Quantenzahlen ist nicht ohne weiteres moglich. Insbesondere ist beispielsweise

Ei12 # E>;
Nur fiir den Spezialfall:
L,=L,=1L
gilt: ) s
Fnny = Buyina = o (02 4 1)

In diesem Fall gibt es unterschiedliche W-Funktionen zu derselben Energie:
U 2(z,y) und o (x, y) sind Eigenfunktionen von H zu Ey1 =FEi9

Man spricht hier von einer zweifachen Entartung.
Allgemein bezeichnet man eine Entartung als n-fache Entartung, wenn n Wellenfunktionen Eigenfunk-
tionen des Hamiltonoperators zum gleichen Energie-Eigenwert E sind.

Anmerkung zum Separationsansatz

Wir haben gesehen, dass die Losung der Schrodinger-Gleichung mit dem Hamiltonoperator

2 92 2 92 -2 )
] _iai_hii:pi_'_piy:f{z_i_ﬁ
2m ozr2  2moy®:  2m  2m Y

durch ein Produkt von Wellenfunktionen gegeben ist.

Das gilt ganz allgemein:
Wenn sich H als Summe unabhingiger Operatoren

FI:Zﬁa:ﬁl—I—f{Q—i-Hg—l-...

(67

schreiben 146t, so gilt fiir die Losung der Schrédinger-Gleichung

W:Hwa:wl-wg-\pg-...
o

mit H, ¥, = FE, ¥, und die Energie-Eigenwerte sind durch die Summe der F,, gegeben.

Als ein Beispiel hierfiir sei ein zweidimensionaler harmonischer Oszillator mit separablem Potential
V(z,y) = tkyx? + $kyy? betrachtet.
In diesem Fall hat man:

- 1, 1,
R

1 2 ]. 2 ~ ~

und die Losung der Schrédinger-Gleichung ist:
\I}Uhvz (:C, y) =V, (:U) Wy, (y) und EU1,U2 = Ey, + Ey,

Wichtig ist dabei, dass ein Separationsansatz zur Losung der Schrodinger-Gleichung versagt, wenn es
"Kreuzterme’ in H gibt, beispielsweise V' (z,y) = %k$x2 + %kny +c-x-y.
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3.3 Bewegung in 2 Dimensionen

3.3.2 Rotationen

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir eine Bewegung in mehreren Dimensionen ist eine Drehbewegung. In
den folgenden Kapiteln werden wir es mit Rotationsbewegungen in drei riumlichen Dimensionen zu tun
haben. Als Vorbereitung soll allerdings zunéchst die Rotationsbewegung in zwei Dimensionen betrachtet
werden.

Wir untersuchen also folgendes Problem: Ein Teilchen rotiere um einen Punkt auf einer Kreisbahn mit
dem Radius 7, wobei r hier konstant sei, vgl. Abb. 3.12.

Abbildung 3.12: zweidimensionale Rotation

Unser Ausgangspunkt ist wieder die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung:

2m \ 922 " 92

2 2 2
n ( 0 0 ) Y(z,y) = EV(z,y) (3.34)

Im Gegensatz zu einer linearen Bewegung, wie im Beispiel des zweidimensionalen Potentialtopfes, ha-
ben wir eine zusitzliche Randbedingung, die den Abstand vom Mittelpunkt konstant halt:

r = /22 + y2 = konst. (3.35)

Die Losung der Schrodinger-Gleichung mit dieser Randbedingung ist in kartesischen Koordinaten recht
aufwendig. Es ist sinnvoller, die Schrodinger-Gleichung in (zweidimensionale) Polarkoordinaten zu

r rsin@

a

I cos @ X

Abbildung 3.13: Skizze zur Beziehung zwischen kartesischen und Polarkoordinaten

transformieren, wobei man folgendermaB3en vorgeht: Aus Abbildung 3.13 lassen sich leicht die Bezie-
hungen zwischen r, ¢ und x bzw. y ableiten:

T =7 CoSQ

y=r-siny
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3 Einfache Systeme

Um die Schrodinger-Gleichung zu transformieren, bendtigen wir aber %27%/ + 8;—%’ als Funktion der Ablei-
tungen nach 7 und ¢. Um die entsprechende Transformation durchzufiihren, gehen wir folgendermaB3en
vor. Wir fassen  und y als Funktion von (r, ) auf und haben damit ¥ (x,y) = ¥(z(r, ¢), y(r, ¢)). Nun
benutzen wir die Kettenregel:

) R ) )

v _0ovor 0ov oV 9vor 9V Ip
dxr  Or dx 0Oy Ox

d = -2 o=
o oy 8r8y+8<p8y

Wir brauchen also noch die Ableitungen ?—’”, ‘?—“", Ir ynd 922
oz’ Oz’ Oy oy

2 2

Wir nutzen zunichst, dass 22 + y? = r2 cos? p + r2sin? ¢ = r? und y/x = sinp/ cos p = tan ¢ gilt.

Das liefert dann
r=+224+y?> und ¢ = arctan(y/z)

Damit findet man fiir die Ableitungen:

0 ) P . 9
" f:(josgp ; l:yzsmgp : ¥ Y __SHISO . 7@_ Tr  cosp
T

dr v

or 12 r oy 27

und somit fiir die gesuchten Ableitungen der Wellenfunktion:

ov 0 sinp 0 ov . 0 cosp 0
— = — — | — = — — |
(cosgp . . ) und y (smgp - + ; >

Fiir die zweiten Ableitungen geht man vollig analog vor.
Als Resultat erhiilt man den sogenannten Laplaceoperator in ebenen Polarkoordinaten:
0? 0? 0? 10 1 0%
=—S+ ="+ -"—+ 5> 3.36
022 oy?  or? t or T 0p? (3.36)

In der Schrodinger-Gleichung (3.34) ist allerdings zusitzlich die Randbedingung r = konst. zu beriick-

sichtigen. Das bedeutet: %—E’ =0, %ig’ = 0. Man findet somit den folgenden Ausdruck:
n? 02
—————Y(p) =EV
omr 97 L) ()

An dieser Stelle ist es sinnvoll, das Trigheitsmoment einzufiihren, das fiir diesen Fall durch

I =mr? (3.37)
gegeben ist. Damit 148t sich die Schrédinger-Gleichung schreiben als:

n? 02
—58702‘1’(90) = EV(p) (3.38)

Diese Gleichung kénnen wir leicht durch einen Vergleich mit dem Fall einer linearen eindimensionalen
Bewegung losen. Die Losung fiir diesen Fall hatten wir bereits herausgefunden (siehe Gleichung (3.6)):

T(p) = Ae"™? 4 Be™"™¥ (3.39)
mit
_ [2IE
TN TR

Im Unterschied zur linearen Bewegung ist in unserem Fall allerdings der Wertebereich von ¢ einge-
schrinkt,
¢ € [0;2n]
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3.3 Bewegung in 2 Dimensionen

und genau diese Tatsache liefert eine Randbedingung: Damit die Wellenfunktion eindeutig ist, muss
gelten:

U(p+2m) = U(p)
Das bedeutet
Aeim(tp—i—?w) + Be—im(g0+27r) — Aeime + Be~ime

~ 6zm27r . Aetme + e—zm27r . Be MY — Aetmy + Be My

Also muss man fordern:

ezmQﬂ' — efzm27r -1

Diese Bedingung ist nur fiir ganzzahlige m erfiillt (e*"™?™ = cos(m27) + i sin(m27)), d.h.:
m=0,4+1,+2 +3, ... (3.40)
Fiir die Energieniveaus erhilt man damit:

h2
B =—-m?

57 (3.41)

Wichtig ist dabei die Tatsache, das sich die Quantisierungsbedingung wiederum aus der Randbedigung
ergibt.

Nun wird noch die Normierungskonstante bestimmt. Dazu geniigt es ¥,,, () = A - /™% zu betrachten,

dam = 0,+1,+2,+£3, ... gilt und somit der Fall fiir positive und negative Werte fiir m abgedeckt wird.
In kartesichen Koordinaten muss gelten:

o0 o0
[ e [ vt = [avieneP =1
—0o0 —0o0
mit dem Volumenelement dV' = dx - dy. In ebenen Polarkoordinaten findet man hierfiir
dV =r-dp-dr

Also a6t sich die Normierungsbedingung schreiben als:

R 21
/ AV U, y) 2 = / dr-r / Al Uy (r, )2 = 1
0 0

Da V,, () unabhingig von r ist, konnen wir die r-Integration ausfiihren, fOR dr-r = R;. Wir setzen
jetzt einfach R? = 2 und erhalten

R 27 2 21 )
/ dr v / Aol Upn(r, o) = / Aol V()2 = A? / dple™ |2
0 0 0 0

2m
:A2/0 do-1=A?. 21

also:
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3 Einfache Systeme

Die Orthogonalititsrelation schreiben wir als:

2
A AW, (D) V() = S

Da fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte

gilt, sprechen wir von einer homogenen Verteilung. Werfen wir noch einen Blick auf das Energieschema.
Hier ergibt sich fiir verschiedene Quantenzahlen m:

m =10 Ey=0

m=+1 E =1

21
m =32 Fky=4F
: Em = m2E1

wobei E,,, mit m # 0 zweifach entartet ist.
Die Wellenfunktionen ¥,, = \/%ei"w und ¥_,, = \/%e*i“w haben also dieselbe Energie E,,, die

2

tiber m“ nur vom Betrag von m abhéngt. Fiir m = 0 gibt es nur eine Wellenfunktion ¥y = \/% und Ejy

ist nicht entartet.

Anmerkung:

Erinnern wir uns noch einmal an den Fall des freien Teilchens. Hier gilt fiir die Energie:

h2k? h?
) ——
k 2m 2mk

mit dem linearen Impuls p = Ak. Der Impulsoperator ist definiert durch:

h d
Py = —— (3.42)
i dx
Die Funktionen e sind Eigenfunktionen des Impulsoperators, p,e™** = (£hk)e*® (fiir e'** *fliegt’
das Teilchen nach rechts, fiir e %% nach links), und natiirlich auch Eigenfunktionen von H = %.

Vollig analog erwartet man bei einer Kreisbewegung einen Zusammenhang zwischen H und dem Dreh-
impulsoperator. Klassisch ist dieser Zusammenhang einfach gegeben durch:

=92 2
P L
Etrans = % und Erot = E
wobei der Drehimpuls definiert ist als
L=Fxp (3.43)
L ist ein Vektor, der senkrecht auf 7 und p steht (L L 7, ).
Explizit hat man fiir die Komponenten von L
. Ly Yz — 2Dy
L= L, = 2Py — TPy (3.44)
Lz xpy — YPx
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3.3 Bewegung in 2 Dimensionen

Um einen Drehimpulsoperator in der Quantenmechanik zu definieren, ersetzt man im klassischen Aus-
druck z, y, z durch die Multiplikationsoperatoren Z, ¢, 2 und die Impulse durch die Impulsoperatoren:

A~

h O
P ; = . py=-—— 3.45
b 1 0x Py i 0y P 10z ( )

Auf diese Art erhalten wir beispielsweise fiir L.

b= g —op. = (2,0
z = TPy ypm_z' y y@x

Zur Darstellung in ebenen Polarkoordinaten benutzen wir die schon bekannten Beziehungen:
r=rcosp ; y=rsing ; z=0
Die ersten Ableitungen sind schon angegeben worden:

0 smgog und gzsin¢2+003¢g
Y or

r 0y

woraus wir leicht fiir IAJZ erhalten:

p,="o (3.46)

Die anderen Komponenten L, und ﬁy verschwinden, weil z = 0 ist und somit auch % keine Wirkung
hat, also p, = 0 in GI.(3.44) genutzt werden kann.

Fassen wir nun unsere Ergebnisse zusammen. Die Schrodinger-Gleichung fiir den zweidimensionalen
Rotator lautet:

h? 02
—577.2 Y(p) = E¥(p)
21 92
mit der Losung:
1 .
Up(p) = —€™° © m=0,41,+2,43, - (3.47)

und den Energieeigenwerten:
h?
2

B, =
m= o

Wenden wir zuletzt den in Gleichung (3.46) berechneten Drehimpulsoperator L. auf Gleichung (3.47)
an, so erhalten wir:

1
Z\/27T
L. Yn(p) = mhV,(p)

imep

L., (p) = L e

Das heiBit: U, () ist eine Eigenfunktion von L. zum Eigenwert im. Der Hamiltonoperator 146t sich

also auch folgendermaf3en schreiben (fiir den linearen Fall hatten wir bereits H= %):

L2
=2
21
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3 Einfache Systeme

3.4 Rotation in drei Dimensionen

Bevor wir zur Losung der Schrodinger-Gleichung fiir das Wasserstoffatom kommen, betrachten wir
zundchst eine Rotationsbewegung auf einer Kugeloberfliche. Wir stellen uns dazu eine Kugel vor, auf
deren Oberflache ein Teilchen der Masse m im Abstand r vom Kugelmittelpunkt rotiere. Die Situation
ist in Abbildung 3.14 skizziert.

Unter der Annahme, dass V' (x, y, z) = 0 ist, erhalten wir fiir die Schrodinger-Gleichung:

02 92 92 h?
“om (am Topt a) Y@y 2) = —gp bty ) =Bl G4)

mit dem Laplaceoperator A = V2. Hierbei sei der Radius

r = 2?4+ y? + 22 = konst.

wiederum als konstant angenommen (starre Rotation).

Abbildung 3.14: dreidimensionaler starrer Rotator

Sinnvollerweise fithren wir zundchst wieder eine Koordinatentransformation in Polarkoordinaten durch
und zwar mit den Ersetzungen (vgl. Abbildung 3.15):

x = r-sinfcosy
y = r-sinfsing
z = rcost

Hierbei ist 6 der Polarwinkel und ¢ der Azimuthalwinkel. Fiir den Laplaceoperator findet man (auf
nicht triviale Weise):

1 9 11 & 1 9 o)
A=—-——- — — | sinf— 3.49
ror T [sinQQ&pz t 600 (Sm ae)] (349)
Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung unter Beriicksichtigung von r = konst., also
v PV 0
or — 0or?
liefert: ) o2 5 5
h 1 1
— — | sinf— || ¥(0,p) = EV(0 3.50
2mr? [sinQH&pQ + sin 0 06 (Sm 89)] 0, ¢) (0,) (3.50)
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3.4 Rotation in drei Dimensionen

rcos 0 F\ A
r

Abbildung 3.15: Skizze zur Beziehung zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten

Diese Gleichung sieht etwas kompliziert aus. Wir haben oben gesehen, dass wir im Falle einer eindi-

mensionalen Rotationsbewegung fiir den Hamiltonoperator in Analogie mit dem klassischen Energie-

ausdruck H = IE /(21) haben und erwarten einen dhnlichen Ausdruck selbstverstindlich auch fiir den

dreidimensionalen Fall. Deshalb betrachten wir den Drehimpulsoperator nochmal etwas genauer.

Oben hatten wir fiir die z-Komponente gefunden:
P.="9

Y

Analog 148t sich zeigen, dass die x- und y-Komponenten gegeben sind durch:

L _E af_za = ¢h [ sin g+cot0czos Q
i \Vez " Tay) T 00 7 op

- h( 0O 0 , 0 .0

L,= - <28x - xaz) = —th <cos Yog COteSln@(")gp)

Anhand dieser Ausdriicke kann man (in einer nichttrivialen Rechnung) zeigen, dass fiir das Drehimpuls-
quadrat I2=L-L gilt:

sin%0 0% ' sinf 90

. . . . 1 2 1
L2=L§+L§+L§=—h2[ 9 + 0 <smeaﬂ (3.51)

Ein Vergleich mit der Schrodinger-Gleichung (3.50) zeigt, dass man diese in der Form

[—/2
57 20, 9) = EV(0, ) (3.52)

schreiben kann. Dabei ist I = mr? wieder das Trigheitsmoment, vgl. Gl. (3.37).

Zur Losung der Schrodinger-Gleichung nutzen wir aus, dass gilt (ohne Beweis):

LY (0, 0) = P11+ 1)Y1m (6, ) (3.53)

mit den sogenannten Kugelfliichenfunktionen (spherical harmonics) Y; ,,, (0, ¢).
Fiir die Quantenzahlen [ und m, die sich auch in diesem Fall wieder aus den Randbedingungen der

45



3 Einfache Systeme

Differentialgleichung ergeben, gilt:

I =0,1,2,3,...
m=—l,—l+1,..,01—1,1

d.h. es gibt (2] + 1) Werte fiir m.

Nutzen wir nun GIL.(3.53) in der Schrodinger-Gleichung, so zeigt ein Vergleich direkt, dass die Energien

gegeben sind durch:
2

B = —1
Y

(1+1) (3.54)

Die Energien E; sind unabhingig von der Quantenzahl m. Das bedeutet, alle Y; _;,...Y;; sind Eigen-

funktionen von L? zum selben Eigenwert A2[(I + 1), also auch Eigenfunktionen von H zum Eigenwert
Lk = %l (I + 1). Also: Jeder Energieeigenwert Fj ist (21 + 1)-fach entartet.

Betrachten wir uns nun die Kugelflachenfunktionen genauer. Sie haben die Form:

Yim (0, 9) = Ny P™(cos 0)e™? (3.55)
mit N ,, als Normierungsfaktor. Die P/"(cos#) sind die sogenannten zugeordneten (assoziierten)
Legendre-Polynome und hingen nur vom Polarwinkel # ab. Da die Abhingigkeit vom Azimuthalwinkel

¢ von der Form e”™¥ ist, folgt aus der Diskussion im letzten Kapitel, dass die Y; m (0, ¢) auch Eigen-
funktionen zu L, sind. Es liBt sich leicht zeigen, dass die entsprechende Eigenwert-Gleichung lautet:

L.Yim(8, ) = hmY (0, ¢) (3.56)

Das bedeutet nach (3.53) und (3.56), dass die Kugelflichenfunktionen gemeinsame Eigenfunktionen von
L2 und ﬁz sind. Man kann sich leicht (anhand von Beispielen) davon iiberzeugen, dass die Y, keine
Eigenfunktionen von L, oder ﬁy sind.

GemiB Gleichung (3.54) 148t sich das in Abbildung 3.16 skizzierte Energieschema aufstellen.

%ZJ———————1:3m——3

o, ,m=-3,.., 3
21
6 — . 1=2,m=-2,...2
2 — e 1=1,m=-1,...,1
0 — — 1=0

Abbildung 3.16: Energieschema zum starren Rotator

Im Folgenden sind einige Kugelflichenfunktionen angegeben:
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3.4 Rotation in drei Dimensionen

I|m Yim (0, )
T

0| 0 NS

110 \ 1= 3 cosf

1| =F1 :I:\/ sin feTi¥

2| 0 1/167r(3cos29—1)
21 F1 || £ sm 0 cos fe T
2| £2 3125 sin? fe*12®

Dabei gilt:
}/l,—m = (_1)mYVle

Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeitsdichten (man beachte, dass |e™¢|? = 1 gilt)
’YLm(e,gp)‘Q = Yim(e )YE m(@ ) Nlm[P (COSHH

Diese werden iiblicherweise in *Polardarstellung’ abgebildet, wobei nach Abbildung 3.17 um Striche der
Linge |Y] |2 eine Einhiillende gelegt wird. Fiir verschiedene Kugelflichenfunktionen (s. Tabelle) folgen

Abbildung 3.17: Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte |Y7 |2

dann beispielsweise:

e fiir |Yy o[> = & eine Kugel

e fiir |Y7 9[> = 2 cos® § eine Hantel

o fiir [Yy |2 = % sin? 6 ein Ring (eine *Wurst’ oder ein *donut”)

wie man in Abbildung 3.18 erkennen kann.

Z 1Y |2 1Y |2
1,0 0,0

Abbildung 3.18: grafische Darstellung von Wahrscheinlichkeitsdichten fiir verschiedene Y ,,
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3 Einfache Systeme

AbschlieBend betrachten wir noch die Orthogonalititsrelationen. Wir erwarten, dass [ dVYE Yo m, =
01, .1,9m, ,mo gilt, wobei iiber das Volumenelement dV' = dxdydz zu integrieren ist. Da die Kugelflichen-
funktionen aber als Funktionen von # und ¢ vorliegen, benstigen wir das Volumenelement in Polarkoor-

dinaten. Dafiir findet man
R T 21
/dV:/ dr-rz/ d9-sin«9/ do
0 0 0

Da auBerdem die Y] ,,, (6, ) nicht vom Abstand r abhidngen, kann das r— Integral ausgefiihrt werden mit
dem Resultat fOR dr-r? = %3. Um diesen Faktor nicht beriicksichtigen zu miissen, setzen wir %3 =1
bzw. R = 3. Die Normierungsbedingung lautet somit

™ 2
/ dHSinﬁ/ d|Yim (0, 9))* =1
0 0

Die Normierungsfaktoren [V, ,,, sind natiirlich so gewihlt, dass diese Beziehung erfiillt ist.

Fiir die Orthogonalititsrelation hat man

T 27
[ a0sing [ ¥ 0.0V 0,9) = 1t B (3.57)
0 0

(Man mache sich diese Relationen an Beispielen klar!)

3.5 Bewegung im Coulombpotential: Das Wasserstoffatom

Das H-Atom, bestehend aus einem Proton (Masse mp, Ladung +e) und einem Elektron (me, —e), re-
présentiert ein wichtiges exakt 16sbares Problem in der Quantenmechanik. Insbesondere 14t sich anhand
der Losung der entsprechenden Schrodinger-Gleichung das experimentelle Spektrum des Wasserstoff-
atoms verstehen, was unter Verwendung der klassischen Physik nicht méglich ist. Dariiberhinaus spielen
die aus der Losung erhaltenen Einelektron-Wellenfunktionen (Orbitale) eine wichtige Rolle bei der Kon-
struktion der Wellenfunktionen komplexerer Atome und auch Molekiile.
Nach einer Separation der Schwerpunkts- und Relativkoordinaten, auf die wir hier nicht néher eingehen,
da wir sie spiter anhand des Beispiels eines zweiatomigen Molekiils genauer betrachten werden, hat
man folgenden Ausdruck fiir den Hamiltonoperator fiir die Relativbewegung, d.h. die Bewegung des
Elektrons um den Atomkern (K):

- h? A Ze?

H=—-——A- 3.58
2m dmegr ( )
mit der reduzierten Masse m:
Mme - MK Mme - MK
m = ~ = Me
mg + Me mg
Im Coulombpotential V, = — 45527, ist hier eine beliebige Kernladungszahl Z angenommen, da mit die-

sem Modell auch die Beschreibung von H-dhnlichen Systemen, das heifit Ionen mit Kernladung Z - e
und der Kernmasse my (Het, Li?*,...) moglich ist. Da das Potential V. rotationssymmetrisch ist, also
nur vom Abstand und nicht von der Raumrichtung abhéngt, bietet es sich an, das Problem in Polarkoor-
dinaten zu behandeln. Der Laplace-Operator ist dann gegeben durch:

102 RPN
A= et
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3.5 Bewegung im Coulombpotential: Das Wasserstoffatom

Fiir die Schrodinger-Gleichung haben wir also:

~

. B2 1 62 2 2
H\IJ(Ta 97 80) = _%;ﬁ (T : \If(’l", 9, 90)) + 2m7a2\1j(r79a 90) - 47T€0T\II(T, 9, 90)
= E¥(r.0,¢)

Hierbei ist der erste Summand der r-abhingige Teil und der zweite der (6, p)-abhingige Teil der kineti-
schen Energie. Der dritte Summand stellt die potentielle Energie des Systems dar.

Zur Losung machen wir einen Separationsansatz, indem wir fiir den (0, p)-abhingigen Teil die Eigen-
funktionen Y} ,,, (6, ¢) von L? wihlen und fiir den anderen Teil eine von r abhiingige Funktion R(r):

U(r,0,0) = R(r)Yim(0,¢) (3.59)
Wir nutzen weiter aus, dass gilt
L2U(r,0,¢) = R(r)L*Yim(0, ¢) = RU(1 + D)R(r)Yim (0, 0)
Das liefert dann:

» l‘ir RPll+1)  Ze?
2m 1 or? 2mr? 4dmeor

R(T)}/l,m(ev 90) =LK R(T)Yl,m(ev ‘10) (3.60)

Nun multiplizieren wir mit Yl:‘m(H, ) und integrieren iiber die Winkel 6 und ¢, wobei die Normierung

der Y}, fgr df sin 6 fOQﬂ delYm (8, ¢) |2 = 1, genutzt wird. Auf diese Art erhalten wir eine eindimen-
sionale sogenannte Radialgleichung:

d? 2 2mE
239(r) = T3 Virg(r) = — =57 g(r) (3.61)

Dabei haben wir die Radialfunktion R(r) mit » multipliziert,
g(r) =r-R(r)
und auBerdem das [-abhéngige, effektive Potential

CRAI+1) Ze?

Vi _
1(r) 2mr? 4deqr

(3.62)

definiert, das sich aus dem anziehenden Coulombpotential und dem abstoenden Zentrifugalpotential
zusammensetzt (vgl. Abb. 3.19; insbesondere ergibt sich fiir | = 0 keine AbstoBung, da Vi—g = V,).
Zur Losung der Radialgleichung (3.61) betrachten wir zunichst das asymptotische Verhalten (Verhalten
fiir r — o0). Hier gilt wegen V;(r — o0) — 0, vgl. GL.(3.62):

d? 2mE
Wg‘”(r) = _?gas(r) (3.63)

Wir wihlen hier die Bezeichnung g, (), weil Gleichung (3.63) nur fiir groe Abstéinde gilt. Die Lsun-
gen dieser Gleichung sind formal identisch zu denjenigen der Schrodinger-Gleichung im eindimensio-
nalen Fall. Man findet ungebundene Zustinde fiir £ > 0, das heiit g,s(r) = At 4+ Ase kT mit

2mE
k= /2

. Nur fir £ < 0 liegen die fiir uns interessierenden gebundenen Zustinde vor, ggs(r) ~
[2mE
eV Also ist die physikalisch akzeptable Losung:

2mE
B2

Jas(r) = Ae™ " mit c¢= (3.64)
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3 Einfache Systeme

Abbildung 3.19: H-Atom: Skizze zum effektiven Potential

Um nun die Radialgleichung (3.61) zu 16sen, geht man nun folgendermaf3en vor: Man beriicksichtigt das
asymptotische Verhalten, indem man den Produktansatz

g(r) =e " P(r)
macht. Damit geht man in die Radialgleichung und erhilt auf diese Art fiir P(r) die Differentialglei-

chung fiir die sogenannten Laguerre Polynome, ein in der Mathematik bekanntes Problem.

Ohne Beweis geben wir hier die Ergebnisse der Losung der Schrodinger-Gleichung fiir wasserstoffiahn-
liche Atome an:
Die Energieeigenwerte sind

Z%e*m 1
Epn=—\——=5 ) — 3.65
<327r25(2)h2> n? (3.65)

Die Tatsache, dass nur diskrete Energiewerte auftreten (Quantisierung), ergibt sich (dhnlich wie beim
Harmonischen Oszillator) aus der Tatsache, dass die Laguerre-Polynome keine beliebig hohen Poten-
zen in r aufweisen diirfen, also nicht schneller ansteigen diirfen, als e~ abfillt.. (Das oben gefundene
asymptotische Verhalten muss erhalten bleiben.)

Mit der Definition
4dme 0 h2
a —

 Zme?
woraus sich fiir Z = 1 und m = m. der Bohrsche Radius

4megh?

ap = 0% — 0,529A (3.66)
mee
ergibt, konnen die Energien ausgedriickt werden als:
1 o1

E =Ff « — — — . 3.67
" L2 2ma? n? (3-67)
wobei £ = —% die Grundzustandsenergie ist. Die Energien hingen also nur von der Hauptquan-

tenzahl ab, die ganzzahlige Werte annehmen kann

369

Die Drehimpulsquantenzahl oder Nebenquantenzahl [ kann alle ganzzahligen Werte bis n — 1 anneh-
men:

[1=0,1,2,3,..,n—1| (3.69)
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3.5 Bewegung im Coulombpotential: Das Wasserstoffatom

Fiir die magnetische Quantenzahl m gilt (vgl. Kap. 3.3.2):

|m: —l,...,+l|

Fiir die Wellenfunktionen haben wir nach dem Separationsansatz:

\Iln,l,m(n 67 QD) = Rn,l(r)yz,m(eu <,0)

Die Funktionen R,, ;(r) lassen sich durch:

l
2 2 s
Rla’ﬂ(r) = Nl,n <na7‘> Lilj_llfl <T> e (na)
mit den assoziierten Laguerre-Polynomen

LilJrllq (z)

darstellen. Die IV, ,, sind dabei Normierungskonstanten.

Wir kénnen die Ergebnisse also folgendermallen zusammenfassen:

(3.70)

(3.71)

(3.72)

che Systeme

e Die Energien: B = _ < i . 1
o 2ma? ) n?

sind unabhéngig von [ und m
o die Energiequantisierung ist durch die Hauptquantenzahl n = 1, 2, 3, ... gegeben.
e zu jedem n gibt es [-Werte mit/ = 0,...,n — 1
e zujedem [ gibtes (2] + 1) m-Werte (m = —I, =1+ 1,...,+1 — 1, +)

e Die Summe der [-und m-Werte ergibt (2-0+ 1)+ (2-1+1) + (2:2+ 1) + ... = n?
das heiBt: | E,, ist n2- fach entartet |.

e Die Funktionen (3.71) sind die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators fiir wasserstoffahnli-

Wir konnen nun wieder ein Energieniveauschema aufstellen, welches in Abbildung 3.20 dargestellt ist.
Dabei haben wir der Einfachheit halber nur die Drehimpulsquantenzahlen bis [ = 1 beriicksichtigt. Alle

hoheren Drehimpulsquantenzahlen zur selben Hauptquantenzahl n haben dieselbe Energie.

Das diskrete Energieniveauschema aus Abb. 3.20 erklédrt das spektroskopisch beobachtete Linienspek-

trum des H-Atoms.
Fiir die Nomenklatur gilt hier:

[ | Bezeichnung | Name

0 S sharp

1 p principal

2 d diffuse

3 f fundamental
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3 Einfache Systeme

E,= /16 E, |- 4s 4p
n=4, 1=0, m=0 n=4, 1=1, m=0,+1,-1
E,=19E, | —— 38 3p
n=3, 1=0, m=0 n=3, 1=1, m=0,+1,-1
E,=1/4E, |- 2s 2p
n=2, 1=0, m=0 n=2, 1=1, m=0,+1,—1
E, .
n=1, 1=0, m=0

Abbildung 3.20: Energieniveauschema fiir das H-Atom

Unter Beriicksichtigung der sogenannten Auswahlregeln, die in der Vorlesung iiber Spektroskopie de-
tailliert besprochen werden, Al = +1 und An beliebig, findet man fiir die erlaubten Energiedifferenzen
AE = Ry (77 — -3) fiir einen n — m- Ubergang, vgl. Kap.1.3. Das liefert scharfe Linien bei Fre-
quenzen w = TE

Man bezeichnet Ubergénge von n = 1 nach n = 2, 3,4, ... als Lyman Serie, solche von n = 2 nach
n = 3,4, ... als Balmer Serie, usw..

Das Energieniveauschema sowie die Bezeichnung der Quantenzahlen erscheint uns bereits aus dem Or-
bitalmodell vertraut (bis auf die in im Fall des H-Atoms entarteten Energieniveaus (z.B.: Entartung der
s- und p-Niveaus)).

Tatsdchlich bezeichnet man ausschlieBlich sogenannte Einlektronenwellenfunktionen als Orbitale. Das
bedeutet, dass die Wellenfunktionen beispielsweise eines Heliumatoms im Allgemeinen keine Orbitale
sind, da es sich hierbei um Zweielektronenwellenfunktionen handelt. Diese Wellenfunktionen werden
nur ndherungsweise aus Orbitalen aufgebaut.

Um eine Verbindung zum bekannten Orbitalmodell mit den in der chemischen Literatur verwendeten
Funktionen und Darstellungen herzustellen, betrachten wir uns noch einmal die Wellenfunktionen.
Einige Radialfunktionen fiir das H-Atom sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.

Bezeichnung | Quantenzahl(n,l) | R, ;(r)-a%? (Z=1)
1s 1,0 2ea
2s 2,0 L (2-D)e =
WO
2p 2,1 578 (a) e 32a
2 T
3s 3.0 53 L =5 @)+ () e
3p 3.1 55 16— ()] () e
2 _
3d 3,2 81?/% (g) e 3a

In Abbildung 3.21 sind einige Laguerre-Polynome graphisch dargestellt.
Eine wichtige Eigenschaft der 12, ; besteht in der Tatsache, dass gilt:

Ry i—o(r =0) #0
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3.5 Bewegung im Coulombpotential: Das Wasserstoffatom

o
[

4 6
rla r
0.8

0.6 -+

3/2
R.@0.4 -

0.2+

0.0

0.2 +— t t i i ; —
0 2 4 6 8 10 5 10 15
r/a r/a

[

Abbildung 3.21: H-Atom: Auftragung der Radialfunktionen fiir verschiedene Quantenzahlen

Das heifit: diese Funktionen sind bei r = 0 endlich, wéhrend fiir hohere [ = 1,2, 3, ... gilt:
Ry (r=0)=0.
Weiter gilt:

R, ;(r) hat (n — [ — 1) Nullstellen oder 'radiale Knoten’.

Das bedeutet, dass die 2, ; mit dem groBten erlaubten Wert der Drehimpulsquantenzahl, [ = n—1, keine
Nullstellen haben.
In der folgenden Tabelle sind einige Wellenfunktionen ¥, ; ., (7, 6, ) angegeben:

Bezeichung | Quantenzahl (n,l,m) | W, 1., (7,0, ¢0) = Ry ()Y m (e, 0)
ls 1,0,0 GL% \}7?6_5
2s 2.0.0 S 2- ()]
2 po 2,1,0 aL%4\/lﬁ (2 e 2a - cosf
2p1,2p_1 2,1,+1 :Fai%ﬁ 2) e~ 2a sin feT®

Um den Zusammenhang mit der in der Chemie iiblichen Bezeichnung herzustellen, muss man beachten,

dass die Funktionen ¥, ,,,, m # 0, komplex sind. Diese kann man aber mit Hilfe von cos ¢ = %(ew +
e~") und sin ¢ = - (e'¥ — e~ %) beispielsweise in

1 1 1 1 -
(2 = —[-U Uoq_1] = — —e " 2arsind
(2pz) 2\/5[ 2,1,1 + Va1, 1] a% 8\/%@6 rsin 6 cos ¢
und
U(2p,) ! [—¥ N, ] L1 o sin O s
= — |- — 1= — —e 2arsindsin
Py = S i A T AT e 4

tiberfiihren. Die Funktionen ¥ (2p,) und ¥(2p,) sind natiirlich Losungen der Schrodinger-Gleichung, da
sie Linearkombinationen von Lésungen zum gleichen Energie-Eigenwert sind. Allerdings sind sie keine
Eigenfunktionen zu L,= %%. Auch andere Funktionen kann man aus Linearkombinationen der schon
bekannten Losungen erhalten, so z.B. W(3d,, ), ¥ (3d,.), ...
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3 Einfache Systeme

Als nichstes wollen wir die Wahrscheinlichkeitsdichten |\Iln7l,m|2 betrachten:
Wir hatten bereits festgestellt, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron in einem Volumenelement dV/
zu finden, durch

Uptm|?dV = [V, 1 [*rPdrsin0d0de  mit  |Ry Yim|? = |Rual?® - [Yim|?

gegeben ist. Haufig interessiert allerdings nur die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Abstands-Intervall
[r,r + dr[ zu finden. Wir integrieren hierzu iiber die Winkel:

™ 2
/ do Sin9/ Aoy .m(r, 0, go)\2r2dr = Ril(r) -rldr
0 0

wobei wir genutzt haben, dass die Kugelflichenfunktionen normiert sind, s. G1.(3.57). Die Betragsstriche
konnen weggelassen werden, weil die R,, () reelle Funktionen sind.
Man bezeichnet

R% (r)-1r? (3.73)

als radiale Verteilungsfunktion. Diese Verteilung ist fiir n = 1, [ = 0 in Abbildung 3.22 skizziert.
Man sieht, dass R? (r) fiir = 0 endlich ist, wihrend R ((r)-r? hier verschwindet. Das Maximum von

— R, (r/a)
— R (ra) r’

32

rla

Abbildung 3.22: Skizze zum Vergleich der radialen Verteilungsfunktion Ri () - 72 mit der Radialfunk-
tion Ry, ;(r)

R%O(r) -2 liegt bei 7 = a, dem Bohrschen Atomradius. Berechnet man allerdings den Erwartungswert
(ryrs = [o~dr -7 (R} or?), so findet man (r);, = 3a.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Orbitale darzustellen. Hiufig wird bei der graphischen Darstel-
lung eine der folgenden Vorgehensweisen gewihlt:

e Man zeichnet eine Oberfliche, die so gestaltet ist, dass f dV|\Iln7lym\2: konst. ist. Haufig wird hier
ein Wert von ca. 90% gewihit.

e Alternativ dazu gibt es eine Darstellung iiber den Konturplot fiir |\Ifnjl’m|2 = konst., wobei libli-
cherweise ~ 10™4 gewihlt wird.

In beiden Fillen werden die Vorzeichen von W, ; ,,, durch Farbe oder Hineinschreiben der Vorzeichen
unterschieden.

Es entstehen die bekannten Lehrbuchbilder. Wichtig ist, dass die Orbitale wie auch deren Abbildungen
keinerlei fundamentale Bedeutung haben. Die physikalisch relevante Information erhilt man aus den
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten.
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4 Axiomatische Quantenmechanik

Wir hatten im Kapitel 2.4 die Schrédinger-Gleichung als eine Wellengleichung fiir Materiewellen "herge-
leitet’. In diesem Zusammenhang war schon darauf hingewiesen worden, dass es sich dabei keinesfalls
um eine Herleitung in einem mathematischen Sinn handelt, sondern um eine rein heuristische Vorge-
hensweise.

Das gilt grundsitzlich:

| Die Quantenmechanik kann nicht aus grundlegenderen Prinzipien hergeleitet werden.

Die Quantenmechanik ist daher axiomatisch aufgebaut. In diesem Kapitel geht es um die mehr formalen
Aspekte der Theorie, die aber fiir alle Anwendungen sehr wichtig sind. So ist die Schrodinger-Gleichung
HU = EV eine Eigenwertgleichung, wobei W eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators Histund E
der entsprechende Eigenwert. Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass erlaubte Werte fiir die Energie-
eigenwerte I, (wobei n eine Quantenzahl ist) immer reelle Zahlen sind. Das ist natiirlich auch sinnvoll.
Es stellt sich also beispielsweise die Frage, welche Eigenschaften ein Operator haben muss, damit seine
Eigenwerte reell sind. Analog haben wir schon einige Eigenschaften von physikalisch akzeptablen Wel-
lenfunktionen kennengelernt. Im Folgenden werden die formalen Eigenschaften von Operatoren und die
Axiome der Quantenmechanik behandelt.

4.1 Eigenschaften linearer Operatoren

In diesem Kapitel beschrianken wir uns auf Operatoren, die auf quadratintegrable Funktionen ¥ an-
gewendet werden. Diese Einschriankung ist zwar nicht nétig, erleichtert aber manche mathematischen
Aspekte.

Definition eines linearen Operators
A heiBt linear, wenn gilt:

AT + XUy) = A (AT)) + M (ATy) mit A\, Ay e C (4.1)
Insbesondere ist der Hamiltonoperator H linear und G1.(4.1) ist die mathematische Grundlage fiir das

Superpositionsprinzip.

Rechenregeln fiir lineare Operatoren

Fiir lineare Operatoren gelten folgende Rechenregeln:

1. Multiplikation mit einer Konstanten ¢ € C:

(cA)U = ¢(AY) 4.2)

2. Summe zweier Operatoren S=A+B (121, B lineare Operatoren):

SU = (A+ B)¥ = AV + BY 4.3)
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4 Axiomatische Quantenmechanik

3. Produkt aus zwei Operatoren P=AB
PU = ABU = A(BV) (4.4)

Anmerkung: Wir schreiben kein explizites Verkniipfungssymbol fiir das Produkt. Man findet manch-
mal auch A - B anstelle von AB. Das Produkt von Operatoren ist nicht kommutativ!

Mit Hilfe dieser Regeln konnen neue Operatoren konstruiert werden. Regel (3) erlaubt es, Polynome von
Operatoren zu definieren:
A" = A(A™) (4.5)

Operatorwertige Funktionen f (A) lassen sich anhand der Definition von Summe und Produkt iiber die
entsprechenden Taylorreihen definieren. Beispielsweise ist die Taylorreihe der Exponentialfunktion

o0 1

xTr __ n (]

e —E —n!x firx € C
n=0

Analog definiert man die Exponentialfunktion eines linearen Operators A:
o0
N 1 .
€A = *'An
= n!
Ein ganz entscheidender Punkt beim Rechnen mit linearen Operatoren ist die Nichtkommutativitit des
Produktes.
Das bedeutet explizit:
A(BY) # B(AV)
Also ist die Reihenfolge der Anwendung der Operatoren wichtig.
Man definiert den Kommutator:

[A, B] — AB -~ BA (4.6)

Der Kommutator (auch Vertauschungsrelation genannt) ist von zentraler Wichtigkeit in der Quantenme-
chanik.

Beispielsweise ergibt sich fiir [Z, p, |V (x):

(Zp)¥ () = x?%@(m) = xE\II’(a:)
pai (@) = 1 L (@) = Dwia) +000))
] W) = s — o] W) = — () = n(x)
A~ [#, o] = ik 4.7)

Allgemein beschreibt man ein System aus /N Teilchen mit 3N Koordinaten durch die Angabe der 3N
‘verallgemeinerten’ Koordinaten ¢;, ¢ = 1,...,3N und der dazu korrespondierenden Impulse p;, die
man als kanonisch konjugierte Impulse bezeichnet. Bei den Koordinaten kann es sich beispielsweise um
kartesische Koordinaten (¢ = x1, g2 = y1, g3 = 21, g4 = <2, ...) handeln. Die kanonisch konjugierten
Impulse sind dann beispielsweise g1 — pz,, g2 — Py;» .-.)-

Fiir diese konjugierten Variablen gilt:

[Gis Pkl =0 i #k
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4.1 Eigenschaften linearer Operatoren

(zB.: [§, 2] = 0) und
(Gi, Pi] = iR
oder allgemein ausgedriickt:

Gi, Dr] = ihd; (4.8)

Es gelten folgende Rechenregeln fiir Kommutatoren :

[A, Al = (4.9)
[21, B| =—[B, A (4.10)
[A+B,C* —[A,C] +[B,0] 4.11)
{AB,C’ = A[B,C]+[A, OB (4.12)
wobei A, B , C lineare Operatoren sind.
Eigenwerte und Eigenfunktionen linearer Operatoren
Die Eigenwertgleichung ist folgendermallen definiert:
AV, = a;; (4.13)

mit den Eigenwerten a; und den Eigenfunktionen ¥; von A.

Entartung

Wendet man einen Operator auf n linear unabhingige Funktionen an und erhélt jedesmal denselben
Eigenwert a;, so sagt man, a; ist n-fach entartet, z.B.:

AW — 0™ und A0® = q;0?

Hier ist a; zweifach entartet und \Ifgl) und \1152) sind linear unabhingig (d.h.: \11§2> # )\\IJZO), A e O
Allgemein ist im Fall von
A\IJET) = ai\I/Er) r=1,...,n

2)

a; n-fach entartet und die {\I/Z(-l), \IIE yeees \IJE")} sind linear unabhingig.

Erwartungswert

Der Erwartungswert einer physikalischen GroBe G(q) ist definiert durch:

(@) = / dq¥(q)*G(q)¥(q)
Allgemein ist hier ¥ = U(qq,, .., qnrr)-

Fiir das Volumenelement wird im Folgenden abkiirzend d7 geschrieben, also:

|dT =dq ‘dq2'dq;>,‘...'qu| 4.14)

Fiir drei Dimensionen gilt beispielsweise: dr = dxdydz oder in Polarkoordinaten dr = 2 sin Odrdfdip.
Dann hat man fiir den Erwartungswert von G(q1, ..., ¢as) formal

(@) = / dr 0 (1) G ()

Die explizite Abhingigkeit des Operators G von den Koordinaten schreibt man hiufig nicht auf.
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4 Axiomatische Quantenmechanik

Adjungierter Operator

Der zu A adjungierte Operator AT ist definiert durch:

/ drUt(Al,) = { / dT\IIQ(ATlPl)} (4.15)
Es gilt beispielsweise:
- d - d
A=— ; Al=-——
dr ' dx

wie man sich anhand der Produktformel [dzWs(z)V)(z) = (V1 (2)P2(x))|%% — [dz¥;(z)Th(z) und
der Tatsache, dass die ¥;(z) quadratintegrabel sind, klar machen kann.

Von ganz besonderer Wichtigkeit in der Quantenmechanik sind Operatoren, die selbstadjungiert oder
hermitesch sind. Deshalb definieren wir noch

Hermitesche Operatoren
A heiBt hermitesch oder selbstadjungiert, wenn gilt
AT = A (4.16)

Ein Beispiel fiir einen hermiteschen Operator ist A= i%.
Die Relevanz hermitescher Operatoren beruht auf deren speziellen Eigenschaften, die in den folgenden
Sitzen behandelt werden.

Satz Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell.

Beweis: Es gelte A\I!,- = a;¥; (und ferner f dr¥¥; = 1). Betrachtet man
so gilt wegen der Hermitezitit von A

= / drUs(Aw;) = [ / dT\IlZ*(A\IIi)T = [ / dT\IIf(ai\Ifi)T = [ai / dT‘I/:\I/i:|* =a}

Daraus folgt: a; = a}, somitist a; € R. g.e.d.

Satz Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogo-
nal.

Beweis: Es gelte AV, = q;¥; und A\Ifk = a3V, mit k # ¢. Wir betrachten:

/ drUr ATy, = ay, / drurv,

* *
[ / deIJ,:Aqfi} = [ / dT\PZQi\I’i] = a; / drUsw,

und bilden die Differenz:

und

(ak — ai) /dT\I’:\I’k =0
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4.1 Eigenschaften linearer Operatoren

Mit (a, — a;) € Rund a; # a; folgt hieraus:

/dT\Ilf\Ifk =0 fir k#1 q.e.d.

Anmerkung hierzu:
Ist a; n-fach entartet: R
A\IIZ(»T) = ai\Il(T) sr=1,...n

i

kann man \I/Z(.l)...\I/z(") so wihlen, dass gilt:

/dT\IIET)*\Ipr) =0,7r#p
die Funktionen also orthogonal sind.

Satz Die Eigenfunktionen eines Hermiteschen Operators spannen eine vollstindige Basis auf (auch
vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) genannt).

Beweis: nicht ganz trivial.

Auf den Beweis des letzten Satzes wird hier verzichtet. Es soll aber noch etwas auf die Bedeutung der
Begriffe eingegangen werden.

Der Begriff der Basis ist hierbei genau wie in der linearen Algebra zu verstehen. Wenn man beispiels-
weise einen zweidimensionalen Vektorraum betrachtet, so bilden die Einheitsvektoren €, und €, eine
orthogonale Basis, vgl. Abb. 4.1, d.h. es gilt:

€r-Cr=1 ; € -€=1; &€ -€=0
oder €r - €y = Ok,
y
9
€
y
> X
e

X

Abbildung 4.1: Basis im zweidimensionalen Vektorraum

Vollig analog definiert man eine Basis in einem Funktionenraum. Die Eigenfunktionen ¥; eines her-
miteschen Operators bilden eine Basis in einem sogenannten Funktionenraum (Raum der quadratin-
tegrablen Funktionen, Hilbertraum). Die entsprechende Orthogonalititsbeziehung ist schon bekannt:
J dr9} (1)U (T) = 6; und hat dieselbe Funktion wie das Skalarprodukt der Basis-Vektoren im Vek-
torraum.

Unter Vollstindigkeit versteht man die Tatsache, dass sich jede (quadratintegrable) Funktion nach den
Basisfunktionen entwickeln 148t. Das ist vollig analog zu der Entwicklung eines beliebigen Vektors @
nach den Einheitsvektoren €;:

mit a; = €, - d = |d| cos(<d, €)
und ay = €, - d = |d| cos(«d, €,) = |d|sin(«a, €)
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4 Axiomatische Quantenmechanik

Vollig analog geht man bei der Entwicklung einer beliebigen Funktion vor:

Die Eigenfunktionen ¥;,7? = 0, 1, 2, ... eines Hermiteschen Operators bilden eine vollstindige Basis im
Raum der quadratintegrablen Funktionen (Hilbertraum). & sei eine beliebige Funktion. Dann lautet die
Entwicklung:

b — Zcz"l’i (4.17)
i
Die Koeffizienten c; sind dabei gegeben durch:
¢ = /dT\I/Z* ) (4.18)

Diese Koeffizienten haben also dieselbe Form wie im obigen Beispiel die Entwicklungskoeffizienten a,
und a,. Man sieht hieran, dass es eine enge Analogie zwischen den quadratintegrablen Eigenfunktionen
hermitescher Operatoren und der Basis eines Vektorraumes gibt, wenn man fiir zwei solche Funktionen,
beispielsweise 1 und v2, das Integral [dri)]1), als Skalarprodukt auffasst.

Wir betrachten noch ein konkretes Beispiel. Die Eigenfunktionen des Operators L.,

1 .
U, = —e"™" m=0,%1,+2,£3, ...
" V2T

bilden eine vollstidndige Basis. Es gilt f027r dpWUr U, = 6y,.. Wir entwickeln jetzt die Funktion ®(¢) =
cos(¢) nach dieser Basis:

o= > cmUnmlp)

m=—o00
27 27
o= [ dewe) 0o = [ dun(e) - cosg
L " dpe™ "M (e 4 e7¥) = 1‘/1 [/QW dpe MPelP 1 /27T dsoe_im“’e_w]
221 Jo 227 | Jo 0
2
= Om.1 + Om.—
2\/%( m,l m, 1)
Also gilt:
V2T V2T
c1 = B und c_1 = T

Das heifit: die Entwicklung > ¢, W, () reduziert sich in diesem Beispiel auf genau zwei Terme, da
alle ¢,,, mit m # =£1 verschwinden.

Diese Betrachtungen zu den mathematischen Grundlagen sind ausreichend, um nun auf die Axiomatik
der Quantenmechanik einzugehen.

4.2 Postulate der Quantenmechanik

Wir betrachten zunichst die Wellenfunktionen eines physikalischen Systems, das durch die verallge-
meinerten Koordinaten ¢y, ..., gps (s. oben) beschrieben wird, ¥(qy, ..., gas, t). Fiir ein System aus N
Teilchen mit kartesischen Ortskoordinaten konnen die g; beispielsweise als 71 = (q1,92,¢q3), T2 =
(g4, g5, g6), etc. gewihlt werden.
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4.2 Postulate der Quantenmechanik

1. Postulat Jeder Zustand eines physikalischen Systems wird vollstindig durch die Wellenfunkti-
on ¥(qi, ..., qur, t) der Koordinaten des Systems, ¢1, ..., ¢as, zum Zeitpunkt ¢ bestimmt.
Die Grofle

qj*(Qh"'vQMvt)\Ij(qlv"'7QM7t)d7— (419)
ist proportional zur Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢

fiir ¢; Werte zwischen ¢y  und ¢; + dqq,
und fiir go Werte zwischen g3 und g9 + dqo,

und fiir gp; Werte zwischen gy  und qps + dgps
zu finden.

Die wichtigsten Eigenschaften von W sind:

1. W ist eine komplexwertige Funktion der Koordinaten ¢, ..., gps.
V(q,-..,qn, t) hdngt also nicht von den Impulsen ab.

2. W ist - auBer an singuldren Punkten des Potentials - stetig und stetig differenzierbar.
3. W ist eindeutig

4. W ist normierbar/quadratintegrabel

Weiter oben hatten wir den Erwartungswert von physikalischen GroBen, (A) = [ drU* AU, betrachtet.
Physikalisch sind natiirlich lediglich solche Erwartungswerte relevant, die auch zu messbaren Grofen
korrespondieren.

Messbare physikalische Grofien heiBen Observablen

Diese Definition brauchen wir noch fiir das nichste Postulat:

2. Postulat Jeder Observablen eines physikalischen Systems wird ein linearer hermitescher Ope-
rator zugeordnet.

Die physikalischen Eigenschaften der Observablen werden durch die mathematischen Eigen-
schaften des zugehorigen Operators bestimmt.

Dieses Postulat hat zwei ganz wichtige Konsequenzen. Die Tatsache, dass jeder Observablen ein hermite-
scher Operator zugeordnet wird, bedeutet, dass die Eigenwerte und damit auch die moglichen Messwerte
(vgl. unten) reell sind.

Der Hamiltonoperator ist also linear und hermitesch. Deshalb ist das Superpositionsprinzip fiir alle
Losungen der Schrodinger-Gleichung erfiillt und es kann Interferenzphinomene geben.

Beispiele fiir die Zuordnung von Operatoren sind:
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4 Axiomatische Quantenmechanik

Observable klassische Mechanik | Quantenmechanik
Ort xi7Qi7F jania’F
Potential V(x) V(&)
Impuls Po, P, pi (Konj. 2 ¢i) | Po = ho p= ?QV;@ =22
kin.Energie T = ﬁﬁg T = ﬁﬁQ = —;—mA

. - NS A
Drehimpuls L=7xp L_rxp_rx(;V)
Energie, Hamiltonfkt. | H =T +V H=T+YV

Um allgemein klassische Observable in quantenmechanische Operatoren zu transformieren, benutzt man
folgende

Ubersetzungsregeln:
Schreibe die klassische GroBe A als Funktion der Koordinaten ¢; und der konjugierten Impulse p;, i =
1,..., M, auf:

A(Q’La <y QM3 Diy -~-7PM)

Ersetze ¢; durch ¢; und die p; durch p; = %a%i. Auf diese Art erhdlt man den korrespondierenden

Operator:

A(Giy ey QM3 Diy -y D) (4.20)

3. Postulat Gegeben sei ein Satz identischer physikalischer Systeme im normierten Zustand
\P(Tu t) = ‘I’(QL <o dM t)
Der Erwartungswert einer Serie von Messungen (im Prinzip unendlich viele) einer Observa-
blen A mit zugeordnetem Operator A ist durch:

(A) = / drU*(r)AU(r) (4.21)

gegeben. Die zugehorige Schwankung (Standardabweichung, Unschirfe) ist:
AA =/(A?) — (A)? 4.22)

Als Messwerte konnen nur Eigenwerte a; von A erhalten werden und nach einer Messung
befindet sich das System im Zustand ¥; mit AV, = a; - U;.
Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Messung der Wert a; gefunden wird, ist durch

2

W(a;) = ‘ / dr U (r) - U (r)

(4.23)

gegeben.

Die wichtigen Aussagen dieses Postulats sind also:

e cine Einzelmessung liefert als Resultat notwendig einen Eigenwert a; von A. Das bedeutet also
eine grundsitzliche Einschriankung der moglichen Messwerte.

e Fiir den Erwartungswert von A gilt:
(A) = W(ai)a
i

(s. unten). Das ist ein Resultat, wie man es in der gewohnlichen Statistik erwartet.
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4.2 Postulate der Quantenmechanik

e Wenn man viele Messungen durchfiihrt, findet man demnach nicht immer denselben Wert a;, son-
dern Werte a; mit Wahrscheinlichkeit 1 (a;). Das bedeutet, man findet ein Ergebnis, wie es in
Abb. 4.2 skizziert ist.

W(a)

<A>

Abbildung 4.2: Verteilung der Messwerte gemil dem 3. Postulat

Man erwartet fiir viele Messungen, dass W (a;) 'normal verteilt’ ist, die Verteilungsfunktion also
durch eine GauBkurve gegeben ist. Die Varianz A A? ist ein MaB fiir die Breite der Verteilung
W {(a;).

Um diese Aussagen besser zu verstehen, betrachten wir den Erwartungswert
(A) = / dr* AT

etwas genauer. Dabei ist ¥ der Zustand des Systems vor der Messung. Wir wissen, dass die Eigenfunk-
tionen W; von A eine vollstindige Basis bilden. Daher konnen wir ¥ in dieser Basis entwickeln, vgl.

GL.(4.17):
U=> ¢¥; mit ¢= /dﬂp; W
i
Diese Beziehung nutzen wir in der Berechung von (A):

(A) = / AT A( Z Zcz / drU*AT; = ch / dr¥*a; U

= Z ciai/dT\I/*\I/i = Zciaic?, dacy = /dT\II*\IIZ
i i
A(A) =) el - a;

7
Dabei haben wir ausgenutzt, dass wir die Integration und die Summation vertauschen diirfen (ohne Be-
weis). Mit Gleichung (4.23) folgt:
2
Wi(a;) = ‘/dT\Pf-\I} =

und wir finden fiir den Erwartungswert:

e

=3 W(aas (4.24)
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4 Axiomatische Quantenmechanik

Ein ganz wichtiger Aspekt ist folgender: man kann nicht davon ausgehen, dass man auf der Basis einer
Messung auf den vor der Messung vorhandenen Zustand zuriickschlieBen kann. Vielmehr ist der Einfluss
der Messung auf das System derart, dass sich das System nach einer Messung im Eigenzustand ¥; von
A befindet, falls man den zugehdrigen Eigenwert a; gemessen hat.

Der Zustand ¥ wird also durch die Messung von a; in den Zustand ¥; iiberfiihrt. Das bedeutet, dass
der Zustand des Systems durch die Messung veridndert wird: Wenn man den Wert a; bei einer Messung
erhélt, so weill man, dass das System nach dieser Messung im Eigenzustand ¥; von A vorliegt.

Man hat das System also durch die Messung in einem Eigenzustand W; ’prépariert’.

Soweit sind alle Aussagen allgemein und gelten fiir einen beliebigen Ausgangszustand V. Nun betrachten
wir den Fall, dass sich das System vor der Messung im Eigenzustand ¥; von A befindet, z.B. durch
vorhergehende Préiparation. In diesem Fall hat man fiir den Erwartungswert einfach:

(A) = / drUr AT, = g / Ar¥iv; = a;
Fiir die Varianz findet man mit (4%) = [ dr U A20; = a2

AA = \/(A%) — (A)2 =/a? —a? =0

Das ist leicht verstindlich: Wir messen in jeder Messung genau den Wert a; und dementsprechend ver-
schwindet die Unschirfe.

Eine solche Messung bezeichnet man als scharfe Messung. In der Umkehrung heif3t das: findet man
AA = 0, so befindet sich das System notwendig in einem Eigenzustand zu A.

Nun betrachten wir zwei Observable A und B. Es stellt sich die Frage, ob es Zustinde gibt, derart, dass
man beide Observablen gleichzeitig scharf bestimmen kann.

Zur Erinnerung: in der klassischen Physik geht das immer!

Wir nehmen an, dass wir zunichst (A) messen und das System dadurch im entsprechenden Eigenzustand
priparieren. Wir gehen also davon aus, dass wir

<A> = Qay

messen. Dann befindet sich das System nach der Messung im Zustand W; mit A\Ili =aq;V¥;.
AnschlieBend wird eine Messung der Observablen B durchgefiihrt:

(B) = / drUfBY;
Dabei wird der Erwartungswert mit dem Zustand ¥; gebildet, da sich das System ja vor der B-Messung
in diesem Zustand befand. Es folgt, dass die Messung von B scharf ist, falls ¥; auch ein Eigenzustand
von B ist (BY; = b;V;), denn dann gilt:
(B) = / drUrBU; = b,
Das heiflt: man kann zwei Observable genau dann gemeinsam scharf bestimmen, falls sie gemeinsame

Eigenfunktionen haben.
Wann das der Fall ist, folgt aus der Betrachtung des Kommutators:

|:121, B:| \Ifi = AE‘I@ — BA\I/z = Abz‘llz — Bai\lfi = bZA\I/Z — aiB\Ifi = biai\I/Z' — aibi\IIi =0

also
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4.2 Postulate der Quantenmechanik

Satz Wenn zwei hermitesche Operatoren A, B kommutieren, [A, B] = 0, dann besitzen sie ein vollstiandi-
ges Orthonormalsystem von gemeinsamen Eigenfunktionen und umgekehrt.

Die Konsequenz hieraus lautet: zwei Observable Aund B sind gleichzeitig scharf messbar, wenn
[A, B} —0
Solche Observablen heiflen kompatibel.
Beispiel: Wir kennen den Kommutator fiir die Koordinaten und die konjugierten Impulse:
[Gi> r] = ihd; g (4.25)

Das bedeutet: fiir ¢ # k ist [§;, px] = 0 und ¢; und py, sind kompatibel.

Fiir i = k hat man dagegen [¢;, p;] = i/ und g; und p; (z.B.  und p,) konnen nicht gleichzeitig scharf
bestimmt werden. Fiir solche Paare hatten wir schon die Heisenbergsche Unschirferelation in Kap. 3.1.2
kennengelernt: Ag; Ap; > g . Das gilt allgemein:

Heisenbergsche Unscharferelation: Fiir zwei Observable A, B gilt (ohne Beweis):

AA-AB > % MA, BM (4.26)

Observablen, fiir die AA - AB > 0 gilt, heilen komplementéir oder inkompatibel.
Das bedeutet insbesondere, dass sie nicht gleichzeitig scharf bestimmbar sind.

Fiir die Koordinaten und die konjugierten Impulse ergibt sich also:

1 1 1
. > A: D = —7 = — .
AQzApz =5 |<[q“pz]>‘ Q‘Zh‘ 2h 4.27)

Unser letztes Postulat beschiftigt sich mit der zeitlichen Entwicklung eines physikalischen Systems:

4. Postulat Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion ¥(qy, ..., gar, t) wird durch die zeit-
abhingige Schrodinger-Gleichung:

L ov .
ihs = HU (4.28)

mit dem Hamiltonoperator H bestimmt.

Diese Gleichung 148t sich nicht aus anderen physikalischen Gesetzen herleiten.
Betrachten man konservative Systeme, fiir die das Potential V' (g1, ..., qas) zeitunabhéngig ist, so gibt es
stationére Zustinde. Das bedeutet insbesondere, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte zeitunabhéngig ist:

U (q1, ..., qar, t)]? = |9 (qu,...,qu)|? ; konservative Systeme
In diesem Fall ist die Zeitabhingigkeit der Wellenfunktion durch einen komplexen Phasenfaktor gegeben:
i

E,
\I’(QL 7qM7t) = \I’(CIb ~--aQM)€_ 2 t (429)
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4 Axiomatische Quantenmechanik

Einsetzen dieser Form in die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung (4.28) liefert die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung:
H¥(q1,....qu) = E¥(q1, .., qm)

und diese Gleichung bestimmt den koordinatenabhingigen Teil der Wellenfunktion.
Die Zeitabhingige Wellenfunktion ist dann immer durch GI.(4.29) gegeben und die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten sind zeitunabhéingig.

AbschlieB3end betrachten wir nochmals den Erwartungswert einer Observablen:
<A(t>> = /dT\Ij*((hv -y qM, t)A\IJ(QIa -5 dM, t)

Das bedeutet, allgemein hingt (A(t)) iiber ¥(qu, ..., gar, t) von der Zeit ab, auch wenn A selbst zeitun-
abhingig ist. Die zeitabhidngige Schrodinger-Gleichung erlaubt es, ein Zeitgesetz fiir die Erwartungswer-

te zu formulieren:
d d N ov* . ~ OW
—(At)) = | dr—=[T*AV]| = [ d AU + 0 A —
Y / it ] / T( ot VT 8t>

Dabei beschrinken wir uns auf solche Observable, die nicht explizit von der Zeit abhidngen, %A = 0.
Aus der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung folgt %\IJ = #Lﬁ U und somit:

o)A 1 /o N\t 1 _, 1, -
7Y - = H\Il) — WA = wH
<6t> ( ih in

Also haben wir fiir nicht explizit zeitabhzngige A:

d * A 1*AA 1*AA_1*AA _E*AA
= (\1: A\IJ) = —— U HAY + — W AHY = — ' [A, AV = S W ([H, A
und somit: p ) )
@ _ T A= S(H A
) = [ arwli A = L A)
Das bedeutet:
d T R I
%(A(t»_%([H,A}} fir —A=0 (4.30)

Fiir das spezielle Beispiel, dass A mit dem Impulsoperator p iibereinstimmt, folgt (der Einfachheit halber
in einer Dimension):

5] = [f;JrV(c?),ﬁ]
0 _hdV(a)
und hieraus: B
F00) = (L) — (ra) @31)

Dabei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass die Kraft die negative Ableitung des Potentials nach
der Koordinate ist. G1.(4.31) ist natiirlich nichts anderes als das 2te Newton’sche Gesetz (p = m-a = F)).
Ein solches Ergebnis findet man auch fiir andere Erwartungswerte als den Impuls und man hat allgemein
folgende Aussage:
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4.3 Die Dirac-Schreibweise

Die quantenmechanischen Erwartungswerte erfiillen die klassischen Bewegungsgleichungen
(Ehrenfest Theorem).

Betrachten wir speziell solche Observable, die mit dem Hamiltonoperator kommutieren, d.h. []EI , fl] =0,
so folgt aus Gleichung (4.30):
—(A@)) =0
Z(A®))
was gleichbedeutend mit
(A(t)) = konst.

ist. Das bedeutet, (A(t)) dndert sich im Laufe der Zeit nicht.

Deshalb bezeichnet man Observable /1, fiir die [FI , fq = 0 gilt, als Konstanten der Bewegung oder als
Erhaltungsgrofien.

Als Beispiel sei das [ -Atom betrachtet. Fiir dieses gilt, vgl. G1.(3.60), [f[ , I:Q} = 0. Also ist der Dre-
himpuls in diesem Beispiel eine Erhaltungsgrofe.

Wir wissen auBerdem, dass zwei kommutierende Observable ein gemeinsames System von Eigenzustinden
haben, d.h.:

AV, = E,U, und AU, = a,U,, falls [H A} —0

Dabei sind die ’«’ die relevanten Quantenzahlen. Diese Quantenzahlen dndern sich also nicht im Laufe
der Zeit und sind deshalb gut geeignet, die Zusténde des betrachteten quantenmechanischen Systems zu
charakterisieren.

Man bezeichnet die Quantenzahlen einer ErhaltungsgroSe als gute Quantenzahlen.

Aus diesen Uberlegungen 148t sich eine Vorgehensweise konstruieren, die es erlaubt, die maximal mogli-
che Information {iiber ein physikalisches System zu bekommen, ohne die Schrodinger-Gleichung zu
l6sen:

Man sucht alle Observablen (genauer: die dazu korrespondierenden hermiteschen Operatoren), die mit
dem Hamiltonoperator und untereinander kommutieren. Diese Observable haben also alle gemeinsa-
me Eigenfunktionen und auBerdem liefern sie gute Quantenzahlen. Man nennt einen solchen Satz von
Operatoren einen vollstindigen Satz kommutierender Observabler. Die erhaltenen guten Quantenzah-
len erlauben die bestmdgliche Beschreibung des Systems. Selbstverstindlich werden durch die explizite
Losung der Schrodinger-Gleichung noch zusitzliche Quantenzahlen relevant, aber man erhélt die maxi-
mal zugingliche Information, ohne die Schrodinger-Gleichung 16sen zu miissen.

4.3 Die Dirac-Schreibweise

Die formale Quantenmechanik ist in einem abstrakten Funktionenraum, dem sogenannten Hilbertraum
der quadratintegrablen Funktionen definiert. Ohne auf mathematische Details einzugehen, kann man
die Operatoren und Funktionen wie in der linearen Algebra betrachten, wobei man sich eine spezielle
Schreibweise zunutze macht.

Statt von Wellenfunktionen W(qj, ..., gas) spricht man im Kontext der Dirac-Schreibweise von Zustidnden
oder Zustandsvektoren . Man schreibt kurz:

U=|0) ; |U)heibt Ket (4.32)

und
U* = (¥| ; (V|heiBt Bra (4.33)
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4 Axiomatische Quantenmechanik

Fiir das Skalarprodukt schreibt man:
/dT\If*\IJ = (V||¥) = (V|¥) Braket

Bei dieser Schreibweise 14t man sich die Freiheit, lediglich diejenigen Abhéngigkeiten aufzuschreiben,
die in einem gegebenen Kontext interessieren.

Will man eine Koordinatenabhéngigkeit anzeigen, so driickt man ¥ (z) durch |¥(x)) aus. Will man expli-
zit eine t-Abhingigkeit zeigen, schreibt man |¥(¢)) und meint damit im Allgemeinen |V (q1, ..., qar, 1))
und so weiter.

Fiir die Schrédinger-Gleichung schreibt man

H|U) = E|D)

und fiir die ¢- abhiingige Schrodinger-Gleichung:
mﬁm = H|U) oder m3|\1z(t)> = H|W(t))
o' ot B

Eine hédufig benutzte abkiirzende Schreibweise ist folgende: man schreibt in das Ket (oder das Bra) nur
die relevanten Quantenzahlen. Fiir eine Wellenfunktion W,, schreibt man also |n) (statt |¥,,)). So schreibt
man beispielsweise in Kurzform fiir die Kugelflichenfunktionen

Yim(0,) = [1,m)
oder fiir die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators fiir das H-Atom
\I’n,l,m(ra 07 SO) = |n, l7 m>

Ahnlich geht man bei der Anwendung eines Operators auf eine Eigenfunktion oder einen Eigenzustand
vor:
Fiir AU,, = a,, ¥, schreibt man: R

Aln) = ap|n)

und insbesondere
Hln) = Ey|n)

das heift: die Gesamtheit der {|n)} sind die Eigenzustinde von H.
Analog schreibt man kurz fiir die Wirkung der Drehimpulsoperatoren:

L2, m) = R + 1)|l,m)
L.|l,m) = hm]|l,m)

Das Integral [dr¥7, AV, = (m|A|n) nennt man Matrixelement und schreibt dafiir auch:
Amn = (m|Aln)

Beispielsweise ergibt sich mit dem Einsoperator:

>

Q-
(mliln) =

—~

mn) = (n|m)”
Besonders wichtig sind die hermiteschen Operatoren, fiir die gilt:

Aln) = anln) a, €R
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4.3 Die Dirac-Schreibweise

Die Orthogonalitit der Eigenzustinde schreibt man als:

1 firn=m

(nm) = dn.m = { 0 firn#m

/ dr¥* AV, = [ / drxp;jhpm]

(m|An) = (n] Alm)*

Fiir das Matrixelement gilt:

was man als

schreibt.
Die Vollstandigkeit der Eigenzustinde schreibt man formal als

> Inyinl =1 (4.34)

Das nennt man *Zerlegung der Einheit’.
Diese Schreibweise eignet sich gut um algebraische Ausdriicke zu manipulieren.

Als Beispiel soll die Entwicklung einer beliebigen Funktion ¥ in der Basis der Eigenfunktionen von
A, {¥,}, betrachtet werden:

U=> ¢l mit ciz/dr\p;.\lf
i

Das schreiben wir formal als:

) =1|¥) = (Z |n) n> W) = Z |n)(n|¥) = Zcﬂn} mit ¢, = (n|¥) = /dT\I/;\I/
Ein weiteres Beispiel ist die Berechnung des Erwartungswertes:
(A) = / drU* AT

= (U]A|T) = \I/|A2|n (n|T) = Z(\I/|A]n (n|U) = Zan W|n)(n|w)

—Zan] (n|W)|? Zan\cn\ Zan

Es gibt viele weitere Beispiele fiir diese Schreibweise. Aufgrund ihrer formalen ’Einfachheit’ hat sich
die Dirac-Schreibweise weitgehend in den formalen Darstellungen durchgesetzt.
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5 Mehrelektronensysteme: Atome

In diesem Kapitel werden wir uns mit "’komplexen’ Atomen beschiftigen und die grundlegenden Aspekte
der Beschreibung solcher Mehrelektronensysteme diskutieren.
Fiir ein He-Atom (skizziert in Abb. 5.1) hat man fiir den Hamiltonoperator :

R A2 262 A2 262 62
B2 B

5.1

- +
2m  Admwegr1 2m 4dmegre 4megris
g N Y
H1 H2 V:ee
wobei wir die Kernposition als fixiert angenommen haben und m die Elektronenmasse ist. Diese Nihe-
rung werden wir in diesem Kapitel durchgehend anwenden. H besteht also aus der Summe der Hamil-

Abbildung 5.1: Skizze eines He-Atom; r; bezeichnet den Abstand, v/7; - 7;.

tonoperatoren fiir die Wechselwirkung der beiden Elektronen mit dem Atomkern und einem zusitzlichen
Term, der Elektron-Elektron-AbstoBung.
Da es sich bei diesem System um ein Dreiteilchensystem handelt, kann die entsprechende Schrodinger-
Gleichung nicht analytisch gelost werden.
Vernachlissigt man die Elektron-Elektron-Wechselwirkung Vee, s0 bleibt nur noch die Summe der bei-
den Einteilchenoperatoren:

H=H 1+ H 2
Beide Terme haben die Form des Hamiltonoperators fiir das H-Atom (mit Z = 2). H setzt sich also aus
der Summe von unabhingigen Termen zusammen und ist deshalb separabel. Daher ist die Losung der
entsprechenden Schrédinger-Gleichung einfach das Produkt aus wasserstoffahnlichen Funktionen:

\Iln1,ll7m1;n2,l2,m2 (7?17 7?2> = \I]nl Jl1,ma ( ﬂl)\Ilm,lQ,mz (7?2)

wobei ny, 11, m; die vom H-Atom her bekannten Quantenzahlen sind. (Wenn man Vee beriicksichtigt,
ist die Losung natiirlich nicht mehr ein einfaches Produkt.) Der Grundzustand des Atoms ist also durch
die Sitze (n1,l1,m1) = (1,0,0); = (1s)1 und (ng,la,m2) = (1,0,0) = 1s? charakterisiert. Als
Konfiguration / Besetzung schreibt man dafiir 152 (vgl. Kap.5.4 weiter unten).

Um sich zu verdeutlichen, welche Aspekte wir bisher bei der Beschreibung von Atomen noch nicht
beriicksichtigt haben, betrachten wir im néichsten Schritt ein Lithium-Atom und gehen genauso vor. Der
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5 Mehrelektronensysteme: Atome

Hamiltonoperator kann in diesem Fall geschrieben werden als:
ﬁ:ﬁlﬁ-flgﬁ-ﬁgﬁ-f@e

wobei hier Vee die AbstoBung der drei Elektronen untereinander beriicksichtigt und die Kernladungszahl
natiirlich als Z = 3 zu wihlen ist. Wenn wir wieder die Elektron-Elektron Wechselwirkung vernachléssi-
gen, erhalten wir als Losung der Schrodinger-Gleichung ein Produkt aus drei wasserstoffihnlichen Funk-
tionen und der Grundzustand ist dann durch das Produkt W;4(7)W1,(7)W14(73) geben, was zu einer
Konfiguration 1s? fiihrt. Das ist natiirlich Unsinn und es bleibt an dieser Stelle festzuhalten, dass uns
zwei grundlegende Aspekte bei der Beschreibung fehlen. Es ist bekannt, dass Elektronen ein Spin ha-
ben, also einen Eigendrehimpuls, den es klassisch nicht gibt. Aulerdem handelt es sich bei Elektronen
um sogenannte identische Teilchen, die nicht unterscheidbar sind. Aus dieser Tatsache ergibt sich das
Pauli-Prinzip, das eine Konfiguration der Art 15 ausschlieft.

Wir werden als Néchstes den Elektronenspin einfithren und einige allgemeine Tatsachen iiber Drehim-
pulsoperatoren kennenlernen. Im Anschlufl daran diskutieren wir die Eigenschaften von Wellenfunktio-
nen fiir identische Teilchen.

5.1 Der Spin

Um ein experimentelles Beispiel zu geben, bei dem sich der Elektronenspin eine wichtige Rolle spielt,
betrachten wir zundchst den in Abb. 5.2 skizzierten Versuch, der als Stern-Gerlach-Experiment (1922)
bekannt ist. Hierbei tritt ein Atomstrahl durch ein inhomogenes Magnetfeld, wird abgelenkt und trifft auf
einen Detektorschirm. Was passiert hier (qualitativ)?

Detektorschirm

Atomstrahl

Abbildung 5.2: Der Stern-Gerlach-Versuch

Ein Elektron in einem Atom ist eine bewegte Ladung, die klassisch betrachtet ein magnetisches Moment
besitzt, das durch

i=nL (5.2)
mit dem gyromagnetisches Verhiltnis

e
2me

v=— (Bohrsches Magneton) (5.3)
gegeben ist. In der klassischen Physik ist die Energie eines magnetischen Moments in einem #dufleren
Magnetfeld B gegeben durch:
H=—-iB=—-~L-B 5.4)
Nun wihlen wir das d@ulere Feld parallel zur z- Achse: B= B.é,.
Dann folgt aus (5.4)
H, = _’YBsz
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5.1 Der Spin

Der Ubergang zur Quantenmechanik erfolgt, indem wir L, durch L, (z-Komponente des Drehimpuls-
operators) ersetzen. (Wir behandeln elektromagnetische Felder klassisch. Das ist fiir unsere Betrachtun-
gen vollig ausreichend und B, ist fiir uns eine skalare Grofie.) Wir haben also den Hamiltonoperator:

H.,=—-~B.L, (5.5)

Um das Prinzip des Stern-Gerlach Experiments zu verstehen, betrachten wir der Einfachheit halber ein
Wasserstoffatom, fiir welches wir die Zustiande kennen:

\Iln,l,m - Rn,l(T)Yz,m(@, QO) = |7’L, l, m>
[:z‘l’n,l,m =¥y 1m ﬁz|n,l,m> = hm|n,l,m)
Da der Hamiltonoperator fiir das H-Atom, H atop, mit H » kommutiert, haben die beiden Operatoren

gemeinsame Eigenfunktionen und wir kénnen die Energieverschiebung der Zustinde im Magnetfeld
einfach berechnen. Es gilt H,|n,l,m) = —yB,L.|n,l,m) = —yB,hm|n, [, m) und somit findet man:

Enm = En + Ep = (n,1,m|Hptom + Hz|n,1,m) = E,, —yB,hm also E,, = —yB.hm

Die Energie hidngt also von m ab. Die (2] 4+ 1)-fache Entartung der Zustinde wird durch das Anlegen
eines Magnetfeldes aufgehoben (Zeemann-Effekt), vgl. Abb. 5.3.

1=1 1=2
E, E,

m=-2

m=-1

m=-1

m=2

Abbildung 5.3: Energie der Atomzustinde im Magnetfeld fiir [ = 1, 2

In der Realitit legt man ein inhomogenes Magnetfeld an. Das bewirkt, dass auf die Zustinde |n, [, m)
eine Kraft wirkt, die proportional zu (hym) ist (F' = —dE,,/dz = hym(dB,/dz), wobei (dB,/dz)
der Magnetfeldgradient ist). Atome in Zustinden mit verschiedener Magnetquantenzahl m werden so-
mit unterschiedlich stark abgelenkt.

Als Ergebnis des Stern-Gerlach-Versuchs wiirden wir also fiir ein H-Atom im Grundzustand (n = 1,1 =
0,m = 0 ~ 1s) keine Aufspaltung, fiir ein Atom im 2p-Zustand (! = 1,m = =£1,0) dagegen 3
Signalpunkte auf dem Detektorschirm erwarten. Tatsichlich ergeben sich bei der Verwendung von Ag
als "Pseudo’-H-Atom 2 Signalpunkte, statt dem zu erwartenden einen Signalpunkt.

Was ist also “faul’ an der bisherigen Betrachtung?

Wir hatten herausgefunden, dass B, die (2] + 1)-fache Entartung authebt. Es sollten sich dabei 2] + 1
Signalpunkte auf dem Detektorschirm ergeben. Es miisste in unserem Fall also gelten:

20+1=2

73



5 Mehrelektronensysteme: Atome

Damit wire 'l = %’, was aber fiir einen Bahndrehimpuls nicht moglich ist. Das bedeutet, dass die

Aufspaltung nicht durch den Bahndrehimpuls des Elektrons bewirkt werden kann.
Andererseits dndert sich an den gerade aufgestellten Uberlegungen nichts, wenn man statt GI. (5.2) fiir
das magnetische Moment des Elektrons nicht den Bahndrehimpuls verwendet, sondern allgemeiner

f=J (5.6)
schreibt.
Dann hat man 25 +1 = 2,d.h. j = %
Man ordnet also einem Elektron einen ’Eigendrehimpuls’, den sogenannten Spin § zu. Damit ist ein
magnetisches Moment fj = 'ysg’ verkniipft. Die Spinquantenzahl wird mit s bezeichnet (statt /) und als
Resultat des Stern-Gerlach-Versuchs folgt s = % Fiir das gyromagnetische Verhiltnis v, gilt

Vs =97

mit g = 2 nach der Dirac-Theorie und g = 2,00231... nach der Quantenelektrodynamik.

Der Elektronenspin selbst wurde 1925 von Goudsmit und Uhlenbeck zur Erkldrung von Atomspektren
postuliert. Eine natiirliche Erkldrung fiir die Existenz des Elektronenspins erfolgte 1928 im Rahmen der
relativistischen Quantenmechanik (Dirac).

Als Fazit halten wir fest:

Jedes Elektron hat einen Spin s = %, der kein klassisches Analogon besitzt (s = % ist wie Masse
und Ladung eine Eigenschaft des Elektrons)

Allgemein gilt: Sist ein Drehimpulsoperator und die Eigenzustinde sind die sogenannten Spinzustinde
|s, ms), fiir die in Analogie zum Bahndrehimpuls gilt:

§%s,ms) = h2s(s +1)|s,ms) und 5.|s,ms) = hmyls, my) (5.7)
s kann hierbei die Werte:
1 3 _5
s=0,5,1,5,2, 5,
2772772
annehmen. Fiir m gilt:
mg=-—s,—s+1,....,s—1,s

Die Spinzustinde |s, m) lassen sich nicht durch *gew6hnliche’ Funktionen darstellen.

Teilchen mit halbzahligem Spin heilen Fermionen (s = %, %, ...), z.B. Elektronen, Protonen,
Neutronen (alle s = %).
Teilchen mit ganzzahligem Spin heilen Bosonen, z.B. Deuteronen (s = 1).

Wir beschiftigen uns in erster Linie mit Elektronen. Da fiir Elektronen s = % gilt, schreibt man abkiirzend

fiir die Zustinde:
1
‘Sums> = ‘S = §7ms> = ‘ms>

wobei m, die Werte —% und —1—% annehmen kann. Man gibt also s nicht explizit an.
Weitere iibliche Schreibweisen sind:
1

my = 5) = o)

me = —3)=18)
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Oft verwendet man auch nicht die Dirac-Schreibweise und schreibt einfach « statt |«) und [ statt |3).
In dieser Schreibweise hat man dann:

Pa =

Zh% ; §2ﬂ:2h25

und
R 1 b 5.5 1 hg
S,a=-ha ; §,0=—=
z 2 ) z 2
Die Wellenfunktion fiir ein Elektron (sogenannte Einelektronenwellenfunktion) schreibt man als:

(7, o) = W(r)x(o) (5.8)

Dabei ist 7 die Orts- und o die Spinvariable. Man bezeichnet W(7, o) auch als Spinorbital, um diese
Funktionen von den Ortsorbitalen V() zu unterscheiden.
Die ’Spinfunktionen’ x (o) sind symbolisch gegeben durch:

X(ms:;>:a und X(msz—;):ﬁ

Fiir das Elektron eines H-Atoms hat man also fiir jeden Satz der Quantenzahlen n, [, m die Spinorbitale

\Iln,l,m(F) -a  und \Ijn,l,m(F) : ﬁ

Wir hatten gesehen, dass die Energie nur von n abhiingt und jeder Energiewert n?-fach entartet ist.
Beriicksichtigt man den Elektronenspin, so verdoppelt sich (im feldfreien Fall) die Zahl der Zustinde zu
gegebener Energie, das heiBt man hat eine 2n?-fache Entartung.

5.2 Definition von Drehimpulsoperatoren

Da der Spin kein klassisches Analogon hat, konnen die Operatoren $2 und 3, nicht als Differentialopera-
toren geschrieben werden. Die Spinzustinde |s, m) lassen sich nicht durch *gewdhnliche’ Funktionen
darstellen. Diese Eigenschaften unterscheiden den Spin vom 'normalen’ Bahndrehimpuls. Wir brauchen
also eine Charakterisierung von Drehimpulsen, die nicht von der speziellen Darstellung als Differential-
operatoren abhingt, sondern allgemeinere Giiltigkeit hat. Im Folgenden werden wir einen Drehimpuls
iiber die Kommutatoren der Komponenten untereinander definieren. Dazu betrachten wir zunéchst einen
Bahndrehimpuls. Dieser ist klassisch definiert als

L=Fxp (5.9)
Die quantenmechanische Definition lautet gemiB unserer Ubersetzungsvorschrift:

(5.10)

TR

X

mit  p=—ihV = —ih(dy, dy, d.)"

= S
Il
=P

Es handelt sich bei L um einen Vektoroperator mit den Komponenten I_;I, Ey, L.. Die Eigenwertglei-
chungen fiir das Quadrat und die z-Komponente des Drehimpulsoperators lauten (vgl. Gleichungen
(3.53) und (3.56)):

ﬁzYl,m(a 90) = ﬁQl(l + 1)}/2,171
IA/zle,m = hm)/l,m
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5 Mehrelektronensysteme: Atome

Die Kugelflichenfunktionen sind also gemeinsame Eigenfunktionen von L? und L. Nach dem im Zu-
sammenhang mit dem 3. Postulat formulierten Satz (s. S. 65) heiBt das: L? und L, kommutieren, es gilt
also:

(L% L.]=0
Diese Uberlegungen gelten fiir einen Bahndrehimpuls. Wir werden diese Aussagen jetzt verallgemeinern.
Die Drehimpulsoperatoren ergeben sich aus Gleichung (5.10) zu:

L:C = Z)ﬁz - éﬁy Ly = 721393 - ﬁz Lz = i’ﬁy — YPx
Mit Hilfe der Kommutatoren:

(&, Dz] = [U,Dy] = [2,0:] =ih, [2,9]=..=0, [Pz,Dy]=..=0
lassen sich die Kommutatoren der Komponenten von I:: berechnen.
Man findet dann leicht:
[Loiky) =ihle  [Lek] =iny o [Ly.L:] =ik,
AuBerdem wissen wir, dass gilt:
[1022] = [0 7] = [£4,27] =0

Es ist also moglich, L? und eine Komponente gleichzeitig scharf zu bestimmen (hierbei wird konventio-
nell die z-Komponente gewéhlt; s. Kapitel 3).

Fiir Bahndrehimpulse gilt: die Quantenzahlen [ und m sind ganzzahlig. Quantenzahlen eines nichtklas-
sischen Drehimpulses wie die des Spins konnen aber auch halbzahlig sein. Aus diesem Grund definieren
Wwir:

Definition: Ein Vektoroperator .J ist ein Drehimpulsoperator, wenn fiir seine Komponenten gilt:

oy = inde [ d] =indy [y, ] =ind, (5.11)

Als Konsequenzen ergeben sich hieraus:

e J2und die Komponenten des Drehimpulsoperators kommutieren:

(2, Jo] = [, J,) = [J2, J.] =0 (5.12)
e J2und J, haben gemeinsame Eigenzustinde
Jljm) = B%j( + D)lj,m)
Jzlj,m) = hml|j,m) (5.13)
m = —j,.,]

hierbei ist j nicht festgelegt (es kann also auch halbzahlig sein).

Fiir Bahndrehimpulse gilt { = 0,1, 2, ....
Spins konnen dagegen auch halbzahlige Quantenzahlen annehmen, s = 0,1/2,1,3/2,2, ....

Anmerkung: Man kann allgemein zeigen, dass GI.(5.13) fiir beliebige Drehimpulse allein aus den Kom-

mutatoren (5.11) folgt, wobei m halbzahlige oder ganzzahlige Werte annehmen kann (also insbesondere
nicht Werte wie 3/4 0.4.).
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5.3 Identische Teilchen und Pauli-Prinzip

Betrachtet man ein System aus zwei (oder mehreren) Elektronen, so muss man die Tatsache beriicksichti-
gen, dass es sich dabei um Teilchen handelt, die man nicht voneinander unterscheiden kann. Sie stimmen
in allen physikalischen Eigenschaften iiberein, haben also die gleiche Masse, die gleiche Ladung, den
gleichen Spin, etc.. Man bezeichnet solche Teilchen als identische Teilchen. Deshalb diirfen physikali-
sche Groflen nicht davon abhidngen, welches Elektron man mit *1°, welches mit *2’ etc. bezeichnet, da
diese Bezeichnungen lediglich der Nummerierung dienen.

Betrachtet man den Hamiltonoperator fiir das He-Atom, GI1.(5.1), so stellt man fest, dass gilt:

A ~

H(1,2) = H(2,1)

Das liegt daran, dass H einerseits die Summe der Einelektron-Operatoren H; und H enthilt und weiter
iAn Vec; lediglich fier AAbstand der Elektronen, r12 = 791 auftritt. Dasselbe gilt fiir alle Observablen, z.B.
§ = 81 + 85 = 85 + §1. Wir halten fest:

o Alle Observablen sind ’symmetrisch’ bzgl. der Vertauschung identischer Teilchen.
e Teilchen mit identischen Eigenschaften sind ununterscheidbar.
e Die Vertauschung von identischen Teilchen darf an der Physik nichts dndern.

Im folgenen betrachten wir nochmal die Produktzustinde W,,, ;, m, (1)¥p, 1,.m,(2), die sich als ma-
thematisch korrekte Losung der Schrodinger-Gleichung fiir das He-Atom ergeben, wenn wir Vee ver-
nachlissigen. Schreiben wir fiir die Quantenzahlen der Zusténde kurz a = (nq,l1, m1),b = (n2, la, m2),
also

\Ilab(lv 2) = \I/a(l)qlb(Q)
so erhalten wir beispielsweise mit W, (1) = Wi4(1) und ¥p(2) = Wy, (2): Wep(1,2) = Wi4(1)W,(2)
und Uy, ,(1,2) = Wy, (1)¥y,4(2), d.h. also in diesem konkreten Beispiels: W, 5(1,2) # ¥, ,(2,1).
Das bedeutet lediglich, dass ein einfaches Produkt der Einteilchenzustinde die Bedingung ¥,;(1,2) =
Wap(2, 1) verletzt. Nach dem Superpositionsprinzip konnen wir aber auch Linearkominationen der Form:

VE(1.2) = = (W) W(2) £ a2 Ty(1) (5.14)

betrachten. Dabei ist der Normierungsfaktor so gewihlt, dass (\Iffb(l, 2)|\Ifaib(1, 2)) = 1 gilt. Vertau-
schung von *Elektron 1° und ’Elektron 2’ ergibt fiir U1, (1,2):

UH(2,1) = = [Ta(2)Wy(1) + Uu(1),(2)] = U, (1,2)

V2

W, (1,2) ist also akzeptabel, da die Vertauschung die Wellenfunktion nicht éndert. Fiir ¥, (1, 2) findet
man:

v, (21) = \}5 [Wa(2)W5(1) — Wa(1)0,(2)] = W, ,(1,2)

U (1,2) ist akzeptabel, weil es 'nur’ einen Vorzeichenwechsel gibt. Dies fiihrt ndmlich nicht zu einer
Anderung der physikalischen Eigenschaften, denn:

e die Wahrscheinlichkeit |¥, (1, 2)|2dry dr» éndert sich nicht

o Erwartungswerte (A) = [dry [ dmW,,(1,2)* AV, (1,2) indern sich nicht.
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Fazit: \I/ajE »(1,2) sind beides physikalisch sinnvolle Losungen.
Verallgemeinert man diese Ergebnisse auf die Wellenfunktion fiir /V Teilchen, so gilt dasselbe fiir jede
beliebige der N! Paarvertauschungen.

Symmetrisierungspostulat Besteht ein System aus N identischen Teilchen, so sind die
Zustinde bzgl. der N! moglichen Paarvertauschungen der N Teilchen notwendig symme-
trisch oder antisymmetrisch.

Sind die Zustinde symmetrisch, heilen die Teilchen Bosonen, sind die Zustinde antisymmetrisch, hei-
en sie Fermionen.

Wir halten auBlerdem fest, dass das Symmetrieverhalten der Wellenfunktion als ’Teilcheneigenschaft’
angesehen werden kann. Es gibt nimlich keinen Operator, der eine antisymmetrische Wellenfunktion in
eine symmetrische liberfiihrt oder umgekehrt.

Die Tatsache, dass Bosonen ganzzahligen Spin und symmetrische Zustinde haben und Fermionen halb-
zahligen Spin und antisymmetrische Zustinde, ist im Rahmen unserer Uberlegungen als Erfahrungstat-
sache aufzufassen.

Fiir uns ist es noch wichtig zu untersuchen, was geschieht, wenn wir zwei Teilchen in denselben Zustinden
betrachten, d.h. wenn in \Iff »(1,2) die Quantenzahlen a und b iibereinstimmen, a = b.

Fiir Bosonen findet man:

1
\Ilzzr,a(172) = EQ\Pa(l)\Ija(2) = \/5\1111(1)\1/(1(2)
d.h.: die Wahrscheinlichkeit, dass Bosonen den gleichen Zustand haben, wéchst, wenn zu N Bosonen
ein weiteres hinzugefiigt wird.
Fiir Fermionen gilt:
U, .(1,2)=0

d.h.: die Wahrscheinlichkeit, zwei Fermionen im selben Zustand zu finden, ist gleich Null.

Pauli-Prinzip 2 Fermionen konnen nicht in Zustdnden angetroffen werden, die in allen Quanten-
zahlen iibereinstimmen.
oder:
2 Fermionen konnen nicht denselben Einteilchenzustand besetzen.

Beispiele:
1. \I/a<1) = \1115(1)041 und \I/b(2) = \1115(2)042 = \Il;b(l, 2) =0
2. VU,(1)=Yi5(D)a; und Uy(2) = U14(2) 52

=V, ,(1,2) = \}5 (U15(1)a1V15(2)B2 — W1s(2)anW14(1)51)

Uy (1) T (2)

V2

Dabei entspricht %(al 1 — agf2) dem Singulettzustand |S = 0, M = 0). Das bedeutet, dass 2
Elektronen mit verschiedener Quantenzahl m, dieselben Ortsorbitale besetzen konnen.

(a1 By — agf1) #0
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5.3 Identische Teilchen und Pauli-Prinzip

Wenn man nun allgemeiner den Fall von N Fermionen betrachtet, muss bei der Vertauschung von zwei
Fermionen ’i’ und ’k’ fiir die Wellenfunktion ¥ gelten:

(1, .iy ks N) = —U(1, .k, ooy iy oy N)

Es stellt sich also die Frage, wie man im allgemeinen Fall eine antisymmetrische Wellenfunktion kon-
struieren kann. Dazu betrachten wir zunidchst nochmals den Fall zweier Elektronen:

V(1.2) = = (V)W) — T2 Wi(1)

was man als Determinante schreiben kann:

. 1 w,(1) (1)
U, (1,2) = ﬂ' U, (2) \112(2) '

Hierbei gilt: Vertauschen von Zeilen oder Spalten fiihrt zu einem Vorzeichenwechsel der Determinante.

Wir verallgemeinern jetzt diese Schreibweise.
Wir betrachten N Fermionen (beispielsweise Elektronen) und nehmen N Einteilchenfunktionen ¥, Uy,
..., ¥,, als gegeben an. Diese Funktionen sollen normiert und orthogonal sein:

<\I"a | \ch> — 5a,c

Vorsicht: Hier stehen a, b, - - - fiir Quantenzahlen, also im Falle von Atomen z.B. a = (ny, 11, m1,ms1),
b= (nz, l2, ma, ’I’)’Lsg), etc..
Man kann dann aus diesen Funktionen eine antisymmetrische Wellenfunktion bilden:

Ua(l)  W(1) oo Wy(1)
q/as(l,z,..,N)—\/% Va(2) \I]b:(Q) \yn:(2) (5.15)
Uo(N) Tp(N) - U,(N)

die als Slater-Determinante bezeichnet wird. Der Normierungsfaktor ﬁ sorgt dafiir, dass die Slater-

Determinante normiert ist:
/dT\Ifgs(l, e N)Wo(1,...,N) =1 (5.16)

Ein Vertauschen von zwei Teilchen fithrt zum Vorzeichenwechsel der Slater-Determinante:
U(l,.,i k... N) = =Uus(1,..., k0, ..., N)
denn:

ai)  Wo(i) - q\Ijn(i) Va(k) Wy(k) - Wn(k)

n(k) \Pa(i) \I/b(z) e n(Z)

Befinden sich zwei Teilchen im selben Einteilchenzustand ist ¥,; = 0 (Pauli-Prinzip), da die Determi-
nante dann identisch verschwindet:

T1) Wa(l) o W(1)
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Schreibweise

Statt der gesamten Determinante gibt man auch oft nur die *Diagonale’ an. Fiir
W) (1) (1) v
\I’a(2) \Ijb(Q) \I’c(2> e \I’n(2)
Pa(3)  Wp(3) We(3) -+ ¥

3

—~
—_

~—

To(N) Ty(N) T(N) - T, (N)

findet man folgende Schreibweisen:
1
Vv N!

_ 1 i}
= ﬁ‘ a
= [[Wa(1)Wp(2)Te(3)... Un(N))]|

Uas(1,2,...,N) = det (W, (1)Wy(2)T.(3)... 1, (N))

(D)W(2)Te(3)... W, (N)]

Die Beschreibung eines N-Elektronensystems mit einer einzigen Slater-Determinante ist nur korrekt,
wenn der Hamiltonoperator die Form H= Z]kvzl H, mit unabhingigen H;, hat, also separabel ist. Wenn
man allerdings die CoulombabstoBung der Elektronen beriicksichtigt, gilt das nicht. In diesem Fall 146t
sich die Losung als Linearkombination von Slater-Determinanten schreiben. Wenn die Einteilchenfunk-
tionen einen vollstdndigen Satz bilden, gilt das auch fiir jede daraus gebildete Slater-Determinante. Daher
kann jede Wellenfunktion eines Mehrelektronensystems in Slater-Determinanten entwickelt werden.

5.4 Konfigurationen komplexer Atome

Der Hamiltonoperator fiir das He-Atom lautet nach Gleichung (5.1)
H=H 1+ H. 2+ Vee

Die Schrédinger-Gleichung:

H|V) = E|Y)
ist nicht analytisch losbar - man ist also auf (moglichst gute und sinnvolle) Ndherungen angewiesen.
Es handelt sich hierbei um ein sogenanntes 3 Korperproblem, das auch klassisch nicht analytisch gelost
werden kann.
Im folgenden werden wir einige Niherungen, die in der Beschreibung von Mehrelektronenatomen ver-
wendet werden, diskutieren.

5.4.1 Zentralfeldnaherung

Wir betrachten nun ein neutrales Atom mit Z Elektronen, wobei Z auch der Kernladung entspricht.
Die beschriebene Situation ist in Abbildung 5.4 skizziert.
Der Hamiltonoperator H kann geschrieben werden als:

Z

2 S ~ ﬁz Z€2 62
H=) Hy+Vee mit Hy=_% - und Ve = » (5.17)
— 2m  Amwegry ook AmegT i

Die Zentralfeldniherung geht jetzt von folgender Uberlegung aus:

Anstatt alle Elektron-Elektron-Wechselwirkungen explizit zu beriicksichtigen, betrachtet man die effek-
tive Wechselwirkung eines herausgegriffenen Elektrons mit dem aus den restlichen Elektronen und dem
Kern gebildeten *Ion’. Auf das betrachtete Elektron wirkt dann ein effektives mittleres Feld. Je nach dem
Abstand des betrachteten Elektrons vom Kern ergeben sich zwei Grenzfille:
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Abbildung 5.4: Veranschaulichung der Zentralfeldndherung

1. Das Elektron befindet sich *weit vom Kern’ entfernt.

In diesem Fall ’sieht’ das Elektron ein Feld, das demjenigen eines einfach ionisierten Atoms ent-
spricht. Das bedeutet, das Elektron erfihrt eine Coulombwechselwirkung mit einem einfach positiv
geladenen "Ton’ und man hat:

62

Vet (1) = —

T — OO
47T€07’k

2. Das Elektron befindet sich 'nah am Kern’.

In diesem Fall vernachlidssigt man die Wechselwirkung mit den anderen (Z — 1) Elektronen
vollstdndig und der Hauptbeitrag zum Potential ist:

Ze?
47T€()7’k

Vet (11) = i 1 —0

Diese beiden Grenzfille stellen natiirlich starke Vereinfachungen der tatséchlichen Situation dar. Im All-
gemeinen wird das effektive Feld, das ein Elektron erfihrt, immer vom Zustand aller anderen (Z — 1)
Elektronen abhdngen. Wenn man diese Abhingigkeit vollstindig vernachléssigt, kann man eine effektive
Kernladungszahl Z.g einfiihren und die effektiven Einteilchen-Hamiltonoperatoren

cefl)  Dn Zee®

H™ =k
2m 47T607“k

definieren. Dabei wird die Elektron-Elektron-Wechselwirkung V.. vernachldssigt und man hat

Da H eine Summe unabhingiger Einteilchenoperatoren H ,geﬁ) ist, ist die Wellenfunktion das Produkt
der Einteilchenfunktionen ¥ (k), k = 1,..., Z:

Die ¥ (k) sind wasserstoffahnliche Funktionen W(k) = W,,, ;, m, (7k, ms, ). In einer (naiven) Vorge-
hensweise bildet man nun die Slater-Determinante:

\I’aS(lv ...,Z) :H ‘Ijm,lmm(1)-"‘1}nz,lz,mz(z) H
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Fiir die Energien ergibt sich:

1 h?
Ek:—zgﬁ-EH-; Fy

2 Y
k
mit dem Bohr-Radius a. Dieses Ergebnis ist allerdings falsch und widerspricht auch der Erfahrung (die
beim H-Atom vorliegende Entartung der ns- und np-Niveaus ist bei allen anderen Atomen aufgehoben).
Die effektive Kernladungszahl kann nicht als unabhéngig vom Zustand eines betrachteten Elektrons an-
genommen werden. Deshalb hingt die Energie nicht nur von der entsprechenden Hauptquantenzahl ny,
sondern auch von der Drehimpulsquantenzahl /.

Dieser Sachverhalt soll qualitativ an folgendem Beispiel verdeutlicht werden:

Lithium hat 3 Elektronen, von denen sich zwei im 1s-Zustand befinden. Besetzt das Eletron ’3’ einen
2s-Zustand (I = 0), so gibt es eine hohere Wahrscheinlichkeit, das Elektron in Kernnédhe zu finden, als
wenn es einen 2p-Zustand besetzt. Das bedeutet aber, dass ein s-Elektron einen grofleren Teil der Kern-
ladung sieht als ein p-Elektron und man hat Z.g(2p) < Zeg(2s).

Diese Uberlegungen erlauben es auch, qualitativ zu verstehen, warum Fas < Fs, gelten sollte. Nimmt
man ndmlich wie oben an, dass Ej, ~ —Z2%(Ix)Ep /n} gilt, so ergibt sich Ey; < Es, unmittelbar aus
Zeff(25) > Zeff(2p)'

Um die Energien fiir ein gegebenes Atom zu berechnen, muss man natiirlich die Schrodinger-Gleichung
16sen. Man findet fiir die Orbitalenergien dann folgende Reihenfolge, wobei statt £,,; nur (nl) angegeben
ist:

© 2ma?

Is <25 <2p <3s <3p <(4s <3d) <4p < (bs < 4d)
<bHp < (6s <4f <bd) <6p < (7s <b5f <6d)

Die Werte in Klammern liegen normalerweise sehr nahe beieinander und kénnen von Atom zu Atom (al-
so verschiedene Z und unterschiedliche Elektronenzahl) eine unterschiedliche energetische Reihenfolge
haben. In Abbildung 5.5 ist dieser Zusammenhang noch einmal skizziert. Man sieht aber auch, dass die

usw
usw.
E
_ Y — — 3d
— 4s
- 3
L 33 — — —3p — — — —— —— 3d 36
F—2 — — — 2 2s
Fo— 1 _Is
H - Atom "X" - Atom

Abbildung 5.5: Zentralfeldniherung: Skizze zur Aufhebung der n?- fachen Entartung

(2l + 1)-fache Entartung der Niveaus zu gegebenen [ nicht aufgehoben wird.
Zur ’Besetzung’ der Orbitale bestimmen wir nun die Konfigurationen.
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5.4 Konfigurationen komplexer Atome

5.4.2 Konfigurationen

Bei der Bestimmung der Konfigurationen geht man von dem Hamiltonoperator in Zentralfeldnéherung

N

A=3a" wic A = e v
m
k

aus, wobei H\*" der effektive Einteilchenoperator fiir Elektron ’k’ ist.
Da die Operatoren

(eff)
k

alle paarweise untereinander und mit H}, kommutieren, sind die zugehorigen Quantenzahlen [, my und
mg, gute Quantenzahlen und somit zur Charakterisierung der Orbitale (der Einteilchenzusténde), geeig-
net. (Man gibt s = 1/2 hier normalerweise nicht an, da die Spinquantenzahl eine Teilcheneigenschaft
ist.) Die Eigenzustinde von H 1. sind also die Orbitale Wy, ;. m, (7%, ms, ). Aus diesen Orbitalen erhlt
man dann die korrekten antisymmetrischen Eigenzustinde von H ,indem man aus W, 1, m, (71, Mg, )senns
U, 1y.my (77, ms,) Slater-Determinanten bildet.

Die zugehorigen Energien sind einfach die Summen E,, ;, + E,,,;, +... + E),
l,.-Abhéngigkeit der E,,; beriicksichtigt ist.

41> Wobei jetzt die explizite

Unter einer Konfiguration versteht man die Besetzungszahl der Einteilchen-Niveaus.

Man schreibt dafiir symbolisch 15%2s°2p°3s9..., wobei a, b, ¢, d, ... die Besetzungszahlen sind.
Allgemein bestimmt man die Konfiguration durch ’Auffiillen’ der Niveaus unter Beriicksichtigung des
Pauli-Prinzips, also:

H 1s

He 1s?

L 1s2,2s

Be 152252 = [He]2s? = K252
B [He]2s5%2p

C [He]2s%2p?
N,O,F,Ne — [He|2s*2p°

Na [Ne]3s

Mg [Ne]3s?

Al [Ne)3s%3p

Ar [Ne]3s?pb

K [Ar]|4s

Ca [Ar]4s?

Sc [Ar])3d4s?

Ti [Ar]3d?4s?

14 [Ar])3d34s?

Cr [Ar]3dP4s !
Mn [Ar])3d°4s? !
Fe [Ar]3dS4s?

Co [Ar]3d74s?

Ni [Ar]3dB4s?

Cu [Ar]3d104s

83



5 Mehrelektronensysteme: Atome

Bei den mit ’!” gekennzeichneten Elementen gibt es offensichtlich Unterschiede zur naiv erwarteten ener-
getischen Reihenfolge.

Auf diese Art erhilt man den Aufbau des Periodensystems.

Wichtig ist hierbei wieder, dass es sich nur um ein qualitatives Bild handelt, das sich im Rahmen der
Zentralfeldndherung ergibt. Um wirklich die Energie eines Atoms in einem bestimmten Zustand zu be-
stimmen, muss man die Schrodinger-Gleichung 16sen. Dass man mit ’einfachem Auffiillen’ nicht alle
Effekte verstehen kann, sieht man schon am Beispiel der Konfiguration von V, fiir die man naiv [A7])3d>
erwarten wiirde. Ahnliches gilt fiir Sc und Fe. Um diese Effekte, die offensichtlich mit der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung zusammenhéngen, zu verstehen, muss man iiber die einfache Zentralfeldnihe-
rung hinausgehen.

5.5 Atomzustande - Drehimpulskopplung

Ein einfaches Beispiel, an dem die Schwierigkeit der eindeutigen Bestimmung der Zustinde verdeutlicht
werden kann, ist Kohlenstoff mit der Konfiguration 1522322p2. Das bedeutet, man hat 2 Elektronen in
drei p-Orbitalen und es gibt drei verschiedene Moglichkeiten, die beiden Elektronen auf die drei Orbitale
unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips zu ’verteilen’. Insbesondere konnen wir nicht angeben, welche
der drei Moglichkeiten in der Realitét vorliegt und welche zum Grundzustand des Atoms gehort. Um den
Grundzustand zu bestimmen, miissen wir nun die Elektron-Elektron-Wechselwirkung Vee in die Uberle-
gungen einbeziehen, weil diese dafiir sorgt, dass die verschiedenen Moglichkeiten der p?-Konfiguration
unterschiedliche Energien haben. Uber die energetische Reihenfolge der verschiedenen Moglichkeiten
lassen sich anhand der Konfigurationen keine Aussagen machen. Offensichtlich reicht also die Angabe
der Konfiguration nicht aus, um die Zustinde eines Atoms eindeutig zu charakterisieren. Deshalb werden
wir als erstes untersuchen, wie man diese Zustinde verniinftiger als durch die Angabe der Quantenzah-
len (ng,lk, mg), k = 1,.., Z, charakterisieren kann. Anschliefend werden wir Regeln angeben, die es
erlauben, qualitativ die energetische Reihenfolge der Zustinde zu bestimmen, ohne in jedem Fall die
Schrodinger-Gleichung 16sen zu miissen.

Bisher hatten wir in der Zentralfeldndherung Vee vernachléssigt und festgestellt, dass die ng, i, my,
k =1,..., Z in diesem Fall gute Quantenzahlen sind.

Nun untersuchen wir, welche Operatoren gute Quantenzahlen liefern, wenn wir Vee in die Uberlegungen
einbeziehen.

Wir betrachten also jetzt den Hamiltonoperator

A A ~ . ~ e
H=> H,+Vee mit Vee= Y
k kil>k

In diesem Fall gilt aber:
[Iff, Jiﬂ £0 und [HLJ £0

weil in V.. die inversen Abstinde - = —1
Tk |7, —77

| auftreten. Es gilt ndmlich {f,%l, f/zk] # 0 und somit

auch [f/@e, [A,Zk} = 0. Das bedeutet, dass [, und my, keine guten Quantenzahlen sind, wenn man Vee im
Hamiltonoperator beriicksichtigt.

Wenn wir die Zustinde eines Atoms also verniinftig beschreiben wollen, miissen wir Operatoren finden,
die mit H kommutieren, um gute Quantenzahlen zu haben, die zur Charakterisierung geeignet sind.
Wir gehen also so vor, wie wir es in Kapitel 4.2 angesprochen haben: Wir suchen alle Observablen,
die paarweise untereinander und mit dem Hamiltonoperator kommutieren. Dann kennen wir die gu-
ten Quantenzahlen und haben die maximal zugéngliche Information, die wir ohne explizite Losung der
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5.5 Atomzustinde - Drehimpulskopplung

Schrodinger-Gleichung erlangen kénnen.

Fiir zwei Elektronen kann man sich leicht iiberlegen, dass (ﬁzl + ﬁZQ) 72, = 0 gilt. Das sieht man,

indem man 12, = 72 413 + 2175 (sin 8 sin By cos(@1 — @2) + cos By cos Ba) und L., = (h/i)(d/dpy)

nutzt. Das bedeutet also, dass gilt
(L + Ly =0

und die Quantenzahl M = mj +my ist eine gute Quantenzahl. Fiir die beiden p-Elektronen des C-Atoms
findet man M = —2,—1,0,1, 2. Allerdings kommt M = +2 nur einmal vor (m; = mg =1, M = £1
kommt zweimal vor ((my,m2) = (£1,0) und (my,m2) = (0,£1) und M = 0 kommt dreimal vor.
Darauf gehen wir weiter unten detaillierter ein.

5.5.1 Drehimpulskopplung

Klassisch ist die Summe L., + L., natiirlich nichts anderes als die z-Komponente des Summenvektors
L = L; + Ly. Vollig analog kann man in der Quantenmechanik den Gesamtdrehimpuls definieren. Das
funktioniert sowohl fiir den Bahndrehimpuls als auch fiir den Spin:

z . z

[_: = Z Ek und S = S_:k
k=1 k=1

~

Wichtig ist zunéchst festzustellen, ob es sich bei der Vektorsumme der Operatoren auch um einen Dre-
himpuls nach unserer Definition GI.(5.11) handelt.

Dazu betrachten gehen wir jetzt von allgemeinen Drehimpulsen ji, J» aus, um beide Fille, Bahndrehim-
pulse und Spins, betrachten zu kénnen. Wir bezeichnen die Zustinde mit |j1,m;) und |j2,m2), wobei
gilt:

TRl ma) = B2i (i + 1), ma)

Sy 71, ma) = hma|ji, ma)
und analog fiir |ja, ma)

~

Um zu untersuchen, ob J = jl + fg auch ein Drehimpuls ist, betrachten wir die Kommutatoren:

[jx, jy} = [jxl + Jags Jyy + Ty
[jxl ) jyl] + [jzl Y ij] + I:jIQ Y jyl] + [ij ) ij]
N—— N—— N—— N——

thd, 0 0 thdy,
= ih(J., + Joy) = ihJ.
Analog findet man:
o] =indy und Ly, ] =ind,

Das bedeutet: J = J; +.J5 ist nach Definition ein Drehimpulsoperator; deshalb gibt es auch gemeinsame
Eigenzustéinde:

JAJ, MY = K2 J(J +1)|J, M)
J.|J, M) = hM|.J, M)

mit:
M=—-J-J+1,....J—-1,J
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5 Mehrelektronensysteme: Atome

Diese Beziehung legt allerdings noch nicht fest, wie die Gesamtdrehimpulsquantenzahl J mit den Quan-
tenzahlen j; und jo zusammenhédngt. Um diesen Zusammenhang zu sehen, betrachten wir noch einmal
zwei p-Elektronen (I; = lo = 1) und fragen uns, welche Werte L sich daraus ergeben. Wir haben gese-
hen, dass es einen Zustand zu M = +2 gibt. Dieser gehort also notwendig zu L = 2, weil fiir L = 2
jedes M = —2,—1,0,1,2 genau einmal vorkommt. Weiter gibt es aber zwei Zustinde zu M = =1,
wovon nur einer zu L = 2 gehort. Der andere gehort also notwendig zu einem Drehimpulswert L = 1.
Dazu gehort auch noch einer der drei M = 0-Zustinde. Davon sind also jetzt zwei fiir L = 2und L = 1
vergeben. Der letzte M = 0-Zustand gehort also zu L = 0.

Wir finden also nicht nur L = 7 + l9 = 2, wie wir es naiv erwarten wiirden, sondern auch noch L = 1
und L = 0. Die Tatsache, dass nicht nur L. = 2 auftritt, kann man auch schon anhand der Zahl der
auftretenden Zusténde sehen: Im Produkt |l1, m1)|l2, ma) gibt es (211 4+ 1)(2ly + 1) = 9 Zusténde, fiir
L = 2 aber nur 5. Die fehlenden 4 Zustinde sind gerade diejeinigen zu L = 1 und L = 0.

Allgemein ist der Zusammenhang zwischen den individuellen Drehimpulsquantenzahlen j; und j2 und
der Gesamtdrehimpulsquantenzahl J durch die sogenannte Clebsch-Gordan-Reihe

J =1+ jo,j1+Jjo—1,...,j1 — Jol (5.18)

gegeben. Auf einige Details der allgemeinen Art der Kopplung von Drehimpulsen wird im Anhang zu
diesem Kapitel fiir interessierte Leser eingegangen.

Wir betrachten hierzu noch ein etwas komplexeres Beispiel der Kopplung von j; = 2 und jo = 3/2. Nach
der Clebsch-Gordan-Reihe haben wir dann J = 7/2,5/2,3/2,1/2. Man kann sich diesen Sachverhalt
gut anhand der folgenden Tabelle veranschaulichen, wobei man sich m; und ms aufschreibt und daraus
M und die Zahl der Moglichkeiten, diesen M-Wert zu erhalten, bestimmt. Fiir jedes M kann man fiir
J = j1 + j2 eine Mdoglichkeit streichen, so dass der hochste M -Wert entfillt. Dann streicht man eine
Méglichkeit fiir J = j; +j2— 1, bis man die letzten verbleibenden Moglichkeiten dem Wert J = |71 — ja|
zuordnet.

my ma M | #|J:7/2 |Rest|J:5/2 | Rest|J:3/2 | Rest| J:1/2
2 3/2 7/2| 1 1 — — — — — —
1;2 3/2;1/2 5/21 2 1 1 1 - = =1 =
0;1;2 3/2;1/2,-1/2 | 3/2| 3| 1 2 1 1 1 S -
“1,0,1;2 | 3/2;1/2,—1/2;-3/2 | 1/2 | 4 | 1 3 1 1 1 1

5.5.2 Atomzustande - Termsymbole

Nach diesen allgemeinen Uberlegungen kommen wir wieder zu unserem Problem der Beschreibung von
Atomzusténden zuriick. Wir kdnnen also anstelle der individuellen Drehimpulse, welche ja bei Beriick-
sichtigung von V.. keine guten Quantenzahlen liefern, zu den Gesamtdrehimpulsen iibergehen. Fiir diese
gelten folgende Kommutatoren:

[ﬁ, ﬁz} = [[:[, ﬁz} =0 und auBerdem [ﬁ, 5‘2] = [I:I, S'Z} =0
Folglich kommutieren die Operatoren o
L?L.,5%5.
alle mit H. Zusitzlich kommutieren sie auch paarweise untereinander, z.B. [ﬁz, 32] = 0Oetc..

Daher sind L, My = —L,---,L, S, Mg = —S,---,.5 gute Quantenzahlen und die Eigenzustinde von
H konnen geschrieben werden als
|L, ML, S, Ms)
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5.5 Atomzustinde - Drehimpulskopplung

An dieser Stelle soll noch eine Anmerkung eingefiigt werden. Da der Spin nicht in H auftritt, liefern S‘g
und S », hatiirlich immer gute Quantenzahlen. Da wir aber den Gesamt-Bahndrehimpuls der Elektronen
betrachten miissen, ist es sinnvoll und konsistent, auch den Gesamtspin zu betrachten, auch wenn das
formal nicht unbedingt notig wire.

Um die zulédssigen Werte fiir L und S zu ermitteln, bendtigt man die Resultate der Drehimpulskopplung.
Das Prinzip soll am Beispiel des C'-Atoms verdeutlicht werden. Hier gentigt es, die beiden p-Elektronen
zu betrachten, da abgeschlossene Schalen immer L = S = 0 liefern. Fiir die p-Elektronen, die wir mit
’1’ und ’2’ bezeichnen, haben wir also s = s9 = % und ] =1l = 1.

Daraus ergibt sich nach der Clebsch-Gordan-Reihe:

S =81+ 82,81+s2—1,.... |81 — s2|
—5=1,0
und L =11 + o, 11 + 1o — 1, ..., |l1 — I5]
— L =2,1,0

Zur Charakterisierung der Atomzustinde wird das sogenannte Termsymbol eingefiihrt:

(5.19)

wobei 25+ 1 die sogenannte Multiplizitit bezeichnet, da es 25+ 1 Spinzustidnde gibt, die alle energetisch
entartet sind.
Hierbei gelten folgende Bezeichnungen:

25 +1
1 Singulett
2 Dublett
3 Triplett

Fiir die Gesamtdrehimpulse L wihlt man dieselben Bezeichnungen wie fiir den Elektronendrehimpuls
des H-Atoms, allerdings werden Grof3buchstaben verwendet:

B ow N~ ol
QmIwwn

Fiir Kohlenstoff erhalten wir hiermit:

S=1,0 also 25+1=3,1
und L =2,1,0 dasbedeutet: D,P,S

Daraus resultieren also die Terme:
'p.,3Dp,p, 3P, 15, 38 (5.20)

Allerdings haben wir bei der Bestimmung der Terme das Pauli-Prinzip nicht beriicksichtigt. Daher treten
nicht alle moglichen Kombinationen von L und S auf. Als Beispiel betrachten wir den 3 D-Zustand: Hier
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ist S = 1, d.h. es gibt einen Zustand mit ms, = ms, = % AuBerdem ist L = 2, was bedeutet, dass es
einen Zustand mit m; = mg = 1 gibt. Es gibt also wenigstens einen Zustand, fiir den alle Quantenzahlen
der beiden Elektronen identische Werte haben und der daher das Pauli-Prinzip verletzt.

Um die erlaubten Terme zu bestimmen, geht man systematisch vor.

Man definiert sogenannte Mikrozustinde folgendermaB3en: Man gibt die Quantenzahl zu m, und m,
fiir alle Elektronen "k’ an.

Fiir 2 Elektronen schreibt man:

+ +
(mi.my)
und analog geht man im allgemeinen Fall vor (Beispiel: 3 Elektronen (mli, mét, mgt)), wobei das hoch-

gestellte 4’ fiir mg = —i—% bzw. mgs = —% steht.
Man bestimmt dann fiir gegebenes My, und Mg alle moglichen nach dem Pauli-Prinzip erlaubten Mi-
krozustinde und geht vollig analog wie bei der Drehimpulskopplung vor, um L und S zu bestimmen.

Das Verfahren soll hier am Beispiel des C-Atoms erldutert werden:

Fiir 2p-Elektronen sind alle Mikrozustéinde der Art (m™, m™) und (m™,m™) mit m = 0, =1 nach dem
Pauli-Prinzip verboten. Alle iibrigen schreiben wir in eine Tabelle, die M; = mj + mg und Mg =
ms, + Mg, angibt:

My /Mg 1 0 —1
2 (17,17)
I | (100 (17,07),(1,07) (0,1
0 (1+7_1+) (1+7_1_)a(0+a0_)7(1_7_1+) (1_7_1_)
—1 (_1+70+) (_1770+>a(_1+707) (077_17)
-2 (—17,-17)

Hierbei ist es natiirlich egal, ob man beispielsweise (17,07) oder (0T, 1T) schreibt, da die Elektronen
ununterscheidbar sind. Zu jedem Mikrozustand korrespondiert also eine Slater-Determinante.

Wir gehen nun wie bei der Drehimpulskopplung vor (s. Clebsch-Gordan-Reihe) und untersuchen, wie
viele Zustinde es fiir ein gegebenes M|, /M g-Paar gibt. Das sind in unserem Fall:

My/Mg|[1]0]—-1
2 1
1 1]2] 1
0 |13
—1 2
—2 1

Wir untersuchen zunichst den maximalen My -Wert. Es gilt:
Mp,=2 und Mg=0
Da das der groBtmogliche My -Wert ist, folgt:
L=2 ud S=0

Fiir die Multiplizitit folgt aus S = 0 also 25 + 1 = 1. Fiir L = 2 ist D das Termsymbol. Es handelt sich
also um einen

'D
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5.5 Atomzustinde - Drehimpulskopplung

Zustand.
Zu L = 2 gehort auler dem Zustand mit M7, = 2 noch jeweils ein Zustand mit M7 = 1,0, -1, 2.
Diese Werte streichen wir nun aus unserer Tabelle und untersuchen den Rest:

My /Mg|1]0]—-1
2
1 11
0 1
-1 |11
—2

Der maximale M -Wert ist M = 1. Auerdem ist hierbei Mg = 1. Das bedeutet, es gibt einen Zustand
mit L. = 1 und S = 1 mit der Multiplizitit 2S5 4+ 1 = 3. Das resultierende Termsymbol ist
3
P

Wir streichen wieder alle zugehdrigen Zusténde aus der Tabelle.
In diesem Fall sind das also fiir M7, = 1,0, —1 jeweils ein Zustand mit Mg = 1,0, —1. Es bleibt also
tiberhaupt nur noch ein Zustand iibrig:

My, /Mg
0 1

Hier folgt M, = O und Mg = 0, also L = 0 und S = 0. Die Multiplizitit ist 25 + 1 = 1. Aus diesen
Uberlegungen folgen fiir die p?- Konfiguration die Zustinde:

'p3pls

Auf diese Art lassen sich die Terme, also die Zustidnde, fiir jedes Atom angeben. Diese Charakterisierung
sagt aber nichts liber die energetische Reihenfolge der Zustinde aus. Um die Energien zu berechnen,
muss man die Schrédinger-Gleichung 16sen.

Auch ohne eine explizite Losung kann man aber oftmals die energetische Reihenfolge der Zusténde
anhand der folgenden Regeln bestimmen.

Hund’sche Regeln

Regel 1 Der Term mit der grofiten Multiplizitét (d.h. mit dem groften Wert fiir den Gesamtspin .S) hat
die niedrigste Energie
(fiir unser Beispiel folgt: 2P <! D} S)

Regel 2 Fiir gegebene Multiplizitit hat der Term mit dem groften L die niedrigste Energie.
(hier: 'D <1 S)

Fiir mehr als halbvolle Schalen gilt dasselbe fiir *fehlende Elektronen’, d.h.
p2§p4’ d2£d8,p1§p5, d3£d7, dl;dQ7 dA=d6.

Fiir das C-Atom folgt die in Abbildung 5.6 dargestellte Aufspaltung. Hierbei gilt: ohne Beriicksichtigung
der Elektron-Elektron-Wechselwirkungen haben alle Zusténde die gleiche Energie (linker Teil der Abbil-
dung), mit Beriicksichtigung dieser Wechselwirkungen gibt es eine Aufspaltung (wie rechts abgebildet).

Fassen wir die Vorgehensweise noch einmal zusammen:
Wir haben zunidchst gefragt, welche Operatoren mit A (unter Einbeziehung der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung) kommutieren und gefunden, dass

~ ~ N

i, 1% L, 5% S,
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Abbildung 5.6: Aufspaltung der Zustinde fiir das C-Atom unter Beriicksichtigung der Elektron-
Elektron-Wechselwirkungen

gemeinsame Eigenfunktionen haben. Daher sind L, .S, M, Mg gute Quantenzahlen (Zur Erinnerung:
die Konfigurationen werden durch die Quantenzahlen [;,, my, mg,; k = 1, ..., Z bestimmt!).

Wir miissen also die Einzeldrehimpulse zum Gesamtdrehimpuls und die Spins zum Gesamtspin koppeln.
Diese Art der Drehimpulskopplung bezeichnet man als LS-Kopplung oder Russell-Saunders-Kopplung.

5.5.3 Spin-Bahn-Kopplung

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, dass es neben der Elektron-Elektron-Wechselwirkung noch eine
weitere Wechselwirkung gibt, die fiir eine genaue Bestimmung der Energien der Atomzustinde beriick-
sichtigt werden muss. Diese sogenannte Spin-Bahn-Kopplung 148t sich allerdings streng genommen nur
im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik verstehen. Man kann sich aber das physikalische Prin-
zip, das die Ursache fiir diese Kopplung ist, qualitativ verdeutlichen.

Wir wissen, dass sowohl mit dem Drehimpuls, als auch mit dem Spin eines Elektrons ein magnetisches
Moment ji; beziehungsweise jig verbunden ist. Aus der Elektrodynamik ist bekannt, dass das magneti-
sche Moment einer bewegten Ladung ein magnetisches Feld erzeugt. Das bedeutet fiir uns, dass ji; ein
Magnetfeld él erzeugt, das proportional zu fi; ist. An dieses Magnetfeld koppelt das magnetische Mo-
ment fig. Das bedeutet, es gibt eine Wechselwirkung der Form jig - B, ~ is + [i;, oder wegen jij = 'yI_;
und jig = 755 auch proportional zu S.L.

Der entsprechende Hamiltonoperator lautet fiir ein Elektron *k’:

Hspp = —g(r)Sk - Ly (5.21)
mit 1dv(r)
e r

9(r) = <2m202> rodr (522)

Fiir ein Atom mit Z Elektronen ist dann

z
Hsp = Hspp
k=1
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5.5 Atomzustinde - Drehimpulskopplung

Wenn man also die Spin-Bahnkopplung beriicksichtigt, so hat man fiir den Hamiltonoperator:

Ty + Vee + Hsp (5.23)

I
M~

k=1

Allerdings gilt fiir diesen Hamiltonoperator:
[.HSB,EQ} #0 und [ﬁSB,SQ} #0

Das bedeutet also, dass L und S keine guten Quantenzahlen sind, wenn man die Spin-Bahnkopplung
beriicksichtigt. R
Der einzige Drehimpulsoperator, der in diesem Fall mit H vertauscht, ist der Gesamtdrehimpuls

~
-

J=

SN
Uy

+

Hierfiir gilt:
2| = [, 0] =0
Streng genommen gibt es also nur noch zwei gute Quantenzahlen, ndmlich J und M.

Die Quantenzahlen J und M ; werden wie in der Drehimpulskopplung iiblich bestimmt. Am einfachsten
ist es, zunachst fiir jedes Elektron 'k’ den Gesamtdrehimpuls einzufiihren:

jk:Ek-ng

Die entsprechenden Quantenzahlen sind dann nach der Clebsch-Gordan-Reihe durch j; = I, + sg, I +
sk — 1, ..., |lr — si| gegeben, was sich auf
1 1

e =1 =l — =

Jk =tk + 5tk T 5
reduziert, weil s, = % ist.
Man hat also beispielsweise ji = 2, 3 L fiir p-Elektronen und Ik = %, % fiir d-Elektronen.
Der Gesamtdrehimpuls des Atoms ergibt sich dann zu

o z N i R
—;Jk (_L+s)

weil auch der Gesamtdrehimpuls und der Gesamtspin durch die entsprechenden Summen definiert sind.
Man koppelt also zunéchst d1e einzelnen Lk und Sk zu Jk Das liefert die Quantenzahlen j; und mj, .

AnschlieBend werden die Jk zum Gesamtdrehimpuls J gekoppelt. Diese Art der Kopplung bezeichnet
man als jj-Kopplung.

Wie oben schon gesagt, sind L und S keine guten Quantenzahlen, wenn man die Spin-Bahn-Kopplung
beriicksichtigt. Allerdings verhilt sich g(r) in Gleichung (5.22) wie g(r) ~ Z. Das bedeutet, die
Stirke der Spin-Bahnkopplung nimmt mit der Kernladungszahl zu (effektiv hat man eine Abhingig-
keit ~ Z34). Fiir leichte Atome ist der Einfluss von Hgp klein und die LS- Kopplung ist eine gute
Néherung. Fiir schwere Atome kann man hingegen Vee vernachlédssigen und der Hamiltonoperator stellt
sich als Summe von Einteilchenoperatoren dar. In diesem Fall sind die j; und m;, gute Quantenzahlen.
Es gibt also folgende relevante Grenzfille:

1. H/ee‘ >> |HSB|
Hier gilt: der Einfluss der Elektron-Elektron-Wechselwirkungen ist sehr viel grofer als der Spin-
Bahn-Kopplungseffekt (gilt fiir leichte Atome) — LS-Kopplung
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5 Mehrelektronensysteme: Atome

2. |£[SB| >> ’Vee‘
Fiir schwere Atome (etwa ab Pb) hat die Spin-Bahn-Kopplung groeren Einfluss als die Elektron-
Elektron-Wechselwirkungen. — jj-Kopplung.

Es soll aber noch bemerkt werden, dass keiner der beiden Grenzfille wirklich erfiillt wird.

Man kann allerdings die Quantenzahl J immer zur Charakterisierung der Zusténde benutzen, da J2 und
J -~ natiirlich auch fiir H sp = 0 mit H kommutieren.

In den oben eingefiihrten Termsymbolen gibt man J zusitzlich als Index an und schreibt:

25H Ly mit J=L+S,L+S—1,..,|L—S|

Fiir das Beispiel des C-Atoms liefert das die Zustinde

S A
I
|
I
I
|
I
I
l
1D :
A |
| I
| |
! i 260 kJ / mol
| |
| |
| I
| |
! l
' 122 kI / mol
1s22522p2 | \
| |
| I
! l
| ! 3
; | T
! L 10,5 kJ / mol
N
v 3:13‘;,,\/, ,,,,,,,,,, v 3Pl
" 0.2KkJ/mol
\ 3

0

Abbildung 5.7: Atomzusténde unter Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung beim C-Atom

3P S=1,L=1-J=210— 3P, 3P, P,
¢« 'D:S=0,L=2—-J=2- 1D,
¢ !18:8=0,L=0—-J=0— 15

Die 3 P-Zustinde haben unter Beriicksichtigung der Spin-Bahnkopplung nicht mehr alle dieselbe Ener-
gie, sondern man findet eine Aufspaltung, wie sie in Abbildung 5.7 dargestellt ist.

Die energetische Reihenfolge der Zustinde mit verschiedenen J 146t sich anhand folgender Regel ab-
schitzen:

3. Hund’sche Regel Fiir weniger (mehr) als halbgefiillte Schalen ist der Zustand mit dem kleinsten
(groBten) J energetisch am giinstigsten.

Nachtrag zum H-Atom

Auch beim H-Atom gibt es natiirlich einen (kleinen) Beitrag der Spin-Bahnkopplung zur Energie. Der
Grundzustand des H-Atoms ist der 1s-Zustand. Wegen [ = O und s = 1/2 ist das also ein 25, /2-Zustand.
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5.5 Atomzustinde - Drehimpulskopplung

Die niedrigsten angeregten Zustiande sind 2s und 2p, die im Falle des H-Atoms entartet sind.

Die 2s-Konfiguration ist ein 2.5, /s2-Zustand und fiir die 2p-Konfiguration erhélt man die Zustéinde 2p, /2
und 2P1 /2¢

Berticksichtigt man die Spin-Bahnkopplung, so erhilt man eine Aufspaltung der p-Zustinde. Allerdings
wird hierbei die 2s, 2p-Entartung nicht aufgehoben. Dies ist in Abbildung 5.8 dargestellt.

2p,
312 2ph

0,004 kl/mol

2p v

2s1pn 12

2 2
S

P

Abbildung 5.8: Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung beim H-Atom

Lamb-Shift Auf der Basis der Quantenelektrodynamik 146t sich ein Effekt untersuchen, der fiir die
Aufhebung der s, p-Entartung sorgt, der sogenannte Lamb-Shift. Die Aufspaltung zwischen 2.5} /2

und 2P, /2 ist fiir das H-Atom mit 0,0004 % allerdings sehr gering (zum Vergleich: Eys — Fr g =
984, 7551,

mol

Anhang: Details zur Kopplung von Drehimpulsen

Wir betrachten noch einige eher formale Details der Drehimpulskopplung.
Zuniichst betrachten wir die Kommutatoren von J2 und J, = J o T J » mit den entsprechenden Opera-
toren J1 , le und J2 ) JZQ. Man findet:

(7202 = [7208] = [ 2] = [1 ] =0 aver [20] 20 1 [24.] %0

Das heiBt: J2, .., j12, J2 kommutieren paarweise, aber nicht mit individuellen z- Komponenten .J,, und
J.,. Die GroBen J, M 31 und ]2 konnen also gleichzeitig scharf bestimmt werden.
Die Tatsache, dass J2, J., J1 , J2 alle kommutieren, bedeutet weiter, dass diese vier Operatoren gemein-
same Eigenzustinde haben, die wir mit
J1, J2; J, M)

bezeichnen. (Zur Erinnerung: [j 2 jzl] # 0 bedeutet, dass diese Operatoren keine gemeinsamen Eigen-
zustdnde haben, die Magnetquantenzahlen m1, mo der Einzelkomponenten kdnnen also nicht zusammen
mit J, M, 51, jo scharf bestimmt werden.)

Fazit Wir haben zwei Sitze kommutierender Observablen:

1. die ungekoppelte Darstellung:
T2, Joy I3, o ( Zustindes |1, ma; g2, ma))
2. die gekoppelte Darstellung:
J2, T, j12, j22, ( Zustinde: |71, j2; J, M))

Dabei ist in der ungekoppelten Darstellung mit |j1,m1; j2, mo) das Produkt |j1,m1)|j2, me) gemeint.
Da beide Darstellungen dasselbe physikalische System beschreiben, kann man die moglichen Werte von
J fiir gegebenes j; und jo bestimmen. In der ungekoppelten Darstellung gibt es

(21 +1)(2j2 + 1) = 251 + 252 + 1 + 4j1J2

93



5 Mehrelektronensysteme: Atome

Zustinde. Genauso viele Zustidnde miissen wir also in der gekoppelten Darstellung finden. Nimmt man
naiv an, dass gilt:
J =1+ j2
so erhilt man:
2J+1=2j1+2j2+1

Zustande. Hier ’fehlen’ also 47 jo Zustdnde. So einfach ist die Bestimmung von J also nicht.

Betrachten wir zunichst ein Beispiel: Wir untersuchen den aus Bahndrehimpuls und Spin resultierenden
Gesamtdrehimpuls eines p-Elektrons. In diesem Fall ist also:

si=1l=1 5 jo=s=

N | =

Die vier miteinander kommutierenden Operatoren sind ﬁz, L ., 82, 5,. Die Zustinde werden beschrieben
durch Yy ., - x(ms) = |l,m; s, m,) in der ungekoppelten Darstellung.

Man erhilt also (2j1 + 1) - (2j2 + 1) = 6 Zustdnde. Mit J = [ + s = 3 erhilt man 4 Zustinde, da
2J + 1 = 4 ist. Es fehlen also, vgl. oben, 4j1jo = 4-1-s =4-1- % = 2 Zustdnde. Diese beiden
fehlenden Zusténde miissen natiirlich auch Eigenzustiande zu J? und J, sein. Das bedeutet, es muss eine
Quantenzahl .J’ geben mit 2J" + 1 = 2. Das ist fiir J' = 3 erfiillt. Das bedeutet zusammengefasst: sind
zwei Drehimpulse mit j; = 1 und j2 = % gegeben, so findet man J = % , % Das ist vollig analog zu
unserer Betrachtung von 2 p-Elektronen weiter oben, wo wir L = 2, 1, 0 gefunden haben.

Eine systematische Methode zur Herleitung der Clebsch-Gordan-Reihe geht folgendermallen vor:
Zunichst stellt man fest, dass J > j; + jo nicht moglich ist, weil:

Moz = M1 maz + M2,maz = J1+ 72

Der maximale Wert fiir .J ist also:
J=j+7j2
mit M =—J,—J+1,...,J — 1,J und dem maximalen M: M,,q, = j1 +j2 (m1 = ji;m2 = j2).
(Fiir ein p-Elektron wire z.B. M4, = % und m = 1;mg = %.)
Zum M-Wert M = j; + jo — 1 gibt es allerdings zwei mogliche Zustinde, ndmlich (M = my + m2):

my = J1 , mg =jg2—1

my=j1—1, mg=jo

(Fiir unser p-Elektron sind das die Zustdnde mit m = 1,mgs = —Lund m = 0,ms = %, die beide
M = 1 liefern.)

Einer dieser Zustiande gehort zu den 2J + 1 Zustidnden mit J = j; + j2, die wir schon betrachtet haben.
Der andere gehort notwendig zu J = j; + jo — 1 und ist fiir dieses J derjenige mit dem groftmdoglichen
Wert fiir M. Allerdings kdnnen wir nicht angeben, welcher Zustand zu J = j; + j2 und welcher zu
J = j1 + j2 — 1 gehort. Das liegt daran, dass man in der gekoppelten Darstellung die Werte fiir m; und
msy nicht bestimmen kann.

(Fiir das p-Elektron gehort also ein Zustand mit M = J zu J = 3(= ji + j») und einer zu J = (=
J1+Jg2—1)).

Genauso geht unser *Abzihlreim’ weiter:

Zu M = j; + jo — 2 gibt es drei Moglichkeiten:

mi = j1 , Mo = jo2 —2
mo =j1—2, mg =72

mi=j1—1, mya=js—1
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5.5 Atomzustinde - Drehimpulskopplung

Davon gehort ein Zustand zu J = j; + j2 und einer zu J = j; + jo — 1. Also gibt es notwendig auch die
Quantenzahl J = j; + j2 — 2 und der dritte Zustand mit M = j; + j2 — 2 ist derjenige mit dem groBten
Wert fiir M zu diesem J.
Diese Vorgehensweise kann man weiter durchfiihren. Als nédchstes kime dann M = j; + jo — 3, etc..
Man stellt fest, dass das Verfahren bei

J =1 — Jja
abbricht.
Das Resultat dieser Uberlegung ist die Clebsch-Gordan-Reihe

J=g1+ 2,51 +J2— 1, ..., |51 — jol (5.24)

Diese Art der Drehimpulskopplung kann leicht auf mehrere Drehimpulse ausgedehnt werden.
Will man beispielsweise drei Drehimpulse fl, Jo und jg koppeln, so koppelt man zunichst zwei davon,

beispielsweise J1 und J5, und dann das Resultat mit dem dritten Drehimpuls (J5). Die Reihenfolge der
Kopplung ist dabei beliebig.
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6 Naherungsverfahren in der
Quantenmechanik

Fiir die meisten realistischen Systeme kann die Schrodinger-Gleichung nicht exakt gelost werden. Man
ist deshalb auf Niherungsverfahren zur Behandlung solcher Probleme angewiesen. Die beiden wich-
tigsten Nahrungsverfahren in der Quantenmechanik sind das Variationsverfahren und die Storungstheo-
rie. Beide Verfahren werden hiaufig verwendet und wir werden uns in diesem Kapitel eingehender mit
beiden Ansitzen beschiftigen. Dabei beschrinken wir uns auf die fiir unsere Anwendungen wesentli-
chen Aspekte. Insbesondere betrachten wir hier ausschlieBlich Naherungsldsungen der zeitunabhiingigen
Schrédinger-Gleichung.

6.1 Das Variationsverfahren

Die Idee, die dem Variationsverfahren zugrunde liegt, kann man folgendermaflen charakterisieren. Man
versucht die Schrodinger-Gleichung zu 16sen, indem man einen verniinftigen Ansatz fiir eine Naherungs-
wellenfunktion macht und diese dann optimiert. Das Verfahren beruht auf dem

Variationsprinzip Sei ¥ eine Niherungsfunktion, die alle Bedingungen an eine Wellenfunktion
erfiillt, dann ist: o
- V| H|W

= \UHY) .1)
(Vo)

eine obere Grenze fiir den exakten Energiewert des Grundzustandes Ejy, d.h. Ey < E.

Der Beweis nutzt die Entwicklung von ¥ nach den Eigenfunktionen von H und wir gehen hier nicht
weiter darauf ein.
In Gleichung (6.1) ist nicht notwendig, dass <\Tf|\if> = 1 gilt. Aber selbstverstindlich muss ¥ normierbar
sein, (¥|¥) < oo,

Wichtige Konsequenzen des Variationsprinzips sind:
e FE ist ein MaB fiir die Giite der gewiihlten W- Funktion
e Die beste Funktion ¥ liefert das niedrigste E
e Die exakte Wellenfunktion ¥ liefert die Grundzustandsenergie Fjy

Das Variationsprinzip erlaubt es, ein systematisches Verfahren zu entwickeln, das zur Bestimmung einer
“optimalen’ Ndherungsfunktion genutzt werden kann.

Variationsverfahren Die systematische Bestimmung von Niherungsfunktionen ¥ basierend auf dem
Variationsprinzip wird wie folgt durchgefiihrt:
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6 Néiherungsverfahren in der Quantenmechanik

1. Man gibt einen Satz von Ndherungsfunktionen U vor, iiblicherweise durch Parameter o, 3, ...
parametrisiert:

U(a, S, ...)
Diese Parameter werden dann variiert.
2. Man bestimmt die beste Nidherungsfunktion durch Minimierung von E, d.h. man berechnet:

und bestimmt das Minimum:

0E(a, 3,...)
Ooa N

Auf diese Weise erhilt man die optimalen Parameter «, /3, ... und somit die beste Niherungsfunktion mit
der vorgegebenen Parametrisierung.

Das Verfahren soll am Modell des harmonischen Oszillators erldutert werden:

Der Hamiltonoperator lautet
- R d? mw? k
H=———— 4+ —2* it =4/—
2m dx? + g ©oombw m

Als Niherungsfunktion wihlen wir B )

VU(a)=e*"
Diese Funktion ist noch nicht normiert, aber wegen (¥ (/)| ¥(a)) = g fiir « # 0 normierbar. Fiir den
Erwartungswert von H haben wir:

Oodxeazxz( h? iQ mw2x2> o—a’a? V2T

- 16ma

_ A2 2 92
2mda:2+ 5 (4h°a™ + m w*)

3

(B () [ ¥ () = /

—0o0
Daraus folgt:
- 4R*at + mPw?

E(a) =

Um das Minimum zu bestimmen, brauchen wir:

8Sma?

OF ARt — mPw?
oa dma3

Die Forderung % = 0 liefert 4h%af — m*w? = 0.

Also gilt:

1 ~ 1
4h2ay = m?w? ~ ol = - —— unddamit E(ap) = ihw

Das ist gerade die exakte Grundzustandsenergie. Fiir die Ndherungsfunktion findet man

¥ = Ne /2 mit q= ,/%x

Setzt man den Wert o2 = 2 in die Ndherungsfunktion ein und nomiert sie, so findet man gerade ¥o(x),
die exakte Wellenfunktion des Grundzustandes.

In diesem Beispiel ist verstdndlich, dal man gerade die exakte Wellenfunktion findet, weil wir eine Nihe-
rungsfunktion mit der richtigen Form (Gau3-Kurve) vorgegeben haben und ’nur noch’ die richtige Breite
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finden mussten. Jede Funktion mit einer anderen Form wird eine hohere Energie liefern.

Eine spezielle Wahl von Niaherungsfunktionen besteht in einer Linearkombination aus fest vorgegebenen
Funktionen W;, 7 = 1, - - - n, bei der dann die Gewichte der einzelnen ¥; in der Linearkombination opti-
miert werden. Diese Vorgehensweise wird oftmals bei der Bestimmung von Molekiilorbitalen angewen-
det, wo man eine Linearkombination von Atomorbitalen wihlt. Man bezeichnet diese Vorgehensweise
als

Lineares Variationsverfahren (Rayleigh-Ritz-Verfahren) Das Lineare Variationsverfahren
geht vom Ansatz:

U=c1V; +c¥y+..+c, ¥, (6.2)

aus, wobei
\1117 \1127 cey \I/n

fest vorgegebene Funktionen und die
Cl? 627 A cn

lineare Variationsparameter sind. Optimale Werte fiir die cy, ..., ¢;, erhilt man durch Minimie-
rung: . B

oF oF

— =0, =—=0, ..
661 362

Der einfachste Ansatz fiir ein lineares Variationsverfahren besteht in der Wahl von lediglich 2 Funktio-
nen, .
W) =calVa) + cp|Un) (6.3)

In den folgenden Rechnungen werden wir auerdem ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass die Funktionen ¥ 4 und V¥ g reelle Funktionen sind.

Beispiele fiir Zweizustandsmodelle sind:

e Ein Elektron in einem externen Magnetfeld:
H=—[i-B=—~5(5,B, + S,B, + S.B.)

wobei g das gyromagnetische Verhiltnis ist (s. Kapitel 5). Wir wissen, dass die Spinzusténde
la) und |B) Eigenzustinde von S, und 52 sind, nicht aber von S, oder Sy. In diesem Beispiel
entspricht der Ansatz (V) = c,|a) + cg|3) gerade der Entwicklung der Wellenfunktion in der
vollstindigen Basis der Eigenzustinde von S, (die ja gerade aus den beiden Zustinden |«) und
|3) besteht).

e Das einfachste Modell zur Bestimmung der Molekiilorbitale (MO’s) eines H;—Molekﬁlions oder
eines Ha-Molekiils. Hier wéhlt man sinnvollerweise fiir die beiden Atomorbitale (AQO’s) jeweils
an den Kernen zentrierte 1s-Funktionen, also W4 = Wi4(r4) und U5 = Uy4(rp) (A und B be-
zeichnen die Kerne). Dieser Ansatz wird als LCAO-Ansatz (linear combination of atomic orbitals)
bezeichnet. Darunter versteht man allgemein die Darstellung der MO’s als Linearkombination von
AOQO’s. Das bedeutet, dass die AO’s eine (unvollstindige) Basis zur Darstellung der MO’s bilden.
Wir werden im néchsten Kapitel darauf noch genauer eingehen.
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6 Néiherungsverfahren in der Quantenmechanik

Wir betrachten nun den einfachen Ansatz in G1.(6.3) etwas genauer und bestimmen die linearen Variations-
parameter c4 und cg. Fiir die Durchfiihrung des Verfahrens bendtigen wir den Erwartungswert

Bleacp) = (AW + cpVUp|H|caT 4 + cp¥p)
4B (cAVA+cpUplca¥a+ cp¥p)

6.4)

mit c4,cp € R. o
Wir beginnen mit der Berechnung von (¥|W):

(VW) = (caVa+cp¥plcaVa + cp¥p)
= A (WalWa) + cB(VB|VE) + cacs ((Pa|Vp) + (V5|Pa))
=ch-1+ch-1+cacg-2(Va|¥p)

also:

(U0) = ¢ + ¢ + 2cacp (T 4|V R)
(hier wurde ausgenutzt, dass (U 4|Up) = (Vp|V4), weil U4, ¥ reell sind.)
Es ist wichtig zu beachten, dass im Allgemeinen (U 4|¥ ) # 0 gilt, da die Funktionen nicht orthogo-
nal sein miissen. Im Fall der LCAO-Methode gibt dieses Integral gerade den Uberlapp der Funktionen
an. Hier wollen wir aber zunichst die allgemeine Vorgehensweise erldutern und nehmen deshalb der
Einfachheit halber an, dass

(Ua|¥B)=0

gilt. Wir werden diese Annahme im folgenden Kapitel fallen lassen.

Fiir (¥| H|¥) erhalten wir nacheinander:

(U|H|T) = (cAUA + cpUp|H|caU 4 + cpUp)
= AU HWa) + B (g H W) + cacy ((WalH[ W) + (Wp| AW 1))

Wir schreiben abkiirzend
Hupp = (V4|H|W,) und Hpp= (Ug|H|Up)

Diese Integrale geben die Energie des Systems im jeweiligen Zustand an. Man beachte jedoch, dass
es nicht die wahren Energie-Eigenwerte von H sind, weil die U4 und U5 ja keine Eigenzustinde von
H sind. (Wiren sie Eigenzustinde, so hitte man die Schrodinger-Gleichung geldst und miisste kein
Variationsverfahren anwenden.)

Die Wechselwirkungen zwischen den Zustidnden ¥ 4 und W p werden durch

Hup = (U4 |H|Ug)

beschrieben. Da der Hamiltonoperator hermitesch ist (und W 4, ¥ g reell sind) gilt Hag = Hpa.
Wir erhalten somit fiir den Erwartungswert (6.4)

A Haa + chHpp + 2cacgHap

E:
2 2
cy tcp

Nun bestimmen wir das Minimum durch partielles Differenzieren. Dazu schreibt man E = %, wobel
u, v als Funktionen von ¢4 aufgefasst werden. Das liefert die Ableitung:
OF  dv—vu !

3 = 5 :——EU— mit v« =2caHaa+2cgHap und v =2cy
caA v v v
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Als Ergebnis findet man: 3
oFE o QCAHAA+QCBHAB E QCA

= 2 2 2 2
Ocy cy +cp 4 +cp

Die Berechnung von 5= geht vollig analog. Allerdings muss man sie gar nicht durchfuhren weil

E(ca,cp) = E(CB, CA) Also erhélt man gc—i aus gTE’ indem man im Ausdruck fur ™ E iiberall A

durch B ersetzt und umgekehrt.
aE = O und 8E = 0 ergeben das folgende Gleichungssystem:

ca(Han — E) +cgHap =0

2 6.5
CB(HBB—E)+CAHAB:0 ( )

Das sind also zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten c4 und cp. Ein solches Gleichungssystem
hat nichttriviale Losungen (d.h. c4, cg # 0), wenn die
Sidkulardeterminante

Haa—E  Hap ’ 6.6)

Hup Hpp — F

verschwindet, also gilt: . .
(Haa — E)(Hpp — E)— H35=0

Das ist eine quadratische Gleichung fiir £ mit den beiden Losungen

- 1 1
E=F = i(HAA‘l‘HBB)ii\/(HAA_HBB)2+4HiB

Mit diesen E-Werten erhélt man c4 und cp durch Einsetzen in das Gleichungssystem (6.5).

Diese Vorgehensweise liefert also 2 Funktionen ¥ und ¥_. Da wir von zwei Funktionen gestartet sind,
ist das auch nicht weiter verwunderlich. Der Grundzustand ist dann der Zustand mit der niedrigeren
Energie und der andere Zustand représentiert einen angeregten Zustand des Systems.

Fiihrt man das lineare Variationsverfahren mit einer gro3eren Anzahl an Funktionen durch so erhélt man
eine entsprechend hoher-dimensionales lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten
und man kann die Losung nur in seltenen Féllen analytisch angeben. Die grundlegende Vorgehensweise
ist allerdings identisch zu der hier durchgeiihrten Rechnung.

6.2 Zeitunabhangige Storungstheorie

Wihrend man in der Variationsrechnung versucht, die Wellenfunktion zu optimieren und so die bestmdgli
chen Resultate fiir ein Problem, dessen Schrodinger-Gleichung nicht analytisch gelost werden kann, zu
erhalten, geht man bei Storungsrechnung anders vor. Hier wird der Hamiltonoperators aufgespalten in
einen Term Hj und einen 'Rest’ Hi, der klein ist. Die Schrédinger-Gleichung fiir Hy wird dabei als
exakt 16sbar vorausgesetzt. Die Aufspaltung des Hamiltonoperators

H = Hy+ H, (6.7)
macht nur dann Sinn, wenn H; nur einen sehr kleinen Einfluss auf die Energieeigenwerte und Eigen-

zustiande von flo hat.

Als ein Beispiel fiir Probleme, bei dem eine solche Aufspaltung des Hamiltonoperators vorgenommen
werden kann und das storungstheoretisch behandelt werden kann, betrachten wir nochmal das oben schon
besprochene Modell eines Elektons in einem Magnetfeld. Wenn wir annehmen, dass wir ein starkes
Magnetfeld in z-Richtung und ein kleines in x-Richtung anlegen, B, > B, B, = 0, gilt:

I:I = H@ + Hl mit ﬁo = _'YSS’sz und ﬁl = —’)/ngBI
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6 Néiherungsverfahren in der Quantenmechanik

Die Spinzustinde |o) und |3) sind Eigenzustinde von Hy, aber nicht von Hj. In der Stérungsrechnung
wird der Einflu von H; auf die Eigenzustinde und Eigenwerte von H niherungsweise berechnet.

Allgemeiner gehen wir davon aus, dass wir den Hamiltonoperator H aufteilen konnen in einen un-
gestorten Operator Hy und einen Term, der die Storung beschreibt (AH1):

H = Hy + \H;. (6.8)

Dabei ist A ein reeller Parameter, der ’klein’ ist und nur dazu benutzt wird, um daran zu ’erinnern’. Im
ESR Beispiel wiirde man beispielsweise das Verhiltnis (B, /B,) dafiir wihlen.

Wir betrachten nun zunichst wieder ein Modell aus zwei Zustinden |a) und |b) mit
Hola) = E@|a) und  Holb) = E”b)

wobei wir annehmen, dass E,(ZO) > EISO) gilt, die Niveaus also insbesondere nicht entartet sind. Wir wollen

die Schrodinger-Gleichung H|¥) = E|¥) l6sen. Dazu machen wir folgenden Ansatz: Wir entwickeln
|¥) in der Basis {|a) , |b)} und bestimmen die Koeefizienten:

W) = cala) + cp|b)

Das Verfahren erinnert (zu Recht) stark an unser Vorgehen beim linearen Variationsverfahren. Um die
Koefizienten ¢, und ¢, zu bestimmen, betrachten wir folgende Matrixelemente:

(al H|W) = co(a| H|a) + cy{al H|b)
= E|V) = E (ca{ala) + cr{alb))
= Fe,

wobei die letzte Zeile gilt, weil wir die Zustinde als orthogonal und normiert annehmen. Vollig analog
ergibt sich (b|H|¥) = ¢, (b|H|a) + cb<b|H|b) Ecy,.

Mit den Abkiirzungen H,, = (z|H|y) = (y|H|z)* fiir z,y = a,b erhilt man folgendes (bekanntes)
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten:

Ca<Haa—E) + cpHyp = 0

6.9
caHy, + Cb(be*E) =0 ©69)

Aus der Sikulardeterminante erhalten wir vollig analog zu der Diskussion im Zusammenhang mit G1.(6.6)
die Energien:

1 1
E = Ex = o (Ho + Hy) £ §\/(H,m — Hyp)? + 4| Hyp)? (6.10)

Setzt man nun E. in das Gleichungssystem (6.9) ein, so erhilt man die Koeffizienten ¢ und c;)t und
somit die exakte Losung der Schrodinger-Gleichung H| W) = 4|0y ).

Nun betrachten wir die Matrixelemente etwas genauer:

(a|Hla) = (a|Ho + AH|a)
E + XNalHi|a)

(| H[b) = (b Ho + AH1[b)

0 .

= B + \(b|H,[b)

(a|H[b) = (a[Ho + AH1[b)
= AalHi[b)
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6.2 Zeitunabhingige Storungstheorie

Wir interessieren uns nun fiir die Ergebnisse fiir die Energien und die Koeffizienten, wenn wir A als
klein annehmen. Dazu betrachten wir zunéchst die Taylorentwicklung der Wurzel im Ausdruck fiir F,

GL.(6.10). Wegen (Hoo — Hy) = B — E” 4+ \((a|Hy|a) — (b Hy|b) und [Hop|? = A?|(a| Hy[b)|? hat
man dafiir die Form /(AE + D)2 + 4H2)2 und findet

2
V(AE 4+ D)2 +4H2)2 = AE+ D - /\+%-A2+--~

Somit kann man auch fiir die Energien schreiben:
E+(\) = EP + ED A+ EP N2 4

und es ergibt sich (fiir E,SO) > E((lb)):

0 0 0 0
(]13)(+):EL(1) ; (E(—)ZEzS)
E\’ = (a|Hila) ; E’ = (b|Hi|b) 6.11)
E(2) _ lalmp)P . p(2) _ el
+ T EO_g@ b = T g0_go

Wenn man diese Ausdriicke im Gleichungssystem (6.9) fiir F einsetzt, so erhiilt man in der Ordnung \°:
¢f =1,¢f =0undc =0, ¢f = 1. Das bedeutet, fiir A = 0 findet man gerade die "ungestdrten’
Zustinde wieder: |, ) = |a), |[¥_) = |b). In linearer Ordnung, \', ergibt sich

_ .+ _ _(bHila)
k=0 A lirio
) EY —E4(0) 6.12)
o = (a|H1|b) . C+ =0
o T EO_g® ° y =

Diese Ergebnisse fiir ein Zweizustandsmodell kann man recht leicht auf den allgmeinen Fall erweitern.
Wir gehen jetzt von einem ungestorten Problem der Form

Holm) = E

aus, wobei die Zustinde {|m)} ein VONS bilden (3, |m)(m| = 1) und wollen die Schrédinger-
Gleichung A

H|Wp) = En|¥m)
mit H = Hy + A\H; losen.
Auch in diesem allgemeinen Fall entwickelt man die Energien und die Zustinde als Funktion des Pa-
rameters A und die formale Herleitung findet sich im Anhang zu diesem Kapitel. Wir haben folgende
Ersetzungen vorzunehmen:

e EY_EY
o EY — ED = (m|H|m)
2 2
@), @ _ [{n| Hilm)|”
° Ei —>Em - g)E,(lo)—qu?)

Im letzten Fall fiir die Energie in zweiter Ordnung tritt hier eine Summe iiber alle anderen Zustinde auf,
die fiir zwei Zustdnde natiirlich nur einen Term enthilt.
Vollig analog erhilt man fiir die Zustandsvektoren, vgl. G1.(6.12):

H
o =+ 5 I
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6 Néiherungsverfahren in der Quantenmechanik

Diese allgemeinen Ausdriicke fiir die Energieeigenwerte und die Eigenzustidnde kann man jetzt auf kon-
krete Fille, wie unser ’ESR’-Beispiel von oben, anwenden.

Zu beachten ist in jedem Fall, dass das Verfahren nichts iiber die Qualitédt der Storungsrechnung aussagt.
Generell 146t sich lediglich sagen, dass eine Anwendung der Storungsrechnung nur sinnvoll ist, wenn
man iiberpriifen kann, dass der Stéroperator nur einen kleinen Einflu} auf die ungestorten Energien hat.

AbschlieBend betrachten wir noch ein Beispiel fiir die Stdrungsrechnung, das wichtig fiir die Schwin-
gungsspektroskopie ist: Wir untersuchen einen harmonischen Oszillator im elektrischen Feld.
Fiir die elektrische Energie dieses Feldes gilt:

H =—ji-E (6.13)

mit dem elektrischen Dipolmoment i, das durch
A= Z QiR
i

gegeben ist, wobei (); die Ladung und R; der Ort der Teilchen sind. Konkret betrachten wir ein HCI-
Molekiil, dessen Cl-Atom als raumfest betrachtet wird und dessen H-Atom in z-Richtung schwinge. Fiir
dieses Beispiel ist:

p=Qz
Damit ist ji - E = QzE,. Die Storung ist also gegeben durch Hy = —ex mite = QE, und fiir die
Berechnung der Energiekorrekturen und der Wellenfunktionen werden die Matrixelemente

(U |Hi|0y) = —e( W, |2| V)

benotigt.
Fiir diese findet man unter Ausnutzung der Eigenschaften der Hermitepolynome: (0,11 |H;|®¥,) # 0
und (¥, |H;|¥,) = 0. Letzteres bedeutet, dass es keine Energieverschiebung in erster Ordnung Storungs-

rechnung gibt, E,El) = 0, und man erst in zweiter Ordnung Korrekturen zu den Energien findet.

Man sieht an den Matrixelementen, dass A nur einen EinfluB hat, wenn sich die Schwingungsquanten-
zahl um eins #ndert, v — v = Av = %1. In der Spektroskopie bezeichnet man die Angabe der not-
wendigen Anderungen von Quantenzahlen als Auswahlregeln. Allerdings wird hier dem System Energie
in Form von Strahlung zugefiihrt, was durch die Zeitabhingigkeit des elektrischen Feldes der Strahlung
geschieht. Normalerweise ist die Stérung dann von der Form H, (t) = —ji - E cos(wt). Will man diesen
Fall untersuchen, muss man sich allerdings mit der zeitabhdngigen Storungstheorie beschéftigen, wie
man es in der Theorie der Spektroskopie allgemein tut.

Anhang: Formale Behandlung der zeitunabhangigen Stérungstheorie

Das ungestorte Problem ist definiert durch:

Holpm) = EQ|om) (6.14)

mit den Quantenzahlen m = 0,1,2, ..., die die Zustinde nummerieren. Das heil}t, dass m = 0 der
Grundzustand mit den entsprechenden Quantenzahlen ist und m = 1 der erste angeregte Zustand usw..
Da es keine Entartung geben soll, sind alle E,(,g) verschieden. Die |¢,,) sind als Eigenzustdnde eines

hermiteschen Operators orthogonal:

1 firn=m

(Onlem) = Onm = { 0 firn#m (6.15)
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6.2 Zeitunabhingige Storungstheorie

und vollstandig:

1= len){(enl (6.16)
n
Die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung des vollstindigen Problems ist gegeben durch:
H|9,,,) = By |¥,) (6.17)
Wir entwickeln nun sowohl die Energien E,, als auch die Eigenzustinde |¥,,,) in Potenzen von A:

Ep=EY + 2 EY + N2E@ + ..
W) = [UQ) + MTO)) + = [om) + AT + ..

Dies setzen wir in die Schrodinger-Gleichung ein, multiplizieren aus und sortieren nach Potenzen von A,
A'n=0,1,2,..:

(8o -+ M) (Ipm) + M) + ) = (BED +AED +..) (Iom) + A TD) +..)
Ausmultiplizieren liefert:
Holom) + AHilom) + AHo|U)) + O (V) = ER lom) + AES |om) + AEQ ) + 0 (X?)
was wir umschreiben konnen zu:
X (Ho = B [em) + A (Hilm) + Hol W) = EQ o) = ER[ED)) +.. =0 (618)
mit A\’ = 1. Aus Gleichung (6.14), d.h. fiir den Fall der ungestorten Zustinde, folgt:
X0 (Ho— EQ) o) =0 oder  Holgpm) = EOlpm)

Analog miissen auch alle Terme der Ordnung AL A2, usw. einzeln verschwinden, da Gleichung (6.18) nur
erfiillt werden kann, wenn die einzelnen Koeffizienten in den gegebenen Potenzen von A verschwinden
(der Trivialfall A = 0 ist keine sinnvolle Losung). Den in A\ linearen Term (ﬁ 1)om) + lﬁ_[0|\1,7(7})> -
EV o) — B[y = 0) schreiben wir in der Form:

(o~ BQ) 19) = (B — i) [om) (6.19)

Um bei der Bestimmung von ESY und ]\Il,(}z)> weiterzukommen, nutzen wir die Tatsache, dass die |@;,)
eine vollstindige Basis bilden und entwickeln \\I&(}Z)> in dieser Basis:

WD) =3 1o (@al UD) =3 amlon)  mit e = (gl TD) = / drot - vl (620)

n

Einsetzen von Gleichung (6.20) in Gleichung (6.19) ergibt:

(Fro = ED) " enmlion) = (B = 1) o)

n

und unter Ausnutzung von (6.18) ( d.h. Ho|p,,) = g lon))

> enm (EL = B lon) = (EW = 1) )

n
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6 Néiherungsverfahren in der Quantenmechanik

’Anmultiplizieren’ von (| von links liefert fiir die linke Seite dieser Gleichung:
> com (B = ED) (enlen) = 3 enm (B = ED) b = cim (B — EY)
n n

und fiir die rechte Seite:
(orl (B = B1) lom) = EQ (orlom) — (orl i lpm) = ED S — (il B liom)

Es folgt also:

cham (L = BD) = EDdm — (ol Hilom)

‘Wir haben nun zwei Fille zu unterscheiden:

1. k=m:
0=EY — (om|Hilom)

- Er(r}) = <80m|1{[1|90m>

2. k#m
ehm (B = BW) = ~(orl Hiliom)

{ox| Hilom)
EY) - EY

— Ck,m =

Analog findet man mit Hilfe der Terme, die proportional zu \? sind:

2 _ X~ NenlHilom)|”
B =% i

n#m

Man kann auch die hoheren Korrekturen fiir die Wellenfunktionen, |\IJ$,3)) etc. angeben.
Die Ausdriicke werden allerdings immer komplexer.

Wir fassen also zusammen:

E. = EY + Bl + By +
— B+ (emlflilom) o+ Do, lilel? o

v, = w9y o 1Ty +

) = Jom) + L Llilemd iy

n#m Ey(r?)—Er(w,O)
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6.2 Zeitunabhingige Storungstheorie

Storung eines entarteten Niveaus

Die Anwendung der Storungstheorie wird im Falle eines entarteten Niveaus schwieriger und wir werden
auf eine allgemeine Behandlung verzichten. Wir halten fest, dass man im Falle eines entarteten Niveaus
im Allgemeinen anders vorgehen muss als bei der Entwicklung der Storungsrechnung im nicht-entarteten
Fall.

Wir betrachten aber noch einen wichtigen Spezialfall der Stérungsrechnung entarteter Niveaus. Dieser
Spezialfall ist charakterisiert durch

[Ho,ﬁl] —0 6.21)

Das bedeutet, Hy und H; haben gemeinsame Eigenzustinde, die wir mit \@(ﬁ)), r=1,2,..., k bezeich-
nen, d.h.:
HoloMy = BTy mit r=1,2,....k (6.22)

Wir betrachten also ein k-fach entartetes Niveau.
Da die |<p7(7:)> auch Eigenzustinde von H; sind, gilt:

HilpMy =M@y mit r=1,2,... k (6.23)

Allerdings ist nicht gesagt, dass die 5%) fiir verschieden r den gleichen Wert haben. Sie kénnen also auch

alle unterschiedlich sein. Es konnen auch manche gleich grof3 und andere voneinander verschieden sein.
Dariiber kann man allgemein keine Aussage machen.

Als letzte wichtige Tatsache halten wir fest, dass fiir orthogonal gewihlte |cp$;)>, d.h. ((pﬁi) |gp§,7;)> = s s
gilt: <g0$§) |H lycp(mr)> = 0, falls s # r. Das ist natiirlich lediglich eine Konsequenz der Tatsache, dass die
|<p7(f;)> gemeinsame Eigenzustinde von Hq und H, sind, vgl. auch Gleichung (6.23).

Als Fazit halten wir fest:

Im Falle eines entarteten Niveaus kann eine Stérung, die mit H, kommutiert, diese Entartung teilweise
oder ganz autheben (muss es aber nicht notwendig).

107



6 Néiherungsverfahren in der Quantenmechanik

108



7 Molekule, chemische Bindungen

In diesem Kapitel behandeln wir die Ansitze, die zur Losung der Schrodinger-Gleichung fiir Molekiile
verwendet werden. Als Beispiel dient uns hierbei das in Abbildung 7.1 dargestellte Molekiil. Dieses
bestehe aus zwei Kernen (A, B) und zwei Elektronen (1, 2). Der Hamiltonoperator fiir das Modell lautet:

- P n P3 i P n Ph Zac®  Zae®  Zpe®  Zpe® 1)
2me 2me  2My 2Mp  4megran 4mer A2 dmegrpy dmegrps ’
Te Tk Vke
e? ZaZpe?

471'607’12 47T80RAB
N Y
Vee ka

Dabei ist 7, der Operator der kinetischen Energie der Elektronen, Ty derjenige der Kerne und die Cou-
lombwechselwirkung zwischen den verschiedenen Teilchen sind mit Vi, Vee und Vi abgekiirzt. Die

1

2

Abbildung 7.1: Zweiatomiges Molekiil; Kernmassen M 4, M und Kernladungszahlen Z4, Zp

entsprechende Schrodinger-Gleichung, HY = E¥, kann ohne Niherungen nicht analytisch gelost wer-
den. Im Folgenden soll daher die iibliche Niherung, die (fast) allen Berechnungen der elektronischen
Struktur von Molekiilen (aber auch von Festkorpern etc.) zugrunde liegt, diskutiert werden.

7.1 Born-Oppenheimer-Naherung

Aus der Tatsache, dass die Masse der Kerne sehr viel groBler als diejenige der Elektronen ist (1M proton, ~
2000 - m.), kann man folgern, dass sich Elektronen sehr viel schneller als die Kerne bewegen. Die Kerne
konnen also als sehr langsam (im Vergleich zu den Elektronen) oder ruhend angenommen werden. Das
bedeutet, dass man den Kernen aus ’Sicht der Elektronen’ keinen Impuls oder eine verschwindende
kinetische Energie zuordnet:

(Tk) =0
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7 Molekiile, chemische Bindungen

Ferner hingt Vi nicht von den Elektronenkoordinaten ab, ist also beziiglich der Elektronen lediglich
eine Konstante und trigt zur elektronischen Energie nur einen konstanten Beitrag bei. Deshalb braucht
man fiir die Elektronenbewegung nur den folgenden sogenannten elektronischen Hamiltonoperator zu
betrachten:

A~ ~ A~ A

Hy =Te + Vie + Vee (7.2)

Die entsprechende Schrodinger-Gleichung

~

Hellllel = Eel‘l}el (73)

wird als elektronische Schrodinger-Gleichung bezeichnet. Es besteht allerdings eine parametrische

[ o H, Ry
A B

N\
® ® H Ry
A B

Abbildung 7.2: unterschiedliche Kernabstinde korrespondieren zu verschiedenen Hamiltonoperatoren

Abhingigkeit aller in der elektronischen Schrédinger-Gleichung auftretenden Groflen von den Kern-
positionen. Fiir verschiedene Kernkonfigurationen, in diesem Fall verschiedene Abstinde R; und Ra,
resultieren verschiedene Schrédinger-Gleichungen (s. Abbildung 7.2).

Allgemeiner schreibt man abkiirzend { R} fiir den Satz {E4, Rg, Rc, ...} aller Kernkoordinaten eines
Molekiils und genauso {r} fiir den Satz {77, 7, 73, ... } aller Elektronenkoordinaten des Molekiils. Somit
héngt H., parametrisch von { R} ab, H, = f[el({R}), weil V. von den Kernkoordinaten abhéngt.
Analog hiingt die elektronische Wellenfunktion W,; natiirlich einerseits von den Elektronenkoordinaten
ab, aber andererseits auch parametrisch von { R} : U, = U,({r}; {R}). ¥, ist also eine Funktion von
{r} und héngt parametrisch von { R} ab.

Als Konsequenz ist natiirlich auch E,; = E.({R}).

Fiir jede Kernkonfiguration { R} hat man also einen anderen elektronischen Hamiltonoperator und somit
eine andere Wellenfunktion W.;({r}; { R}) und eine andere elektronische Energie E.;({ R}). Das bedeu-
tet auch, dass man fiir jede Konfiguration { R} die jeweilige elektronische Schrodinger-Gleichung erneut
16sen muss.

Betrachten wir nun die Kerne: Sie sind langsam im Vergleich zu den Elektronen. Daher ’sehen’ sie nur
ein iiber die schnelle Elektronenbewegung gemitteltes Feld, das gerade durch die elektronische Energie
E.({R}) gegeben ist.

Der Hamiltonoperator fiir die Kernbewegung ergibt sich aus der kinetischen Energie der Kerne und
einem effektiven Potential Vj,({R}). Letzteres besteht aus der Kern-Kern-AbstoBung Vj; und der elek-
tronischen Energie E;({ R}) fiir die jeweilige Kernkonfiguration { R}:

Hy, = Tj, + Vi + Eq({RY) = Ty, + Vi({R}) (7.4)

Die Schrodinger-Gleichung fiir die Kernkoordinaten ist dann

AV, ({R}) = BV, ({R}) (7.5)

wobei die Kernwellenfunktion ¥, eine Funktion der Kernkoordinaten { R} und E die Gesamtenergie
des Molekiils ist.
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7.1 Born-Oppenheimer-Nidherung

Die Tatsache, dass W ({R}) unabhingig von {r} ist, ist anschaulich klar, weil ja iiber die Elektronenbe-
wegung schon gemittelt ist.

Die Gesamtwellenfunktion ist durch das Produkt

U({r} {R}Y) = Ya({r};{R}) - Ur({R}) (7.6)

gegeben. Man hat es also hier mit einer Separation der Elektronen- und der Kernbewegung zu tun. Diese
Separation gilt nur ndherungsweise und wird als Born-Oppenheimer-Niherung bezeichnet.
Die elektronische Schrodinger-Gleichung gibt uns Auskunft {iber:

o die elektronische Struktur bei vorgegebener Molekiilgeometrie
e die chemische Bindung
Die Schrodinger-Gleichung fiir die Kerne gibt uns Auskunft iiber:
o die Gesamtenergie des Molekiils
o die Translation des Molekiils
e Molekiilschwingungen
o die Rotation des Molekiils
e Details chemischer Reaktionen wie Ubergangszustinde etc.

Fiir ein zweiatomiges Molekiil hingt das (effektive) Potential nur vom Kernabstand ab und ist explizit
gegeben durch:

~ ZAZB€2
V(R) = Eg(R) + 2222,
(R) = Ba(R) + =0

In Abbildung 7.3 ist eine Potentialkurve fiir diesen Fall skizziert. Bei mehratomigen Molekiilen ergeben
sich Potentialhyperflichen, die sich nicht so einfach darstellen lassen.

\Y,

Abbildung 7.3: Potentialkurve fiir ein zweiatomiges Molekiil in Born-Oppenheimer-Nédherung
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7 Molekiile, chemische Bindungen

7.2 Das H;-Molekiilion

Nun soll ein H2+ -Ion betrachtet werden, s. Abbildung 7.4. Der Hamiltonoperator ist in diesem Fall gege-
ben durch:
H=T,+ T, + Vie + Vir (7.7)

Die entsprechende Schrodinger-Gleichung ist nicht exakt 16sbar. Das H2+ -Molekiilion ist das einfachste

A

Abbildung 7.4: Schematische Darstellung eines H -Molekiils

Molekiil, an dem die Natur der chemischen Bindung untersucht werden kann.
Fiir den elektronischen Hamiltonoperator in Born-Oppenheimer-Néiherung hat man

A2 2 2
p e e
o =— — — (7.8)
2m  Amegrap  4megrp
(m ist die Elektronenmasse) und somit fiir die elektronische Schrédinger-Gleichung:
I:Ielqjel = Eel\I/el (7.9)

wobei Eg; und ¥, parametrisch vom Kernabstand R abhidngen. AuBlerdem ist WU,; eine Funktion der
Elektron-Kernabstinde 74 und 7', V¢ (74, 75; R).

Die elektronische Schrodinger-Gleichung fiir das H2+ -Molekiilion kann exakt gelost werden. Daher hat
das H -Molekiilion in der theoretischen Behandlung von (zweiatomigen) Molekiilen eine dhnliche Be-
deutung wie das H-Atom fiir die Beschreibung komplexer Atome.

Das Fazit hieraus miisste lauten: Die exakte Losung fiir das HJ -Molekiilion hilft bei der Formulierung
der Losung der elektronischen Schrodinger-Gleichung fiir komplexe Molekiile. Allerdings hat die exakte
Losung der elektronischen Schrédinger-Gleichung einige Nachteile:

e sie wird in sogenannten elliptischen Koordinaten formuliert
e sie ist duBerst unanschaulich
e sie ist nicht verallgemeinerbar (auf mehr als zweiatomige Molekiile)

Diese Eigenschaften machen es uns unmoglich, wie beim H-Atom vorzugehen, d.h. die aus der exak-
ten Losung gewonnenen Erkenntnisse auf andere (mehratomige) Molekiile zu iibertragen. Wir werden
daher nun Ndherungslosungen der elektronischen Schrodinger-Gleichung betrachten, obwohl die exakte
Losung als Referenz durchaus wichtig ist.

Welche Eigenschaften sollte nun die Niherungslosung haben? Die Antwort ist einfach: Sie sollte zum
einen anschaulich, zum anderen verallgemeinerbar sein.

Da der Hamiltonoperator keinen "kleinen’ Beitrag enthélt, werden wir ein Variationsverfahren anwenden.
Wir werden jetzt, wie schon in Kap.6.1 angesprochen, ein lineares Variationsverfahren nutzen. Allgemein
geht man bei der Bestimmung von Molekiilorbitalen von einer Linearkombination von Atomorbitalen
(AOs) aus und variiert die Koeffizienten.
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7.2 Das Hj -Molekiilion

Wir wenden das lineare Variationsverfahren nun auf das H; -Molekiilion an und beschridnken uns dabei
auf den einfachsten moglichen Ansatz, ndmlich eine Linearkombination aus lediglich 2 AOs, wie schon
in GI. (6.3).

Zunichst stellt sich die Frage, was fiir Funktionen ¥ 4 und W g wir im Ansatz (6.3) benutzen wollen. Um
hierfiir sinnvolle Funktionen zu wihlen, betrachten wir zunédchst folgende Situationen:

1

TB
Eine sinnvolle Funktion wird in dieser Situation eine 1s-Funktion sein, die am Kern A zentriert

e Das Elektron befindet sich nahe am Kern A und damit weit von Kern B entfernt: ‘%‘ >>

ist: Uiga = Vis(7a)
e Das Elektron befindet sich nahe am Kern B und damit weit von Kern A entfernt: ‘%) >> i .
In diesem Fall ist folglich W15 p = W14(7R) eine verniinftige Wahl.
Diese Uberlegungen erlauben uns, als einfachsten Ansatz fiir die Niherungsfunktion ¥ in (6.3)
U =c U+ cp¥p=caVi,(A) + cpPis(B) (7.10)

zu wihlen. (Unter der Bezeichnung W14(A) verstehen wir natiirlich die H-Wellenfunktion Wy g o(74) =
R1,0(ra)Yo0(04,¢4).) Die Koeffizienten ¢4 und cp sind die linearen Variationsparameter, die wir be-
stimmen miissen.

Da VU eine Einelektronwellenfunktion fiir das betrachtete Molekiil darstellt, bezeichnet man diese Funk-
tion als Molekiilorbital (MO).

Dieser Ansatz wird als LCAQ-Ansatz (linear combination of atomic orbitals) bezeichnet.

Man versteht hierunter allgemein die Darstellung der MOs als Linearkombination von AOs. Das be-
deutet, dass die AOs eine (unvollstindige) Basis zur Darstellung der MOs bilden. Eine vollstindige
Basis beinhaltet alle Eigenfunktionen des Hamiltonoperators und somit unendlich viele Funktionen. In
unserem Beispiel benutzen wir ja sogar nur 2 Funktionen ¥ 4 und ¥ . Man kann sich leicht vorstel-
len, dass man bessere Ergebnisse bekommt, wenn man die AO-Basis vergroBert, also beispielsweise
Wos(74), Wos(7p) oder auch p-Funktionen beriicksichtigt. Das erhoht aber natiirlich auch die Zahl der
Variationsparameter. Fiir unsere Uberlegungen geniigen zuniichst einmal zwei Funktionen. Damit fiihren
wir nun das lineare Variationsverfahren durch, vgl. Kap.6.1.

Fiir die Durchfiihrung des Verfahrens bendtigen wir den Erwartungswert

E(C c5) = <CA\IJA+CB\I’B]1€I|CA\IJA+CB\I’B>
A B (caV A+ cpVUBlca¥ s+ cpUp)

(7.11)

mit c4,cp € R. o
Wir beginnen wieder mit der Berechnung von (¥|¥):

<\I/’\I/> = <CA\I/A + CB\IIB‘CA\I/A + CB\I/B>
= A (WalVa) + cB(VB|YE) + cacs ((Va|Up) + (¥5[TA))
=% -1+ c%-1+cacp-2(Va|TpR)
Also hat man: o
(B0 = 4 + % + 2cacpS

(hier wurde ausgenutzt, dass (U 4|V ) = (Up|W 4), weil ¥ 4, ¥ g reelle Funktionen sind.)
Wihrend wir in Kap.6.1 angenommen hatten dass ¥4 und ¥p orthogonal sind, haben wir hier das
sogenannte Uberlappungsintegral S eingefiihrt:

(WAl ) = / U (7)1 (F) = S a.12)
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7 Molekiile, chemische Bindungen

Wie aus Abbildung 7.5 zu ersehen ist, geht dieses fiir gro3e Kernabstinde gegen Null. Es gilt:

0<S<1 (7.13)

A B

A B

Uberlappungsintegral geht gegen null

Abbildung 7.5a: Hj -Molekiil: Skizze fiir (¥ 4| ¥ 3) bei groBem Atomabstand

."'lPA Py

A B
“nicht null

Abbildung 7.5b: HJ -Molekiil: Skizze fiir (¥ 4|¥ ) bei kleinem Atomabstand

Fiir (U| H|¥) findet man:
(U|H|T) = (caU4 + cpUp|H|caTA + cpTpB)

= WA ) + (W H W) + cacs ((WalHg) + (Wl H]W4))

Hierbei bezeichnet man
Hyp = (U4|H|W,) = /dﬂmﬁ% (7.14)

als Coulombintegral. H,, gibt die Energie des Elektrons im 1s-Orbital am Kern A an und es gilt
Ha4 < 0. Das Coulombintegral ist also negativ und fir Hpp = (¥ p|H|¥ p) ergibt sich dasselbe, da
fiir Hf aufgrund der Symmetrie von H gilt:

Haa = Hpp
Das Wechselwirkungsintegral ist wie im vorangegangenen Kapitel durch
Hap = Hpa = (Va|H|Tp) (7.15)

gegeben und wird als Resonanzintegral bezeichnet. Resonanzintegrale sind gewohnlich negativ, H4p <
0, und auBerdem klein im Vergleich mit den Coulombintegralen, |H | < |H 4.

(Da der Hamiltonoperator hermitesch ist und ¥ 4 und ¥ p reelle Funktionen sind, hat man auch hier
Hap = Hpa.)
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7.2 Das Hj -Molekiilion

Der Erwartungswert (7.11) ist also gegeben durch:

P (% +c%) Haa + 2cacgHap
0124 + CQB + 2cacBS

und das Minimum wird durch partielles Differenzieren bestimmt. Vollig analog zur Vorgehensweise in
Kap.6.1 findet man fiir die Ableitung nach c4:

OE _ 2caHaa+ 2cpHap 7 2ca + 2¢pS
dca 0344—023—1—2014035 ci+cQB+2cAcBS

Die Ableitung von E nach cp geht vollig analog und man kann sich die explizite Berechnung sparen,
indem man die Symmetrie ausnutzt.

: 0E _ OE
Die Forderungen 7= = 0 und 7=

= 0 ergeben somit das folgende Gleichungssystem:

CA(HAA—Ei)—FCB(HAB—Sl?) =0 (7.16)
CB(HAA—E)+CA(HAB—SE) =0 '

fiir die beiden Unbekannten ¢4 und cp. Die entsprechende Sdkulardeterminante ist also gegeben durch:

Hus—E Hag—SE
Hag —SE Hps—F

Die Forderung, dass die Sdkulardeterminante verschwindet, liefert eine quadratische Gleichung fiir E
mit den Losungen:
- ) Haa+ Hap Haa— Hap
E=F t p, =28 4P d B =44 748
= mt S 1+5 o 1-§
Dabei gilt £ < E_.
Mit diesen E4-Werten berechnen wir c4 und cp durch Einsetzen in das Gleichungssystem (7.16) und

erhalten fiir £ :
1

CA=Cg = ——
AT BT 528

und die zugehorige Wellenfunktion

Fiir £_ sind die Koeffizienten:

und
V. =—x0=o=(Vy—Up) (7.18)

Wir haben also zwei mogliche Wellenfunktionen ¥ und W _ fiir die jeweilige Losung der quadratischen
Gleichung. Das ist nicht verwunderlich, da wir ja von zwei AOs gestartet sind, also auch erwarten, dass
wir zwei MOs finden.

Der Grundzustand ist £ und ¥ wird als bindendes Orbital ¥, bezeichnet, ¥_ entsprechend als
antibindendes Orbital U*.

Die entsprechenden Orbitale sind in den Abbildungen 7.6 und 7.7 skizziert.
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A B R

>
w
=

Abbildung 7.7: H2+ -Molekiil: antibindendes MO

Die Wahrscheinlichkeitsdichten ergeben sich zu:

Uy [* = (1Al + [T p[? + 21T AT ) (7.19)

2+28
mit dem Interferenzterm 2|V oV 5| bzw.

1

\11*2:
7] 2-—28

(1WAl + [¥p[* — 2[WA¥p)) (7.20)

Diese sind in den Abbildungen 7.8 und 7.9 skizziert.

A
A kA

Abbildung 7.8: Interferenz beim Hy -Molekiil: |¥,|?

ANy X

Abbildung 7.9: Interferenz beim HJ -Molekiil: |¥*|?

Betrachten wir nun noch einmal die Situation fiir das bindende (V) bzw. antibindende (¥*) Orbital, so
konnen wir folgendes feststellen:
Beim bindenden Orbital wird die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Elektron zwischen den Kernen
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7.2 Das Hj -Molekiilion

erhoht (s. Abb. 7.8), beim antibindenden erniedrigt (s. Abb. 7.9). Ersteres fiihrt zu einer Stabilierung
einer Bindung, letzteres zu einer Destabilisierung der Bindung.

Mit den ermittelten Ergebnissen ist die Aufstellung eines MO-Schemas moglich, welches in Abbildung
7.10 dargestellt ist.

Is Is

b

+

Abbildung 7.10: MO-Schema fiir das H. ;r -Molekiilion

Die Born-Oppenheimer-Néherung erlaubt uns, die elektronischen Energien F4(R) als Funktion von
Haa(R), Hap(R) und S(R) und die Wellenfunktionen ¥;, und ¥* zu bestimmen.
Fiir das effektive Potential, welches auf die Kerne wirkt, findet man:

e2

Vi(R) = E+(R
+(R)=E(R)+ oo g

Wir haben also fiir den Grundzustand W, ein Potential V. (R) und fiir den angeregten Zustand U* das
Potential V_(R). Diese Potentialkurven sind schematisch in Abbildung 7.11 dargestellt. Uber den obigen

VR) - E;

Abbildung 7.11: Potentialkurven fiir das H;—Molekﬁlion; Gleichgewichtsabstand = R., Dissoziations-
energie = D,

Ansatz bekommen wir als Ergebnis des linearen Variationsverfahrens fiir den Bindungsabstand:

R. =1,32A
und fiir die Dissoziationsenergie
kJ
D, =1710—
mol

Die exakten Werte sind R, = 1,06A und D, = 270 L

mol*
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7 Molekiile, chemische Bindungen

Man kann die Ndherung recht einfach verbessern, indem man mehr AOs in den LCAO-Ansatz einbezieht.
Dann wird die Dimension des linearen Gleichungssystems (7.16) entsprechend zunehmen und man muf3
numerische Verfahren zur Losung anwenden. Allerdings finden wir schon mit unserem naiven Ansatz
qualitativ verniinftige Ergebnisse.

7.3 Das H;-Molekil

Betrachten wir nun ein Molekiil mit zwei Kernen und zwei Elektronen wie das Hy-Molekiil.
Der elektronische Hamiltonoperator in Born-Oppenheimer-Nzherung lautet:

Hy=T.+ Vie + Vee (7.21)

In diesem Fall kann die elektronische Schrodinger-Gleichung nicht mehr analytisch gelost werden. Der
Grund dafiir ist - wie bei Atomen - die Elektron-Elektron-Wechselwirkung Vee. Man ist also auf Nihe-
rungsverfahren angewiesen.

Die beiden wichtigsten Verfahren sind die Molekiilorbital (MO)-Methode und die Valenzelektronen-
Methode, wobei wir uns nur mit der MO-Methode beschéftigen werden.

Die MO-Methode

Die dieser Methode zugrunde liegende Idee kann man folgendermafien charakterisieren.

Bei der Beschreibung komplexer Atome geht man von Atomorbitalen, also den Einelektronenwellen-
funktionen fiir H-&hnliche Ionen, aus und bildet daraus Slaterdeterminanten fiir Mehrelektronen-Atome.
Das ist natiirlich nur in der Zentralfeldndherung eine gute Niherung.

Will man Molekiile beschreiben, geht man zunéchst ganz dhnlich vor:

Man benutzt die MOs von H2+ als Ausgangspunkt, um daraus die entsprechenden Slaterdeterminanten
fiir Mehrelektronen-Molekiile zu bilden.

In Analogie zu den Konfigurationen von Atomen definiert man dann die Konfigurationen von Molekiilen.

Nomenklatur fiir MOs

Bei AOs schreibt man fiir die Wellenfunktion W,, ; ,,, (7", m,) und benutzt zur Charakterisierung der Kon-
figurationen die Quantenzahlen n, [, m. Das ist sinnvoll, weil [ und m in der Zentralfeldnidherung gute
Quantenzahlen sind.

Fiir MOs ist die Bezeichnung iiber die Drehimpulsquantenzahl im allgemeinen wenig hilfreich, weil die-
se keine guten Quantenzahlen sind. Daher klassifiziert man MOs normalerweise nach ihrer Symmetrie.
Fiir homonukleare zweiatomige Molekiile X5 sind die bindenden und antibindenden Zustinde rotations-
symmetrisch beziiglich der Kernverbindungsachse, vgl. Abb 7.15 weiter unten.

Man bezeichnet solche Zustinde mit ¢. Daneben haben Xs-Molekiile ein Inversionszentrum. Unter In-
version versteht man die Umkehrung aller Koordinaten.

Fiir Uy, gilt W, — Wy, die Funktion ist also gerade beziiglich der Inversion, wihrend U* das Vorzeichen
wechselt, U* — —W*, also ungerade ist. Man bezeichnet das Verhalten beziiglich der Inversion mit den
Indizes g’ oder 'u’.

Man schreibt fiir die Zustdnde

Uy 1oy, oder Wy,
U*: loF

*
w oder Wi -

Dabei deutet die Zahl "1’ einfach an, dass es sich um die niedrigsten MOs handelt. (Manchmal findet
man auch die Bezeichnungen 1s0, und 1s07,, die anzeigen soll, aus welchen AOs das entsprechende MO
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7.4 Konfigurationen zweiatomiger Molekiile

(hauptséchlich) resultiert.)

Damit kénnen wir ein MO-Schema fiir H, aufstellen, s. Abb. 7.12.

1 0%y
s — JRE—

log

Abbildung 7.12: MO-Schema fiir das H. 2+ -Molekiilion in Standardnotation

H,-Konfiguration:

Hier wird das 1o,4-Orbital nach dem Pauli-Prinzip doppelt besetzt. Der Zustand wird also durch die
Slaterdeterminante:

Vos(1,2) = | W10, (1)as V1o, (2)Bo]| = \1110_(,(1)%%(2)\2 (s — a)

beschrieben. Wir erhalten mit diesem Ansatz folgende Ergebnisse fiir Ha:

kJ
R.=0,74A und D, = 350——
mol
Diese Werte sind mit den ’exakten’ Ergebnissen R, = 0, 742A und D, = 432% zu vergleichen.
Die Abweichungen sind (wie beim H; -Molekiilion) auf den recht einfachen Ansatz zweier 1s- Zustinde
zuriickzufiihren. Ein Ansatz mit mehr Basisfunktionen wiirde genauere Werte liefern.

7.4 Konfigurationen zweiatomiger Molekiile

Wie bei Atomen versteht man unter der Konfiguration die Besetzungen der Einteilchenniveaus, also hier
der MOs.

Dabei stellt sich zunichst die Frage, wie man die MOs sinnvoll aus Linearkominationen von AOs kon-
struiert. Fiir ein qualitatives Bild geniigt es, folgende Betrachtungen anzustellen. Bisher haben wir die

2p __2p
?
2s — 25
A B
lou
ls — — Is
log

Abbildung 7.13: Linearkombination der AOs von A und B zu MOs

1s-Orbitale an den beiden Kernen benutzt, um daraus die MOs o, und o, zu bilden. Wie in Abbildung
7.13 angedeutet, stellt sich aber dann allgemein die Frage, wie wichtig der Beitrag unterschiedlicher AOs
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7 Molekiile, chemische Bindungen

zu bestimmten MOs ist.

Dazu betrachten wir einige Beispiele:
Wir untersuchen zunichst eine Linearkombination aus einem an Kern A zentrierten 1s-Orbital und ei-
nem an Kern B zentrierten 2p,-Orbital (oder 2p,). Dabei wird die Kernverbindungsachse als z-Achse
angenommen.
Wir wihlen also:

Uy = \Ifls(A) und ¥p = ‘Ij2pz (B)
im LCAO-Ansatz ¥ = cyV 4 + cp¥p. Zur Bestimmung der Koeffizienten gehen wir genauso vor wie
im Kapitel 7.2 fiir das Hy -Molekiilion. Wir bilden die Sikulardeterminante:

Haa—FE Hap— SE

Hup—SE Hpp—FE ‘:0

und untersuchen zuniichst das Uberlappungsintegral. Wie in Abbildung 7.14 zu erkennen ist, fiihrt die

L £>0

)

s PPy SRRy pcg

Abbildung 7.14: AB-Molekiil: Uberlappung eines s- und eines p,. / py- Orbitals (f = W4 ¥ p)

Uberlappung der beiden Orbitale zu einem Bereich, in welchem ¥ 4 ¥ 5 > 0 gilt und einem gleich groBen
Bereich, indem ¥ 4 U5 < 0 gilt. Da nun aber die Verteilung symmetrisch beziiglich der z-Achse ist, gilt:

Sap=0

Solche Symmetrieiiberlegungen geniigen oft, um das qualitative Verhalten zu erkennen.
Damit vereinfacht sich die Sédkulardeterminante zu:

Hppy - F Hap
Hyp Hpp — FE

0

Das liefert eine quadratische Gleichung fiir die Energie E mit dem Resultat (vgl. Kap.7.1)

1 1
Ei = 3 (Haa + Hpp) £ 5\/(HAA — Hpp)? +4H%,
Wir betrachten nun 2 Fille, die hdufig auftreten.

e Zum einen nehmen wir an, dass
H AB ~ 0

Diese Annahme ist nicht unrealistisch, weil das Resonanzintegral H 45 oft in der gleichen Groflen-
ordnung wie das Uberlappungsintegral Sap ist. Fiir Syp = 0 ist es also oft so, dass auch Hp
sehr klein ist. Das hat seine Ursache in der Tatsache, dass der Hamiltonoperator die Symmetrie der
Funktion, auf die wirkt, nicht dndert.
In diesem Fall hat man

F,~Hss und FE_~ Hpp

Fiir die Koeffizienten in der Linearkombination ¥ = c4 V¥ 4 4+ cp V¥ p findet man damit fiir £ ~
Hppica~1,cg~0undfir E_ ~ Hgp:cyq ~0,cg ~ 1.

Das bedeutet, dass U ~ U4 und U~ ~ Up sind, die Funktionen also nur einzeln vorkommen.
Anders ausgedriickt: W15 und Wy, (oder W), ) treten in der Linearkombination nicht zusammen
auf, werden also nicht ’gemischt’.
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7.4 Konfigurationen zweiatomiger Molekiile

e Der andere interessante Fall ist charakterisiert durch
|Haa — Hpg| > Hap

Die Coulombenergien unterscheiden sich also deutlich. In unserem Beispiel bedeutet das, dass die
Coulombenergie eines Elektrons im 1s-Orbital am Kern A sehr viel niedriger ist als diejenige im
2p-Orbital am Kern B, H 4 < Hpp.

In diesem Fall kann man die Wurzel in dem Ausdruck fiir die Energien entwickeln (/1 + z =~
1 + 2/2) und findet:

E_;,_’:HAA—Hi‘iB — \I/+2\I/A
Hpp — Haa
2
_ EHBB—l—iHAB — U™ ~Up.
Hpp — Haa

Diese Situation ist also analog zum Fall H4p ~ 0. Die Energien @ndern sich nur wenig und
Linearkombinationen aus 1s und 2p,(2p,) werden kaum zu den MOs beitragen.

Wir verallgemeinern diese Resultate nun zu folgendem

Fazit

Den grofiten Beitrag im LCAO-Ansatz liefern solche AOs,
e die dieselbe Symmetrie beziiglich der Kernverbindungsachse aufweisen (Sap # 0, Hap # 0)
und
e deren Energiedifferenz klein ist.

Fiir die Erstellung eines qualitativen MO-Schemas geniigt es, nur solche Linearkombinationen zu beriick-
sichtigen. In den Abbildungen 7.15a bis 7.15¢ sind hierzu einige Beispiele skizziert. Auf diese Art

NN
A A

(D
¢
¢

Abbildung 7.15b: Linearkombination zweier p.-AOs zu einem o, = p.(A) — p.(B) = b und einem
o, =p:(A) +p:(B) =0
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00 .
J O
P, Py

Abbildung 7.15¢: Linearkombination zweier p,-AOs zu einem 7, = pz(A) + pz(B) = a und einem
7, = pz(A) — pz(B) = b; z-Achse als Knotenebene

erhdlt man das in Abbildung 7.16 dargestellte MO-Schema. Dabei werden die MOs nach steigenden
Energien durchnummeriert. Bei der Untersuchung der Energieniveaus der entstehenden MOs wird deut-
lich, dass bei den aus zwei 2p-Orbitalen entstehenden MOs die Energiedifferenzen so gering werden,
dass es nicht moglich ist zu sagen, ob das o, sich ober- oder unterhalb des 7, befindet. Um die energeti-
sche Reihenfolge wirklich zu bestimmen, muss man natiirlich die elektronische Schrodinger-Gleichung
16sen. Die Situation ist also dhnlich wie bei den Konfigurationen komplexer Atome.

3ou* Ing*
2p —i Ime T 2p 2p — 2P
o Inu " . 3og
N /\ E~200kJ / mol —
‘3Gg- ITu
e 20w e
2§ ——ll 28
20g
/\E ~1000 kJ / mol
Tout
s — — 1s
log

Abbildung 7.16: MO-Schema fiir X>-Molekiile. Fiir die Anordnung o, 7, gibt es zwei Moglichkeiten

Damit konnen wir nun die Konfigurationen homonuklearer zweiatomiger Molekiile angeben:

Molekiil Konfiguration Bindungsordnung
Hy (log) %
H, (1o,)? 1
Hej  (lo2)(10}) 1
Hes (1og)*(1o7)? 0
Lis  (10g)*(10%)2(20,)? 1
Bes (204)2(20%)? 0
Ny (209)%(207%)% (1)1 (304)? 3
0, (204)2(20%)%(305)2(1m,)* (15)2 2
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Wir haben dabei noch die sogenannte Bindungsordnung angegeben, die hilfreich bei der Angabe der
Strukturformeln ist und als
(Zahl der bindenden Elektronen - Zahl der antibindenden Elektronen)

2

Bindungsordnung =

definiert ist.
Man sieht den Wechsel in der energetischen Reihenfolge der 30,- und 17,- Orbitale bei No und Os. Das
in Abbildung 7.16 links dargestellte MO-Schema trifft also fiir Oz zu, das rechte fiir /Vs.

Heteronukleare zweiatomige Molekiile

Hier handelt es sich bei den Kernen A und B um verschiedene Atomkerne. Im allgemeinen gilt, dass die

AOs des elektronegativeren Atoms energetisch tiefer liegen als diejenigen des anderen Kerns. Wie bei

Xo-Molekiilen konstruiert man o- und m-MOs, wobei ¢ und 7 wieder die Symmetrie bzgl. der Kern-

verbindungsachse andeuten. Dabei ist allerdings zu beachten, dass jetzt kein Inversionszentrum mehr

vorliegt, weshalb es keine Bezeichnungen ’g’ und ’u’ gibt. Man nummeriert die MOs einfach geméal

ihrer energetischen Reihenfolge, s. Abb. 7.17. Die Koeffizienten der AOs in den qualitativ konstruierten
60*

20— g

‘"~._.56 k 2p

1

Abbildung 7.17: Linearkombinationen der AOs zu MOs fiir ein heteronukleares zweiatomiges Molekiil

MOs sind natiirlich unterschiedlich grof3. Dabei besitzen bindende MOs mehr den Charakter der AOs
des elektronegativeren Atoms.

Auch die Angabe der Konfigurationen erfolgt genauso wie bei den homonuklearen zweiatomigen Mo-
lekiilen (oder auch den Atomen).
Als Beispiele seien folgende Konfigurationen angegeben:

Molekiil Konfiguration Bindungsordnung
CO  (10)%(20%)2(30)%(40*)? (17)4(30)? 3
NO (1m)*(50)%(27*) 5
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7.5 Terme zweiatomiger Molekile

Bei der Behandlung komplexer Atome haben wir gesehen, dass die Konfigurationen nur im Rahmen der
Zentralfeldndherung eine Charakterisierung der Zustidnde erlauben. Beriicksichtigt man die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung, so zeigt sich, dass die Drehimpulsquantenzahlen der einzelnen Elektronen
(lg, my) keine guten Quantenzahlen sind. Das war ja der Grund fiir die Einfiihrung des Gesamtdre-
himpulses und der LS-Kopplung. Ahnlich wie bei Atomen kann man auch fiir Molekiile die Zustinde
charakterisieren, also die sogenannten Terme bestimmen. Es gibt allerdings einige wichtige Unterschie-
de, obwohl die grundsitzliche Vorgehensweise sehr dhnlich ist.

Dazu geht man nach dem mittlerweile bekannten Schema vor:

Man sucht alle Observablen, die mit dem Hamiltonoperator und paarweise untereinender kommutieren.
Wir wissen, dass wir dann den maximal moglichen Satz an guten Quantenzahlen haben und die Zusténde
danach charakterisieren kdnnen.

Bevor wir die Bestimmung der Terme durchfiihren, betrachten wir zunédchst noch einmal die Konfigura-
tionen etwas genauer. Wenn wir die Kernverbindungsachse als z-Achse wihlen (was immer méglich ist),
so finden wir, dass die z-Komponente des Bahndrehimpulses eines beliebigen Elektrons *k’, ﬁz,k, nur
dann mit dem elektronischen Hamiltonoperator kommutiert, wenn wir die Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkung vernachléssigen. In diesem Fall ist aber auch H ol = Dok I-Alel,k eine Summe unabhingiger Ein-
teilchenoperatoren, bestehend aus den Anteilen der kinetischen Energie der Elektronen, Tk, und den
Kern-Elektron Anziehungen, Vke. Also ist in dieser Ndherung die Wellenfunktion ein Produkt aus Ein-
teilchenfunktionen (MOs), aus denen dann eine Slaterdeterminante zu bilden ist. Die Situation entspricht
also im Wesentlichen derjenigen der Zentralfeldndherung bei Atomen.
Die Tatsache, dass

[Hoy,L.g) =0V k fiir Ve =0
bedeutet natiirlich, dass in dieser Ndherung die m;, gute Quantenzahlen sind.
Da i}zk ein Drehimpulsoperator ist, kann mj; Werte my = 0,1, £2, £3, ... annehmen. Ein wichtiger
Unterschied zu Atomen besteht hier allerdings in der Tatsache, dass ﬁ% nicht mit ﬁel kommutiert, also
I, keine gute Quantenzahl ist.
Daher gibt es keine Einschrinkung fiir die Werte my. Die Situation ist also direkt vergleichbar mit dem
frither betrachteten Beispiel der Rotation in zwei Dimensionen (Kap. 3.3.2). Die Konfiguration ermittelt
man genau wie bei Atomen durch ’Auffiillen’ der Niveaus gemil dem Pauli-Prinzip.

Nomenklatur: Im Zusammenhang mit zweiatomigen Molekiilen bezeichnet man die Eigenwerte von
A= 0,41, 42 £3, ...

sz mit A\ (statt my,), d.h.
Ferner bezeichnet man die Werte mit griechischen Buchstaben

A = 0: o
+1: =«
+2: 4

Wir sehen, dass diese Bezeichnung gerade dieselbe ist, wie wir oben beziiglich der Symmetrie hatten.
Ein wesentlicher Aspekt ist hierbei, dass wir fiir die Bestimmung der MOs und der Konfigurationen die
AOs gar nicht bendtigen, obwohl man in der Praxis meistens einen LCAO-Ansatz zur Bestimmung der
MOs wiihlt.

Die relevante Tatsache ist aber, dass die \; gute Quantenzahlen sind, solange man Vee vernachléssigt.
Man sieht weiter, dass o-Orbitale nicht entartet sind und alle anderen (7, 4, ...) genau zweifach entartet
sind. Auch das ist natiirlich vollig anders als bei Atomen.
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7.5 Terme zweiatomiger Molekiile

Die Konfigurationen sind oftmals nicht eindeutig und auSerdem basiert ihre Konstruktion auf der Ver-
nachléssigung von Vee.

Wenn man V. beriicksichtigt, so kommutieren die ﬁz,k nicht mit H,;, aber man hat (in Analogie zur
Situation bei der Beschreibung der Atomzustéinde)

[]:Ielvf/z} =0

fiir die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses L, = 3, Jiz,k.
Folglich ist lediglich M = ", my, eine gute Quantenzahl. Man bezeichnet das in diesem Zusammen-
hang allerdings nicht mit M, sondern nennt es A:

A=+ + ... (7.22)
Wie bei Atomen fiihrt man ein Termsymbol ein:

723

mit den Bezeichnungen:

A | Symbol
o0l

1 I

2 A

Wir illustrieren das Gesagte an einigen Beispielen:

H,-Molekil Hier liegt die Konfiguration (104)? vor. Das bedeutet: mg, = 3,m,, = —3, da sonst das

Pauli-Prinzip verletzt wére. Daraus folgt Mg = 0, S = 0 und somit 25 + 1 = 1.
Da die Bezeichnung o angibt, dass A = 0 ist, haben wir A\; = Ao = 0 und somit nach Gleichung
(7.22) A = 0. Es liegt also ein

1y Zustand

Vor.

N.-Molekiil aus der Konfiguration: ...(17,)*(30,)%(30)?. Hierbei ist (wie bei Atomen) nur (30)? re-
levant, was
'y
liefert

O.-Molekaiil liefert ...( 17ru)4(17r;)2. Also ist (17})? relevant. Das bedeutet, dass wir mehrere Moglich-
keiten haben, da nun 2 MOs vorliegen (7 : A = £1)

, Mgy = —% gelten, also S = 0.

e Fiir Ay = A2 = 1 muss nach dem Pauli-Prinzip mg, = %

AuBerdem ist dann A = 2
— LA,
e Fiir \; =1, \y = —1, also A = 0(X) gibt es zwei Moglichkeiten fiir m, :
Fiir my, = my, = 5 (—3) ist S = 1 und fiir m,
— 1Y und 3%.
Es ist bekannt, dass >Y der Grundzustand des Os- Molekiils ist (das wiirde man auch erwar-
ten, wenn man die Hund’sche Regel auf Molekiile iibertrigt).

CO-Molekil: (17)%(50)% — 1%
NO-Molekiil: ...(27*)! — 211

Auf diese Art lassen sich die Terme beliebiger zweiatomiger Molekiile bestimmen. Man sieht, dass auf-
grund der Tatsache, dass der maximale Entartungsgrad 2 ist, viel weniger Terme auftreten als bei Atomen.

_ 1 _ 1 _
—§,m32 ——EIStS—O
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7 Molekiile, chemische Bindungen

7.6 Mehratomige Molekile

Es ist leicht einzusehen, dass die Situation bei mehratomigen Molekiilen sehr viel komplexer ist. Ins-
besondere gestaltet sich die Bestimmung der Terme oft als schwierig, was man sich vorstellen kann, da
man hier normalerweise keine Vorzugsachse mehr hat, die es erlaubt, gute Quantenzahlen unter Beriick-
sichtigung von f/;e zu finden. Man klassifiziert die MOs daher iiblicherweise nach ihrer Symmetrie und
bestimmt héufig lediglich die Konfiguration. Fiir den Grundzustand neutraler Molekiile findet man nor-
malerweise einen Singulettzustand (S = 0) und eine total symmetrische Wellenfunktion.

Auch bei der Bestimmung der MOs im Rahmen eines LCAO-Ansatzes geht man etwas anders vor als bei
zweiatomigen Molekiilen. Man kombiniert hdufig schon die an einem Atom zentrierten s- und p-AOs in
einer symmetrieadaptierten Weise, was als Hybridisierung bekannt ist.

An dieser Stelle ist noch eine Anmerkung beziiglich der Bezeichnungen angebracht. Namen wie o- oder
m-Bindungen bezeichnen nicht die vollstindige Symmetrie der entsprechenden MOs, sondern geben le-
diglich die Symmetrie beziiglich der betrachteten Kernverbindungsachse an.

Um die MOs nach der Molekiilsymmetrie zu klassifizieren, benotigt man die Theorie der Symmetrie’,
das ist Gegenstand der Gruppentheorie.

AbschlieBend soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass die Konstruktion der MOs iiber den LCAO-
Ansatz auf dem hier betrachteten Niveau lediglich ein qualitatives Bild der elektronischen Struktur
von Molekiilen vermitteln kann. Will man genaue Resultate erhalten, so muss man die elektronische
Schrodinger-Gleichung 16sen. Die Entwicklung von sinnvollen und moglichst genauen Nzherungsver-
fahren hierfiir ist Gegenstand der Theoretischen Chemie-Vorlesungen.

7.7 Molekul-Schwingungsspektren und -Rotationen

Wir haben bisher die Losung der elektronischen Schrodinger-Gleichung betrachtet und gehen nun davon
aus, dass wir die elektronische Energie E.;({R}) kennen. Damit konnen wir also die Potentialhyper-
flache fiir die Kernbewegung des Molekiils angeben. Es ergibt sich also die Schrodinger-Gleichung fiir
die Kerne mit dem Hamiltonoperator:

Ay = Ti + Vin + BEa({R}) = i + Ver ({R})

Wir gehen nun folgendermaflen vor. Ein N-atomiges Molekiil hat insgesamt 3V relevante Koordinaten
(die drei Raumkoordinaten jedes Kerns), die auch als Freiheitsgrade bezeichnet werden. Davon korre-
spondieren drei Freiheitsgrade zur Translation des gesamten Molekiils, drei (fiir lineare Molekiile zwei)
korrespondieren zu Rotationen um die verschiedenen Molekiilachsen und die iibrigen (3N — 6) bzw.
(3N — 5) Freiheitsgrade beschreiben die Relativbewegungen der Kerne, also die Schwingungen.

In diesem Kapitel werden wir uns auf die Behandlung zweiatomiger Molekiile beschrinken, um die Vor-
gehensweise der Behandlung der Kernbewegung aufzuzeigen. Fiir mehratomige Molekiile geht man im
Prinzip sehr dhnlich vor, lediglich die konkrete Durchfiihrung der Berechnungen wird aufwendiger.

Fiir ein zweiatomiges Molekiil korrespondieren von den sechs Freiheitsgraden drei zur Translationsbe-
wegung und zwei zur Rotation des gesamten Molekiils. Es resultiert also ein Schwingungsfreiheitsgrad,
bei dem die beiden Kerne gegeneinander schwingen.

Den Hamiltonoperator schreiben wir als (vgl. Abb.(7.18)):

. h2 h2 . R
Hy=—— A, — A V‘R —R’ 724
k 5N, A 505 B+ ( A B) (7.24)

Dabei ist
0? ? 9?
= + +
ax% " av? " oz}
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7.7 Molekiil-Schwingungsspektren und -Rotationen

und A p ist analog definiert. Die Koordinaten von Kern A sind also X 4, Y4 und Z 4. Um die entsprechen-
de Schrodinger-Gleichung zu 16sen, fithren wir eine Separation der Variablen durch. Wir fiihren hierzu
sogenannte Massenmittelpunktskoordinaten ﬁcm (em fiir center of mass; s. Abb.7.18) und Relativkoor-
dinaten 7 = R A — R p ein. Das Potential hingt nun nur von der Relativkoordinate ab, die durch

A - B
T

M, My

~l

- cm

Abbildung 7.18: Skizze zur Veranschaulichung der Massenmittelpunkts- und der Relativkoordinaten

F=Ris—Rp, also 1=Xa—Xp, y=Ya—Yp, z2=24—2Zp
definiert ist. Die Massenmittelpunktskoordinate ist gegeben durch:

= Mas | Mpg

mit M = M4 + Mg, also z.B.
M M
Kem =37 Xat 57 X

Wir benétigen nun die Ableitungen:

9 O0Xew O Ox 0 Mo O O
OXA  0XA 0Xorn [ 0Xa40z M 09X, = 0x
0  O0Xew O 0z 8 My 0 0
0Xp  0Xp 0Xom  0Xpoz M 0X.n 0z

und die zweiten Ableitungen:

1 2 1 92 1 (MA B a)2 1 <MB B, a>2

MA0X% T MpoXZ Ma\ M 0Xen 0z) T Mp \ M 0X., 0z
My Mg\ 02 1 1\ 02
=\ ) axz T\ T s ) a2
M2 M?2)9X2,  \Ms Mg) ox
1 92 19*

- Mox2, + 1 Ox2

mit der reduzierten Masse

_ MuMp

M

Der Operator der kinetischen Energie hat somit (nach denselben Betrachtungen fiir die x- und y-Kompo-
nenten) folgende Form:

"

) 12 12 K2 K2
T=— A — A :_7Acm_7AT’
oM, 2Mp TP T Tam 20
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7 Molekiile, chemische Bindungen

92 92
axz. Tave,

. 2 2 2 2 .. . .
mit A, = + 3§3m und A, = % + g—yQ + %. Fiir den Hamiltonoperator haben wir also:

H = T, + Tyt + V(|7) (7.26)
Der Hamiltonoperator ist somit separabel und dementsprechend hat man fiir Wellenfunktion das Produkt:
U (EA, EB> = U, (facm) () (7.27)

Betrachten wir nun die einzelnen Terme getrennt. Fiir den Massenmittelpunkts-Term gilt:

. K2
Tcm\I]cm = _mAcm\I}cm = E\I/cm

Die Wellenfunktion ergibt sich als Losung der Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen:
U, =N otkBem _ N ikoXem | ikyYem | giksZem (7.28)

Die Massenmittelpunktsbewegung ist also einfach die (potentialfreie) Translations-Bewegung des ge-
samten Molekiils. Fiir die Relativbewegung der Kerne ist der relevante Teil des Hamiltonoperators:

2
A=A v (7.29)
2p

Dieser Operator hat genau dieselbe Form wie der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms, allerdings mit
einem vollkommen verschiedenen Potentialterm. Zur Losung gehen wir zunichst wie beim H-Atom vor:
Mit )
A, = 187,," L g
r Or? r2h?
folgt fiir den Hamiltonoperator:

. 2 1 92 L2
H

—_ - V
2u T a2’ + 2ur? +V(r)

Wir wissen, dass gilt: IZZYZM = K2l (I +1)Y} ;, und machen deshalb (wie beim H-Atom) den Separati-
onsansatz:
\I/(’I", 97 90) = R(T)YJ,M(ev SO) (730)

Man beachte, dass wir die Quantenzahl hier mit J anstatt mit [ bezeichnen, weil diese Bezeichnung in
der Mikrowellenspektroskopie iiblich ist. Es gilt also in diesem Zusammenhang:

LYy = R2J(J + )Y u

Diesen Ansatz setzen wir in die Schrodinger-Gleichung ein und eliminieren Y 5s. Das liefert die "Radi-
algleichung’:
h? 1 9

R2J(J +1)
_Z,u;&“?

(R + |50

Wir formen dies mit ¥, () = rR(r) etwas um und erhalten:

+V(r)| R(r) = E.wR(r)

2 2 2
_;jﬂw) v + T g 0y~ Bw () (7.31)

2pur?

Dies ist die zu 16sende Differentialgleichung fiir die Rotations-Schwingungsbewegung eines zweiatomi-
gen Molekiils in allgemeiner Form.
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7.7 Molekiil-Schwingungsspektren und -Rotationen

Bei V(r) handelt es sich um ein effektives Potential, das vom Kernabstand abhingt, das neben der
Coulomb-AbstoBung der Kerne die elektronische Energie F,;(r) als Losung der elektronischen Schro-
dinger-Gleichung beinhaltet. Deshalb konnen wir G1.(7.31) in der allgemeinen Form nicht 16sen.

Wir miissen also moglichst sinnvolle Ndherungen machen, um eine verniinftige Beschreibung der Schwin-
gungsbewegung zu bekommen. Dazu gehen wir folgendermaRen vor. Die typische Form von V' (r) ist in
Abbildung 7.19 skizziert. Das Molekiil wird also um den Gleichgewichtsabstand r. schwingen. Wenn
wir davon ausgehen, dass die Auslenkungen der Schwingungen klein sind, kdnnen wir eine Taylor-
Entwicklung von V' (7) um den Gleichgewichtsabstand vornehmen:

Vharm ( r- re)

v L

Abbildung 7.19: Skizze zum effektiven Potential zweier gebundener Atome A und B

V(r) =V(re) + V/(r)lr.(r —re) + %V"(T)Ire (r—re)® + .
Da wir die Entwicklung um das Minimum durchfiihren, gilt V’(r)|,,. = 0 und wir erhalten:
V) S V() + ghr =1l 4 Ve (r)* mit k= V()
Wir nennen nun die Auslenkung ¢ = r — 7. (und % = diq) und finden fiir die Schrodinger- Gleichung:

R d? 1 R2J(J +1
(Va2
2pdg® 2 2p(re + q)
Dabei haben wir den konstanten Term V() auf die rechte Seite gebracht. Das sieht fast so aus wie
die Schrodinger-Gleichung des Harmonischen Oszillators, allerdings steht im zweiten Term immer noch
(re + )% im Nenner. Die Rotation hingt also immer noch von der Schwingung ab. Diese Kopplung

macht eine analytische Losung der Schrodinger-Gleichung immer noch unméglich. Da wir aber nur
kleine Auslenkungennn betrachten, konnen wir entwickeln:

11 2<q>2+
(re+a)? 12 ri\re) 7

Wir berticksichtigen jetzt nur den ersten Term und definieren das Tragheitsmoment

Vo(q) = (Er, = V(re)) Yulq)

I. = ,wrz

R2J(J+1) | R2J(J+1)

Damit folgt reta)? = ol

und wir schreiben die Schrodinger-Gleichung jetzt als:

*Vann ergibt sich aus den hoheren Ableitungen, wird im Folgenden aber vernachlissigt.
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7 Molekiile, chemische Bindungen

R2J(J +1)

o1, .
“gnag T3 ) V(@ = EV() mit E= Ly -V - ——7

Unter Vernachléssigung der Kopplung von Rotation und Schwingung erhalten wir also eine Schrodinger-
Gleichung, die genau derjenigen fiir einen harmonischen Oszillator entspricht. Die entsprechenden Ei-
genfunktionen ¥, (¢) sind in Kapitel 3.2 gegeben und fiir die Energien haben wir:

1 k
E:hw0<v+>;v:0,1,2,... und w0:\/7
2 %

Aus der Gesamtenergie F ergibt sich E,., = fiwg (v + %) + 52‘]2(7}]:1) + V(re). Da V(r.) einfach eine

additive Konstante ist, definiert man E,, ; = E,, — V (r.). AuBerdem definiert man die Rotationskon-
stante:

h2
Be = -7 32
o1, (7.32)
und hat somit:
1
Ey.; = hwo <v + 2) + B.J(J +1) (7.33)

Um ein Gefiihl fiir die GroBenordnung der relevanten Energien zu bekommen, sei das HCI-Molekiil
betrachtet. Hierfiir ist:

kJ kJ -
hwo ~ 34, 5—— bzw. iy = 2886em™' und B, &~ 0,13—— bzw. B, = 10,6cm !
mol mol

Fiir andere zweiatomige Molekiile ist B, sogar eher noch kleiner. Das bedeutet, dass man die in Abb.
7.20 skizzierte Situation hat: Die Rotationsniveaus zu einem Schwingungsniveau liegen recht dicht bei-

\Y J Ev, Entartung
v=1 J=1 En=Ep+2B,

v=1 =0 Eiw=3/2h o,

v=0 J=3 Eos = Ego + 12 B, 7
v=0 J=2 Eo2 = Ego + 6 Be 5
v=0 J=1 Eon=Ept+2B; 3
v=0 J=0 Ew=1/2h o, 1

Abbildung 7.20: Energieniveaus von Schwingungszustinden und jeweils dariiberliegenden Rotations-
zustinden

einander, wihrend die Energieabstinde zwischen den Schwingungsniveaus sehr viel grofier sind.
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