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Aufgabe 1 (40 Punkte): Reelles Klein-Gordon Feld

Verwenden Sie die Entwicklung des reellen Klein-Gordon Feldes nach Normalmoden,

φ(~x, t) =
∑
~k

(
h̄c2

2ωkL3

)1/2 [
a(~k) e−ik·x + a†(~k) eik·x

]
,

und die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen:

[φ(~x, t), φ(~x′, t)] = 0,[
φ̇(~x, t), φ̇(~x′, t)

]
= 0,[

φ(~x, t), φ̇(~x′, t)
]

= ih̄ c2 δ(3)(~x− ~x′) .

Zeigen Sie, dass

(a) (20 Punkte) Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren folgende Vertauschungsrela-
tionen erfüllen: [

a(~k), a(~k′)
]

= 0,[
a†(~k), a†(~k′)

]
= 0,[

a(~k), a†(~k′)
]

= δ~k,~k′ ;

(b) (10 Punkte) der Hamilton-Operator H =
∫
d3x 1

2

[
1
c2
φ̇2 + (~∇φ)2 + µ2φ2

]
in der Form:

H =
∑
~k

h̄ωk

(
a†(~k)a(~k) +

1

2

)
,

1



geschrieben werden kann;

(c) (10 Punkte) der Impuls ~P = −
∫
d3x 1

c2
φ̇ ~∇φ in der Form:

~P =
∑
~k

h̄~k
(
a†(~k)a(~k) +

1

2

)
,

geschrieben werden kann.

Aufgabe 2 (60 Punkte): Komplexes Klein-Gordon Feld

Das komplexe Klein-Gordon Feld wird verwendet, um geladene Bosonen zu beschreiben.
Die entsprechende Lagrange-Dichte ist durch

L = (∂µφ
†)(∂µφ)− µ2φ†φ, (1)

gegeben, wobei die Felder als

φ(~x, t) =
∑
~k

(
h̄c2

2ωkL3

)1/2 [
a(~k) e−ik·x + b†(~k) eik·x

]
geschrieben werden können. Die Felder erfüllen die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen:

[φ(~x, t),Πφ(~x′, t)] = ih̄ δ(3)(~x− ~x′),[
φ†(~x, t),Πφ†(~x

′, t)
]

= ih̄ δ(3)(~x− ~x′);

alle anderen Kommutatoren verschwinden. Im folgenden werden wir die Felder φ und φ†

als unabhängig betrachten.

(a) (15 Punkte) Zeigen Sie, dass Gleichung (1) äquivalent ist zur Lagrange-Dichte
zweier unabhängiger reeller Felder, welche die selbe Masse haben und die gleichzeitigen
Vertauschungsrelationen für reelle Felder erfüllen.
Hinweis : Zerlegen Sie das komplexe Feld in zwei reelle Komponenten φ = 1√

2
(φ1 + iφ2)

(b) (15 Punkte) Berechnen Sie die Feldoperatoren der konjugierten Impulse Πφ und
Πφ† und leiten Sie die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen für a, a†, b und b† her.

(c) (15 Punkte) Zeigen Sie, dass Gleichung (1) invariant unter globalen Phasentrans-
formationen φ→ φ′ = e−iαφ mit einer rellen Zahl α ist. Bestimmen Sie den dazugehörigen
Noether-Strom Jµ und schreiben Sie die erhaltene Ladung Q =

∫
d3x J0 in Abhängigkeit

von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

(d) (15 Punkte) Berechnen Sie die Kommutatoren [Q, φ] und [Q, φ†]. Verwenden Sie
diese Kommutatoren und die Eigenzustände |q〉 des Ladungs-Operators Q um zu zeigen,
dass die Feldoperatoren φ und φ† die Ladung des Systems ändern. Wie können die Oper-
atoren a, a†, b und b† interpretiert werden?
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