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Aufgabe 1. (10 Punkte): Fermion Wellenfunktio-
nen

Benutzen Sie die 1-Fermion Wellenfunktionen ;s mit ¢ = 1,2 und s =1, |,
um alle méglichen 2- und 3-Fermionzustande zu konstruieren.

Aufgabe 2. (20 Punkte): Fermionenzahl

Zeigen Sie, dass fiir Fermionen der Teilchenzahloperator N = Y, ajai mit
dem Hamilton-Operator
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kommutiert.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass [AB,C| = A[B,C] + [A,C|B = A{B,C} —
{A,C}B.

Aufgabe 3. (30 Punkte) : Fermionische Operato-
ren

Betrachte zwei Operatoren a und b, welche die Antikommutatorrelationen

{a,b} =1, {a,a} ={b,b} =0, (1)

erfiillen.

(a) (5 Punkte) Zeige, dass



(b) (10 Punkte) Zeige, dass ba(l — ba) = 0. Was bedeutet dies fiir den
Eigenwert von N = ba 7

(c) (10 Punkte) Uberpriife die Relationen [N,a] = —a und [N,b] = b.
Wende diese Relationen auf die Eigenzustdnde |0) und |1) von N an. Mit
geeigneter Wahl der Phasen erhélt man:

a0y =0, al)=0), B0)=][1), bJ1)=0. (3)

(d) (5 Punkte) Zeige, dass (3) impliziert, dass b = a' der hermitesch kon-
jugierte Operator zu a ist (i.e. (m|b|n) = (n|a|m)*, ¥V m,n).

Es wird deutlich, dass die wichtigen fermionischen Eigenschaften (2) und
(3) Konsequenzen der Antikommutatorrelationen (1) sind.

Aufgabe 4. (40 Punkte): Grundzustandsenergie
eines dichten Elektronengases in erster Ordnung
Storungstheorie

Der Hamilton-Operator eines homogenen Elektronengases ist gegeben durch
H = H() + H 1 mit:
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Im Grenzfall hoher Dichte ist [, eine Stérung von Hy. Mit Hilfe der St6-
rungstheorie ist es moglich, die Grundzustandsenergie eines wechselwirken-
den Elektronengases fiir diesen Fall zu berechnen.

(a) (5 Punkte) Driicke den Fermi-Impuls kr durch den in der Vorlesung
definierten Teilchenabstand ry aus.

(b) (15 Punkte) Bestimme # als Funktion von kp.
Hinweise:
° E(O) = <\I’0|ﬁ0|\110>

e Alle Zustdnde mit Impuls )E ‘ < ky sind besetzt. Die Teilchenanzahl n;
ldsst sich deswegen durch eine © — Funktion beschreiben.



e Im Grenzfall eines Systems von unendlichem Volumen, lésst sich die
Summe {iber Zusténde in ein Integral umwandeln:

Y AE) = g X [ PR ()

e In nullter Ordnung beschreiben wir das freie Elektronengas.
(c) (20 Punkte) Zeige, dass
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Hinweise:
o EW = (Wy|H,|Wy).

e Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wirken auf den Grund-
zustand Wy, Welche Zustéinde miissen besetzt sein, damit das Matrix-
element nicht verschwindet?

e Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren miissen paarweise so kom-
biniert werden, dass das Matrixelement nicht verschwindet. Wegen der
Einschrankung ¢ # 0 gibt es hierfiir nur eine Moglichkeit.



