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1. Wiederholungsfragen

(a) (1 Punkt) Warum schligt die Interpretation der Klein-Gordon-Gleichung
als quantenmechanische Ein-Teilchen-Theorie fehl?

2. Hamilton-Operator eines n-Elektronen-Systems in Besetzungszahldarstellung

Gegeben sei ein aus n Elektronen bestehendes System im unendlichen Volumen.

(a) (1 Punkt) Bestimmen Sie eine Basis fiir ein Ein-Elektron-System im un-
endlichen Volumen bestehend aus Basiszustinde |ko). Nutzen Sie hierzu
ebene Wellen in Ortsdarstellung mit Wellenvektor k und z-Komponente
des Spins o. Die Basisvektoren soll beziiglich des kontinuierlichen Index k
und des diskreten Index o orthonormiert sein.

(b) (7 Punkte) Formulieren Sie den Hamilton-Operator H™, welcher das n-
Elektronen-System beschreibt, in Besetzungszahldarstellung beziiglich der
in Aufgabenteil a definierten Ein-Elektron-Basis. Beriicksichtigen Sie dabei
ebenfalls die spinunabhingige Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen.

(¢) (2 Punkte) Untersuchen Sie Thr Ergebnis fiir ™ unter dem Aspekt der
Impuls- und Teilchenzahlerhaltung. Fine explizite Berchnung von Kommu-
tatoren mit dem Gesamtimpuls- und Gesamtteilchenzahloperator ist hier-
bei nicht notwendig,.

Hinweise:

Fiihren Sie zur Berechnung der Matrixelemente der Coulomb-Wechselwirkung
eine geeignete Koordinatentransformation durch, z.B. hin zu Relativ- und Mit-
telpunktskoordinaten. Bedenken Sie, dass der Transformationssatz ebenfalls die
Jacobi-Determinante der Koordinatentransformation beinhaltet. Formen Sie auf-
tretende Integrale iiber komplexe Exponentialfunktionen wenn mdglich in 9-
Distributionen um. Fiir das verbleibende Integral konnen Sie die Identitét
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mit geeigneter Wahl fiir ¢ nutzen.

3. Feldoperatoren von Spin-!/2-Fermionen

Gegeben seien die zueinander orthonormalen Einteilchenbasisvektoren [Ao) mit
Wellenfunktionen (Zo|\o) = 1) (Z), wobei A ein diskreter Index sei und o die
Spinausrichtung beschreibt. Hieraus folgen
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Die fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aia und a), gehor-

chen den Antikommutationsrelationen {ay,q,, axy0,} = {ai\lal,ahm} = 0 und
{axr01, ai202} = Jx 000,06, Das System werde durch den Ein-Fermion-Hamilton-
Operator in Orts-Spin-Darstellung
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sowie durch den die Wechselwirkung beschreibende Zwei-Fermion-Operator
<f101,5202|V(2)|5303,f404> =V (51, 552) 6 (fl - fs) 6 (f2 - 554) 5010360204

beschrieben. Weiter definieren wir nun Feldoperatoren ¥ und ¥' mittels
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(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie den n-Fermionen-Hamilton-Operator H™ in
Besetzungszahldarstellung.

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Antikommutatorrelationen der Feldoperato-
ren ¥ und ¥'.

(¢) (1 Punkt) Driicken Sie H™ mittels der Feldoperatoren ¥ und ¥ aus.

. Klein’sches Paradozon

Berechnen Sie die stationdren Losungen der Klein-Gordon-Gleichung in 1 + 1
Dimensionen fiir ein Boson, welches sich in einem Potential der Form
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mit V5 > 0 bewegt. Nehmen Sie an, dass E? > m? gilt, wobei m > 0 die Mas-
se des Teilchens ist. Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung lautet unter
Beriicksichtigung eines Potentials

(E—V)* =p*+m?
Die Wellenfunktionen fiir die Bereiche x < 0 und z > 0 kénnen durch

¢« (z) = exp (ikx) + Bexp (—ikz)
b~ (x) = Cexp (ik'z)

parametrisiert werden.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Koeffizienten B und C' mit Hilfe der Stetig-
keitsbedingungen bei x = 0.

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Wellenzahlen & und £’. Unterscheiden Sie
hierbei die drei Falle m < E — Vi, —-m < E—Vog<mund E — Vy < —m.
(c) (5 Punkte) Bestimmen Sie fiir alle drei Fille den Reflexions- und den Trans-
missionskoeffizienten. Interpretieren Sie die Ergebnisse.
Hinweis:
Wihlen Sie k positiv. Wegen der Annahme E? > m? ist letzteres immer reell.
Wihlen Sie k' ebenfalls positiv, falls reell. Warum ist dies sinnvoll und richtig?
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