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1. Wiederholungsfragen

(a) (1 Punkt) Was versteht man unter einer eigentlich orthochronen Lorentz-
Transformation? Welche Auswirkung hat letztere auf die Zeitrichtung und
auf die Orientierung eines Dreibeins im Raum?

(b) (1 Punkt) Formulieren Sie den Zerlegungssatz der eigentlich orthochronen
Lorentz-Transformationen.

(c) (1 Punkt) Unter einer Zusammenhangskomponente versteht man die Men-
ge aller Transformationen, die stetig ineinander überführbar sind. Aus wie
vielen Zusammenhangskomponenten besteht die Lorentz-Gruppe? Durch
welche Lorentz-Transformationen lassen sich die Zusammenhangskompo-
nenten ineinander überführen?

2. Lorentz-Transformationen des Dirac-Feldes

In der Vorlesung haben Sie die Menge der Rotationen als Teilmenge der Lorentz-
Transformationen betrachtet und die Darstellung dieser für Raumzeit-Vektoren
und Dirac-Spinoren bestimmt. Wir untersuchen nun Boosts in beliebig orien-
tierter Rapidität ~η mit der Konvention ω0i = −ωi0 = ηi und ωij = ω00 = 0.

(a) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Form einer Lorentz-Transformation Λ für
Raumzeit-Vektoren, die einen in�nitesimalen Boost mit beliebiger Rapidi-
tät ~η darstellt. Verwenden Sie hierzu

Λα
β = δαβ + ωαβ.

Leiten Sie die endliche Transformation für einen Boost in x1-Richtung her:

Λ =


cosh (η1) sinh (η1) 0 0
sinh (η1) cosh (η1) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 .

(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Form einer Lorentz-Transformation S (Λ)
für Dirac-Spinoren, die einen in�nitesimalen Boost in beliebiger Richtung
~η darstellt. Verwenden Sie hierzu

S (Λ) = 1− i

4
ωµνσ

µν , σµν =
i

2
[γµ, γν ].

Leiten Sie die endliche Transformation für einen Boost in x1-Richtung her:

S (Λ) = cosh

(
η1

2

)
1 + sinh

(
η1

2

)
γ0γ1.



(c) (5 Punkte) Eine allgemeine Lösung der Dirac-Gleichung mit positiver Fre-
quenz und mit Impuls p1 in x1-Richtung ist laut Vorlesung durch den Dirac-
Spinor

ψ (x) = exp
(
−ip0x0 + ip1x1

) 1√
p0 +m

(
(p0 +m)χ
p1σ1χ

)

mit p0 =
√

(p1)2 +m2 gegeben, wobei die Dirac-Matrizen in Standard-

Darstellung genutzt wurden. Reproduzieren Sie dieses Ergebnis, indem Sie
von der Lösung für ein ruhenden Teilchens ausgehen, d.h. p1 = 0, und
dann durch geeignete aktive Lorentz-Transformation mittels x′ = Λx und
ψ′ (x′) = S (Λ)ψ (x) die Lösung boosten. Wählen Sie die Rapidität η1 so,
dass der Boost das Teilchen aus der Ruhe auf den Impuls p1 beschleunigt.

3. Bilineare Kovarianten der Dirac-Spinoren

In der Vorlesung haben Sie das Transformationsverhalten von aus Dirac-Spinoren
bestehenden Bilinearformen betrachtet.

(a) (2 Punkte) Berechnen Sie das Transformationverhalten der Pseudoskalar-
dichte ψ̄ (x) γ5ψ (x) unter Lorentz-Transformation.

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie das Transformationverhalten der Axialstrom-
dichte ψ̄ (x) γµγ5ψ (x) unter Lorentz-Transformation.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass man keinen symmetrischen Tensor zweiter Stu-
fe aus den γ-Matrizen und den Spinoren ψ und ψ̄ bilden kann.

4. Gesamtdrehimpulserhaltung im Zentralpotential

Wir betrachten die Dirac-Gleichung unter Berücksichtigung eines Zentralpoten-
tial. Diese lautet

i
∂

∂t
ψ = (~p · ~α + β m+ Φ (|x|)14)ψ

mit den Matrizen

αi =

(
0 σi

σi 0

)
, β =

(
12 0
0 −12

)
.

Der Gesamtdrehimpulsoperator des Systems ~J ist durch

~J = ~L14 +
1

2
~Σ, ~L = ~x× ~p, Σi =

(
σi 0
0 σi

)
de�niert.

(a) (4 Punkte) Berechnen Sie den Kommutator des Hamilton-Operators und
des Gesamtdrehimpulses und zeigen Sie so, dass der Gesamtdrehimpuls eine
Erhaltungsgröÿe ist.

(b) (1 Punkt) Sind Spin und Bahndrehimpuls auch unabhängig voneinander
erhalten?
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