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1. Wiederholungsfragen

(a) (1 Punkt) Weshalb führt man in der Vielteilchen-Quantenmechanik den
Begri� der ununterscheidbaren Teilchen ein?

(b) (1 Punkt) Welche Eigenschaften besitzen Operatoren, die Observablen in
der Vielteilchen-Quantenmechanik ununterscheidbare Teilchen darstellen?

(c) (1 Punkt) Welche Auswirkung hat das Prinzip der Ununterscheidbarkeit
auf quantenmechanische Zustände?

2. (Anti-)Symmetrisierungsoperator

Sei (|ϕν〉)ν eine orthonormierte Basis eines Einteilchen-Hilbertraumes H (1). Die
Zustände |ϕν1 . . . ϕνn〉 = |ϕν1〉 . . . |ϕνn〉 bilden dann eine Basis des zugehörigen
n-Teilchen-Hilbertraumes H (n) mit n ≥ 2. Wir de�nieren den Symmetrisie-
rungsoperator S und den Antisymmetrisierungsoperator A durch

S =
1

n!

∑
P∈Sn

P A =
1

n!

∑
P∈Sn

σ (P )P.

Sn ist die symmetrische Gruppe, d.h. die Menge aller Permutationen einer n-
elementigen Menge. σ (P ) ist das Signum einer Permutation P . Die Permutatio-
nen P operieren auf den Basisvektoren und vertauschen die zugrunde liegenden
Einteilchenzustände:

P |ϕν1 . . . ϕνn〉 = |ϕνP (1)
. . . ϕνP (n)

〉

Für allgemeine Zustände werden die Operatoren S und A linear fortgesetzt.
Weiter de�nieren wir die n-Teilchen-Zustände

|ϕ(S)〉 = |ϕν1 . . . ϕ(S)
νn 〉 = S|ϕ〉 |ϕ(A)〉 = |ϕν1 . . . ϕ(A)

νn 〉 = A|ϕ〉.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass für eine beliebige Permutation P gilt: PS = S
und PA = σ (P )A.

(b) (1 Punkt) Folgern Sie das Ergebnis von P |ϕ(S)〉 und P |ϕ(A)〉. Was bedeutet
dies für die Zustände |ϕ(S)〉 und |ϕ(A)〉?

(c) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass S2 = S, A2 = A und AS = SA = 0 gilt.
Interpretieren Sie das Ergebnis.

(d) (1 Punkt) Für welches n gilt S + A ∝ 1? Interpretieren Sie das Ergebnis.

(e) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Normierungsfaktoren CA und CS so, dass
die Zustände CS|ϕ(S)〉 und CA|ϕ(A)〉 normiert sind. Der Index ν der zugrun-
deliegenden Einteilchenbasis sei hier diskret anzunehmen.



3. Basen des H (n,S) und H (n,A)

Seien die Zustände |ϕν1 . . . ϕνn〉 die Basis des n-Teilchen-Hilbertraumes H (n)

wie in Aufgabe 2. Dann bilden die Zustände

|ϕν1 . . . ϕ(S)
νn 〉 = S|ϕν1 . . . ϕνn〉 mit ν1 ≤ . . . ≤ νn

eine Basis des Unterraums der symmetrischen Zustände H (n,S) und die Zustän-
de

|ϕν1 . . . ϕ(A)
νn 〉 = A|ϕν1 . . . ϕνn〉 mit ν1 < . . . < νn

eine Basis des Unterraums der antisymmetrischen Zustände H (n,A), wobei der
Symmetrisierungsoperator S und der Antisymmetrisierungsoperator A wie in
Aufgabe 2 de�niert sind. Die zugrunde liegende Einteilchen-Basis sei bezüglich
〈ϕµ|ϕν〉 = δ (µ, ν) orthonormiert, d.h. es sind sowohl diskrete als auch kontinier-
liche Indices in der Notation mit eingeschlossen.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass für beliebige symmetrischen Zustände |ψ(S)〉
und antisymmetrische Zustände |ψ(A)〉 gilt:

〈ϕν1 . . . ϕνn|ψ(S)〉 = 〈ϕν1 . . . ϕ(S)
νn |ψ

(S)〉
〈ϕν1 . . . ϕνn|ψ(A)〉 = 〈ϕν1 . . . ϕ(A)

νn |ψ
(A)〉

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie das Skalarprodukt 〈ϕµ1 . . . ϕ
(A)
µn |ϕν1 . . . ϕ

(S)
νn 〉 der

Basiszustände. Welche Aussage können Sie damit über die Räume H (n,S)

und H (n,A) tre�en?

(c) (3 Punkte) Berechnen Sie die Skalarprodukte 〈ϕµ1 . . . ϕ
(S)
µn |ϕν1 . . . ϕ

(S)
νn 〉 und

〈ϕµ1 . . . ϕ
(A)
µn |ϕν1 . . . ϕ

(A)
νn 〉 der Basiszustände. Welche Aussage können Sie

nun über die gegebenen Basen von H (n,S) und von H (n,A) tre�en?

Hinweis: Nutzen Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 2!

4. Energieniveaus

Gegeben sei ein System von drei voneinander unabhängigen Elektronen. Der
Hamilton-Operator des Gesamtsystems sei Summe der Einteilchen-Hamilton-
OperatorenHi. Sie besitzen Eigenzustände mit den Energieniveaus 0, 1 und 3 (in
willkürlichen Einheiten). Die Energieniveaus sind bezüglich des Spins entartet.

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Energieniveaus des Hamilton-Operator des
Gesamtsystems und deren Multiplizitäten. Geben Sie für die verschiedenen
Gesamtenergie-Eigenzustandsräume jeweils eine Zustandsbasis an.

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie die gleichen Gröÿen für den Fall von Bosonen
mit Spin 0.

2


