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1. Der dreidimensionale Potentialtopf und das Deuteron

Das Deuteron ist der leichteste Atomkern nach dem Proton. Das Deuteron be-
steht aus einem Neutron und einem Proton. Die Bindungsenergie des Deuterons
beträgt B = 2.225MeV.

Die radiale Schrödingergleichung lautet
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u(r) = Eu(r).

(ψ(x⃗) = u(r)
r
Y m
ℓ (θ, ϕ), mit den Kugelflächenfunktionen Y m

ℓ (θ, ϕ), die nicht zur
Lösung dieser Aufgabe benötigt werden). Die Randbedingung für u(r) bei r = 0
ist u(r) ∼ rℓ+1. Wir untersuchen nun das Potential
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(a) (3 Punkte) Wir betrachten zunächst Streuzustände, E > 0. Zeige, dass die
allgemeine Lösung für u(r) im Bereich r > ℓ0 der Form

u(r)

r
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√
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ist, wobei

jℓ(x) = −xℓ−1 d

dx

(
jℓ−1(x)

xℓ−1

)
, j0(x) =

sin x

x
,

nℓ(x) = −xℓ−1 d

dx

(
nℓ−1(x)

xℓ−1

)
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die sphärischen Besselfunktionen sind. Hinweis: Zeige, dass u(r) = rfℓ(kr)
die Gleichung löst (mit fℓ(kr) = jℓ(kr) oder nℓ(kr)) und argumentiere
schliesslich, dass die allgemeine Lösung die obengeschriebene Gleichung sein
muss. Benutze zusätzlich, dass fℓ−1(x) + fℓ+1(x) = 2ℓ+1

x
fℓ(x) um auf das

Ergebnis zu kommen.
(b) (3 Punkte) Berechne die radiale Funktion u(r) für E > 0 und ℓ = 0.
(c) (3 Punkte) Allgemein ist die Streuphase δℓ für ein kurzreichweitiges Poten-

tial durch

e2iδℓ =
αℓ + iβℓ
αℓ − iβℓ



gegeben. Gib cot δ0(k) an, sowie die Koeffizienten a0 und r0 der Taylorent-
wicklung

k cot δ0(k) = − 1

a0
+
r0
2
k2 +O(k4).

(der Parameter a0 wird Streulänge genannt und r0 die effektive Reichweite).

(d) (2 Punkte) Berechne die radiale Funktion u(r) für E < 0 und ℓ = 0 und
gib die algebraische Gleichung an, die die Bindungsenergie erfüllen muss.

2. Heisenbergsche Bewegungsgleichungen

(a) (2 Punkte) Zeige, dass für die Erwartungswerte von L⃗ und N⃗ der Zusam-
menhang

d

dt
⟨L⃗⟩ = ⟨N⃗⟩

gilt. L⃗ = r⃗ × p⃗ ist dabei der Drehimpulsoperator und N⃗ = r⃗ × F⃗ der
Operator des Drehmoments.

(b) (2 Punkte) Ein Teilchen bewege sich in einem zeitunabhängigen Potential
V (r⃗). Zeige, dass der Erwartungswert eines zeitunabhängigen Operators O
für Eigenzustände des Hamiltonoperators zeitlich konstant ist

d

dt
⟨O⟩ = 0

(c) (1 Punkt) Zeige, dass der Erwartungswert für stationäre Zustände die Glei-
chung

1

m
⟨p⃗ 2⟩ = ⟨r⃗ · ∇V (r⃗)⟩

erfüllt. Hinweis: Benutze Teil (b) für den Operator r⃗ · p⃗

3. Identitäten der Delta-Distribution
Die δ-Distribution hat die definierende Eigenschaft:∫ ∞

−∞
dx δ(x)f(x) = f(0)

Zeige die folgenden Identitäten:

(a) (1 Punkt) δ(αx) =
1

|α|
δ(x) (α ̸= 0) ,

(b) (1 Punkt) δ(x2 − α2) =
1

2|α|
(δ(x− α) + δ(x+ α)),

(c) (1 Punkt)
∫ ∞

−∞
dx f(x)

dn

dnx
δ(x) = (−1)nf (n)(0),

(d) (1 Punkt) δ(x− x0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eik·(x−x0).
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