Quantisierung des Dirac-Felds

e Betrachte Dirac-Gleichung als Bewegungsgleichung fiir ein klassisches 4-
komponentiges Feld

e Ersetze Dirac-Spinor durch entsprechenden Feld-Operator

e Fordere Vertauschungsregeln

Klassische Losung:

L . .
e S

s=+1/2

Feldoperator:

a3 - :

s=+1/2

ay(P), al(P), bs(P), b(F):  Erzeuger/Vernichter
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Quantisierung des Dirac-Felds

Zustande im Fock-Raum:

Vernichter as(p), bs(p), angewandt auf den Vakuumzustand muss
verschwinden:

as(P)0) =0, bs(P)I0) =0

Wegen s = £1/2 kann man zu festem Impuls 4 Einteilchenzustande
aufbauen:

ay(PI0), bLPI0), s=x1/2
Konvention:
|dentifiziere das Elektron (2 linear unabhangige Spinzustande) mit ai(ﬁ)lﬂ}
Dann entspricht bi(ﬁ)lO) einem Teilchen mit gleicher Masse:

Positron: gleiche Masse, entgegengesetzte Ladung
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Quantisierung des Dirac-Felds

Klassische Lagrangedichte: LY, 0,) = z,?(x)(iy'“@# — my(x)

Konjugierter Impuls:

oL 9
d(Boy)  3(Do)

(W(iv*o, - mw) = ipy® = iy' (x)

m(x) =

Klassische Hamiltonfunktion:

H= [@xH= [ Ex{reoonwe - Lw.00)
: f Ex{y' (~iy7 -V +ymyy) = f dx{y'(=id -V +pmy|

_ fdzxwfiaﬂ.pszd:axﬁyﬂﬂw
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Quantisierung des Dirac-Felds

Hamilton-Operator flr die quantisierte Theorie:

H=i | &@x¥x)0,¥(x)

d : .
f (a! (Pas(P - b(PB}(B)
5-:|:1f2
Normalordnung: : [ﬂs(ﬁ),ﬂi(@] = [53(@,51(@] =0
H: f (¢} (Day(® - B(Dby(P)
S—;tl,r"Z

Energie der Fock-Zustande, die von bi erzeugt werden ist beliebig klein!
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Quantisierung des Dirac-Felds

Ausweg: fordere Anti-Vertauschungsrelationen:
{ﬂr(ﬁ)a ﬂi (‘?)} = 2Ep6r3§(ﬁ — @
{br(ﬁ), bi(c}’)} =2E,0,6(F—¢q) (alle Uibrigen Antikommutatoren = 0)

Nur falls Erzeuger/Vernichter Anti-Vertauschungsregeln erfiillen ist die
Energie von unten beschrankt:

Normalordnung: . las(ﬁ),ai(q’)} D= {bs(ﬁ), bi(é’)} =0

- :H::ff;;Ep > (@l(@as(B) + bl(B)bs(B) >0

s=+1/2

Das Pauli-Prinzip folgt aus der Quantisierung der Theorie!
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Quantisierung des Dirac-Felds

Forderung nach Anti-Vertauschungsrelationen konsistent mit
Mikrokausalitat:

[‘P(I),ﬁ(}’)” Wy W6 (2 - ) (equal time anti commutator)

Anti-Kommutator zu beliebigen Zeiten:
(), ¥} = (0% + m) f &p (e7 P — &P ) = (iy 8% + m) iA(x — y; m)
? H ZEP H
Propagator und zeitgeordnetes Produkt:

TY(x)¥(Q) := 0(x° — Y)P()FQ) — 00° — °)FH)P(x)

d4p (')’#P# + m) E__gp.(x_}-]
2m)* p?2 —m? + ie

Sr(x~) = (0|7 ¥@)¥)[0) = i

Hartmut Wittig Theorie 5 — Sommersemester 2016



