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Aufgabe 1. (40 Punkte): Hyperfeinstruktur in
Wasserstoff - 21cm Linie
Die Wechselwirkung zwischen einem Elektron und einem magnetischen Feld
lässt sich durch

Ĥint = −~µ · ~̂B,

beschreiben, wobei ~µ das magnetische Moment

~µ =
e

2m

h̄

c
~σ

des Elektrons ist.

(a) (10 Punkte) Drücke Ĥint durch die Normalmoden-Entwicklung aus.
Hinweis : Benutze

~̂A =
∑
~k,σ

Nk~ε~k,σ

{
â~k,σe

i~k~x + â†~k,σe
−i~k~x

}
,

wobei ~ε~k,σ der Polarisationsvektor des Photons ist.

(b) (30 Punkte) Der 1S-Zustand mit f = 1 hat eine etwas höhere Energie
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wie der 1S-Zustand mit f = 0. Beim Übergang zwischen dem Anfangszu-
stand

|ψi〉 = |1S〉| ↑〉e| ↑〉p,

und dem Endzustand

|ψf〉 = |1S〉 1√
2
{| ↑〉e| ↓〉p − | ↓〉e| ↑〉p} ,

wird ein Photon mit λ ≈ 21cm freigesetzt. Berechne die Lebensdauer des
Übergangs und gib einen Zahlenwert an.
Hinweis : Berechne das Matrixelement

〈f |Ĥint|i〉

in Dipol-Näherung und wende Fermi’s Goldene Regel an. Die erwartete Lö-
sung ist:

1

τi→f
=
e2

4π

1

3

h̄

m2c2
k20,

mit k0 = 2π/λ.

Aufgabe 2 (45 Punkte): Mott-Streuung
Betrachtet wird unpolarisierte Elektronenstreuung in Quantenelektrodyna-
mik mit einem externen Coulomb-Potentialfeld Aµ = (− Ze

4πr
, 0, 0, 0). Die Elek-

tronen werden als massive Diracteilchen mit Masse m angesehen.

(a) (15 Punkte) Gib einen Ausdruck des differentiellen Wirkungsquer-
schnitts im Laborsystem in Abhängigkeit vom Matrixelement an. Im Fal-
le eines statischen Potentials ist die Energie des Elektrons im Anfangs- und
Endzustand gleich, wohingegen sich die Richtung der Dreierimpulse der Elek-
tronen ändern kann. Für eine Potentialstreuung müssen nur der Phasenraum
und die Normierungsfaktoren des Elektrons betrachtet werden.

(b) (5 Punkte) Integriere über die Elektronenenergie des Endzustands.
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(c) (20 Punkte) Das Matrixelement kann man aus dem Wechselwirkungs-
term

L1 = −eAµjµ

erhalten. Im Fourier-Raum ist das Coulombpotential durch

V (q) = −
∫

Ze

4πr
ei~q~rd3r = − Ze

|~q|2

gegeben. Berechne das quadrierte Matrixelement für den unpolarisierten Wir-
kungsquerschnitt.

(d) (5 Punkte) Bestimme den differentiellen Wirkungsquerschnitt im La-
borsystem in Abhängigkeit der Variablen des einlaufenden Elektrons (Energie
w und relativistische Geschwindigkeit β) und des Streuwinkels. Berechne den
nicht-relativistischen Limes des Wirkungsquerschnitts (dieser Limes wird als
Rutherford-Streuung bezeichnet).

Aufgabe 3 (15 Punkte):
Betrachtet wird der Lagrangian eines reellen, skalaren Feldes φ in 1 + 1 Di-
mensionen:

L =
1

2
∂µφ ∂µφ−

λ

4

(
φ2 − v2

)2
,

(a) (5 Punkte) Finden den zugehörigen Hamiltonian und die Bedingung
an die klassischen Feldkonfigurationen φ0(x), welche die Energie minimieren.
Hinweis: Der konjugierte Impuls π eines Felder φ ist durch π = ∂L/∂φ̇ ge-
geben und der Hamiltonian durch H =

∫
dx
(
πφ̇− L

)
.

(b) (5 Punkte) Finde die Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange-Gleichungen)
des Feldes φ.

(c) (5 Punkte) Die statische Lösung, welche zwischen zwei Vakuumzu-
ständen interpoliert,

φ0(x) = v × tanh

(√
λ

2
vx

)
,

3



bezeichnet man als „kink“-Lösung. Zeige, dass diese „kink“-Lösung tatsächlich
die Lögung der Bewegungsgleichung ist.
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