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1. Kommutatoren

Berechne die folgenden Kommutatoren:
(a) (1 Punkt) [L;,x;]
(b

) (1 Punkt) [L;, p;]
(c) (1 Punkt) [L;,r], wobei r? = 72
(d) (1 Punkt) [L?, L;]
(e) (1 Punkt) [Lx,siné cos @]

2. Kugelfidchenfunktionen

Fiir Zentralpotentiale V() = V(r) sind die Kugelfachenfunktionen Y7, (6, ¢)
Losungen des winkelabhéngigen Teils der Schrédingergleichung. Die Kugelfa-
chenfunktionen sind wie folgt definiert:
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(a) (2 Punkte) Zeige, dass fiir die Paritat der Kugelflichenfunktionen gilt:
wobei die Wirkung des Paritatsoperators gegeben ist durch

Hnm(& ¢) = Yém(ﬂ - 97 ¢ + 71') :

(b) (2 Punkte) Fiir Zustédnde mit m = 0 lassen sich die Kugelflachenfunktionen
durch die Legendre-Polynome Py(cos ) = P (cos ) ausdriicken:
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Yoo (0, ¢) = Py(cos ).

Berechne Yy fir 0 < ¢ < 2.

(c) (4 Punkte) Die Kugelflachenfunktionen mit 0 < m < ¢ kénnen dann mit-
hilfe des Aufsteigeoperators L, erzeugt werden:
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Berechne mit Hilfe der Beziehung

LY (0,0) = b/l —1) —m(m + 1)Yomia
und der Symmetrierelation

YVZ,—m(a ¢) = (_1)mY;n(9a ¢)

die Kugelfldchenfunktionen mit 0 < |m| < ¢ fir 0 < ¢ < 2.

(d) (2 Punkte) Skizziere den Realteil der in dieser Aufgabe berechneten Ku-
gelflachenfunktionen als Funktion von # und ¢ in Polardarstellung. Wahle
als Projektionsebene die z — z-Ebene und die x — y-Ebene.

3. Spinoperatoren

Die beiden Spinzustédnde [1) und |}) (’spin up’ und ’spin down’) seien orthonor-
mierte Eingenzustinde eines Systems mit Spin %

(a) (3 Punkte) Zeige, dass

[Si7 SJ] = ZEUkFLSk s

h2
1Si, Si]+ = 55@‘],

wobei
h
S, = D G+ 1) ().
Sy = i (= 1) (L + 11 {11
5. = 21 (1 = 11 ().

Hinweis: Die Zustande sind orthonormiert, (1 | 1) = (|} |])=1; (1]]) =
(4| 1) = 0. Weiterhin gilt fiir den Einheitsoperator I = (|1) (1] + [{) (}|
(Vollsténdigkeitsrelation)

(b) (2 Punkte) Wie sehen die Operatoren S,, S, und S, in der Matrix-Darstellung
der ’ket’-Zusténde |T) = <(1)) und ||) = (?) aus?



