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1 Grundbegriffe der Funktionalanalysis

1.1 Hilbertraume

In diesem Abschnitt sind einige grundlegende Definitionen und Sétze aus der Funktio-
nalanalysis iiber Hilbertrdume und lineare Operatoren zusammengefasst. Dabei wird
die in der Mathematik iibliche Notation verwendet. Nach Bedarf kann man alle Defini-
tionen in die Dirac Bracket-Schreibweise iibertragen.

Definition: Fin Hilbertraum H ist ein linearer Vektorraum iiber C mit den Figenschaf-
ten

1. Die Vektorraum-Axiome sind erfiillt:

1. Sind f,g € H so auch f +g e H

Assoziativitdt:  (f+g)+h=f+(g+h)
2. Es existiert ein Nullelement O mit f +0=f VfeH
3. Es existiert ein inverses Element: f+ (—f)=0 Vf
4. Multiplikation mit einem Skalar: fiir u,v € C gilt

pnfeH
wp)f =vipf); (w+v)f =pf+vf
wu(f +g9)=unf+png (Distributivgesetz)

I1. Es existiert ein Skalarprodukt auf ‘H, d.h. eine positive definite hermitische Form

(*7*): H—>Ca f?g'_>(fag)
mit den Figenschaften:

frar+g2) = (f,91) + (f, 92)
fing) =ulf,9) (linear im 2. Argument)

(
(
(f.9)=(9.f)
(vf,g) =v*(f,9) (antilinear im 1. Argument)
(f,)=0 Vf, (f,f)=0&f=0

III. Der Raum H ist vollstandig, d.h. jede CAUCHY-Folge fi, fo, ... konvergiert gegen
ein Element f € H, f, — f, wenn lim ||f, — f|| = 0.
n—oo

IV. H ist abzahlbar unendlich-dimensional.



Bemerkungen:

(a) In III. wird die Norm eines Elements benutzt. Diese ist iiber das Skalarprodukt

definiert:
LfI =/ (5 f)-
Die Norm erfiillt die SCHWARZsche Ungleichung
(£l < I Tlgll-

AuBlerdem gilt die Dreiecksungleichung
L+ gll < 1LfI+ gl

(b) Verzichtet man auf Eigenschaften III und IV spricht man von einem Pra-Hilbertraum.

Eine Folge heifit CAUCHY-Folge wenn
Ve>0 INeN sodass ||fn— full<e Vn,m>N

Die Eigenschaft
Tim [1f, — £

heifit starke Konvergenz.

Eigenschaft IIT macht einen Pré-Hilbertraum zum Hilbertraum

(¢) In der Mathematik wird IV meist nicht gefordert. Die Rdume der Quantenmecha-
nik sind in der Regel abzéhlbar unendlich-dimensional. Man beschrénkt sich auf
sogenannte separable Hilbertraume.



1.2 Lineare Operatoren

Im folgenden betrachten wir einen allgemeinen gegebenen Hilbertraum H — nicht not-
wendigerweise der L?(R?).

Definition: FEin Operator A ist eine Abbildung
A: Dy — 7‘[, DysCH

D, ist ein Teilraum von H. D 4 heiit Definitionsbereich von A.

A heifit linear, wenn

A(awl + bwg) = (IAwl + bAwQ, a, beC.

Definition: D4 sei dicht in H. Der zu A adjungierte Operator A' ist definiert durch

(¢, Av) = (AT, ¢) V¢ € Da, ¢ € Dar.
Es gilt: (AB)! = BTAT.
A heiBit hermitisch, wenn (¢, Ap) = (Ap,) Y1, € Dy und Dy C Dg.
A heifit selbstadjungiert, wenn AT = A und Dt = Dy.

Ein selbstadjungierter Operator ist auch hermitisch.

Definition: Sei A ein linearer Operator auf H. Falls a € C und ¢ € ‘H existiert, 1 # 0,
so dass

A = ayp

so heifit a Eigenwert und v Eigenvektor (engl. eigenvalue, eigenvector).

Satz 1: Die Eigenwerte eines hermitischen Operators sind reell.

Satz 2: Figenvektoren hermitischer Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Satz 3: Die Zahl der Eigenwerte eines hermitischen Operators ist hochstens abzahlbar
unendlich.

Satz 4 — Vollstandigkeit: Sei A selbstadjungiert und besitze ein rein diskretes Spek-
trum. Dann spannen die Eigenvektoren von A den gesamten Hilbertraum H auf.



2 Postulate der Quantenmechanik

L.

Reine Zusténde eines quantenmechanischen Systems werden durch normierte Vek-
toren, bzw. Strahlen |@) eines komplexen Hilbert-Raums, H, beschrieben.

Superpositionsprinzip: Fiir physikalische Zusténde |a), |3) ist auch a|a)+0|5),
mit a,b € C, wieder ein physikalischer Zustand. Jeder Vektor entspricht daher ei-
nem moglichen, reinen Zustand.

II. Den Observablen entsprechen selbstadjungierte, lineare Operatoren. Die mogli-
chen Messwerte sind die Eigenwerte des Operators.
III. Der Erwartungswert der Observablen A im Zustand |a) zum vorgegebenen
Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch
(4) = (a|Ale).
IV. Die zeitliche Entwicklung eines Zustandes wird durch die Schrédingergleichung
bestimmt: p
iham) = Hla),
wobei H der Hamilton-Operator ist.
V. Wird an einem System im Zustand |«) die Observable A gemessen und wird
dabei der Messwert A, gefunden, so geht das System bei der Messung in den zu
An gehorigen Eigenzustand, |n), iiber:
@) — [n),  Aln) = Anln).
Bemerkungen
1. Als reinen Zustand bezeichnet man ein Ensemble von identisch praparierten
Zustanden. Man erhilt den Erwartungswert einer Observablen nach einer (un-
endlich) groflen Zahl von Messungen an identisch priparierten Zustanden.
2. Als Strahl bezeichnet man ein Aquivalenzklasse von Vektoren, die zueinander
proportional sind:
@ ={1B|18) ~ 1} ) ~18) & ) =x8), Aec.
Salopp gesprochen ist ein Strahl eine Menge von Vektoren, die die gleiche Rich-
tung, jedoch unterschiedliche Langen haben.
3. Selbstadjungierte Operatoren haben reelle Eigenwerte.
4. Der Erwartungswert einer Observablen im Zustand |«) ist i.A. nicht gleich einem

der Eigenwerte von A. Dies gilt nur dann, wenn der Zustand |«) gleich einem der
Eigenzusténde |n) ist.



3 Radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms

Der komplette Ausdruck fiir die Wellenfunktion des Wasserstoffatoms lautet

¢n€m(f) = RnZ(T)}/Zm(Hv 90)7 (31)

mit der radialen Wellenfunktion

Ros(r) = %aﬁ(m

~ (L +n)! 1/2 1 (41 —p

= Frl+1—n,204+2.2

unf(r) {aB(n—f—l)' n(2£+1),f7 € 1 1( + n, + 2, p)?
T

agn

wobei 1 F} die konfluente hypergeometrische Funktion bezeichnet. Der Bohr-Radius ap
ist gegeben durch
2

n
ap = —5 = 0.529177...- 107" m.
mee

Fiir die expliziten Ausdriicke der Radialwellenfunktionen benutzen wir die spektrosko-
pische Notation:
n=123,..., (=0,1,2,...,n—1

l: 01112
Bezeichnung: | s |p|d | f

Die niedrigsten Wellenfunktionen Ry, (r) sind

2
n=1: Ry(r)= We_r/“B
ag
1 1 r 1/r
=2:  Ry(r)=- — )1 == — ) p el7r/2m)
" 25(r) T +/2ap (aB){ 2(a3>}
1 1

Raa(r) 1 1 1 2r \° (r/3an)
r)=—
3d rv/3ag /35! \ 3ap

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte ist gegeben durch 72 | Ry (r)|” .



