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Kapitel 1

Einleitung

Das aus heutiger Sicht vielleicht wertvollste Werkzeug der theoretischen Kern-
und Teilchenphysik ist die Quantenfeldtheorie (QFT). Mit ihrer Hilfe lassen
sich sowohl die Erzeugung und Vernichtung als auch die Wechselwirkungen
aller bekannten Elementarteilchen erfolgreich beschreiben. Desweiteren wird
durch sie die Existenz experimentell bestitigter Antimaterie vorhergesagt:
Fiir jedes Teilchen existiert ein entsprechendes Antiteilchen mit gleicher Mas-
se und entgegengesetzter Ladung. Die mathematische Struktur der QFT folgt
aus den Prinzipien der Quantentheorie und der speziellen Relativititstheo-
rie, wenn man von punktférmigen Teilchen in der Raumzeit ausgeht und
zusitzlich fordert, dass sich weit voneinander entfernte Experimente nicht
gegenseitig beeinflussen (cluster decomposition principle) [1].

Im Rahmen der QFT wird der Hilbertraum eines Quantenfeldes durch
teilchenartige Anregungen konstruiert, wodurch der Unterschied zwischen
Feld und Teilchen génzlich verloren geht. Konventionelle Teilchen werden
nun als Zustdnde quantisierter Felder interpretiert.

Besonders erfolgreiche Quantenfeldtheorien zur Beschreibung von Ele-
mentarteilchen sind Eichtheorien. Sie nutzen das Prinzip der lokalen Sym-
metrie, um Wechselwirkungen zwischen Materiefeldern und Eichbosonen zu
generieren. Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik ist eine SU(3) x
SU(2) x U(1)-Eichtheorie und stellt die vereinheitlichte Theorie der starken,
schwachen und elektromagnetischen Wechselwirkung dar. Bis auf die Gravi-
tation konnen somit alle aus heutiger Sicht fundamentalen Kréfte mit einer
Theorie beschrieben werden. Im Standardmodell stellen die in Quarks und
Leptonen aufgeteilten Fermionen die Materiefelder dar. Es gibt sechs ver-
schiedene Quarktypen (flavors) up, down, strange, charm, bottom, top, von
denen jeder drei verschiedene Farbladungen (colors) red, green, blue, tragen
kann. Quarks unterliegen sowohl der starken und schwachen als auch der
elektromagnetischen Wechselwirkung. Weiterhin gibt es sechs Leptonen, das



Elektron (e), das Myon (u) und das Tau (7), die schwach und elektromagne-
tisch wechselwirken, sowie die zugehdrigen Neutrinos v, v, und v;, die nur
der schwachen Wechselwirkung unterliegen. Zusétzlich besitzt jedes Fermion
ein Antiteilchen.

Der fiir diese Arbeit relevante Teil des Standardmodells ist die star-
ke Wechselwirkung. Sie kann erfolgreich durch die Quantenchromodynamik
(QCD) [2, 3, 4] beschrieben werden. Dabei handelt es sich um eine SU(3)-
Eichtheorie, in der die starke Wechselwirkung zwischen den Quarks durch den
Austausch masseloser Eichbosonen, den Gluonen, vermittelt wird. Aufgrund
der nichtabelschen Struktur der Eichgruppe tragen die acht Gluonen wie die
Quarks Farbladungen und kénnen somit untereinader wechselwirken. Obwohl
Quarks als elementare Bestandteile der Materie gelten, wurden noch keine
freien Quarks beobachtet. In der Natur scheinen ausschlieflich farbneutra-
le Kombinationen aus Quarks und Gluonen aufzutreten. Dieses theoretisch
noch nicht bewiesene Phénomen bezeichnet man als confinement [5].

Stark wechselwirkende, farbneutrale Teilchen nennt man Hadronen. Man
unterscheidet zwischen zwei Arten von Hadronen: den Mesonen, die aus ei-
nem Valenzquark-Antivalenzquark-Paar bestehen, und den Baryonen, die aus
drei Valenzquarks bestehen. Nach dem heutigen Verstindnis sind Hadronen
komplexe Objekte, die aus einer Vielzahl von Quarks und Gluonen aufge-
baut sind. Es sind jedoch die oben erwahnten Valenzquarks, aus denen sich
Quantenzahlen wie Baryonenzahl oder Ladung ableiten lassen.

Léasst man unter Vernachldssigung der drei schweren Quarks (c, b, t) die
Massen der drei leichten Quarks (u, d, s) gegen null streben (chiraler Grenz-
fall), ist die Lagrangedichte der QCD invariant unter der chiralen Gruppe
SU(3), x SU(3)r. Wider Erwarten ordnen sich die Hadronen nicht nach
irreduziblen Darstellungen der Gruppe SU(3); x SU(3)g, sondern nach je-
nen der Gruppe SU(3) an. Bemerkenswert sind auch die Massen der acht
pseudoskalaren Mesonen (7, 7=, 7% K+ K~ K° K° ), da sie viel kleiner
als diejenigen der aus den gleichen Valenzquarks aufgebauten Vektorme-
sonen (p*,p~, p°, K**, K*~, K*°, K*° W) sind. Diese Beobachtungen lassen
sich durch die spontane Symmetriebrechung der chiralen Gruppe SU(3). x
SU(3)g auf die Gruppe SU(3) erkléren. Dabei werden durch das Goldstone-
Theorem acht masselose Goldstone-Bosonen vorhergesagt [6], die in den acht
pseudoskalaren Mesonen wiedererkannt werden konnen. Die endlichen Mas-
sen der pseudoskalaren Mesonen resultieren aus den endlichen Quarkmassen,
welche eine explizite Brechung der Symmetrie hervorrufen.

Da die QCD eine nichtabelsche Eichtheorie ist, nimmt der Wert ihrer
effektiven Kopplungskonstante ay bei steigender Energie ab. Diese Eigen-
schaft wird asymptotische Freiheit |2, 5, 7] genannt und hat zur Folge, dass
man die starke Wechselwirkung in zwei Bereiche einteilen kann. Im Bereich
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grofser Wechselwirkungsenergien verhalten sich die Quarks und Gluonen in
einem raumlich beschrinkten Gebiet wie freie Teilchen und stérungstheore-
tische Rechnungen sind analog zur QED durchfiihrbar. Bei geringer Wech-
selwirkungsenergie ist die effektive Kopplungskonstante jedoch so grofs, dass
konventionelle Stérungsrechnungen nicht mehr sinnvoll sind. In diesem Be-
reich ist es iiblich, effektive Feldtheorien (EFT) anzuwenden [8]. Thr Konzept
besteht darin, die allgemeinste, mit den Symmetrien der zugrunde liegen-
den Theorie vertrigliche, Lagrangedichte aufzustellen. Dabei verwendet man
nicht notwendigerweise die Freiheitsgrade der zugrunde liegenden Theorie,
sondern diejenigen, die fiir ein gegebenes Problem relevant sind: Im nieder-
energetischen Bereich der QCD sind dies im Wesentlichen Nukleonen und
Pionen, nicht Quarks und Gluonen.

Die in dieser Arbeit verwendete EFT ist die auf der chiralen Symmetrie
der QCD basierende chirale Storungstheorie (ChPT) [9, 10, 11]. Betrach-
tet man Prozesse mit Schwerpunktsenergien unterhalb der Masse der Rho-
Mesonen, sind die einzigen produzierbaren Teilchen die Goldstone-Bosonen,
deren Wechselwirkung im chiralen Grenzfall bei kleiner werdenden Energien
verschwindet. Das ist der Ausgangpunkt der mesonischen chiralen Stérungs-
theorie (MChPT), in der man den obigen Sachverhalt dazu nutzt, die all-
gemeinste Lagrangedichte fiir das pseudoskalare Meson-Oktett nach kleinen
Impulsen und Quarkmassen zu entwickeln. Die allgemeinste Lagrangedich-
te besitzt eine unendliche Anzahl von Termen. Jeder Term wird von einer
Niederenergiekonstanten (low-energy coupling constants, LEC) begleitet, de-
ren Zahlenwert sich aus der zugrunde liegenden Theorie ableiten liefe. Da
man nicht in der Lage ist die QCD zu l6sen, ist es iiblich die Konstanten
an experimentelle Daten anzupassen oder mit Hilfe der Gitter-QCD zu be-
stimmen [12]. Fiir eine aussagekriftige Theorie ist es notig, ein konsistentes
Ordnungsschema zu haben, mit dessen Hilfe man die Bedeutung einzelner
Diagramme abschitzen kann. Mit dem Weinberg’schen Zéhlschema [9] analy-
siert man das Verhalten einzelner Diagramme unter Reskalierung der Impulse
und Quarkmassen und kann dadurch jedem Diagramm eine chirale Ordnung
zuweisen.

Die chirale Storungstheorie ist eine im traditionellen Sinne nicht renor-
mierbare Theorie, d.h. die durch Schleifenintegrale auftretenden Unendlich-
keiten konnen nicht durch eine Redefinition einer endlichen Anzahl in der
Lagrangedichte auftretender Parameter eliminiert werden. Da man in effek-
tiven Feldtheorien die allgemeinste Lagrangedichte aufstellt und somit alle
mit den Symmetrien vertréglichen Terme beriicksichtigt, konnen die Unend-
lichkeiten Ordnung fiir Ordnung in den Niederenergiekonstanten absorbiert
werden [1].

Erweitert man die MChPT um die Freiheitsgrade des Nukleons, gelangt
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man zur baryonischen chiralen Stérungstheorie (BChPT) [13]. Hier tritt ein
Problem mit dem Zahlschema auf: Die Nukleonmasse ist in der Groéfenord-
nung der Skala der spontanen Symmetriebrechung A (=~ 1 GeV). Das Wein-
berg’sche Zahlschema ist nicht mehr anwendbar, da Schleifenintegrale sowohl
zu niedrigeren Ordnungen als auch zu héheren Ordnungen beitragen als durch
das Zahlschema bestimmt. Eine Moglichkeit zur Wiederherstellung des chira-
len Zahlschemas ist die Verwendung der chiralen Storungstheorie fiir schwere
Baryonen (heavy-baryon chiral perturbation theory, HBChPT) [14, 15], in der
der Nukleon-Viererimpuls in einen Teil von der Grofenordnung der Nukleon-
masse und einen kleinen Rest zerlegt wird. Diese Methode liefert jedoch in
einigen Fillen nicht das richtige analytische Verhalten. Die Infrarotrequlari-
sierung (IR) [16] und die erweiterte Massenschalenrenormierung (eztended
on-mass-shell (EOMS) scheme) [17] stellen zwei manifest lorentzinvariante
Renormierungsverfahren dar, bei denen dieses Problem nicht auftritt.

Um experimentelle Daten iiber einen groferen kinematischen Bereich be-
schreiben zu konnen, ist es notwendig weitere effektive Freiheitsgrade in die
Theorie einzubauen. Ein erster Schritt ist die Hinzunahme von Vektorme-
sonen, mit deren Hilfe schon vor der Entwicklung der QCD im sogenannten
Vektormesondominanzmodell (VMD) die Kopplung von Photonen an Hadro-
nen gut vorhergesagt werden konnte. Auch die Einbeziehung der Deltareso-
nanz, die den ersten angeregten Zustand des Nukleons darstellt, scheint sinn-
voll, da ihre Anregungsenergie nur etwa der doppelten Pionmasse entspricht.
Mit Hilfe des EOMS-Renormierungsschemas kann man diese Freiheitsgrade
explizit in die Theorie einbauen ohne das Zahlschema zu verletzen.

Als Otto Stern 1933 das magnetische Moment des Protons maf, fand
er eine signifikante Abweichung von dem eines Punktteilchens [18|. Dieses
Experiment war der erste Hinweis darauf, dass Nukleonen keine Elementar-
teilchen sind, sondern eine innere Struktur besitzen. Aus elastischen Elektro-
nenstreuexperimenten kann man die elektromagnetischen Formfaktoren des
Nukleons extrahieren und somit fundamentale Informationen {iber dessen
Aufbau erlangen. Betrachtet man die Formfaktoren fiir kleine Impulsiiber-
trage in einem bestimmten Bezugssystem, dem Breit-System, so stellen sie
die Fouriertransformierten der Ladungs- und Magnetisierungsverteilung im
nichtrelativistischen Grenzfall dar. Aufgrund der groken Menge und Prézi-
sion der verfiigharen Messdaten, stellt die Beschreibung der Formfaktoren
einen wichtigen Test fiir jede phanomenologische Theorie der starken Wech-
selwirkung dar.

Bisherige Berechnungen der elektromagnetischen Formfaktoren in chira-
ler Storungstheorie ohne explizite Einbeziehung von Resonanzen stimmen
nur fiir sehr kleine Energien mit den experimentellen Daten iiberein |15,
19, 20, 21, 22|. In den Referenzen [19] und [23] konnten die Ergebnisse fiir
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die Formfaktoren durch eine semi-phinomenologische Beriicksichtigung von
Vektormesonen verbessert werden. Ein néchster Schritt ist die Berechnung
der elektromagnetischen Formfaktoren mit einer effektiven Feldtheorie, die
Vektormesonen auf konsistente Weise beriicksichtigt, so wie sie in Referenz
[24] konstruiert wurde. Desweiteren gilt es zu priifen, welchen Einfluss die
Hinzunahme der Deltaresonanz auf die Ergebnisse hat.

Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung der elektromagnetischen Formfakto-
ren des Nukleons in manifest lorentzinvarianter chiraler Stérungstheorie bis
zur Ordnung O(q¢®) unter konsistenter Beriicksichtigung von Vektormesonen
und der Deltaresonanz.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Im zweiten Kapitel wird eine kurze
Einfiihrung in die QCD sowie die chirale Storungstheorie fiir Mesonen und
Baryonen gegeben. Das dritte Kapitel befasst sich mit der Renormierung
von effektiven Feldtheorien. Dabei werden sowohl die zur Renormierung fiir
ChPT mit Baryonen bendétigte Infrarotregularisierung als auch das in die-
ser Arbeit verwendete EOMS-Schema prisentiert. Im vierten Kapitel wird
der konsistente Einbau von Vektormesonen und der Deltaresonanz in die
ChPT diskutiert. Dabei wird insbesondere darauf eingegangen, welche Kon-
sequenzen sich aus den Konsistenzbedingungen und der Forderung nach sto-
rungstheoretischer Renormierbarkeit fiir die Kopplungskonstanten ergeben.
In Kapitel 5 werden die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons un-
ter Beriicksichtigung von Vektormesonen und der Deltaresonanz berechnet.
Es werden verschiedene Fits der Sachs-Formfaktoren angefertigt und gra-
phisch als Funktion des Impulsiibertrages Q* dargestellt. Die Ergebnisse der
Sachs-Formfaktoren werden schliefslich untereinander und mit den experi-
mentellen Daten verglichen. Kapitel 6 beinhaltet eine Zusammenfassung und
Diskussion der Ergebnisse.



Kapitel 2

QCD und chirale Storungstheorie

Die chirale Storungstheorie ist die effektive Feldtheorie der QCD [9, 10, 11].
Sie basiert auf der globalen SU(3), x SU(3)r x U(1)y-Symmetrie der zu-
grunde liegenden QCD-Lagrangedichte im chiralen Grenzfall. Mit ihrer Hilfe
lassen sich Prozesse der starken Wechselwirkung auch bei niedrigen Energien
storungstheoretisch berechnen. In diesem Kapitel werden sowohl die Lagran-
gedichte der QCD und ihre Symmetrien vorgestellt als auch eine Einfiihrung
in die chirale Storungstheorie fiir Mesonen und Baryonen gegeben. Der fol-
gende Text orientiert sich an Referenz [25], in dem sich eine ausfiihrliche
Einfiihrung in das Themengebiet findet.

2.1 QCD-Lagrangedichte

Die QCD beschreibt die starke Wechselwirkung zwischen Quarks durch den

Austausch von masselosen Eichbosonen. Es handelt sich hierbei um eine nich-

tabelsche Eichtheorie mit der Symmetriegruppe SU(3).. Die Quarks stellen

die Materiefelder der QCD dar und kommen in sechs verschiedenen Flavors

mit jeweils drei verschiedenen Farben vor. Die acht Gluonen sind die Eich-

bosonen der QCD und vermitteln die Wechselwirkung zwischen den Quarks.
Die Lagrangedichte der QCD lautet wie folgt |26, 27]:

LQC’D = qu Zm mf) qf — ZGZVGZVa (21)
Dyqy = 0uqr — ig Z ALy, (2.2)
G, = 0,47 — 8VAZ + gfabcAZA,'i. (2.3)



flavor up down strange
Masse [MeV] | 1,5 —3 3—7 95 + 25

flavor charm bottom top
Masse [MeV] || 1250 £ 90 | 4200 £+ 70 | 174200 £ 3300

Tabelle 2.1: Quarkmassen [28]

Die Summation lauft iiber alle Quarkflavors f, wobei man fiir jeden Quark-
flavor einen dreikomponentigen Spinor einfiihrt:

qf,r
qy = df.g . (2-4)
qf.b

Die Massen m der Quarks sind in Tabelle 2.1 angegeben. Die kovariante Ab-
leitung D,,, die die acht Gluonfelder A7 enthilt, vermittelt die Wechselwir-
kung zwischen den Quarkfeldern und den Gluonen, wobei g die Kopplungs-
konstante der starken Wechselwirkung ist. Die acht Gell-Mann-Matrizen A,
sind die Generatoren und die fu. die Strukturkonstanten der SU(3) (siehe
Anhang A.2).

Wie aus Gleichung (2.3) ersichtlich, enthalten die Feldstérketensoren G,
der QCD das Produkt zweier Gluonfelder. Da der kinetische Term der La-
grangedichte die Struktur G}, G, hat, besteht die Moglichkeit einer Selbst-
kopplung der Eichfelder. Diese Selbstwechselwirkung der Eichfelder ist ein
Charakteristikum von nichtabelschen Eichtheorien und tritt bei abelschen
Eichtheorien wie der QED nicht auf.

An den Zahlenwerten der Stromquarkmassen aus Tabelle (2.1) ist erkenn-
bar, dass die Massen der Up- und Down-Quarks um eine Gréfsenordnung klei-
ner als die des Strange-Quarks und mindestens um zwei Grofenordnungen
kleiner als die der restlichen Quarks sind. Daher kann man davon ausgehen,
dass hauptséchlich Up- und Down-Quarks bei niederenergetischen Prozessen
der starken Wechselwirkung von Relevanz sind und demzufolge im weiteren
Verlauf dieser Arbeit nur solche beriicksichtigt werden. Wahrend sich bei-
spielsweise die Masse des Wasserstoffatoms aus der Summe der Elektronen-
und Protonenmasse, aber einem nur sehr geringem Anteil an Bindungsener-
gie zusammensetzt, ist die Summe der Massen zweier Up-Quarks und eines
Down-Quarks wesentlich kleiner als die Masse eines Protons. Dass offensicht-
lich die Wechselwirkungen im Proton den Hauptanteil seiner Masse ausma-



chen, rechtfertigt die Betrachtung des chiralen Grenzfalls, d.h. m,,, mg — 0:

QCD = Z iqrPay — ZGZVGMV (2.5)
f=u,d

Um die Symmetrie dieser Lagrangedichte hervorzuheben, fiihrt man die Pro-
jektionsoperatoren Pr und Pj, ein, die aus einer freien, masselosen Losung
der Dirac-Gleichung die Zusténde mit positiver (rechtshindig) bzw. negati-
ver (linkshéndig) Helizitét herausprojizieren. Man schreibt mit ihrer Hilfe die
Quarkfelder in rechts- und linkshindige Anteile um,

1 1
q= (5(1+%)+§(1—%)> q=(Pr+PL)g=qr+q, (2.6
und erhdlt fiir die Lagrangedichte im chiralen Grenzfall:

Loop =Y iGrsPar s+ arsPary) — ZGZVG’“’ (2.7)
f=ud

Diese Lagrangedichte besitzt eine globale SU(2), x SU(2)gx U(1)y xU(1)4—
Symmetrie. Dabei stellt die U(1)y—Symmetrie die Erhaltung der Baryo-
nenzahl B dar, welche auf eine Klassifikation der Hadronen in Mesonen
(B = 0) und Baryonen (B = 1) fiithrt. SU(2), x SU(2)g wird als chira-
le Symmetriegruppe der QCD bezeichnet. Die U(1)4—Symmetrie resultiert
aus der Invarianz der obigen Lagrangedichte unter den Transformationen
q — exp(—iays)q. Quantenfluktuationen der Quarkfelder im Gluonenhinter-
grund fiihren zu einer expliziten Brechung der U(1)4—Symmetrie, weshalb
U(1)4 zwar eine Symmetrie der masselosen QCD-Lagrangedichte, nicht aber
der Quantentheorie ist (U(1)4—Anomalie) [29, 30]. Erwartungsgemaf sollten
sich die Hadronen in ndherungsweise entarteten Multipletts passend zu den
Dimensionalititen irreduzibler Darstellungen der Gruppe SU(2); x SU(2)g
organisieren. Empirisch findet man im Spektrum jedoch nur eine SU(2)y—
Symmetrie. Dies, zusammen mit der Tatsache, dass die Massen der drei pseu-
doskalaren Mesonen (Pionen) viel kleiner sind als die typische Massenskala
von Hadronen, lidsst vermuten, dass die chirale SU(2),, x SU(2)g—Symmetrie
spontan zu einer SU(2)y—Symmetrie gebrochen ist. Eine Symmetrie ist dann
spontan gebrochen, wenn der Grundzustand eines Systems nicht invariant un-
ter der kompletten Symmetriegruppe G des Hamiltonoperators ist, sondern
nur unter einer Untergruppe H von G. Sei ng die Anzahl der Generatoren der
Gruppe G und ng die der Gruppe H, so folgt aus dem Goldstone—Theorem
[6] die Existenz von ng — ny masselosen Goldstone—Bosonen, deren Eigen-
schaften durch die ng — ny Generatoren bestimmt werden, die den Grund-
zustand nicht vernichten.
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Die Gruppe SU(2); x SU(2)g besitzt sechs und die Gruppe SU(2) drei
Generatoren. Daraus resultieren fiir die QCD drei Goldstone-Bosonen, die
man mit dem Pionen—Triplett identifiziert. Durch die explizite Symmetrie-
brechung der von null verschiedenen Up— und Down-Quarkmassen erhalten
die Pionen eine endliche Masse, die im chiralen Grenzfall verschwindet. Nach
dem Coleman—Theorem [31] wird die Symmetrie des Teilchenspektrums von
der Symmetriegruppe des Grundzustandes bestimmt, was die beobachtete
SU(2)y—Symmetrie erklart.

2.2 Ward-Identitaten und lokale Symmetrien

Vakuumerwartungswerte zeitgeordneter Produkte von Operatoren sind in
quantenfeldtheoretischen Rechnungen von grofser Bedeutung. Diese sogenann-
ten Green’schen Funktionen koénnen iiber den Lehmann-Symanzik-Zimmer-
mann-Formalismus (LSZ) mit den physikalischen Streuamplituden in Ver-
bindung gebracht werden [32]. Im Folgenden wird am Beispiel der QCD il-
lustriert, wie aufgrund von Symmetrieeigenschaften Verkniipfungen zwischen
verschiedenen Green’schen Funktionen generiert werden. Diese exakten Be-
ziehungen zwischen Green’schen Funktionen nennt man Ward-Identitaten.

Als Beispiel betrachten wir den Vakuumerwartungswert zwischen einem
axialen Vektorstrom AY und einer pseudoskalaren Dichte P,

Gan(®,y) = (O[T [AG(x)Py(y)]10) (2.8)
= O(z0 — 10) (0] A% (2) Py(y)|0) + O(yo — 20) (0| P (y) A7 (2)|0).

Dabei sind der axiale Vektorstrom und die pseudoskalare Dichte folgender-
mafsen definiert:

_ Ta
A = Mg (2.9)
Py, = iqysmg.

Auferdem wurde bei der Auswertung des zeitgeordneten Produktes die Heavy-
side’sche Stufenfunktion © mit den Eigenschaften

O(z) =

1 firz>0
0 firz <0,

eingefiihrt. Bildet man nun unter Verwendung von

9,0(x0 — Yo) = d(z0 — Yo)gou = —9,O(yo — o)
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die Divergenz von Gleichung (2.9), erhélt man

0, Gh(x,y) = (w0 — yo) (0| Aq(x)Py(y)0) — d(yo — 0){0| Py () Aq()|0)

) -
00 — 40) (0105 A% (x) ()] 0)
+0(yo — 20) (O By ()25 AL () 0)

= (w0 — o) 0] [A2(x), Py(w)] 10) + (O[T [ 4%(x) Fy(w)] [0).

Durch die Ableitung von © wurde ein gleichzeitiger Kommutator erzeugt. Die
Divergenz des axialen Vektorstroms 95 Af(z) verschwindet bei einer exakten
Symmetrie, wihrend der Wert des gleichzeitigen Kommutators [A%(z), By (y)]
im Allgemeinen ungleich null ist und von der zugrunde liegenden Symmetrie
abhingt. Im Fall der QCD nimmt der gleichzeitige Kommutator folgende
Gestalt an

[A%(2), Po(y)] = —i6u0(F — P)a(x)a(x). (2.10)

Aufgrund der endlichen Quarkmassen ist die chirale Symmetrie keine exakte
Symmetrie. Dies fiihrt dazu, dass die Divergenz des axialen Vektorstroms der
QCD einen nicht verschwindenden Beitrag liefert, so dass man schliefslich fiir
die Divergenz der obigen Green’schen Funktion als Resultat

oGl (x,y) = —ibud'(x — y){0la(x)a(x)[0) 2.11)
+OIT [ig(a) { 5. M } 1sa(@) Py) | [0)

erhilt. Dabei steht M fiir die Quarkmassenmatrix, die im SU(2)-Sektor durch

den Ausdruck
M = ( My 0 > (2.12)

0 mq

gegeben ist.

Die obige Ward-Identitit wird chirale Ward-Identitdt genannt, da ihr
die chirale Symmetrie SU(2), x SU(2)r zugrunde liegt. Die beriihmteste
solcher Relationen zwischen Green’schen Funktionen basiert auf der U(1)-
Eichinvarinaz der QED und heift Ward-Takahashi-Identitét. Sie stellt eine
Relation zwischen dem elektromagnetischen Vertex und der Differenz zweier
inverser Propagatoren dar [33]. In Abschnitt 5.5 wird ndher auf diese Ward-
Identitit eingegangen und gezeigt, wie sich mit ihrer Hilfe die Ergebnisse fiir
die elektromagnetischen Formfaktoren iiberpriifen lassen.

Chirale Ward-Identitédten spielen eine wichtige Rolle in der Konstruktion
der chiralen Stérungstheorie, da die bisher betrachteten globalen Symmetrien
nicht ausreichen, um die niederenergetische Struktur der QCD vollstindig zu
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bestimmen. Der Pfadintegralformalismus liefert eine elegante Methode, al-
le Green’schen Funktionen einer Theorie aus dem zugehorigen erzeugenden
Funktional zu gewinnen. Dazu fiihrt man externe Felder ein, die im Falle der
QCD an Vektor- und Axialvektorstrome sowie die skalaren und pseudoska-
laren Quarkdichten koppeln [10]. Dadurch erhilt man die Lagrangedichte

1 .
2V +50")q — 4(s — ivsp)q, (2.13)

;C - ‘C%CD + Eext - ‘E%CD + Cj’Yf,('UM + 3

in der die dukeren Felder durch farbneutrale, hermitesche (2, 2)-Matrizen der
folgenden Gestalt dargestellt werden

(2.14)
Die 7; (i = 1,2, 3) stehen dabei fiir die Pauli-Matrizen und 7, stellt die zwei-
dimensionale Einheitsmatrix dar. Die urspriingliche QCD-Lagrangedichte er-
hdlt man, indem man v* = vé) = a" = p =0 und s = diag(m,, mg) setzt.
Der letzte Term ist fiir die explizite Symmetriebrechung verantwortlich und
verleiht den Pionen ihre Masse.

Fiir die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons wird insbeson-
dere die Kopplung des elektromagnetischen Feldes A* an die Lagrangedichte
bendtigt. Im Zwei-Flavor-Sektor enthilt diese sowohl isoskalare als auch iso-
vektorielle Anteile:

1 1
Lexe = gV (3 ff) + vu) q=—eA.qV" (6 + 53) qg=—eA,J".  (2.15)

Daraus folgt fiir die vektoriellen Felder:

0 — 4

e
o 92 3 U,u - _57—3"4# . (216)

Bisher ist die Lagrangedichte unter globalen SU(2), x SU(2)g-Transforma-
tionen invariant. Eine Invarianz unter lokalen SU(2), x SU(2)g-Transforma-
tionen wird durch folgende Transformationseigenschaften der externen Felder
gewihrleistet:

(v + a,) — Va(v, + a,) Vi + iVs0, Vi, (2.17)
(v, — a,) — Vi (v, — a,)V] +iVid, V], (2.18)
(s +ip) = Va(s +ip)V], (2.19)
(s —ip) = Vi(s — ip)V, (2:20)



wobei (Vg,, Vi) € SU(2) x SU(2)g. Diese lokale Invarianz wird gefordert, da
die Moglichkeit besteht alle Ward-Identititen der QCD aus den Funktional-
ableitungen des erzeugenden Funktionals

exp(iZ [v, a, 5, p]) = (0| exp {z / d%ﬁext(x)] 0) (2.21)

nach den externen Feldern zu gewinnen [10]. Die Ward-Identitéiten sind also
aquivalent zur Invarianz des erzeugenden Funktionals unter lokalen Transfor-
mationen. Damit stellt das erzeugende Funktional aus Gleichung (2.21) die
entscheidende Verbindung zwischen der zugrunde liegenden Theorie und der
effektiven Theorie dar.

2.3 Chirale Storungstheorie

Nachdem in den vorigen zwei Abschnitten die Symmetrien der QCD her-
ausgearbeitet wurden, sind wir nun in der Lage die entsprechende effektive
Feldtheorie fiir niederenergetische, hadronische Prozesse, ndmlich die chi-
rale Stoungstheorie, zu konstruieren. Der Grundstein der ChPT wurde in
Weinbergs Arbeit mit dem Titel ,Phenomenological Lagrangians® [9] gelegt.
Dort findet sich eine auf globalen Symmetrieiiberlegungen basierende Herlei-
tung der Struktur einer effektiven Feldtheorie. Gasser und Leutwyler zeigten,
dass die Eigenschaften von effektiven Lagrangedichten ausschliefslich aus den
Ward-Identititen der zugrunde liegenden Theorie abgeleitet werden kénnen
[10]. Die ChPT ermdglicht eine systematische Untersuchung der QCD bei
niedrigen Energien, wobei die durch sie generierten Ubergangsmatrixelemen-
te automatisch die Niederenergie-Theoreme der Stromalgebra und PCAC-
Hypothese erfiillen. Die effektiven Freiheitsgrade der ChPT sind nicht die
fundamentalen Freiheitsgrade der QCD, sondern die experimentell messbaren
hadronischen Zustidnde. Auch findet keine storungstheoretische Entwicklung
in der starken Kopplungskonstante g statt, sondern eine Taylor-Reihenent-
wicklung in g/A, wobei ¢ fiir kleine Impulse oder Pionmassen und A fiir die
Skala der spontanen Symmetriebrechung (A ~ 1GeV) steht.

2.3.1 Zahlschema

Da die chirale Storungstheorie die effektive Feldtheorie der QCD ist, wird
die allgemeinste, mit den Symmetrien der zugrunde liegenden Theorie ver-
triagliche, Lagrangedichte bendtigt. Im Fall der QCD sind das Paritét, La-
dungskonjugation, Zeitumkehrinvarianz, Hermitizitat, Lorentzinvarianz und
vor allem die chirale Symmetrie. Die allgemeinste Lagrangedichte besitzt eine
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unendliche Anzahl von Termen, die man nach Ableitungen und Quarkmassen
entwickelt,
L=Ly+L4+.... (2.22)

Der Index zeigt die Ordnung der Entwicklung an. Um die Wichtigkeit ein-
zelner Diagramme zu bestimmen, verwendet man im mesonischen Sektor
das Weinberg’sche Zéhlschema [9], in dem jedem Diagramm, aufgrund des
Verhaltens seiner invarianten Amplitude M unter Reskalierung der duferen
Impulse, p; — tp;, und quadratischer Reskalierung der leichten Quarkmassen,
mg — t*my, eine chirale Ordnung D zugewiesen wird:

M(tpi, t'my) = t"M(pi,mg), D=2+ 2(n—1) Ny, +2N;. (2.23)

n=1

Dabei ist N, die Anzahl der Schleifen im Diagramm und N,,, die Anzahl der
Vertizes aus Ls,.

2.3.2 Mesonische Lagrangedichte

Die Lagrangedichte wird aus einer Reihe von Bausteinen mit wohldefinierter
chiraler Ordnung konstruiert. Die pionischen Freiheitsgrade werden durch
eine unitére (2,2)-Matrix U(x) zusammen gefasst,

U(z) = exp (Z@(x)) L O =7 = ( ot > L (2.24)

F Vor—  —q0

Dabei steht F' fiir die Pionzerfallskonstante im chiralen Grenzfall mit F, =
F(1+0(m)) = 92,4 MeV. Die Matrix U(z) transformiert beziiglich der
chiralen Gruppe wie
T
U(x) — VrU(2)V} (2.25)

und besitzt die chirale Ordnung
U=0(). (2.26)

Zur Konstruktion der Lagrangedichte werden unter Verwendung der Gréfsen
rt = v* 4+ a* und [* = v* — a* noch folgende Bausteine benétigt:

DU = d,U —ir,U +iUl,,
Fﬁ, =0ury — Oy — 0 [Ty, 1]
Fl = 0uly = 0l — i [y, 1]

X = 2B(s +ip).
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B ist iiber die Beziehung 2F*B = — (gq) mit dem skalaren Quarkkondensat
verkniipft. Die Bausteine transformieren unter der chiralen Gruppe wie

DU — VDFUV], FI¥ — VRFI VL FIY = ViF™ Vi x — Vax Vi,
(2.31)
und besitzen die folgenden chiralen Ordnungen:

D,=0(g), FI'=0("), x=0(. (2.32)

Da x von der Ordnung O(q?) ist und aufgrund der Lorentzinvarianz der La-
grangedichte alle Ableitungen kontrahiert werden miissen, treten im mesoni-
schen Sektor nur Lagrangedichten mit gerader Ordnung auf. Die allgemeinste
Lagrangedichte der niedrigsten Ordnung lautet [10]
F? F?

Ly = —-Tr (DU(D'U)) + —Tr (xUT + UX). (2.33)
Sie enthélt zwei Niederenergiekonstanten, F' und B, und ist mit allen Sym-
metrien der QCD vertréglich.

Bei der Konstruktion der Lagrangedichten hoherer chiraler Ordnungen
muss man eine Vielzahl weiterer Terme beriicksichtigen, von denen jeder von
einer LEC begleitet wird. Die Niederenergiekonstanten enthalten Informatio-
nen der zugrunde liegenden Theorie und sollten deshalb prinzipiell aus der
QCD ableitbar sein. Da man bisher nicht in der Lage ist die QCD zu l6sen,
werden sie an experimentelle Daten angepasst oder durch QCD-inspirierte
Modelle bestimmt. Auch die Gitter-QCD spielt mittlerweile eine wichtige
Rolle in der Vorhersage der Konstanten [12]. Die unendliche Anzahl un-
bekannter Konstanten ist zwar der Preis, den man fiir die Unkenntnis der
Losung der QCD bezahlen muss, sie ist aber andererseits notig, um die Re-
normierbarkeit der chiralen Storungstheorie zu gewihrleisten.

2.3.3 Baryonische Lagrangedichte

Bisher wurde nur die chirale Storungstheorie fiir Mesonen, d.h. die Wech-
selwirkung der Goldstone-Bosonen untereinander und mit externen Feldern,
betrachtet. Die Erweiterung auf baryonische Freiheitsgrade verlduft analog
zum Mesonsektor, wobei wir uns wieder auf den SU(2)-Sektor, also Protonen
und Neutronen, beschrinken. Aufserdem betrachten wir nur solche Situatio-
nen, in denen sich ein einzelnes Nukleon im Anfangs- und Endzustand be-
findet. Da man es nun mit Fermionen zu tun hat, stehen die Dirac-Matrizen
{1asca, Y, 95, Y5, 01} als zusitzliche Bausteine zur Verfiigung. Demzufolge
konnen durch Kontraktion von Gamma-Matrizen mit einer ungeraden Anzahl
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von Ableitungen Lagrangedichten mit ungerader chiraler Ordnung konstru-
iert werden. Die Nukleonen werden in einem Isospinor zusammengefasst

wz(z). (2.34)

Die Pionfelder werden durch die Grofe u, mit

u=\VU = exp (f' ﬁ) : (2.35)

2F

dargestellt.
Man fiihrt aufserdem die folgenden neuen Bausteine ein:

D,V = (9, + T, — i) ¥
1
= {OM + 3 [u(0, — ir,)u+u' (9, —il,)u] — ivl(f)} v,

w, =i [ul (0, —ir,)u — w(d, —il,)u'],

(2.36)
(2.37)
e = ulyu £ uxlu, (2.38)
+ _ Lt t R
o = uFut U E L, (2.39)
,U/(j/) = auvgs) - 8uf,gs)- ( )
Diesen wird analog zum vorigen Abschnitt jeweils eine chirale Ordnung zu-
gewiesen:

D, =0(¢"), DU =0(a), u=0(q),
xe=0(),  fu=0), vi=0(), (2.41)

wobei die Pion- und Nukleonfelder als Ordnung O(q°) zéihlen.
Zur Konstruktion der Lagrangedichte werden unter der chiralen Sym-
metrie invariante Terme benotigt. Die Bausteine sind so gewahlt, dass sich

aus ihnen einfach Invarianten unter SU(2); x SU(2)g bilden lassen. Sie be-
sitzen das folgende Transformationsverhalten:

¥ — K(VL7VR7U)\Dv \T] - ‘IIK_l(VL,VR,U), (242)
X = K(Vp, Ve, VXK"YV, Vg, U), X = Uy, X4, jy,vfj). (2.43)

Dabei ist K(Vy, Vg, U) eine SU(2)-wertige Matrixfunktion, die durch
-1
K(Vi, Ve, U) = u'"Weu = \/VRUV]  VaVU (2.44)
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definiert ist. Die kovarianten Ableitungen D,¥ und [D,, X| transformieren
konstruktionsgeméf wie die Felder, auf die sie wirken:

DV — K(V,, Vg U)D,U, (2.45)
[D,,X] — K(Vi,VgU)[D,, X] K '(Vg, Vg, U).

Die Pion-Nukleon-Lagrangedichte in niedrigster Ordnung ist gegeben durch
[13],

Efrlz)v =V (z’lD —m+ %47#75uu> v, (2.46)

wobei m die Nukleonmasse und g , die axiale Kopplungskonstante im chiralen
Grenzfall sind. Im Gegensatz zur Pionmasse verschwindet die Nukleonmasse
im chiralen Grenzfall nicht. Daher generiert die nullte Komponente Jy der
auf das Nukleonfeld wirkenden partiellen Ableitung keine kleine Grofse. Im
nichsten Kapitel wird diskutiert, wie man das Weinberg’sche Zihlschema
modifizieren kann, um dieses Problem zu 16sen.

Schlieflich werden die zu den Formfaktoren beitragenden Terme der La-
grangedichten héherer Ordnung angegeben. Fiir die Pion-Nukleon-Lagrange-
dichte der zweiten Ordnung sind das [13]

LY = aTr(x,) V0 + T %LJr%f,ii) T 4 (2.47)

Von den 23 Termen der Lagrangedichte der dritten Ordnung werden nur die
folgenden zwei Terme benétigt,

3 Z T, v
£ = 5 dsU[D", [ ]D" 0 + hc. (2.48)
%
+Ed7\11(8“fl§,))D U+ he +---

wobei h.c. fiir hermitesch konjugiert steht. Die vollstdndige Lagrangedichte
der dritten Ordnung findet sich in Referenz [34].
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Kapitel 3

Renormierung

Berechnet man im Rahmen einer QFT Schleifendiagramme, liefern die Schlei-
fenintegrale ultraviolett divergente Beitrdge. Um physikalisch sinnvolle Vor-
hersagen treffen zu konnen, ist es notwendig die Ergebnisse zu renormieren.
Die chirale Stérungstheorie ist eine im traditionellen Sinne nicht renormier-
bare Theorie, d.h. es ist nicht moglich durch eine Redefinition einer endlichen
Anzahl von Parametern alle auftretenden Divergenzen zu absorbieren. Da es
sich jedoch um eine effektive Feldtheorie handelt, werden alle Terme beriick-
sichtigt, die mit den Symmetrien der zugrunde liegenden Theorie vereinbar
sind. Man kann somit die Divergenzen durch Renormierung der unendlichen
Anzahl an Parametern absorbieren und erhélt damit eine in dieser Hinsicht
renormierbare Theorie [1].

Im mesonischen Sektor der chiralen Stérungstheorie werden die divergen-
ten Beitrige der Diagramme erst mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung
isoliert und anschliefend durch die Niederenergiekonstanten, die man in einen
endlichen und einen unendlichen Anteil aufspaltet, absorbiert. Dazu wendet
man das sogenannte modified minimal subtraction scheme of ChPT (MS)
[13] an, wobei zu

R=

2 1 n(am) + 7'(1) + 1] (3.1)

n —
proportionale Schleifenbeitrige absorbiert werden und man endliche physika-
lische Grofsen erhélt. Dabei steht n fiir die Raumzeitdimension. Wendet man
nun dasselbe Schema auf Schleifendiagramme mit Nukleonlinien an, tritt eine
Verletzung des chiralen Zihlschemas auf, da die renormierten Schleifenbeitra-
ge in niedrigeren Ordnungen beitragen als vom Zihlschema vorhergesagt. Ein
Grund fiir diese Diskrepanz ist die im chiralen Grenzfall nicht verschwindende
Nukleonmasse. Daher ist es notig, das Renormierungsverfahren so zu modi-
fizieren, dass man ein konsistentes Zahlschema erhilt. Zwei lorentzinvariante
Methoden, die dieser Anforderung geniigen, sind die Infrarotregularisierung
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(IR) [16] und die erweiterte Massenschalenrenormierung (EOMS) [17]. Fiir
beide Methoden gilt folgendes Zihlschema: Die Schleifenintegration in n Di-
mensionen ziahlt man als O(q"), wobei ¢ fiir die Pionmasse, kleine dufere
Pion- oder Nukleonimpulse steht, Pion-Propagatoren zihlt man als O(q™?),

Nukleon-Propagatoren als O(¢~!) und Vertizes aus Lo bzw. Cfrk]zf als O(¢?%)
bzw. O(q").

3.1 Infrarotregularisierung

Die Infrarotregularisierung ist ein Renormierungsschema, das sich auf Ein-
schleifendiagramme mit einer inneren Fermionlinie und beliebig vielen Gold-
stone-Boson-Linien anwenden ldsst. Man teilt die auftretenden Schleifenin-
tegrale H eindeutig in einen infrarot singuldren Anteil I und einen infrarot
regulidren Anteil R auf. Dabei enthélt I die Beitrige, die nicht analytisch in
den Pionmassen und dufleren Impulsen sind, und R solche die darin analy-
tisch sind. Das Zahlschema wird zwar von [ erfiillt, von R jedoch verletzt.
Da der infrarot reguldre Anteil R analytisch ist und sich deshalb durch eine
Taylorreihe darstellen ldsst, kann er durch eine unendliche Anzahl von Gegen-
termen in der Lagrangedichte absorbiert werden. Um zu verdeutlichen, wie
man [/ und R bestimmt, betrachtet man das folgende Einschleifenintegral
mit einer Fermionlinie und einer beliebigen Anzahl von Pion- und Nukleon-
Propagatoren:

d"k 1
27r)"a1...amb1...bl

Hml(ql,...,pl,...):i/< (3.2)

a; = (k+q)*—M*+i0", i=1,...,m,
by = (k+p)?—m>+i0",  j=1,...,1

Nachdem man Tensorintegrale in obige Form gebracht hat, fasst man alle
Meson-Propagatoren mit Hilfe der Schwinger-Parametrisierung

1 o \" Y ! X

zusammen, wobei der Zahler X durch

1 fiir m = 2
X = o (3)? m—2 g
o(x3)? .. (Tm_1) fiir m > 2
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gegeben ist und fiir den Nenner A die folgende Rekursionsformel gilt:

A=A, (3.4)
Ay = 1A + (1 — z3)ai (i=1,...,m—1)
A1 = az.

Dabei ist A fiir beliebiges m > 2 gegeben durch
A=(k+q?—A+i0". (3.5)

Hier ist A eine konstante Grofe der Ordnung O(g?) und G eine Linearkom-
binaton der duferen Impulse und von der Ordnung O(q).

Analog den Meson-Propagatoren konnen nun die Nukleon-Propagatoren
kombiniert werden,

1 o (-1 r1 1 v
bi...h N <am2) A dyl/o dylflg, (36)

wobei der Zahler Y durch

Y_{1 fiir [ = 2

Ya(ys)? ... (y—1)2 fiir 1> 2

gegeben ist und fiir den Nenner B die folgende Rekursionsformel gilt:

B =B (3.7)
Biti =viBi + (1 — yi)bisa (i=1,...,1-1)
Bl = b1~

Dabei ist B fiir beliebiges [ > 2 gegeben durch
B=(k+P)>-B+i0", (3.8)

B = m? + O(q) ist eine Konstante und P? = (m? + O(q))? ist eine Linear-
kombination der dufteren Impulse.
Mit Hilfe der Feynman-Parametrisierung

1 ! dz
AB /0 (1—2)A+ 28] (3.9

fasst man die obigen Nenner zusammen und erhalt fiir GL. (3.2):

o (m—1) o (-1 1 1
Hml =1 (8]\/[2) (W) /O dZ/O dl’l ce /0 dl’m,1 (310)
! ! d"k 1
X dyy - - - dy;_ 1 XY )
/O‘ Y1 /0 Yi—1 / (27T)2 [(1 B Z)A + ZB]2
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Setzt man A aus (3.5) und B aus (3.8) ein, wertet die Ableitungen aus und
verschiebt die Integrationsvariablen k — k — Pz — ¢(1 — 2), dann kann die
Integration iiber k ausgefiihrt werden. Als Ergebnis erhélt man:

_1\1-m—! 1
H, = ((i)wf(m +1— n/2)/0 dzz"71(1 — z)™ ! (3.11)

1 1 1 1
X / dl‘l . / dmm,l / dyl . / dylleY [f(z)](n/2)—m—l :
0 0 0 0

f(z)=P?2"— (PP-B)z+A(l —z) — (¢ —2P - q)z(1 — 2) —i0%". (3.12)

mit

Man spaltet nun das Integral folgendermafen in einen infrarot singuldren
und einen infrarot reguldren Anteil auf:

1 oo [ee)
/dz---:/ dz---—/ de - (3.13)
0 0 J1 ,

1 R

Der infrarot reguldre Anteil (R) wird abgezogen und der infrarot singulére
mit Hilfe des M S-Schemas renormiert.

3.2 EOMS-Renormierung

Ein weiteres lorentzinvariantes Renormierungsschema, das in der chiralen
Storungstheorie Verwendung findet, ist die EOMS-Renormierung [17]. Hier
werden im Gegensatz zur Infrarotregularisierung nicht alle analytischen Ter-
me subtrahiert, sondern nur solche, die das Zahlschema explizit verletzen.
Zur Illustration betrachten wir das Integral aus Gleichung (3.2) im chiralen
Grenzfall und setzen m =1 =1

d"k L
HH(O,pl) = / (27T)" [k2 4 Z'O+][(k’ + p1)2 —m?+ z'0+].

Dabei ist

(3.14)

N

m2

(3.15)

von der Ordnung O(q). Das Resultat des Integrals aus Gleichung (3.14) ist
von der Gestalt [17]

H~ F(n,A) + A" 3G (n, A), (3.16)
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wobei F' und G hypergeometrische Funktionen darstellen (siche Anhang A .4),
die fiir jedes n analytisch in A sind. Der G enthaltende Anteil ist fiir nicht-
ganzzahlige Werte von n proportional zu einer nicht-ganzzahligen Potenz
von A und erfiillt das Zahlschema. Um den zu F' proportionalen Anteil zu
erhalten, kann man den Integranden nach kleinen Parametern entwickeln,
die Integration und Summation vertauschen und schlielich die Integration
fir jeden Summanden einzeln durchfiihren [35]. Demnach ist folgende Vor-
gehensweise moglich: Zunéchst entwickelt man den Integranden nach kleinen
Grofsen, dann subtrahiert man diejenigen Terme, die fiir die Verletzung des
Zahlschemas verantwortlich sind. Der Abzugsterm fiir dieses Beispiel lautet

d"k i
Habzug _ - ' 317
B / @) R+ 072 + 2y - K + 0] (3:17)
Damit ergibt sich fiir das renormierte Integral
Hij = Hyy — Hiy™™. (3.18)

HE ist wie vom Zihlschema vorhergesagt von der Ordnung O(q"?).

Die oben diskutierte Infrarotregularisierung ldsst sich in Analogie zur
EOMS-Renomierung umformulieren. Hierzu entwickelt man den Integranden
eines gegebenen Diagramms in kleinen Parametern und vertauscht Summati-
on und Integration. Dadurch wird genau der infrarot regulére Anteil, der das
Zahlschema verletzt, reproduziert [36]. Subtrahiert man diesen, erhilt man
wieder das infrarot-regulierte Diagramm. Diese Methode wird als reformu-
lierte Infrarotregularisierung bezeichnet.

Der grofse Vorteil der EOMS-Renormierung und der reformulierten In-
frarotregularisierung besteht darin, dass sie sich im Gegensatz zur Infrarot-
regularisierung auf Mehrschleifendiagramme und Diagramme mit mehreren
Fermionlinien oder Resonanzen anwenden lassen [37, 38|.
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Kapitel 4

Einbau von Resonanzen in die
ChPT

Es wurde gezeigt, dass mit chiraler Storungstheorie die elektromagnetischen
Formfaktoren nur fiir sehr kleine Impulsiibertrige beschrieben werden kon-
nen, wenn man als dynamische Freiheitsgrade ausschlieflich Pionen und Nu-
kleonen verwendet [15, 19, 20, 21, 22|. Die Aufnahme zusétzlicher dyna-
mischer Freiheitsgrade in die Theorie bietet eine Moglichkeit zur besseren
Beschreibung der experimentellen Daten. Bei den Rechnungen unter Ver-
wendung chiraler Stoungstheorie sind die Beitrdge von Resonanzen wie Vek-
tormesonen oder Deltaresonanz bereits in den Niederenergiekonstanten ent-
halten. Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, kann man den Propagator
einer Resonanz fiir kleine Impulsiibertrige unter Vernachlissigung der Lor-

entzstruktur entwickeln:
2 2\ 2
q q
14— |+|—) +---
(M%) (M?z)

wobei Mp fiir die Masse einer beliebigen Resonanz steht. Diese Beitrige
werden bis zur gegebenen Ordnung in den Niederenergiekonstanten absor-
biert. Nimmt man Resonanzen als explizite dynamische Freiheitsgrade in die
Lagrangedichte auf, werden automatisch alle Beitrige aus Gleichung (4.1)
beriicksichtigt. Aufserdem stellt die Masse des am tiefsten liegenden, nicht
als expliziter Freiheitsgrad betrachteten Teilchens eine obere Grenze fiir die
Energieregion dar, in der eine effektive Feldtheorie anwendbar ist. Man hofft
also, den Konvergenzradius der ChPT durch Beriicksichtigung zusatzlicher
Freiheitsgrade zu vergrofern. Im Folgenden wird die konsistente Erweiterung
der chiralen Stérungstheorie um Vektormesonen und die Deltaresonanz dis-
kutiert.

1 1

¢ — Mg Mj

, (4.1)
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4.1 Einbau von Vektormesonen

Vektormesonen spielen eine wichtige Rolle in der Beschreibung der Nukleon-
Formfaktoren. Mit Hilfe des Vektormesondominanzmodells (VMD) [39] ge-
lang es bereits vor der Entwicklung der QCD die Kopplung eines Photons an
Hadronen in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten zu be-
schreiben. Unser Ziel ist es, Vektormesonen auf konsistente Weise in eine ma-
nifest lorentzinvariante effektive Feldtheorie einzubeziehen. Da die zur Kon-
struktion manifest lorentzinvarianter Theorien erforderlichen Lorentzvektor-
felder vierkomponentig sind, Vektormesonen als Spin-1-Teilchen jedoch nur
drei physikalische Freiheitsgrade besitzen, bentigt man Zwangsbedingungen,
die die Komponenten der Lorentzvektorfelder miteinander verkniipfen. Im
nichsten Abschnitt werden die aus den Zwangsbedingungen und der For-
derung nach storungstheoretischer Renormierbarkeit resultierenden Konse-
quenzen fiir die Parameter der Lagrangedichte und die Wahl der Vektorme-
sonfelder diskutiert.

4.1.1 Lagrangedichte und Zwangsbedingungen

Als erstes betrachten wir das Rho-Meson-Triplett, das aus zwei geladenen
Rho-Mesonen V¥ = (V! FiV?)/v/2 und einem neutralen Rho-Meson V! =
Vlf’ besteht. Es gibt verschiedene Formulierungen fiir effektive Feldtheorien
mit Vektormesonen, deren Aquivalenz in Referenz [40] gezeigt wurde. Wir
verwenden zunéchst die Vektorfelddarstellung aus Referenz [41], in der die
allgemeinste Lagrangedichte fiir Vektormesonen durch folgenden Ausdruck
gegeben ist:
1

v Ca
Lv= = STV V™) + [M; + () Tr(Va V)

4igoTr(V,V,V*V") 4+ 2¢, Tr(V,V,) Tr(V*V?Y)
2¢,Tr(V, V) Tr(V, V")

1 v
ﬁfVTr(v/u/ —!f—L ) + fXTr{VM[uu> X*]} +- (42)
mit T, u,, x+ und f;;, aus Gleichung (2.36)-(2.39) und

a

+ o+

aT
Vi = Vu?? (4.3)
V/j,l/ = vuvu_vuv,u? (44)
V.V, = 0Vt [TVl (4.5)

M p2 steht fiir das Quadrat der Vektormesonenmasse in niedrigster chiraler
Ordnung. Unter der chiralen Gruppe transformieren die Rho-Mesonen in der
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Vektorfelddarstellung homogen, d.h.
V, — KV,K', (4.6)

wobei K fiir den in Gleichung (2.44) definierten Kompensator steht.

Wir fordern von unserer Theorie, dass sie eine systematische Entwicklung
in kleine Energien, Massen und Kopplungskonstanten bietet. Diese Forde-
rung kann erfiillt werden, wenn die Kopplungskonstanten umso stiarker un-
terdriickt sind, je hohere Dimensionen inverser Masseneinheiten sie besitzen.
Das bedeutet, dass bis zu einer bestimmten Ordnung nur Wechselwirkungs-
terme mit einer gewissen Anzahl an Feldern und Ableitungen beitragen. Im
Folgenden wird illustriert, wie die Konsistenzbedingungen einer effektiven
Feldtheorie selbstwechselwirkender massiver Vektorfelder mit Zwangsbedin-
gungen (hier Rho-Mesonen) zu einer Einschrankung der Kopplungskonstan-
ten fiihrt. Anschliefend werden die daraus gewonnenen Ergebnisse genutzt,
um die Lagrangedichte aus (4.2) zu vereinfachen.

Die allgemeinste, manifest lorentzinvariante und paritidtserhaltende La-
grangedichte selbstwechselwirkender Vektorfelder, die nur dimensionslose
Wechselwirkungsterme enthélt, lautet [24]

Ly =Ly+ L3+ Ly. (4.7)
Dabei ist die freie Lagrangedichte durch folgenden Ausdruck gegeben:

E _ 1 a a, pv M,g ay/a, [

2 = _ZVMVV + 7‘/“ Ve k. (48)
Die Wechselwirkungsterme mit dimensionslosen Kopplungskonstanten besit-
zen entweder drei oder vier Rho-Mesonfelder und lauten:

abeyray b c, v
L3 =—g" VIV OV, (4.9)
Ly = —hVIVIveryer, (4.10)

Hierbei sind g% (a,b,c = 1,2, 3) und h*®**? (a,b, c,d = 1,2, 3) Kopplungskon-
stanten. Die Anzahl der Kopplungen lisst sich fiir g% auf sieben und fiir
habed auf fiinf verringern, wenn man sowohl Ladungserhaltung als auch Her-
mitizitiat berticksichtigt und fordert, dass die Lagrangedichte (4.7) invariant
unter globaler U (1)-Transformation ist. In Referenz [24] wurde die kanonische
Quantisierung der Lagrangedichte (4.7) durchgefiihrt. Dort wurde gezeigt,
dass aufgrund der Selbstkonsistenz des Systems mit den Zwangsbedingungen
weitere Relationen zwischen den Kopplungskonstanten generiert werden, so
dass es moglich ist, alle Kopplungen des Selbstwechselwirkungsterms mit vier
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Vektorfeldern h?“? ausschlieklich durch Kopplungen des Selbstwechselwir-
kungsterms mit drei Vektorfeldern ¢®¢ auszudriicken. Fordert man zusitz-
lich, dass alle UV-Divergenzen der Schleifenintegrale in der Redefinition von
Massen, Kopplungskonstanten und Feldern absorbiert werden konnen, erhélt
man fiir (4.9) und (4.10) nur noch eine unabhingige Kopplungskonstante,
némlich

gabc — geabc. (411)

Die Anwendung der oben diskutierten Vorgehensweise auf die Lagrangedich-
te aus (4.2) generiert folgende Relationen zwischen den darin enthaltenen
Kopplungen

%

g1 =92 = N (4.12)

Damit vereinfacht sich die urspriingliche Lagrangedichte (4.2) zu

1 x
Ly= = FTOV)+ M2+ CZTrM] Te(VAV,)
1 v
- meTr(Vuu 1 ) + fxTr{VM[uM7X—]}7 (413)
mit

VI = VHVY — VYVHE —igo[VH, V7. (4.14)

4.1.2 Feldredefinition

Das Aquivalenztheorem [43] besagt, dass physikalische Observable unabhén-
gig von Feldredefinitionen sind. Um die Forderung nach Konsistenz mit den
Zwangsbedingungen Ordnung fiir Ordnung zu erfiillen, fiihren wir folgende
Feldredefinition durch

V., =pu—al’y, (4.15)

wobei « ein freier Parameter ist. Wahlt man diesen Parameter folgenderma-
en,

a=—, 4.16
go ( )

und benutzt die KSRF-Relation [44]
M? = 2g3F?, (4.17)

kann die storungstheoretische Renormierbarkeit erfiillt werden. In dieser Ar-
beit soll zusétzlich zum Rho-Meson-Triplett das Omega-Meson-Singulett w),
beriicksichtigt werden. Setzt man die neuen Rho-Meson-Felder (4.15) sowie
die Relationen (4.16) und (4.17) in (4.13) ein und nimmt das Omega-Meson
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als dynamischen Freiheitsgrad hinzu, erhélt man fiir die allgemeinste effek-
tive Lagrangedichte mit Pionen, Rho- und Omega-Mesonen den folgenden
Ausdruck

M2 + ¢, Tr [x,] /4
9
1
—§Tr PP +id, Tr [p, T

Lopo = Tr [(gop" — ") (gopp — il'y)]  (4.18)

14 14 S
— W — fawh o)

2 4 me
+ G1wpp WO, [p i r } [p“ i F“}
lw v - -
PP g %
a0 O {p - Lr } [p” - ir"]
PP g %
1
+§gwp7r €uvap W’ Tr [paﬁu“} 4+
mit
a Ta
Pur = Oupy — Oupu —igo [p/u Pvl, (4.20)
F;u/ = aury - auru + [Fua Fu] ’ (421)
W = Ouw, — Oyw,. (4.22)

Dabei sind nur die fiir die Berechnung der Formfaktoren bis zur Ordnung
O(¢?) relevanten Terme beriicksichtigt. Durch die Feldredefinition und die
Wahl des Parameters a wie in (4.16), liegen die Vektorfelder nun in der
Weinberg’schen Parametrisierung vor. Die Rho-Mesonen transformieren in-
homogen unter der chiralen Gruppe G [41]:

pp — Kp &K'+ KoK (4.23)
9o

und das Omega-Meson besitzt das folgende Transformationsverhalten
Wy — Wy (4.24)

Zusitzlich zu L;,, bendtigt man noch die Lagrangedichte fiir die Wechsel-
wirkung zwischen Nukleonen, Rho- und Omega-Mesonen, die in fiihrender
Ordnung durch

_ ; 1
Lypw =T <gpNN {pu - g—Ful 4+ 5 Yo Wi ’y“> v (4.25)
0
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gegeben ist. In Referenz [24| wurde gezeigt, dass alleine aus der Forderung der
storungstheoretischen Renormierbarkeit die Universalitit der Rho-Meson-
Kopplung

9oNN = 9o (4.26)

folgt. Die Lagrangedichte fiir die Wechselwirkung zwischen Nukleonen und
Vektormesonen der ndchst hoheren Ordnung wurde in dieser Arbeit nicht
beriicksichtigt, da wir von einer Unterdriickung der darin enthaltenen Kopp-
lungskonstanten ausgehen.

4.1.3 Zahlschema

Wie iiblich wird in dieser Arbeit die Pion-Nukleon-Wechselwirkung als O(q)
gezidhlt. Die Nukleon-Rho-Wechselwirkung ist formal von der chiralen Ord-
nung O(q°). Der daraus resultierende Entwicklungsparamter ist proportio-
nal zu einem Faktor 1/(47)?, was dazu fiihrt, dass wir den Nukleon-Rho-
Vertex als O(q') zihlen. Aus dem gleichen Grund zéhlen wir die Nukle-
on-Omega-Wechselwirkung als O(q'), die Drei-Rho-Selbstwechselwirkung als
O(q?%), die Vier-Rho-Selbstwechselwirkung als O(¢?), die Rho-Omega-Pion-
Wechselwirkung als O(¢?) und die Omega-Rho-Rho-Wechselwirkung als O(q?).
Die Schleifenintegration in n Dimensionen zahlt als O(g™). Schlieflich zéhlen
wir den Rho-Meson-Propagator, den Omega-Meson-Propagator und den Pi-
on-Propagator jeweils als O(¢~2) und den Nukleon-Propagator als O(¢~!). In
Referenz [37] wurde gezeigt, dass die Einbeziehung vektormesonischer Frei-
heitsgrade in eine manifest lorentzinvariante chirale Stérungstheorie das Z&hl-
schema nicht verletzt, wenn man das EOMS-Renormierungsschema anwen-
det.

4.2 Einbau der Deltaresonanz

Die Deltaresonanz des Nukleons ist ein wichtiger Beleg fiir seine innere Struk-
tur. Sie ist der erste angeregte Zustand des Nukleons und besitzt Spin % und
I[sospin % Die Beriicksichtigung der Deltaresonanz als expliziter dynamischer
Freiheitsgrad in der baryonischen chiralen Stérungstheorie scheint sinnvoll,
da ihre Masse mit 1232 MeV nur etwas grofer als die des Nukleons ist. Das
EOMS-Renormierungsverfahren bietet die Mdoglichkeit der Konstruktion ei-
ner lorentzinvarianten effektiven Feldtheorie inklusive Freiheitsgrade der Del-
taresonanz mit konsistentem Zé&hlschema [45]. Im Folgenden werden die zur
Berechnung der elektromagnetischen Formfaktoren unter Beriicksichtigung
der Deltaresonanz bendtigten Lagrangedichten erlautert und das Zahlsche-
ma vorgestellt.

29



4.2.1 Freie Lagrangedichte

Da die Deltaresonanz ein Teilchen mit Spin % ist, kann sie mit Hilfe des von
W. Rarita und J. Schwinger entwickelten Formalismus beschrieben werden
[46]. In diesem Formalismus werden Teilchen mit Spin &k + % durch einen in
seinen k Lorentzindizes vollstandig symmetrischen Tensor ¥, ., , darge-
stellt. Jede einzelne Komponente des Tensors ist ein Diracspinor und erfiillt
die Diracgleichung

(Za - m)\lla,mm#kﬂ = 0. (4'27)

Um die richtige Anzahl unabhingiger Komponenten des Tensorspinors zu
garantieren, muss die folgende Zwangsbedingung erfiillt sein
~*W =0. (4.28)

Q1 g1

Durch Anwendung von v auf (4.27) und Verwendung der Zwangsbedingung
(4.28) ergibt sich die weitere Zwangsbedingung

Uy, = 0. (4.29)

Die Deltaresonanz kann nun konkret durch das Rarita-Schwinger-Feld W*
beschrieben werden. Die freie Lagrangedichte fiir ein Teilchen mit Spin 3/2
lautet dann

Ls=—U"AL07°, (4.30)

mit
Aop = (10 —m)gas + iA(7a0s + 750a) (4.31)

+%(3A2 + 24 + 1)7,@v5 + m(3A* + 3A + 1)y

A ist ein Parameter, der jeden beliebigen Wert aufer —% annehmen kann. Er
resultiert daraus, dass die Lagrangedichte, die auf die richtige Bewegungsglei-
chung mit den Zwangsbedingungen (4.28) und (4.29) fiihrt, nicht eindeutig
ist [47]. Man kann die Lagrangedichte (4.30) auch auf n Dimensionen verall-
gemeinern und erhilt nach Referenz [48]

Ly =—T"AGF0P, (4.32)
mit
A = (i = m)gap + iA(7005 + 750a) (4.33)
+ i 2((” — 1)A® + 24 + 1)7ads
_m 1) 42 _ .
+(n —2)2 (n(n —1)A" 4+ 4(n — 1)A + n)ya7s, mit n # 2.
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Man sieht, wie fiir A = —1 die explizite Abhéngigkeit von n aus (4.32)
verschwindet.

Um auch den Isospinanteil der Deltaresonanz beschreiben zu kénnen, de-
finiert man die aus der Kopplung von Isospin % mit [sospin 1 entstehenden
Isovektor-Isospinor-Felder

. 1
H,Z,*§

v o1

U, ;= ( \p“”’? > , pw=0,1,23, 1=1,2,3. (4.34)
Nun tritt ein Problem auf: Die Deltaresonanz ist ein Teilchen mit Isospin
%, d.h. sie besitzt vier Freiheitsgrade im Isospinraum. Die Beschreibung von
Gleichung (4.34) liefert aber sechs Isospinfreiheitsgrade, da man durch die
Clebsch-Gordan-Zerlegung des direkten Produkts aus dem Isospin—%—Raum
und dem Isospin-1-Raum nicht nur eine Isospin—%—Komponente sondern zu-
sitzlich eine Isospin—%—Komponente erhédlt. Um die zwei iiberfliissigen Frei-
heitsgrade zu eliminieren, fithrt man den Projektionsoperator

3 1
Pap = 0ij0ap = g(Tz‘Tj)a,@ (4.35)

ein. Die freie Lagrangedichte in fiihrender Ordnung ist nun gegeben durch
[49]
1 = 3 3,
LY = —0rps AL PR, (4.36)

wobei alle Isospinindizes unterdriickt wurden. Durch die Multiplikation der
Felder \Iff , mit den Projektionsoperatoren werden die vier physikalischen Iso-
spinfreiheitsgrade herausprojiziert. Dies hat die Invarianz der Lagrangedichte
unter den lokalen Transformationen der Felder

U (z) — U () + 10 (x) (4.37)

zur Folge. Um das System quantisieren zu konnen, ist es somit notwendig
eine Eichbedingung einzufiihren. Wir wihlen hier

Ut = 0. (4.38)

4.2.2 'Wechselwirkungslagrangedichten

Das Delta-Feld ¥, ; transformiert unter der lokalen SU(2),xSU(2)gxU(1)y-
Symmetrie wie [50]

Uyia — U o = eXP(—10)KCijap¥ 8 (4.39)

Hs?
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mit

1
}Cij,a,@ = §TI' (TiKT]’KT) Kaﬁ- (440)
Dabei stellt K den in (2.44) definierten Kompensator dar.
Die kovariante Ableitung (D, V), , ist durch
(Du¥),,;.0 = Duijias¥uijip: (4.41)

Du,ij,aﬁ = 8u5ij50¢,3 — QieiijMkCSW + 5ijfu,a5 — ivl(f)&-jéag

gegeben, wobei hier die Parametrisierung I',, = 7,I', ;. verwendet wird.
Mit diesen Bausteinen lésst sich nun analog Referenz [49] die Pion-Delta-
Lagrangedichte in niedrigster Ordnung bestimmen:

Lon=—TU,PiA"P2U,, (4.42)
mit
AHV = (ZlD - mA)g,uzz + ZA(”Y”DV + VUD,U,) (443)
+%(3A2 + 24+ 1)y, DDy, + ma(BA* + 34+ D)y

92

g3
2 <7uuu =+ uu%/) + 57#%75%/-

g1
+5%759/w +

Die Lagrangedichte (4.42) beschreibt ein System mit Zwangsbedingungen
(4.28). Folglich sind die Kopplungskonstanten nicht voneinander unabhéngig.
In Referenz [51] wurde gezeigt, dass die folgenden Beziehungen gelten:

14244+ A1)
n—2

92 = Agn, 93 = gi- (4.44)

Zur Berechnung der Formfaktoren benétigt man insbesondere die Pion-Delta-
Nukleon-Lagrangedichte. Sie ist in fiihrender Ordnung gegeben durch |52]

_ 3 N
L0308 = =92V PE (9" + 399 YV + hec., (4.45)

wobei z eine Kopplungskonstante ist und die Parametrisierung w, = 7u,x
gewihlt wurde. Aus den oben erwihnten Konsistenzbedingungen folgt fiir 2
die Gleichung [53]

1
zZ= 5(1 +3A). (4.46)
Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, wird der Parameter A = —1

gesetzt. Mit dieser Wahl ergibt sich z = —1.
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4.2.3 Zahlschema

In dieser Arbeit wird das Zdhlschema aus den Referenzen |54] und [55] ver-
wendet, d.h. wir zihlen die Wechselwirkungsindizes aus der O(¢")-Lagrange-
dichte als O(¢™), Pion-Propagatoren als O(q~?), Nukleon- und Delta-Propa-
gatoren als O(¢!) und Schleifenintegrationen in n Dimensionen als O(q").
Die Massendifferenz § = ma — my zwischen der Deltaresonanz und dem
Nukleon wird als O(q) gezahlt (small scale expansion) [56]. Wie in Referenz
|45] gezeigt wurde, ist dieses Zdhlschema konsistent mit den Ergebnissen von
Schleifendiagrammen, die mit Hilfe des EOMS-Verfahrens renormiert wur-
den.
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Kapitel 5

Elektromagnetische Formfaktoren
des Nukleons

Elektromagnetische Formfaktoren liefern wichtige Informationen iiber die
Struktur und Zusammensetzung des Nukleons. Sie sind messbare physika-
lische Grofen, mit deren Hilfe sich die Konstituenten des Nukleons und die
Dynamik der Bindungen erforschen lassen. Aus der Kenntnis der Formfakto-
ren lassen sich magnetische Momente sowie Ladungs- und Magnetisierungs-
verteilung ableiten.

5.1 Definition der Formfaktoren

Die elektromagnetische Struktur des Nukleons lasst sich durch je zwei Form-
faktoren fiir das Proton und das Neutron parametrisieren. Die elektromagne-
tischen Formfaktoren sind iiber das Matrixelement des elektromagnetischen
Stromoperators J#, ausgewertet zwischen einem Nukleon-Anfangs- und End-
zustand, definiert
(N (pp)7*(0)[N (pi)), (5.1)

wobei ¢* = py — p}’ den Impulsiibertrag und ¢ = (p; — p;)* = ¢° < 0 dessen
.Quadrat® darstellt.

Der elektromagnetische Stromoperator J# ist unter Vernachlidssigung der
Beitrage von schweren Quarks gegeben durch

2 1-
T(w) = Suleyule) - sdentd) = d@Qrae).  (52)
Dabei steht () fiir die Quarkmassenmatrix und hat folgende Gestalt:
(2/3 0 173
Q—( 0 —1/3)_6+§' (5.3)
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J" besitzt also sowohl einen isoskalaren Anteil als auch einen Anteil, der wie
die dritte Komponente eines Isovektors transformiert. Auferdem transfor-
miert J* unter Paritdt und Ladungskonjugation wie

JHx) 5 g (Px),  JMx) S —Jm(w), (5.4)

wobei (Px)! = (z9, —Z) = .
Das in (5.1) definierte Matrixelement kann man allgemein auf folgende
Weise parametrisieren:

1w0"q,
(NI (0N (p:)) = alpy) [+ (Q%) + Din Q%) | u(p), (5.5)
wobei Q* = —¢? eingefiihrt wurde. Eine dritte denkbare Struktur propor-

tional zu ¢ tritt aufgrund des Stromerhaltes nicht auf. Fiir Q? > 0 miissen
FN(Q?) und F¥(Q?) reelle Funktionen sein, da der Operator J* hermitesch
ist.

FY(Q?) bezeichnet man als Dirac-Formfaktor und Fj'(Q?) als Pauli-
Formfaktor. An der Stelle Q* = 0 geben sie jeweils die Ladung in Einhei-
ten der Elementarladung e > 0 bzw. das anomale magnetische Moment in
Einheiten des Kernmagnetons an:

FP(0)=1,  FP(0)=1,793,  F0)=0, F}M0)=—-1,913. (5.6)

Anstatt mit Protonen und Neutronen zu rechnen, kann es hilfreich sein die
Isospinsymmetrie (siche Anhang B) zu nutzen. Der isoskalare und der iso-
vektorielle Anteil der Formfaktoren ist gegeben durch:

FY=F+F, FY=F-F, i=12 (5.7)

Die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons erhédlt man dann im
[sospinraum durch folgende Formel:

FN = Lpe 4 B po), (5.8)
2 2

Ublicherweise werden anstatt der Pauli- und Dirac-Formfaktoren die Sachs-

Formfaktoren angegeben, da man diese mit Hilfe der Rosenbluthzerlegung

leicht aus den Daten fiir den Wirkungsquerschnitt herausprojizieren kann.

Sie sind gegeben durch:

Q2

2 (@), (5.9)
%)-

GY@) = FY (@) -

4m ?v
G(Q*) = F'(Q*) + F' (@
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Im Breit-System, welches fiir elastische Streuung mit dem Elektron-Nu-
kleon-Schwerpunktsystem iibereinstimmt, nimmt das Matrixelement des Stro-
moperators eine besonders einfache Gestalt an. In diesem Bezugssystem hat
das einlaufende Elektron den Impuls p' = —l-g und das Nukleon den Impuls

P = —g. Das gestreute Elektron hat den Impuls p”’ = —g und das Nu-
kleon erhilt den Riickstof P’ = +g. Es wird keine Energie iibertragen, so
dass fiir das ausgetauschte Photon gilt ¢* = (0, 7). Die Matrixelemente des

Stromoperators lauten somit im Breit-System:
(N(q/2)|7°(0)|N(=q/2)) = Gr(q?), (5.10)

(NGO (-7/2)) =i 2L (@)

Man kann die Sachs-Formfaktoren G und GG, als Fouriertransformierte der
Ladungs- und Magnetisierungsverteilung interpretieren.

5.2 Wellenfunktionsrenormierungskonstante

In diesem Abschnitt wird die Wellenfunktionsrenormierungskonstante
(WFRK) des Nukleons Zy bestimmt. Sie wird bendtigt, da man die Vertex-
Funktionen fiir jede dufere Linie mit v/Zy multiplizieren muss, um die phy-
sikalischen Amplituden zu erhalten [32].

5.2.1 Definition der WFRK

Als Ausgangspunkt betrachten wir den Nukleon-Propagator, der als Fourier-
transformierte der Green’schen Zweipunktfunktion definiert ist:

iSx(p) = [t e (O [v0(a)b0(0)] 0. (5.11)

wobei der Index 0 anzeigt, dass es sich um nackte, d.h. nicht renormierte, Fel-
der handelt. In niedrigster Ordnung erhélt man fiir den Nukleon-Propagator

iSno(p)

_ (5.12)
C p-mAFi0t '

Dabei steht m hier fiir die Nukleonmasse im chiralen Grenzfall. Der volle
Propagator lésst sich als Summe iiber die sogenannten Selbstenergieeinschiibe

darstellen:

iSN(p) = iSN0<p) +'iSN0(p)(—iE(p))iSN0(p) + ...
= p_m_2<p)+i0+ . (5.13)
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—i3(p) steht fiir die Summe aller einteilchenirreduziblen Diagramme ein-
schlieflich Gegenterme. Die physikalische Masse my ist als Polposition des
Propagators definiert und folglich durch den Ausdruck

my —m —X(my) =0 (5.14)

gegeben. Entwickelt man ¥(p) um einen beliebigen Punkt A, erhilt man

—_~—

Y(p) = X(A) + (p — AH)X(A) + X(p), (5.15)

wobei ¥(p) den von A abhéngigen Rest darstellt, fiir den gilt

S(A) = $'(A) = 0. (5.16)
Setzt man die Entwicklung aus (5.15) in die Gleichung (5.13) ein, ergibt sich
fiir den Propagator:
. l
iSn(p) = — : (5.17)
p—m—3(A) = (p—AN)X(A) - S(p) + 0+

Wihlt man nun A = my und wendet Gleichung (5.14) an, so kann die obige
Formel folgendermafen umgeformt werden:
. l
iSn(p) = —
(p — mn)[1 = X' (my)] = B(p) +i0*
7
- YN . (5.18)
(p —my) — ZnX(p) +i0F

Dabei wurde die Wellenfunktionsrenormierungskonstante Zy eingefiihrt. Sie

stellt das Residuum des vollstandigen Propagators zu dem Pol my dar und
ist durch die Gleichung

1

Iy = ———
A ST )

(5.19)

definiert.

5.2.2 Berechnung der WFRK

Um die Wellenfunktionsrenormierungskonstante konkret zu bestimmen, ist
es zunichst notig alle Selbstenergiebeitriige bis zur Ordnung O(¢®) zu be-
rechnen. Auf Einschleifenniveau erhilt man die WFRK aus der Beziehung

o5(p)
.
]_ —I— E’(mN).

Iy = 1+ (5.20)
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Alle Diagramme, die bis zur Ordnung O(¢?) beitragen, sind in Abbildung
5.1 dargestellt. Die Ergebnisse der einzelnen Selbstenergiediagramme sind

\ / \ Y,
N - N _ -
(a) —iXny (b) —iXn,
(C) —iZNp (d) —iENw

Abbildung 5.1: Selbstenergiediagramme bis O(¢3): Hierbei stehen einfach
durchgezogene Linien fiir Nukleonen, doppelt durchgezogene Linien fiir Del-
taresonanzen, gestrichelte Linien fiir Pionen, doppelt gestrichelte Linien fiir
Rho-Mesonen und doppelt geschlingelte Linien fiir Omega-Mesonen.

in Anhang D.4 aufgefiihrt. Bildet man davon die Ableitungen 92(p)

op ‘p:mN, SO
erhilt man die folgenden Ausdriicke:
_3g2
Z/NN - 6AF2(4m2, f M2)7? (_4M7%A0 (m?\,) - (127”?\7 - 5M7?) Ao (Mﬁ)
+HAM (miy + (3miy — M) Bo (miy, myy, My))) .
5 _ —993 ((—4m4 — M2m2 +]\44)14 (MZ)
No T N p"'N p) 10 \Hp

64 (4M2m}, — m3 M) 72
—Ag (miy) M, — (M$ — 2m3 M} — 4my M?) By (miy, m%,, M)
+m?VM:f) ,

-39
v, = 5 (A0, — 2 ) 22 ((—4my — M2m3 + M) Ao (M2)
— Ao (my) Mg — (M — 2m3, M — 4myM?) By (m3, m3y, M2)

—I—m?\,Mﬁ) ,
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2
YNy, = 576F27§11A2Am?\,7r2 my (—9m4A — 48mpym — 12mimami
+40m3, 4 22mfy, + 9IM2 — 48my(ma + my)M?2)
+6(ma +my — Mg)(ma +my + M) (3ma — 2mym
+2 (m3, — 3M2) mi + 2my (m3 + M2) ma — bmy + 3M;
+2m?VM7?) By (m?v, mi, Mﬁ) -6 (BmZ + dmymi + mimi
—8mima — 5my + 3M; — 2(3ma — my)(ma + my)M?)
x Ag(m%) + 6 (3mi + dmym3 + (4miy — 6M72) mi
+ (8m3 — dmyM7?) ma + 5my + 3M; — m3M?2) Ag(M?2)) .

Dabei wurden die skalaren Integrale Aq(m?) und By(m?, m3, m3) verwendet,

deren Definition sich in Anhang D.1 findet. Die WFRK des Nukleons ist
durch den folgenden Ausdruck gegeben

Iy = 1+ [E’NN + Sy + S+ E’M] . (5.21)

5.3 Formfaktoren mit Vektormesonen als expli-
zite Freiheitsgrade

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Berechnung der elektromagnetischen
Formfaktoren des Nukleons unter expliziter Beriicksichtigung der Vektorme-
sonen als dynamische Freiheitsgrade. Zuerst werden die zu diesem Prozess
beitragenden Diagramme prasentiert und anschliefsend erldutert, wie man bei
der Bestimmung der Formfaktoren konkret vorgeht. Im zweiten Teil werden
die Ergebnisse graphisch dargestellt, diskutiert und mit anderen Rechnungen
verglichen.

5.3.1 Bestimmung der Formfaktoren

In Abbildung 5.2 sind die zur Berechnung der Formfaktoren bis zur Ordnung
O(¢%) bendtigten Diagramme dargestellt. Die Vertizes wurden dabei aus den
in Kapitel 4.1 vorgestellten Lagrangedichten hergeleitet, die Ordnungen der
Diagramme basieren auf dem dort prasentierten Ziahlschema. Zahlen in Ver-
tizes geben deren Ordnung an. Handelt es sich um Vertizes der niedrigsten
Ordnung, wurden Zahlen weggelassen. Die Ordnungen der einzelnen Vertices
finden sich in Anhang C.2.
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Zur Bestimmung der Formfaktoren berechnet man die invariante Ampli-
tude M ; der Diagramme. Sie ist durch folgende Formel mit dem Matrixele-
ment aus Gleichung (5.1) verkniipft:

iMy = ee N (py)|J*(0) [N (p2)). (5.22)

Dabei steht ¢, fiir den Polarisationvektor des virtuellen Photons. Da die-
ser von der Ordnung O(q) gezahlt wird, erhilt man bei einer Rechnung bis
Ordnung O(¢?) den Dirac-Formfaktor Fy bis zur Ordnung O(¢*) und den
Pauli-Formfaktor F, bis zur Ordnung O(gq). Bei Kombination dieser beiden
Formfaktoren zu den Sachs-Formfaktoren tritt eine Mischung der Ordnungen
auf (s. Gleichung (5.10)). Wenn wir im Folgenden von der Berechnung der
Sachs-Formfaktoren bis zur dritten Ordnung sprechen, ist damit diejenige
Ordnung gemeint, bis zu der die Diagramme beriicksichtigt wurden.

Die nichtrenormierten Beitrdge zum Dirac-Formfaktor £} und zum Pauli-
Formfaktor F, sind in Anhang D.2.1 aufgelistet. Zur algebraischen Verein-
fachung der Diagramme wurde das Mathematica-Paket FeynCale [57] und
darauf basierende, von Dalibor Djukanovic entwickelte Programme [58| ver-
wendet. Zur numerischen Auswertung der Diagramme wurde das Programm
LoopTools [59] angewendet.

Die Renormierung der Diagramme findet in zwei Schritten statt: Zuerst
wird das M S-Schema angewendet, um die Divergenzen zu absorbieren. Da-
nach werden zusétzlich mit dem EOMS-Schema diejenigen endlichen Teile
abgezogen, die das Zdhlschema verletzen. Um diese Anteile zu identifizieren,
entwickelt man die Integrale und Koeffizienten in kleinen Parametern und
bestimmt die Terme, die von niedrigerer Ordnung sind als durch das Zihl-
schema vorhergesagt. Die expliziten Ausdriicke fiir die Abzugsterme sind in
Anhang D.2.1 gegeben.

Um die gesamten Beitrage zum Dirac- und Pauli-Formfaktor zu erhalten,
addiert man die einzelnen Beitrége der Diagramme, subtrahiert die entspre-
chenden Gegenterme und multipliziert das Ergebnis mit der Wellenfunktions-
renormierungskonstanten Zy. Diese erhélt man aus Gleichung (5.21), indem
man das Selbstenergiediagramm mit Deltaresonanz nicht beriicksichtigt.

Zn =1+ |Sy, + 5y + E;Vw] . (5.23)
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Abbildung 5.2: Feynmandiagramme ohne Deltaresonanz, die zu den elektro-
magnetischen Formfaktoren bis zur Ordnung O(¢?) beitragen. Durchgezogene
Linien stehen fiir Nukleonen, gestrichelte Linien fiir Pionen, geschlingelte Li-
nien fiir Photonen, doppelt gestrichelte Linien fiir Rho-Mesonen und doppelt
geschldngelte Linien fiir Omega-Mesonen.
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Zur graphischen Darstellung der Formfaktoren bendétigt man zum einen
die Werte der Vektormesonkopplungskonstanten g, gu, fu, 92wpps Gurs und
zum anderen die Kopplungskonstanten der Baumdiagramme cg, ¢z, dg, dr,
d;. Fir g - benutzen wir den Wert aus Referenz [60]

Gunn = 16 Mev_l (524)
und schétzen g iiber die KSFR-Relation (s. Gleichung (4.17)) zu
g =6. (5.25)

Die Werte fiir die verbleibenden Kopplungskonstanten werden auf zwei un-
terschiedliche Arten bestimmt.

Bei der ersten Methode wird zunéchst eine Anpassung von c¢g und c¢; an
das magnetische Moment des Protons und des Neutrons vorgenommen. Die
restlichen Niederenergiekonstanten werden durch einen nichtlinearen Fit mit
dem Programm Mathematica und dem darin vorhandenen Befehl Nonlinear-
Regress bestimmt. Die Rechnungen werden dabei an die Messdaten zu den
elektrischen und magnetischen Sachs-Formfaktoren aus Referenz [61] ange-
passt. Bei der zweiten Art die Kopplungskonstanten zu bestimmen wurde auf
die Anpassung von cg und c; an das magnetische Moment des Protons und
des Neutrons verzichtet. Es wurden alle Konstanten genutzt, um eine An-
passung der Rechnung an die Messdaten vorzunehmen. Die aus den beiden
Methoden resultierenden Werte fiir die Kopplungskonstanten sind in Tabelle
(5.1) aufgelistet.

Cg Cr dG d7

Methode 1 || 1.34 | -0.07 | 3.19 | -0.65
Methode 2 || 1.27 | -0.23 | 2.68 | -0.58
dﬂc Ju fw J2wpp
Methode 1 || -1.14 | -5.41 | 0.10 | 0.001
Methode 2 || -0.95 | 8.32 | -0.05 | 0.001

Tabelle 5.1: Werte der Kopplungskonstanten

Fiir beide Bestimmungsmethoden steht eine grofse Anzahl unbekannter
Konstanten als Fit-Parameter zur Verfiigung. Da zur Bestimmung dieser
Konstanten eine nichtlineare Regression durchgefiihrt wird, tritt folgendes
Problem in Erscheinung: Bei Minimierung des reduzierten x? konnte es sich
nur um ein lokales Minimum handeln, so dass nicht sicher ist, ob die errech-
neten Kopplungskonstanten die bestmdgliche Anpassung unserer Ergebnisse
an die Messdaten liefern.

43



Auffallig ist die groke Abweichung der durch beide Methoden ermittelten
Zahlenwerte fiir g, beziehungsweise f,,. Betrachtet man allerdings das Pro-
dukt aus den beiden Konstanten, so wie es hauptsichlich in den berechneten
Diagrammen vorkommt, erhilt man fiir die erste Methode ¢, f, =~ —0,51
und fiir die zweite Methode g, f.,, &= —0,42. Die Produkte stimmen also né-
herungsweise iiberein und die grofen Unterschiede der Zahlenwerte der Fak-
toren deuten darauf hin, dass bei mindestens einer der beiden Methoden nur
ein lokales Minimum des reduzierten y? ermittelt wurde.

5.3.2 Ergebnisse der Formfaktoren

In Abbildung 5.3 sind die Sachs-Formfaktoren aus der Rechnung bis Ordnung
O(q®) zusammen mit den experimentellen Daten aufgetragen. Beide Bestim-
mungsmethoden fiir die Kopplungskonstanten liefern sehr dhnliche Kurven-
verldufe, was vor allem daran liegen konnte, dass die Konstanten dg, d7 und
d, in beiden Methoden als Fit-Parameter verwendet werden. Die Konstanten
tragen zu den elektrischen und magnetischen Radien der Nukleonen bei und
haben daher einen entscheidenden Einfluss auf die Steigung.

Der elektrische Formfaktor des Protons stimmt im dargestellten Impuls-
bereich von 0 GeV? < Q?<0.6 GeV? fiir beide Methoden gut mit den Daten
iiberein, wenngleich er eine etwas zu starke Kriimmung aufweist. Auch der
magnetische Formfaktor des Protons zeigt eine gute Ubereinstimmung mit
den Daten. Fiir den magnetischen Formfaktor des Neutrons ist die von unse-
ren Rechnungen generierte Kriimmung in beiden Fallen ein wenig zu schwach,
um die Daten so gut wie fiir G% und G%, beschreiben zu kénnen. Durch Fi-
xierung von cg und c; an die anomalen magnetischen Momente scheint bei
der Datenanpassung eine stiirkere Kriimmung fiir sehr kleine Werte von Q?
generiert worden zu sein. Dadurch liefert die erste Methode eine geringfiigig
bessere Beschreibung des magnetischen Neutron-Formfaktors. Der elektrische
Formfaktor des Neutrons nimmt im dargestellten Bereich nur sehr kleine Wer-
te an, weshalb den Beitrdgen héherer Ordnung eine entscheidende Bedeutung
zukommt [62]. Da die Rechnung nur bis zur dritten Ordnung durchgefiihrt
wurde, ist es nicht verwunderlich, dass die Kurven fiir G% schlecht mit den
experimentellen Daten iibereinstimmen und schon fiir Q% ~ 0.35 GeV? nega-
tive Werte annehmen.

Erwartungsgeméf zeigen die Graphen von G%, G4, und G%,; im Gegen-
satz zu Rechnungen ohne Vektormesonen (siche beispielsweise Referenz [62])
die notwendige Kriimmung, um eine addquate Beschreibung der Messdaten
zu gewdhrleisten. Obwohl Resultate mit und ohne Vektormesonen fiir eine
gegebene Ordnung im Hinblick auf eine chirale Entwicklung nach kleinen Im-
pulsen ¢ und Quarkmassen m, bei festem Quotienten m,/q* iquivalent sind,
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bewirkt die Hinzunahme von Vektormesonen eine Umordnung der Terme,
die in einer gewohnlichen chiralen Entwicklung erst bei héheren Ordnungen
auftauchen [23|. Diese Terme ermdoglichen die Beschreibung der Formfakto-
ren auch fiir grofere Werte von Q2. Nach Uberpriifung wurde festgestellt,
dass alle Schleifenbeitrige, insbesondere auch diejenigen mit Vektormeson-
linien, gegeniiber den Baumgraphenbeitriagen unterdriickt sind. Demzufolge
sind es hauptséchlich die Baumgraphen (4) und (5), die zu einer verbesserten
Beschreibung der Formfaktoren fiihren.

Der Vollstiandigkeit halber ist in Anhang D.3, Abbildung D.1 der Ver-
lauf der Dirac- und Pauli-Formfaktoren im Impulsbereich 0 GeV? < @Q? <
0.6 GeV? dargestellt. Hierbei wurden wieder die Kopplungskonstanten aus
Tabelle 5.1 verwendet. Die Ergebnisse stimmen in beiden Methoden gut iiber-
ein.

Schlielich wollen wir unsere Ergebnisse mit zwei weiteren lorentzinvari-
anten Rechnungen in chiraler Storungstheorie mit expliziter Beriicksichtigung
von Vektormesonen vergleichen. Dazu werden zunéchst die Unterschiede zwi-
schen den Rechnungen dargestellt. Zum Vergleich werden aus dieser Arbeit
die Sachs-Formfaktoren, deren Kopplungskonstanten mit der ersten Methode
bestimmt wurden, herangezogen.

In Referenz [19] wurden die elektromagnetischen Formfaktoren des Nu-
kleons bis zur dritten und vierten chiralen Ordnung analysiert. Die Rech-
nungen wurden in SU(3) durchgefiihrt und zusétzlich zu den Rho-Mesonen
und dem Omega-Meson wurde noch das Phi-Meson als expliziter Freiheits-
grad betrachtet. Zur Einbeziehung der Vektormesonen wurde die Tensor-
felddarstellung aus Referenz [41] verwendet, zur Renormierung die Infrarot-
regularisierung. Hierbei konnten wegen Fehlens eines konsistenten Zahlsche-
mas nur Diagramme ohne Vektormesonschleifen beriicksichtigt werden. In
Referenz [23| wurde eine SU(2)-Rechnung der Formfaktoren bis zur vierten
chiralen Ordnung durchgefiihrt. Auch hier wurde aufier den Rho-Mesonen
und dem Omega-Meson das Phi-Meson als expliziter Freiheitsgrad eingebaut,
wozu die Vektorfelddarstellung aus Referenz [41| verwendet wurde. Als Re-
normierungsschema wurde wie in dieser Arbeit das EOMS-Schema benutzt,
welches aufgrund der Existenz eines konsistenten Zidhlschemas die Betrach-
tung der Diagramme mit Vektormesonschleifen ermdglicht. Die in Kapitel 4.1
diskutierten Konsistenzbedingungen blieben in beiden anderen Rechnungen
unberiicksichtigt. Im Gegensatz zu dieser Arbeit wurden die Niederenergie-
konstanten nicht gleichzeitig durch Fits an die experimentellen Daten be-
stimmt, sondern soweit mdglich an die elektrischen und magnetischen Radien
angepasst. Fiir die iibrigen Konstanten wurden Ergebnisse aus dispersions-
theoretischen Analysen iibernommen.
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Abbildung 5.3: Sachs-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung O(¢®) mit
explizit beriicksichtigten Vektormesonen. Die rote Linie ist das Ergebnis von
Methode eins, die blaue Linie von Methode zwei. Die Messdaten stammen
aus Referenz [61].
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Die Rechnungen aus Referenz [19] und [23] liefern im betrachteten Im-
pulsbereich von 0 GeV? < Q% <04 GeV? ihnlich gute Resultate fiir die
Sachs-Formfaktoren. Die Kurvenverldufe von G%, und G%, sind mit denen aus
unserer Rechnung vergleichbar. Das Ergebnis fiir den magnetischen Formfak-
tor des Neutrons ist in dieser Arbeit etwas schlechter, da es nicht die gleiche
Kriimmung aufweist wie in den beiden anderen Rechnungen. Der gréfste Un-
terschied zwischen den drei Rechnungen ist in der Beschreibung von G% zu
erkennen. Beide Rechnungen liefern eine bessere Beschreibung des elektri-
schen Formfaktors des Neutrons als unsere Rechnung, in der die Kurve sogar
negative Werte annimmt. Die Tatsache, dass sowohl der elektrische als auch
der magnetische Formfaktor des Neutrons durch unsere Rechnung schlechter
als durch diejenigen in den Referenzen [19] und [23] beschrieben werden, ist
wahrscheinlich auf das Phi-Meson zuruckzufiihren. Dessen Hinzunahme in die
Rechnung scheint notig, um die Formfaktoren des Neutrons hinreichend gut
beschreiben zu konnen. Auferdem werden durch die drei verschiedenen Arten
die Vektormesonen in die Theorie einzubeziehen, in allen drei Rechnungen
unterschiedliche Diagramme beriicksichtigt. Der Vorteil unserer Rechnung
besteht darin, dass durch die konsistente Beriicksichtigung der Vektorme-
sonen zumindest die Formfaktoren G%, G'% und G, bis zum Impulsiibertrag
in der Gréfenordnung des Rho-Mesons gut beschrieben werden. Das Ver-
halten der Ergebnisse aus Referenz [19] und [23] fiir einen Impulsiibertrag
@Q* > 0.4 GeV? wird in den jeweiligen Arbeiten nicht diskutiert. Es bleibt
zu priifen, ob durch die konsistente Hinzunahme des Phi-Mesons auch eine
zufriedenstellende Beschreibung fiir G gelingt. Eine weitere Frage ist, in-
wiefern eine Rechnung bis zur vierten chiralen Ordnung die Beschreibung
verbessern wiirde. Zusétzlich zu den Vektormesonen besteht die Méglichkeit,
die Deltaresonanz als weiteren Freiheitsgrad zu beriicksichtigen, um den Ein-
fluss hoherer Ordnungsterme zu untersuchen.

5.3.3 Fehlerabschatzung

Um eine Abschitzung des theoretischen Fehlers unserer Rechnung vorzuneh-
men, betrachten wir den Einfluss der Addition und Subtraktion einiger Terme
héherer chiraler Ordnung auf unser Ergebnis. Dazu betrachten wir Diagramm
(4) aus Abbildung 5.2, welches folgenden Beitrag zum Dirac-Formfaktor lie-
fert:

T3 M? d, 2
FO = 5 MZ L Mgoq - (5.26)
\(p_q)J \(p_q)j
F‘l(,;l) FE’
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Der Term Fl(f) besitzt die chirale Ordnung O(q?). Multipliziert man die

Baumdiagramme inklusive Fl(f) mit der WFRK (s. Gleichung (5.19)), die
ihrerseits Terme der chiralen Ordnung O(g?) besitzt, werden Beitriige mit
héherer chiraler Ordnung als O(¢®) generiert. Diese Beitriige blieben in den
obigen Rechnungen unberiicksichtigt. Die Graphen aus Abbildung (5.4) zei-
gen was geschieht, wenn man die vorher unberiicksichtigten Beitrage zum
Ergebnis addiert bzw. von diesem subtrahiert. Dabei stellt die rote Kurve
die mit Methode 2 bestimmten Sachs-Formfaktoren dar. Die grau eingefirb-
te Flache reprisentiert den abgeschitzten theoretischen Fehler.
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Abbildung 5.4: Fehlerabschétzung der Sachs-Formfaktoren bis zur Ordnung
O(¢*) ohne Beriicksichtigung der Deltaresonanz.

Erwartungsgemaf nimmt der Fehler fiir alle vier Formfaktoren zu gro-
feren (Q? hin zu. Fiir den elektrischen Formfaktor des Protons ergibt sich
mit unserer Abschitzung im Impulsbereich Q? < 0.2 GeV? ein prozentualer
Fehler von unter 20 %. Dieser wichst im Bereich 0.2 GeV? < Q2 < 0.4 GeV?
auf bis zu 40 % an, bis er schlieRlich fiir Impulsiibertrige Q> > 0.4 GeV?
ca. 50 % erreicht. Fiir die magnetischen Formfaktoren des Protons und Neu-
trons sind die prozentualen Fehler etwas geringer. Dort schitzen wir den
Fehler im Impulsbereich Q% < 0.2 GeV? auf unter 10 %. Er steigt im Bereich
0.2 GeV? < Q% < 0.4 GeV? auf bis zu 17 % an und erreicht fiir Impulsiiber-
triige Q% > 0.4 GeV? 30 %. Der elektrische Formfaktor des Neutrons besitzt
wie erwartet den gréften Fehler. Schon fiir Werte von Q% > 0.2 GeV? liegt

48



der abgeschitzte prozentuale Fehler bei iiber 100 %.

Die oben vorgestellte Methode der Addition und Subtraktion hoéherer
Ordnungsterme, stellt nur eine grobe Abschétzung fiir den theoretischen Feh-
ler dar. Es konnte jedoch bestétigt werden, dass der elektrische Formfaktor
des Neutrons sehr stark von Termen der héheren Ordnung abhingt und so-
mit eine hinreichend gute Beschreibung mit unserer Rechnung nicht moglich
ist.

5.4 Formfaktoren mit der Deltaresonanz als ex-
plizitem Freiheitsgrad

Nachdem im vorigen Abschnitt die elektromagnetischen Formfaktoren des
Nukleons unter konsistenter Einbeziehung vektormesonischer Freiheitsgrade
berechnet wurden, wird in diesem Abschnitt zusétzlich die Deltaresonanz
als expliziter dynamischer Freiheitsgrad beriicksichtigt. Als Grundlage dafiir
dient der in Kapitel 4.2 prisentierte Formalismus.

5.4.1 Bestimmung der Formfaktoren inklusive Deltare-
sonanz

Die Diagramme, die bis zur Ordnung O(¢?) zusitzlich zu denen aus Abbil-
dung 5.2 berechnet werden miissen, sind in Abbildung 5.5 gezeigt. Die Vor-
gehensweise ist analog der im letzten Abschnitt. Nachdem man die einzelnen
Beitrige der Formfaktoren addiert und die Gegenterme subtrahiert hat, mul-
tipliziert man das Ergebnis mit der Wellenfunktionsrenormierungskonstanten
Zy aus Gleichung (5.21)

Iy =1— Sy, + Xy, + 2y, + 2| - (5.27)

Es wurde ebenfalls das EOMS-Schema zur Renormierung verwendet. Die
expliziten, nicht renormierten Beitrédge zum Dirac-Formfaktor F; und zum
Pauli-Formfaktor F, sowie die Ausdriicke fiir die Abzugsterme finden sich in
Anhang D.2.2.

Die Schwierigkeit bei der Berechnung der Diagramme aus Abbildung 5.5
besteht in der Komplexitdt des Delta-Propagators. Dadurch erlangen die
Schleifenintegrale einen hohen Tensorrang. Einige wichtige Identititen, die
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Abbildung 5.5: Feynmandiagramme mit Deltaresonanz, die zu den elektroma-
gnetischen Formfaktoren bis zur Ordnung O(q?) beitragen. Durchgezogene
Linien stehen fiir Nukleonen, gestrichelte Linien fiir Pionen, geschliangelte Li-
nien fiir Photonen, doppelt gestrichelte Linien fiir Rho-Mesonen und doppelt
durchgezogene Linien fiir Deltaresonanzen.

bei der Reduktion dieses Tensorranges behilflich sind, lauten:

1 n—2

WA (p) = — = 1>mAv” s 1)m2Ap” (5.28)
= A" (),
o B (n—2)p+(n—1)mA . P ,
PulA(p) = TR A Fe (5.29)
» B (n—=2)p+ (n—1)ma v P
A" (p)pu = TS A Py ey (5.30)

Um eine graphische Darstellung der Formfaktoren zu erhalten, ist erneut die
Kenntnis der Niederenergiekonstanten von No6ten. Durch die Einbeziehung
der Deltaresonanz bis zur Ordnung O(¢?) erhiilt man zusétzlich zu den Kopp-
lungskonstanten aus dem vorigen Abschnitt noch eine weitere Konstante ga.
Den Wert hierfiir erhalten wir aus Referenz [45],

ga = 1.127. (5.31)

Da die Niederenergiekonstanten Informationen iiber die nicht in der Lagran-
gedichte beriicksichtigten Freiheitsgrade enthalten, miissen sie aufgrund der
Einbeziehung der Deltaresonanz erneut bestimmt werden. Analog dem vor-
herigen Abschnitt werden die Konstanten auf zwei verschiedene Arten be-
stimmt: Zum einen durch Anpassung von c¢g und ¢; an das magnetische
Moment des Protons und Neutrons und anschlieffendem Fit der restlichen
Kopplungskonstanten an die Messdaten, zum anderen durch Anpassen aller
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Konstanten an die Messdaten. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.2 zusammen-
gefasst.

Cg Cr dﬁ d7

Methode 1 || 2.56 | 1.14 | 2.69 | -0.06
Methode 2 || 2.49 | -0.07 | 2.19 | -0.07
dy Ju Jo G2wpp
Methode 1 || -1.06 | -0.43 | 0.77 | 0.001
Methode 2 || -0.89 | -0.42 | 0.59 | 0.001

Tabelle 5.2: Werte der Kopplungskonstanten

5.4.2 Ergebnisse der Formfaktoren inklusive Deltareso-
nanz

In Abbildung 5.6 sind die Sachs-Formfaktoren fiir einen Impulsiibertrag im
Bereich 0 GeV? < Q? < 0.6 GeV? zusammen mit den experimentellen Da-
ten dargestellt. Wie bereits in Abbildung 5.3 ohne Deltaresonanz stimmen
die Kurven mit den zwei verschiedenen Siatzen von Kopplungskonstanten gut
miteinander iiberein. Fiir den elektrischen Formfaktor des Protons sind bei-
de Kurven annédhernd deckungsgleich und beschreiben die zugehorigen Daten
sogar etwas besser als die aus den Rechnungen ohne Deltaresonanz erhaltenen
Kurven. Ahnliches gilt auch fiir den magnetischen Formfaktor des Protons,
wobei hier eine minimale Abweichung fiir sehr kleine Werte von Q? zu erken-
nen ist. Beim magnetischen Formfaktor des Neutrons wird durch die zweite
Methode eine etwas stirkere Kriimmung generiert, welche zu einer geringfii-
gig besseren Beschreibung der Daten fiihrt. Insgesamt scheint beiden Kurven
jedoch die ausreichende Kriimmung zu fehlen, dies ist wahrscheinlich wie-
der auf die fehlende Beriicksichtigung des Phi-Mesons zuriickzufiihren. Der
elektrische Formfaktor des Neutrons nimmt negative Werte an und wird im
gesamten Impulsbereich durch beide Kurven schlecht beschrieben. Die Ursa-
che dafiir diirfte in der Empfindlichkeit dieses Formfaktors fiir Terme hoherer
Ordnung liegen. Die Graphen fiir die Dirac- und Pauli-Formfaktoren im Im-
pulsbereich 0 GeV? < Q? < 0.6 GeV? finden sich in Anhang D.3, Abbildung
D.2 Hierbei wurden wieder die Kopplungskonstanten aus Tabelle 5.2 verwen-
det.
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Abbildung 5.6: Sachs-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung O(¢®) mit
expliziter Beriicksichtigung der Deltaresonanz. Die rote Linie ist das Ergebnis
von Methode eins, die blaue Linie von Methode zwei.
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Abbildung 5.7: Sachs-Formfaktoren (Methode 1): Die rote Linie ist das Er-
gebnis unter Beriicksichtigung der Deltaresonanz, die blaue ohne.
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Abbildung 5.8: Sachs-Formfaktoren (Methode 2): Die rote Linie ist das Er-
gebnis unter Beriicksichtigung der Deltaresonanz, die blaue ohne.
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Als néchstes wird ein Vergleich zwischen den in diesem Abschnitt berech-
neten Sachs-Formfaktoren und solchen ohne Beriicksichtigung der Deltareso-
nanz vorgenommen. Dazu sind in Abbildung (5.7) jeweils die Formfaktoren
im Bereich 0 GeéV? < Q? < 0.6 GeV? dargestellt, deren Kopplungskonstan-
ten mit Hilfe von Methode eins bestimmt wurden, in Abbildung 5.8 diejeni-
gen, deren Konstanten durch Methode zwei bestimmt wurden. In Abbildung
5.7 ist zu erkennen, dass fiir G%, und G% die Hinzunahme der Deltareso-
nanz kaum Einfluss auf den Kurvenverlauf hat. Die Beschreibung von G%
wird durch die Hinzunahme der Deltaresonanz leicht verbessert. Beim ma-
gnetischen Formfaktor des Neutrons ist die fehlende Kriimmung der Kurve
bei Rechnung inklusive Deltaresonanz so stark, dass fiir Q% > 0.4 GeV? die
Messdaten besser von der Rechnung ohne Vektormesonen beschrieben wer-
den. Abbildung 5.8 bestétigt die oben diskutierten Resultate und liefert kei-
ne neuen Erkenntnisse. Die Erweiterung der Theorie um die Deltaresonanz
liefert demnach keine verbesserte Beschreibung von G;. Insgesamt hat die
Deltaresonanz im betrachteten Impulsbereich mit ihrer Masse von 1232 MeV
einen eher geringen Einfluss auf alle Formfaktoren. Die zusétzlichen Beitriage
der Diagramme aus Abbildung 5.5 kénnen demzufolge in den Niederener-
giekonstanten der effektiven Lagrangedichte ohne explizite Beriicksichtigung
der Deltaresonanz absorbiert werden.

5.5 Ward-Takahashi-Identitat

Chirale Ward-Identitiaten sind, wie in Kapitel 2.2 beschrieben, exakte Bezie-
hungen zwischen verschiedenen Green’schen Funktionen. Dieser Abschnitt
befasst sich mit der Ward-Takahashi-Identitit der QED. Sie basiert auf der
U(1)-Eichinvarinaz der Lagrangedichte und stellt die folgende Relation zwi-
schen dem elektromagnetischen Vertex des Nukleons und der Differenz zweier
inverser Propagatoren dar [63]:

al ops) = 5T (55 ) - 57 ) (5.32)

(1 + Tg)

= == (E(]pi) —S(p,) + ¢) .

Dabei steht iSy(p) fiir den vollstéandigen Propagator des Nukleons aus Glei-
chung (5.12), —4% fiir alle einteilchenirreduziblen Diagramme und ¢ = pf —p.-
I'* ist als

Ly (Summe aller Vertex-Diagramme) (5.33)
e

definiert.
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Lasst man g, gegen null streben, erhalt man die von Ward urspriinglich
hergeleitete Ward-Identitéit [33]:

(1 + T3> 85&1 (p1> ‘

(5.34)
Da Ward-Identitdten Ordnung fiir Ordnung erfiillt sein miissen, sind sie gut
geeignet, um die Ergebnisse der Feynmangraphen aus den Abbildungen 5.2
und 5.5 zu iiberpriifen. Dies wollen wir anhand der Baumgraphen und der
Schleifendiagramme mit expliziter Beriicksichtigung der Deltaresonanz illus-
trieren. Dazu werden zunéchst die Baumgraphen jeweils mit g, multipliziert:

? e CTy
Gl = au= {15971+ [e(eos + )0

. € v v v
i 5 (@0 + 1)) — "¢ (0] + P)) (dos + 2d7))

N 6 4 v 14
Hi ]+ [egufor” (9™ — ¢¢")]}
l € c y
= = [=isqd] + [e(ceTs + —7) " 4,4
9 9/ T dnly
-0

. €
+li 5 ((a-pi+a-pp) = @(a- i+ - py))(de7s + 2d7))

~~
=0

i 7 5] + [—egufr” (@0 = i°")
- é {[—z‘§¢] + [—ifsgg]}
(1+73)

= 5

Das Ergebnis entspricht genau dem Baumanteil von Gleichung (5.33).

_>_Q O_>_
P \ ik VAAV Pk / P
\ /

N /
~S o, - -

k

Abbildung 5.9: Diagramm (36)
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Als néchstes betrachten wir Diagramm (36) (siehe Abbildung 5.9). Nach
Multiplikation des Delta-Delta-Photon-Vertex Vfﬁl mit ¢, ergibt sich

unAﬂZWy = Je " [VQYM’W _ gﬁu,yw + gﬁ%yu _ gw,yﬂ}
= je [fyﬁWYv _ qﬂ,yv + g[ﬂg _ qv,yﬁ] )
Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Differenz der beiden inversen Delta-

Propagatoren, die man aus Gleichung (4.34) mit A = —1 ableiten kann,
erkennt man:

G VAR, = el(A (py — k)™ = AP (p; — k) 7).

v

Damit erhilt man fiir das komplette Diagramm:

5 d"k o Ly 1
(57+1) [ oo Vel D V3E Avsls — Ve RIS (4]

5 d*k . . ~ -1
- (5 n 1) / Ty VRan(R)Bas(pr = Rel(A7 (py — K)

— A (pi = k) A (i — k) VAN (—F)S ()]

- e (g 73+1) /%[Vﬁm(/ﬁ)[g%w(m—k)

02 (b — K)|VEn(—E)S(R)
- (g _— 1) / % (Ve an (B)Aas(pr — R)VE o (—R)S (k)

Vian(B) sy — B Ve (RIS}
= ie(Znt) B - Sn)
(5.35)

YN, (p) steht dabei fiir das Selbstenergiediagramm (b) aus Abbildung 5.1.
Auf dhnliche Weise kann man den in Abbildung 5.10 gezeigten Teil des Dia-
gramms (35) umschreiben, nachdem man diesen mit g, multipliziert hat:

V" (~k—q.k) = e(-2q-k—q*) (5.36)
= qe[S(k) = S(k+q)7Y.

Unter Verwendung der Gleichung (5.37) lésst sich das Diagramm in die fol-
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Abbildung 5.10: V#(—k — ¢, k)
gende Gestalt bringen:

(g e T3> / % {Viar(k+q)Ans(pi — k) (5.37)
XVAéNﬂ(_k)S(k + Q) _V]%Aﬂ(k + Q)AOé(S(pi - k)vAéNﬂ(_k>S(k)}
(2 k. 5

= (Gen) [ o (Vi) Bastoy — WVEel=k + )S(8

~Viar(k + @) Das(pi = K)VAn(=k)S(k) }

wobei im zweiten Schritt die Integrationsvariable k& nach k — ¢ verschoben
wurde. Schlieflich betrachten wir die Summe aus Diagramm (37) und (38).
Multipliziert man diese mit g,, kann sie folgendermafen umgeschrieben wer-
den:

(—§ ‘ ) [ G {Viiae ) 8aslor = WVira @) (539

~VRar(@)Das(pi = k)VAna(=k)S(k) } .

Addiert man schlieflich die Gleichungen (5.38) und (5.39), erhélt man

‘ (% 73) / %[{Vﬁmmam—kWﬁNW(—k)S(k) (5.39)
~Viar (k) Aus(ps — k)VEn(—k)S (k) }

= e (5n) ) - Sxa o)

Dieses Zwischenergebnis liefert zusammen mit dem Resultat aus (5.35):

(1 +T3)
2

0."s (pis py) = (Ena (i) = Xna(py)) (5.40)
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Analog wurden auch die restlichen, zur Berechnung der Formfaktoren bei-
tragenden Schleifendiagramme mit g, multipliziert und umgeformt, so dass
man insgesamt das folgende Resultat erhilt:

ol iop) = B (g [ZN@» S (py)] (5.41)

[ A (06) = Sna ()] + [E8, (i) — 2w, (p5)]
+ [En, (i) = B, (pr)])
73)

)
)
= LR, <f>—s—1<pz->)-

Diese Gleichung entspricht der Ward-Takahashi-Identitdt (5.33) und besté-
tigt die U(1)-Eichinvarianz unserer Ergebnisse. Dies ist ein Kriterium, das
fiir die Konsistenz der Rechnungen unbedingt erfiillt sein muss.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukle-
ons in manifest lorentzinvarianter chiraler Stérungstheorie unter konsistenter
Einbeziehung von Vektormesonen und der Deltaresonanz bis zur chiralen
Ordnung O(¢?) berechnet. Dabei wurde mit der EOMS-Renormierung ein
Renormierungsschema verwendet, mit dem neben Nukleonen auch Resonanz-
en in die effektive Lagrangedichte aufgenommen werden konnen, ohne eine
Verletzung des chiralen Zahlschemas zu erhalten [37].

Bei der Erweiterung der effektiven Lagrangedichte um vektormesonische
Freiheitsgrade wurden die sich aus den Zwangsbedingungen ergebenden Kon-
sequenzen fiir die Kopplungskonstanten [24| auf korrekte Weise beriicksich-
tigt. Desweiteren wurde der Wert der Kopplungskonstanten fiir die Vektorme-
sonselbstwechselwirkung und der Wechselwirkung zwischen Vektormesonen
und Fermionen gleich gesetzt (Universalitéit der Rho-Mesonkopplung) und fiir
die Vektorfelder die Weinberg’sche Parametrisierung verwendet, wodurch die
Forderung nach stérungstheoretischer Renormierbarkeit erfiillt werden kann
[42]. Damit ist es uns gelungen Vektormesonen, die bekanntermafen einen
wichtigen Einfluss auf die Formfaktoren des Nukleons haben, nicht nur auf
semi-phidnomenologische, sondern auch auf konsistente Weise in eine effek-
tive Feldtheorie einzubinden. In dieser Arbeit wurden die Formfaktoren un-
ter Beriicksichtigung der Rho-Mesonen und des Omega-Mesons als explizite
Freiheitsgrade in chiraler Storungstheorie bis zur dritten Ordnung berechnet.
Die in der Rechnung auftauchenden, unbekannten Niederenergiekonstanten
wurden auf zwei unterschiedliche Arten bestimmt. Bei der ersten Methode
wurden c¢g und c; durch die anomalen magnetischen Momente des Nukle-
ons fixiert. Die restlichen Konstanten wurden an die experimentellen Daten
fiir die Sachs-Formfaktoren angepasst. Bei der zweiten Methode wurden alle
Niederenergiekonstanten dazu verwendet, die Rechnung an die Daten anzu-
passen. Die mit Hilfe beider Methoden gewonnenen Ergebnisse fiir die Sachs-
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Formfaktoren wurden im Impulsbereich 0 GeV? < Q% <0.6 GeV? miteinan-
der verglichen und stimmen gut iiberein. Der Vergleich unserer Ergebnisse
mit den experimentellen Daten fiir die Sachs-Formfaktoren zeigt, dass sowohl
der Verlauf des elektrischen als auch der des magnetischen Sachs-Formfaktors
des Protons sehr gut beschrieben wird. Fiir den magnetischen Formfaktor des
Neutrons kann ebenfalls eine hinreichend gute Ubereinstimmung mit den ex-
perimentellen Daten beobachtet werden. Lediglich der elektrische Formfaktor
des Neutrons zeigt eine schlechte Ubereinstimmung mit den Daten, dies lisst
sich auf die starke Abhingigkeit dieses Formfaktors von Beitréigen hoherer
Ordnung zuriickfiithren. Aus dem Vergleich mit zwei weiteren relativistischen
Formfaktorrechnungen in chiraler Stoérungstheorie, [19] und [23], ldsst sich
darauf schliefen, dass die Hinzunahme des Phi-Mesons die Beschreibung des
elektrischen und magnetischen Neutron-Formfaktors verbessert.

Die Deltaresonanz stellt den ersten angeregten Zustand des Nukleons dar.
Ihre Nihe zum Grundzustand liefert ein plausibles Argument dafiir, sie als
expliziten Freiheitsgrad in die chirale Stérungstheorie aufzunehmen [45]. In
dieser Arbeit wurden die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons
unter Beriicksichtigung der Deltaresonanz bis zur Ordnung O(¢?®) berechnet.
Dazu wurde die effektive Lagrangedichte inklusive Vektormesonen um die
Freiheitsgrade der Deltaresonanz ergidnzt. Neben den beiden von der her-
kommlichen chiralen Entwicklung bekannten kleinen Parametern ¢ und m,,
tritt mit der Massendifferenz 6 = ma — my ein zusitzlicher kleiner Para-
meter in Erscheinung. Die Anzahl der unbekannten Niederenergiekonstan-
ten dndert sich durch Einbau der Deltaresonanz nicht, so dass zur Bestim-
mung dieser wieder die zwei oben beschriebenen Methoden verwendet wur-
den. Tréagt man die Ergebnisse fiir die Sachs-Formfaktoren im Impulsbereich
0 GeV? < Q% <06 GeV? auf und vergleicht die durch beide Methoden er-
haltenen Kurven, erkennt man, dass die Ergebnisse dhnlich dem Fall ohne
Beriicksichtigung der Deltaresonanz gut miteinander iibereinstimmen. Auch
der Vergleich zwischen den Ergebnissen fiir die Sachs-Formfaktoren mit und
ohne Deltaresonanz liefert eine gute Ubereinstimmung. Die Diagramme aus
Abbildung 5.5, die durch Einbau der Deltaresonanz noch beriicksichtigt wer-
den miissen, beeinflussen den Verlauf der Formfaktoren nur sehr gering. Sie
tragen vor allem nicht dazu bei, die Beschreibung des magnetischen und be-
sonders des elektrischen Formfaktors des Neutrons zu verbessern. Anders als
bei der Hinzunahme der Vektormesonen liefert der Einbau der Deltaresonanz
lediglich Beitréage, die durch die Niederenergiekonstanten einer effektiven La-
grangedichte ohne explizite Beriicksichtigung der Deltaresonanz absorbiert
werden kénnen.

Insgesamt gelang es, drei der vier elektromagnetischen Formfaktoren des
Nukleons durch eine effektive Feldtheorie mit konsistenter Beriicksichtigung
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von Vektormesonen und der Deltaresonanz schon durch eine Rechnung bis
zur Ordnung O(¢®) hinreichend gut zu beschreiben. Durch die Wahl des
EOMS-Renormierungsschemas ist es moglich, ein systematisches Zahlschema
aufzustellen, so dass Beitrdge von Schleifendiagrammen unterdriickt sind,
wahrenddessen Baumdiagramme mit Vektormesonen die erwartet wichtigen
Beitrige zu den Nukleon-Formfaktoren liefern.

Eine Rechnung bis zur vierten chiralen Ordnung unter semi-phinomeno-
logischer Beriicksichtigung des Phi-Mesons beschreibt die Neutron-Formfak-
toren im Impulsbereich 0 GeV? < Q2 < 0.4 GeV? gut [23] und liefert somit
ein Motiv, die in dieser Arbeit vollzogene Rechnung nicht ohne, sondern
mit Beriicksichtigung des Phi-Mesons durchzufiihren. Dabei konnte gepriift
werden, ob die gute Beschreibung der Proton-Formfaktoren bis zu einem
Impulsiibertrag in der Gréfsenordnung der Rho-Mesonenmasse sich fiir die
Neutron-Formfaktoren fortsetzt. Neben dem Einbau von Resonanzen in die
effektive Lagrangedichte bietet das in dieser Arbeit verwendete Renormie-
rungsschema auch die Moglichkeit einer Zweischleifenrechnung, welche eine
genauere Untersuchung der Formfaktoren in lorentzinvarianter chiraler Sto-
rungstheorie erlaubt.
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Anhang A

Definitionen

A.1 Pauli-Matrizen

Die Pauli-Matrizen 7; (i = 1,2, 3) sind die Generatoren der Gruppe SU(2).
Eine Darstellung lautet:

() () ()

Sie erfiillen die folgenden Vertauschungsrelationen:

Ti T . Tk
[5, EJ] = Zeijkg > (A2)

wobei €5, das total antisymmetrische Levi-Civita-Symbol in drei Dimensio-
nen ist. Auflerdem besitzen die Pauli-Matrizen noch die folgenden wichtigen
Eigenschaften:

7—;[ =T, Trm, =0, detm; = —1, TiT; = iEijka + 5ij- (A-?’)
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A.2 Gell-Mann-Matrizen

Die Gell-Mann-Matrizen A, (a = 1,2,...,8) sind die Generatoren der Grup-
pe SU(3), die die Eichgruppe der QCD darstellt. Eine Darstellung der (3, 3)-
Matrizen lautet:

010 0 —i 0 1 0 0
M=|l100], x=[io0o0]), x=[|0-10],
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 000
M=l000]|, x=]l000], Xx=[o001],
100 i 00 010
00 0 /10 0
=100 i), A=yfgl01 o0 | (A.4)
0 i 0 00 —2

Ahnlich den Pauli-Matrizen 7; handelt es sich bei den Gell-Mann-Matrizen A,
um spurlose und hermitesche Matrizen die folgende Vertauschungsrelationen

erfiillen: N \
a bl . e

|:?a 5:| - Zfabc 9 . (AS)

Die fyue sind die Strukturkonstanten der SU(3) und sind antisymmetrisch un-

ter Vertauschung zweier beliebiger Indizes. Alle nichtverschwindenden Struk-

turkonstanten sind in Tabelle A.1 angegeben.

| abe || 123 | 147 [ 156 | 246 | 257 [ 345 | 367 | 458 | 678 |
| fabe ;

Tabelle A.1: Strukturkonstanten f,.
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A.3 Dirac-Matrizen

Die Dirac-Matrizen erfiillen die Relation
{7} = Y Ayt = 29", (A.6)

wobei g = diag(1, —1,—1, —1) der metrische Tensor in vier Dimensionen
ist.

Zusammen mit der Matrix v° = i7°y14%4? bilden die Dirac-Matrizen
mit dem Produkt aus (A.6) eine Algebra, die zu den Klassen der Clifford-
Algebren gehort.

Weitere Eigenschaften der Dirac-Matrizen sind:

Oy =I1, (==, ("= ("= (A.7)
und
{7} =0, (F)P=I (P)=4" (A.8)
Man definiert aulerdem noch die Grofke
7
ot =S (" =) (A.9)

Fiir die Kontraktion einer Dirac-Matrix «, und eines Vierervektors a* fiihrt
man iiblicherweise, die auf Feynman zuriickgehende, verkiirzte Slash-Notation
ein:

Yt =: d. (A.10)

Es gelten die Identitaten:
fid = aua” = a”, (A.11)
dh = 2a,b" — bd . (A.12)

Schlieklich folgen einige Relationen der Dirac-Matrizen in n Dimensionen,
die man fiir die Methode der dimensionalen Regularisierung bendotigt:

(" 4"y = 29"y, (A.13)
Yy, = nly, (A.14)
TV = (2 =n), (4.15)
VP, = 4g* — (n — 4)y*4P, (A.16)
VYV = =299 + (4 — )y’ (A.17)
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A.4 Hypergeometrische Funktionen

Die Gauf’sche hypergeometrische Funktion ist durch folgende Potenzreihe
definiert:

JFi(a,biciz) = Zi—f% (A.18)
I(c) =z"T(a+n)(b+n)
T'(a)T(b) nzzo n T(c+n)

Dabei steht (a), fiir die Pochhammer-Funktion,
(a),=ala+1)---(a+n—1), (a)g =1, (A.19)

und I'(2) fiir die Gammafunktion, die durch Eulers Integral definiert ist,

['(z) := /000 t* e dt. (A.20)

Die hypergeometrische Funktion konvergiert fiir |z| < 1 und ist eine partiku-
lare Losung der hypergeometrischen Differentialgleichung

d*F(z)

2(1—2) T

+lc—(a+b+1)z] df;iz) —abF(z) =0. (A.21)

Die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion ist durch den folgenden
Ausdruck gegeben

nEm(ay, -+ an;by--- by 2) = ;;H (A.22)
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Anhang B
Isospin

Das Proton und das Neutron bilden ein SU(2)-Isospin-Dublett

mmmmz(é), |MMmm:<?). (B.1)

Mit den in Anhang A.1 definierten Pauli-Matrizen gelten folgende Relationen:

mlp) =p),  mn) = —|n), (B.2)
Tiln) =Ip),  7-|n) =0, (B.3)
T-p) =1In),  T4lp) =0, (B.4)

wobei 71 = %(71 +i7y) die Auf- bzw. Absteigeoperatoren sind. Die elektrische
Ladung des Nukleons ergibt sich aus der Formel

Q:%w+m) (B.5)

mit der Baryonenzahl B = 1.
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Anhang C

Feynmanregeln

Im Folgenden findet sich eine Zusammenstellung der Feynmanregeln fiir die
Propagatoren und die zu der Berechnung der Formfaktoren beitragenden Ver-
tizes. Dabei stehen einfach durchgezogene Linien fiir Nukleonen, einfach ge-
schlangelte fiir Photonen, einfach gestrichelte fiir Pionen, doppelt durchgezo-
gene fiir Deltaresonanzen, doppelt gestrichelte fiir Rho-Mesonen und doppelt
geschlangelte fiir Omega-Mesonen. Die Vertizes wurden aus den in Kapitel 4
und 5 vorgestellten Lagrangedichten hergeleitet. Dabei werden alle Teilchen
als einlaufende Teilchen betrachtet. Bei den Vertizes aus Kapitel 5 wurde der
Parameter z = —1 gesetzt.

C.1 Propagatoren

l

Nukleon: iSy(p) =

p—m—+i0*
Delta: iA* (p)
_ (2w PP (0 2)pMp” i
n—1 (n—1ma  (n—=1)m% ) p—ma+i0*+
Pion: iS, (k) = ERyC R
g
Vektormeson: Sy (k) = Ry @'6*
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C.2 Vertizes

k,a I
_8a
q, u
g e
S
p p’ 227
q, u
48_ €Ty
S o e(ceTs + 2)0 Qv

q, n
7€ ,
—éf, %[qz(p“ + ™) — ¢"¢" (py + )]

X [d6T3 + 2d7}

q, 1
. 8A
p | p —@ez_F’YM”YSGaSiTi
1 k,a
kpa
. | . )
p p Ta§907
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k, >
6 .
7
p’ =0 K
P 597
q, n M2
Sazie | (2F2gy + 2 ) g
" Jo
~kp.a +da(q"q” — 9"q")]
q, 4

2ief..(¢*¢" — ¢"q")

k, w

—€ave(K” = 1")g0

q K g}

kpaTlb 900" (~ 28300 + Susdac + Sacd)
e

o

Py pa®ub €abedo(IPg — mP g™ + K g

_lug)\p o k)\gpzx + m)\gpu>

m,v,C

G . 195(9™9”" (0adObe + OacObd — 20ab0ca)

k,p,a LA b +g)\agpy(5ad5bc - 25a05bd + 5ab50d)
wno,d g)‘yggp(—2(5ad5bc + 5ac5bd + 5ab56d))

m, p, c*

M i e Gupr € Pmal s
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kpaiab
|

k, a I

p,u.iip’
|

k, a I

P tp’,u,i

g,

poi T p,Bj

q, h

p p,ai
Ik,a

q!u

p,o,i TP
|k,a

e
%5173 [glwpp(kwgup + qwgup) + g?wpp(kpguw + qugwp)]

5ab[glwpp(ku + lﬂ)gp)\ + g2wpp(kpgu)\ + l)\g/ﬁp)]

(200i — i€airTi) (ga(Fy" — k"))
3F

(25612' + Z'Em'ka)(gA(’}/M% B kﬁ))
3F

S+ =g = o™

(Bi€sij + 20,5 (1 + 273) — 03,7 — 03,7, + i€;j5Tk)

gae(y " — g™) (—2i€sq; — 0qiTs + 03iT4)
3F

QAG(V”'YO‘ - ga“)(—%ﬁsai + 04iT3 — 53iTa)
3F
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Anhang D

Beitrage zu den Formfaktoren
und der WFRK

Zunichst werden die bei der Berechnung der elektromagnetischen Formfak-
toren auftretenden Integrale definiert. Da in dieser Arbeit alle Diagramme
auf skalare Integrale reduziert wurden [64], sind nur solche hier aufgelistet.
Die divergenten Anteile der Integrale wurden mit Hilfe der dimensionalen
Regularisierung bestimmt.

D.1 Definitionen der Integrale

Integral mit einer inneren Linie

ao() = BT

2 —m?2+i0t"

Integral mit zwei inneren Linien

(2mp d"k

)4-77, /
im? (k2 —m? +i0F][(k + p)? — m3 +i0*]

BO (p27 m%a TTL%)

Integral mit drei inneren Linien

Co(p, (py — pi)? 07, M ma,ma) =
(2mp)* " d'k

im? / [k2 — M2 +i0H][(k — pi)? — m? +i0+][(k — py)% — m3 +40+]
Mit den Definitionen

R { 14—%[ln(47r)+F’(1)+1]}

- 1672 | n —
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und

2 2 2
0— p-—my =y
2m1m2

lauten die expliziten Ausdriicke fiir die skalaren Integrale:

Ao (m?) = (—1672) [QmQA + Sﬂ;ln (%)} ,

hl (m) 1
Bo(pz,m%,mg) = (=167%) | 2\ + A

72 1672
2 2 2 9
[y ()
p ma p

V2 —1In(-Q-vQ2-1) fir O < —1
F(Q) = < V1 — Q2 arccos(—1) fir —1<0<1
V2 —1In(Q+ V2 -1) —iry/Q2 -1 fiir 1 <Q.

Schlieflich folgen noch einige hilfreiche Beziehungen zwischen den skalaren
Integralen:

Ag (mi) — Ag (m3)

By (0,m},m3) =

m2 — m3 ’
Bo (0,m2,m?) A“é?@—l,
Co(m2,0,m3, M?, my,m;) = 8im%Bo (m%,MQ,m%),
o0, m2, m2, M2, M2, my) = %Ba (m2, M2, ).
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D.2 Formfaktoren

D.2.1 Diagramme ohne Deltaresonanz

Die nichtrenormierten Beitrage zum Dirac-Formfaktor F; lauten:

1+3+4+5
Fl

Fy

8+9  __
Fl

1 75 (M?—dyg06?)

2
- 4+ —q2(2d7+d67'3)+ fwgwq 7

2 2M2 — 2¢? M2 — ¢

3 2
128272 (j‘f— oz ((Bmva” = 24°) Ao (i)
+ (¢* = 16my) Ao (M2) +2 ((—¢" + 4miy¢?
+ (¢" — 2M2¢q% — 4m3, (4M2 + ¢%)) Bo (¢*, miy, m%)
—2M7 (—16my + 4 (2M? + ¢°) miy + M2q%)
xCy (mN,q mN,M2 mN,m?V)) m3
+M? (16mN + 6¢°m3y — q ) By (m?\lam?V7M7%))) )

— M2 2
128 F2n2 (M273_ N ? ((8mq* - 2¢")
ul p — 4 ) (¢? —4m%)

x Ao (M%) + (¢* — 16m4) Ay (M2) =2 ((¢* — 4m3 ¢

~la* = M2~ 4 (M2 4 7)) B (47, i)
—2M?2 (—16mY + 4 (2M? + ¢?) m%, + M2¢?)
xCo (miy, ¢, m?wMQ my,my)) my
+M2 (16my + 6¢°m%y — ¢*) By (m3, miy, M?2))),

g4 73 (Bo (miy, m%, MZ) M2 + A (m%))
16 F 22 ’
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11
Fl

2 M27_
BaTp™ (2(4m3, — ¢?)?

BT6F2m2(M2 — ¢2) (2 — 4m3)?
x (¢" = 6M2q* + miy (24M — 22¢%))
+144 (4my — m3.q°) Ao (m3) + 6 (—80my + 16¢°m3 + ¢*)
x Ao (M?) + 3 (24 (¢*M; + m3 (8M4 12¢°M? + 3¢*))
xCo (¢°, mN,mN,M2 M2, m3) mN + 24 (16my M2
—my (6my + M?2) ¢* ) By (mi, miy, M2)

— (¢° — 4 (Bmiy + M2) ¢* — 8my (10m3, — TM?) ¢°
+128myM?) By (¢*, M2, M2))) ,

3g2

B 128M37T2 (qg _ 4m?v)2 (4 <q2 o 4m?\7) Ao (m?V) Mp2
+ ((2¢% (12m3 + M2 — 2¢°) — 32m3, (miy + M})) By (m3y, miy, M?)
+ (32m}1\, +4 (4]\/[3 — 5q2) m?v + 3¢ + 2M3q2) By (q2, ma, m?v)
+2 (8my — 6¢°m3, + ¢* + (8 (M, — 4myy) m3,

+q* (32my — 2 (AM2 + 5¢%) mi + (M2 + ¢)°) )

xCp (mN,q mN,M2 mN,mN))) M2
- (am, — ) (4 + M) — ) 4o (M),

2
128 M272 (¢ _9042%)2 (¢? — M2) (4(a" = dmix) Ao (mix) M,
+ ((2q2 (12m?\, + J\/[p2 — 2q2) — 32m3%, (m?\, + Mg)) By (m?v, m3, Mpz)
+ (32my + 4 (4M?2 — 5¢°) miy + 3¢* + 2M>¢*) By (¢°, m3,, m3,)
+2 (8my — 6¢°m3 + ¢* + (8 (M, — 4m}y) my
¢ (32m — 2 (M2 + 5¢%) mb + (M2 + ¢°)°))
xCo (miy, ¢, miy, My, my, my))) M,
+ (4m3 — *) (4 (my + M7) — ¢°) Ao (M;)) ,
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95 73 (=2 (4m% — ¢*))
1152M327% (M2 — ) (¢* — 4m3)
+4 (3M3 + 8m3 M?2) ¢* + 24m3 M,y + 144M (4m3, — ¢°) Ao(my)

—6 (4m3 — ¢°) (24M; — 10¢° M — ¢* + 4m3, (10M? + ¢%)) Ao(M)
+72M5 (24" — (18miy + M?) ¢° + 16my (m3, + M) By (m3,, my, M?)
+3 (¢° + 18M2¢° — 28M " — 24MP¢* + 16myy (—16M + 184> M + ¢*)
—8m3, (24M7 — 40¢° M + 18¢" M + ¢°)) By (¢*, M7, M)

+72M7 (8 (2M] + ¢*) my + (8M, — 24¢° M7 + ¢*) m3,

+ ]\45(12 (Mg + 2q2)) Co (q2,m?\,,m?\,, Mi, Mi,m?\,)) ,

R = 7 (° =4 (mi +2M;) ¢"

2
F14 — 907—3 _9M6_6 3M4_|_8 2M2+ 4 A M2
1 1152Mp27r2(M3_q2)2( p =6 (3M; +8¢° M, +q") Ao (M,)
= (4047 = ) (3 (12045 + 20°M7 +4°) Bo (¢, )13.017))

+2(¢* —6M?2) ¢%)

' 28872 (M2 — ¢2)° ’

F116 _ _393 Mp2 73 <5Mp2 — GAOZ(M;?)) ’
12872 (M2 — ¢?)
9(2) 73 Ao (MT%)
1672 (]\/[p2 - q2) ’

17 _
Fl h—

2
RS = - 128 M 272 (ng2 — 4m3,)’ (4(g" = dmix) o (mix) M,

+ ((2¢° (12m3y + M2 — 2¢%) — 32m3, (m3, + M2)) By (m3, m%, M?2)

+ (32m?‘v +4 (4]\/[3 — 5q2) m3 + 3¢* + 2M3q2) By (q2, ma, m?\,)

+2 (Smjlv — 6¢°ma + ¢* + (8 (Mjf — 4m}1\,) m3

+¢? (32m — 2 (AM2 + 5¢%) mi + (M2 + ¢)°) )

x Cy (m?v, ¢, ma, M2, m3,, m?\,))) M?

+ (4m3y — ¢%) (4 (my + M2) — ¢°) Ao (M2)),
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20
Fl

22
Fl

fo 9. 2 2 2 2
X 4(q°—4 A M
SN (V2 — ) (@ — ) (@~ 4mi) Ao (miy) My

+ ((2¢% (12m3 + M2 — 2¢°) — 32m3; (m3, + M) Bo (m3,, m3, M2)
+ (32miy +4 (4M3 — 5¢*) my + 3¢" + 2M2q%) By (¢°, m3y, m%)

+2 (Smjl\, — 6¢°m3, + ¢ + (8 (M4 — 4m‘}v) mi

+¢ (32mN — 2 (4M2 +5¢*) mi + (M2 +q )2))

><C10 (mNaq amNaanmNamN) ) )MEJ

+ (4my — ) (4 (m} + MZ) — ¢°) Ao (M7))

fo9dd® , ) o
_ N y
64M2m2 (M2 — ¢2) (2 — 4m3)? (40" = 4miy) Ao (miy) Mo

+ ((—4q4 +2 (12m?V + Mi) ¢ — 32m3 (m?\, + Mi)) By (m?\,, m3, Mz)
+ (32m‘}v +4 (4M5 — 5q2) m3 + 3q¢* + 2Mf}q2) By (qQ, m3, m?\,)

+2 (8my — 6¢°m% + ¢* + (—=32mY + 32¢°my + 2 (4M, — 4¢> M
—5q4) mi + ¢ (Mf, +q ) ) Co (mN,q ma, M2, mN,mN)>> M?

+ (4m3 — ¢°) (4 (mx + M2) — ¢%) Ao (M2) ),

3fw g(z) 9w q2 2 2
64022 (q2 — 4m3,)’ (¢ — M2) (4(a = dmix) Ao (mi) M,

+ ((—4q" + 2 (12m3% + M2) ¢* — 32m3, (miy + M?)) By (mN,mN,MZ)
+ (32m}y + 4 (4M? — 5¢*) m3, + 3¢" + 2M2¢%) By (¢, m3, m%,)
+2 (8my — 6¢°m3 + ¢* + (—32mY + 32¢ mN+2(4M4 A M?
—5¢* YmA + ¢* (M/f—irq) ) Co (m3%,¢*,m%, M2, mN,mN)>>M2
+ (4my = ¢*) (4 (myy + M) = ¢°) Ao (M) ),

3 fw g,24 9w q2 9 9 4 9
64F272 (M2 — ¢?) (¢% — 4m%)’? ((8miyg® — 24%) Ao (miy)

+ (¢ = 16my) Ao (M) +2 ((—q* +4miq* + (¢* — 2M7¢°
—4m3 (4M? +¢%) ) By (¢°, m, m%) + 2M (16my, — 4 (2M?
+¢*) miy — M2q* ) Co (m3, ¢, m3, M2, m3,m%,) ) my

+M2 (16mY + 66%m3 — ¢*) By (m3,m%, M2) ) ),
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FB29 384 G gwmng i
128Frgm? (M2 — ¢?) (q* — 4m%))

+(16m3q” —4q" ) Ao (miy ) + (2¢" — 8myq® ) A (M)
+(2¢" —8mig® ) Ag (M2) —2(4( M2 — M2 )my
+2(2m3% — AM? — M?) ¢®>m? + (2m3% + M2 ) ¢*)
X Bo (my,miy, M7 ) +2(4( M7 — M2 )my
+2( —2mA + M2 +4M?*) ¢*m3 — (2m3% + M2 ) ¢*)
x By ( m?\,,m?\,, Mz )+ ( 12m?\,q4
—12miy M2q® — 12m3 M2q* ) Bo (¢%, M2, M2 ) + (4miq°
—|—8m§l\,q4 — Sm?szqA‘ — Sm?szq4 + 4m?\,]\/[f;q2 + 4m?\,]\/[jq2
—16my M2q* — 16myM2q* + 16m3 M2M?2q* + 8miy M*
+8miy M — 16my MZM?2 ) Co (%, mi, miy, M3, M2, m3; ) ),

(¢° —4m3q*

FR0H8L 3 fug 84 Guopr T i
6415w (M2 — ¢2) (¢* — 4m3)

+(16m3q” —4¢" ) Ao (m%)
+(2¢" = 8miq® ) Ao (M) + (2¢" — 8mq® ) Ao ( M)
—2(4( M} —MZ2)my +2(2my —AM. — M2 ) ¢*my
+(2miy + M) q" ) By (mi, my, M ) +2(4( M, — M7)my
+2( = 2m% + M2 +4M2 ) ¢*my — (2my + M2 ) q*)
x By (m3;, m%, M2 ) + (12m%q" — 12m3 M7 q* — 12m3 M2q*)
X Bo (q%, M7, M2 ) + (4miyq® + 8miyqg* — 8miy M q"
—8m3 M2q* + 4my M ¢* + 4m3 Myq* — 16my M2 ¢
—16m M2q* + 16m?VM§qu2 + Sm?\,]\/[g‘ + 8m M
L6mAMZM2 ) G (i, M2 M2 3 ) ).

(¢° —4m3q*

32 Yespr Mp —¢*+3 Mf—FME, 2
' 115272 (Mg—qQ)Q( 7+ )a

—3 (M2 — M2+ ¢?) Ag (M2) +3 (M2 — M? — ¢*) Ay (M?)
+3(M7r - Mw - q)(MTI' + Mw - q)<Mﬂ' - Mw + Q)
(M7r + Mw + Q>BO (q27 Mﬁa Mcg) ) )
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fo 9w 62 0r @
F33 — wpT - 4+3 M2—|—M2 2
! 19272 (M2 — ¢2)? (¢ +3 (M, +20:) g

—3 (M? — M2 +13¢%) Ag (M?) + 3 (M? — M2 + 11¢%) Ay (M2)
+3 (13¢" +2 (5M2 = TM2) ¢ + (M2 — M2)") By (¢ M2, M2) ),

2 2
F* = - Jo Gropp 9 5 (9M) —39¢°M? + 8¢°
384M2m2 (M2 — ¢?)

—6 (9M7 + 13¢%) Ay (M?) + (300¢* — 336M72¢°) By (¢*, M7, M?)) .

Die nichtrenormierten Beitrage zum Pauli-Formfaktor F3 lauten:

FyY = 2d7 ¢* +do 73 ¢° + ey + 2c5 my T,

3 g4 m?
16 F 272 %;2 —N4m$V)2 (i (4" = 4mi)
s (¢ — 4m) (Ao(m) — Ag(M12)
+miy M2 (¢* — 10m3;) Bo(m3,, my, M2)
+my (4miy + 6M7 — ¢%) Bo(q®, my, my)
+2m M2 (=4m3 + 3MZ + ¢°) Co(m3,, ¢*, m3,, M2, my,m3)) ,

Fy =

Fl o= T3g,24Mp2m?V Q(W?\/(ff—‘lm?\z)
16F2m2 (M2 — ¢2) (¢ — 4m3)
+miy (¢ — 4m3y) (Ao(miy) — Ag(M2))
+m?\7M7% <q2 - 10m?\f) BO(m?\H m?\h Mﬁ)
+my (4m?v + 6M?2 — q2) Bo(q?, m3, m%)
+2ms M2 (—4m?v + 3M?2 + q2) Co(m3, ¢°, ma, Mﬁ,m?\,,m?\,)) ,
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11
F2

18
F2

2 m2 M2 Ts
T (0 ) (¢ ()~ ) (4 =)
+Bo(m?, m2%, M2)(4m3, + 2(¢* — 5M>)m3, + M?2¢?)
+3Bo(q? m2, m3)m3 (2M2 — ¢%) + Co (m2y, q% m3, M2, m%, m%)
xmiy (= 6M} +4¢° M2 — ¢* +m3, (8MF — 2¢°) )

+dmy — myq’ ),

3 95
3212 (g2 — 4m3)’
+Bo(m3,, may, M?) (8mjlv -2 (5Mg + qQ) m3; + ngZ)
+m3 Bo(q?, ma, my) (—4m?\] + 6M§ + q2)
+2m?\,M§ (—Sm?\, + 3M5 + 2q2) Co(m3;, ¢*,my, M2, m3, m?\,)) ,

((mxg® = 4miy) (my + Ao(my) — Ao(M7))

93 M,? T3
3212 (M2 — ¢2) (g% — 4m3%,)°
—Ao(M?2)) + (8my — 2 (BM; + ¢°) miy + M q°)
X Bo(miy, m, M2) + my Bo(q?, m3, my) (—4m3 + 6M2 +¢%)
—|—2mNM§ (—8mN + 3]\4,)2 +2¢q )C’O(mN,q ,ma, M2, mN,m?V))

( (mig® —4my) (my + Ao(my)

Q(Q)M;?T?) ((q2—4m2)(A (m2)—A (M2)
8m2 (M2 — ¢?) (¢ — 4m2)? VAN 0T
—my) + (2 (6ma — 5M2) m3 + M2q%) By (m3, my, M?)

+ (2m3 (3M7 —4m3)) — mid®) Bo (¢, M}, M?)
+ (me\,M2 (Sm?\, - 3M2) —m3 (6m?V - ZME) q2)
xCo(q?, 171]\,,771]\,,]\42 ]\42 ))7

92
3212 (2 — 4m2,)?
+By(m3, my, M2) (8my — 2 (5M2 + ¢°) my + M2q°)
+my Bo(q®, m%, m%) (—4mi + 6M + ¢°)
+2m3 M2 (—8m3, + 3M + 2¢°) Co(m3,, ¢°, miy, M2, my, m3,)) ,

((mxg® —4my) (my + Ao(mi) — Ao(M7))
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20
F2

22
F2

2 2
T3 M7 g5,

2 2 4 2 2
322 (M2 — ¢?) (% — 4m})” ((mia” = dmiy) (ms + AoCm)

—Ao(M2)) + (8my — 2 (M2 +¢ ) my + M2q°)
XBO(m?Vv m?\l? Mﬁ) + mNBO(q ,mN7 mN) (_4mN + 6M£ + q2)
+2miy M (=8miy + BMS + 2¢%) Co(miy, ¢* miy, M7, miy, my,))

fug2d?

1672 (M2 — ¢2) (¢ — 4m})* ((myg® — 4miy) (miy + Ao(my)

—Ag(M2)) + (8my — 2 (5M2 + ¢*) miy + M2q*)
X Bo(my, ma, MZ) +miyBo(q®, my, my) (—4m?v + 6M? + ¢°)
+2m?\,M3 (—8m?\, + 3M3 + 2q2) C’o(m?\,, q, mN, ]\42 mN, m?\,))

3 fu 98 904

1672 (M2 — ¢2) (% — 4m},)* ((mia® —4miy) (miy + Ao(my)

—Ao(M2)) + (8my — 2 (M2 +¢ ) my + M2q°)
XBO(m?V’ m?\l? Mﬁ) + mNBO(q ,mN7 mN) (_4mN + 6M£ + q2)
+2miy M7 (=8miy + BMS + 2¢°) Co(miy, ¢* miy, M7, miy, my))

2 2
N g My
8F2m2 (2 — 4m%;)” (¢ — M2)

+ (4m3y — ¢%) Ao (m3) + (¢° — 4m3,) Ay (M?)

+ (10m3 M? — M2q%) By (m3, miy, M?) + (—4my
—6M*m3 +q mN) By (q mN,mN) + (8M2mN
—6Mymiy — 2MZg*my) Co(miy, ¢*,m3, MZ,m3, my)),
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PP = - 38418 upr M, _(32mh — 12¢°m% + ¢
32Fgm? (M2 — ¢2) (2 — 4m3)

+4(¢* —4m3 ) Ao (m3 ) + (8miy — 2¢% ) Ag (M?)
+(8may — 2¢% ) Ag ( M2 ) + ( — 10mA M2 4+ ¢* M2 — 6m3 M2
+6maq* ) Bo ( ma, ma, M2 ) + ( — 6mAa M2 — 10m3,M?
+6maq® + M2q* ) By (m3, ma, M2) + ( — q4 — 8m3q
MG + M2q? + 8may M2 4+ 8m3 M2 ) By (¢°, M2, M?)
— (6m3 M2+ 4mA M2M? — 12m3¢> M? + 2M2q2M2 + 6mAa M
+6m?\,q4—12m?\,M3q2)C’o(q mN,mN,]W2 .M2 ) ),

FR+3t 3 [ 984 GuprMq’ ~( 32md, — 12¢*m2, + ¢
161572 (M3 — ¢%) (¢* — 4m3)
+4( g% — 4m3 ) Ao (m)
+(8my —2¢° ) Ao (M) ) + (8m% —2¢° ) Ao ( M7)
— (10myM? — > M7 4 6miy M2 — 6mig® ) By (my, miy, M} )
— (6m3M? +10m3 M2 — 6miq* — M2q* ) By (my, miy, M2)
+(—¢" —=8mi¢® + Mq* + M2q* + 8m3 M
+8mA M2 ) By (¢, M}, M7 ) + ( — 6myM; — 4m3 M2 M
+12miq* M2 — 2M2q 2M2 — 6ma M} — 6m2 4
+12mA M2q 2)Co(q mN,mN,M2 M2 m3)).

Da die Summe der Diagramme (24), (25), (26) und (27) genau null ergibt,

sind ihre einzelnen Beitrage zu F; und F5, sowie AF] und AFy, nicht explizit

aufgefiihrt. Alle weiteren nicht gelisteten Anteile betragen ebenfalls null.
Die Abzugsterme fiir den Dirac-Formfaktor sind gegeben durch:

A 8O0 _ g4 4’73 Ao (M)
! 16F2m? (Mg — %)’
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AF111713 —

%

768mS; M2 (4m3, — M? 2 (M2 —¢?)

MY (

x ( 6mq*T3 M11 — 16¢°73 cos* ( Mp/(2mN) ).M11
)
)

™

+160m3,¢*r3 cos™ ( M,/2my ]\49 + 204m TG T3 ]\47
—384myNg°T3 cos™ ( M,/2my ]\/[7 + 224mS g’ T3 ]\/[5
—512mS%q*m3 cos™ ( M,/2my )]\Jp5 — 1040m3¥wqP7s M;’
+2048m% ¢*m5 cos™! ( M, /2my )]\43 — 2m3 gt Mg
+ ((— 448mQ,¢°1s M) + 144m3.¢* 3 M) — 408myq’rs M,

—12¢%73 Mp11 + 2080m5 ¢ 73 Mg )cos™ ( \/1 — M2/(4md) )

+1/4m?% — MZ( 4¢°13 log ( M,/my ) Mp10

—4mAq*Ts MS — 8mAq°T3 log ( M,/my ) MS
—36mY log (my/p ) M3 + 12miy7s log (my /i) M}
—48miyTs log ( M,/p ) MY — 30miq*rs log ( M,/p ) M),
+54mQ My + 54ms Mg + 20miyq*rs My
—32myq’Ts log ( M,/my ) MS 4 72m$ log (my/p ) M7
+36myq*log ( my /1) Mg —24m873 log (mpy/p) Mg
+128m{y 75 log ( M,/pu ) M7 + 168mig°rs log ( M,/p ) M
—54m{yq* M, + 60mQq°rs My + 288miy log (my/p ) M,
—72mS.q*log (my/p ) M;1 — 96m% 73 log (mn/p) M;L
+256m73 log ( M,/ ) M;‘ — 120m%¢°73 log ( M, /1) M;‘
—256myq°ts M7 — 288miyq*log (my /i) M
—288myq°m3 log ( M, /1) ]\42 +(— 18m?\,]\48 + 6maTs Mf
—18my M + 18mi > My — 66my7s MS — 36myq°s M,
+144m3 My + 18miyg* M, — 48m{ s M;} + 120myq*rs M,
—144m?\,q2M3 — 48mS ¢T3 Mp2 ) Ao (m3 )+ ( — 216Mp2m§v
+216¢°mYy — 88M 275 mYy, — 16¢°7s my — 54M,mY,
—|—54M3q2m?v + 1OM§7'3 m$ + 28Mp2q273 mS + 54Mgm‘}v
—54M3q2m§1\, + 30M27'3 my — 72M;1q27'3 my + 21M§q273 m3 )
x Ao (M2 ) + (216 M mYy — 216 M 2¢*m’y + 216 M, 75 mY,
+48M 2P mYy + 108Mym — 108M,q°mQ, + 108 M7 mfy
—240M2‘q27'3 mb — 54M§mjlv + 54M§q2m}1\, — 54M§7‘3 my
+192M§q27'3 my — 36M§q27'3 my;) Bo(miy, my, MPQ))) :
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2.2 M 2 2 M
AFL+16 $09'73 (20 (42 log (7[)) + 19) M, +q (1240 log (f) + 431))
1 960M 22 (M2 — ¢2) ,

AF118+19 _ 393;
128m3, M2 (4m3, — M2) w2 (M2 — ¢?)
X ( ( M3(7_3 +1) _q2 )( —Bo(m?\,,m?\,,ij )Mf)—i_m?VMﬁ
+4my By (miy, miy, M2) M2 — (4my 4+ M2m3; — M) Ag ( M2)))

3fu g5
64m3, M2 (4m3, — M2) 72 (M2 — ¢?)
X (= Bo (m%, ma, M2 ) M+ mi M
— Ao (m3y ) M+ 2m3 By (m%, m%, M3 ) M
+4my By (miy, m3, M2 ) M2 — (4my + Mim3, — Mj ) Ay ( M32)),

9t 9 95
64771?\,Mp2 (4m%\, — Mp2) 2 (Mg — q2)
x (= By (miy, m3, M} ) MS 4+ m3 M,
—Ay (M) M;1 + 2m% By ( m3%, m3, Mg ) M;l

+4my By ( m3,, may, Mp2 ) M,E — (4my + Mgmiv — M,;L

) Ao (M),

84 Yw Gupr M[?
430080F, g mi;\/4m3 — M2m?(M?2 — ¢?)

X (q%(214/4m3 — M2y Fy(2,2;9/2; M2 /4m3,) M3
+2(70my (37 M2 + 964/ 4m%, — M2log(M,,/my) M2
+114/4m3 — M2M? — 42m3 7w M>?

+180m3 1/ 4m3, — M2 log(my) M2

—180m3ry/4m3, — M2log(M.,,) M2

—108m3ry/4m3, — M2 log(i\j—;)Mi — 156mary/4m3, — M2M?

+120myTM,, — 6(17TM2 — 94mA M2 + 104mM,,) cos (M, /2my)
+72m A/ dm3, — M2) — OMS\/4m3 — M2, Fy(2,2;9/2; M2 /4m3,)))),
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AR = sy (e (— Gloa(ML M. 340 (M2) M2
1
- 2M}
+2A0 (M2 ) —4( M} — M2 )log (M /M,) + 8M2log(M,,) ) M?
+6 ( M2M) + (M) — M2M2 ) ¢? ) Ag (M2 ) + ¢* (7M))
—OMZM? + 6 ( M2+ M2 ) Ag ( M2) +12( M2 — M2 )*log(M./p) ) )
3
2M?2
+q* (8log(M,,/p) M2 + 3M? — 4M2log(M,, /) ) ) M?
F2( MIMZ — (M7 +MZ)q* ) A (MZ)))),

4 4 2 2 2 2
(12M, log(My) M — 3Mq" ( 8log(M,,/p) M, + 3M,

+

(2M7 Ao ( M7 ) M3+ (4M; (log (M7 /M.) + 2log(M./p) ) My

Jo G gf) 7r (]2
AR = —geiem ( q2p_ M2) (—3M; (2log(M,/p)M; + Ao (M, ) ) M,

1
—5 g* +3( M2+ M2+ AM?log (M /M,) ) ¢* + 12 (log(M, /1) M}

(M = M2 Ylog (M /M,) M2 ) ) M2+ 5 (240 (M2) M

+4M?Z(31og(M,/p) —log(M)) M2 + ¢* ( M2 — 4 ( M
+10M2 )log(M,/p) ) ) M? +2( MZMZ — ( M
+13M2 ) ¢* ) Ao (M7 ) ) M2+ 3¢% (Ao (M7 ) M2+ ( M

1
+4 ( My + TMZ ) log(M,/ ) ) My = 5 ( M+ 10M)
x (4log (M /M,) M2 +q°) ) M2+ (3M2 (M, +11M2) ¢
—3MZMJ ) Ao (M2 ) +q* (— Mg +3M>M2 —3( M}

+13M2 ) Ay ( Mg ) —6( Mj + 10M5M§ +13M2 ) log(M, /1) ) ),

L e B 9 @
128 M2MAm? (M2 — ¢?)
+224M2log(M, /1)) — 2 (IMIMZ + (9IM?2 +13M3) ¢° ) Ao (M?) ).

AF3 (M2 (3MIM2+ ¢* (3M2 +99M

Die Abzugsterme fiir den Pauli-Formfaktor lauten:

g4 2m3 (513 — 3)M? + 3¢%)

AF6_9 —
2 32F2m? (M2 — ¢?) 7
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AF211713 —

—9
2
768mS, (4m%\, — MPQ) 2 (Mg _ q2)
CLOM2 P, — LM (i — M)y — 150402 P

(576¢*my + 128¢*msm )y’

+2080M,4/4m3; — M2mq*tsmy, — 528M 7 (4m3, — M2)T3miy
HO12M AP mS, + 324M* (4m3, — M2)mS; + 1488 M qPram$,
—2268]\/[5’ 4mi; — Mp27qu7'3m?V + 420M;1(4m?V - Mg)rgm?v
—72M§q2m?\, - 72M2(4m?\, — Mﬁ)m?‘v — 472]\/[2(]27'3771?\7
+894M\ [4m3, — M2wq*rsmy — T2M S (4m3, — M?)msmiy

+q*Tsmiy (48 M) — 15OMZ\/M7T> + 24 M3 (4m3; — Mz):a/z
X (6(373 + 1)my — 4M? (47 + 3)ymy + 3M,, (75 + 1))

x cos™ ' (M,/(2my))m3 + 9M)\ [4m3%, — M2wq* 5 + 2M,(4my
—M2)* 2 (—4(13T75 + 18)m$, + 2M2(29975 + 72)my,

—2M7 (12173 + 18)m3; + 33MJ73) cos™ ' (M, /(2my))

—2M,\/4m3, — M2(2080my, — 2268M mY + 894 M m}y
—150MEmE, + 9M)g*ry cos ™ (/1 = (M2/(4m3,))
+(1728 M ¢*my, + 1248 M2 q*r3my — 1008 M, q*mSy
—1800M§q273m?\, + 144M§q2mjlv + 708M§q27'3mj1\,

+48M 2 (4m3, — M) (8smy — M2 (1375 + 9)m3,

+3M) (13 + 1))miy — 84M ¢’ rsmiy) log(m /) + (—1728M2q*m'y
—384M? (4m3y — M2)Tsmiy + 432M 7 (4m3;, — M2 )mSy

+1800M; ¢*r3m$, + 624 M) (4m3, — M2)Tsmy — 144M

X (4m3, — M?)ymy — T08MPq*rsmiy — 144M 5 (4m3, — M?)m3miy
—1248M3q273m§v - 144M§q2mj1\, + 1008M§q2m?\, + 84M§q273m?v)
x log(M,/p) + (—48¢* 13 M,° + 72m%,q°> M3 + 72m3 (4m3F, — M?)
X M5 + 460m3y¢* s M5 + 72m3, (4my, — M2 13 M)y — 576myq*> M,
—288miy (4m3, — M2)M? — 384my (4m3, — M) M)
+1296m3 > M) + 144mQ, (4m3y — M7) M, + 1528mq°ms M,
—1436my¢° s M? + 432mS (4m3F, — M2 s M) — 576myq* M,
—288m§\,q273Mp2) log(M,/my)),
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18+19

AFZ

AFZ

AF228731

92 (M2 (13 +1) —¢*)
64m?v(4m§V—M3)7r2(Mg—q2)
+(2M3 —4m3 ) Ao (mR ) + (6m3 — 2M2 ) A (M)

(= my M

@ fo ¢
32m3 (4miy — M2 ) w2 (M2 —¢?)
+(2M2 —4m3 ) Ao (m3 ) + (6m3, —2M2) Ag ( M2)
+ (4my — 8M2m3 + 2MJ ) By (m3,miy, M2) ),

(= myM

39w oS ¢
32m%, (4my — M3 )7 (M2 —¢*)
+(2M7 —4m3; ) Ag (m3, ) + (6my —2M2 ) Ay ( M)
+ (4my —8M>mi +2M, ) By (m3,,my, M? ) ),

(= myM,

1 —26880 f., 92 ¢°

8 .2 (gA gwpﬂ< 2 2

143360 I go my ™ Mz —q
+2(miy + M?2)log(my /p)miy — 2M?log(M,)m5,

+M§1 [4m3, — M? cos™ (M, /my) + Mﬁ log(M,/my))my
WM
_ Jo 0 (13440(1/4m2, — M2(2m},
VAm, — M2(M?2 — ¢2)
—M2m3 — M?m3 + 2(m3
+M? + M2)log(my)m3, — M} log(My/p)m3

—2M2 log(M,./ym3y — 2M2 log(M../p)m? + M2 log(M.,/my)
+MZM21og(M,/my)) — My(M2 — 4m3) (M7 + M2)

x cos (M, /(2mn)))mS + ¢* (21 M5 /4m3, — M2
x 2F1(2,2;9/2; MG/ (4myy)) — 2(9/4m}, — M3

X o F1(2,2;9/2; M2 /(4m3,)) MS + 70m (=37 M3

—484/4m3, — M2log(M,,/my) M2 — 114/4m3, — M2M?
+42mA M2 4 84mAry/4m3 — M2log(M,,) M2
+108mary/4m3, — M2log(M,,/my)M?

+108may/4m?%, — M2M? — 120m 7M.,
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D.2.2

+6(9M? — 62ma M2 + 104mM.,,) cos (M, /(2my))

+12m3, (8may — TM2)y/4m3%, — M2log(my)
—96m/4m3, — M2log(M,, /i) — 120ma+/4m%, — M2)))))).

Diagramme mit Deltaresonanz

Die nichtrenormierten Beitrdge zum Dirac-Formfaktor F; lauten:

35 _
Fl i

gQAMgrg
5184 F2mim3m2 (M2 — ¢?) (g% — 4m3,)”

(—m3% (4my — ¢°)
p

x (= 72m% + 8 (24M?2 — ¢*) m}y — 2 (66M} — 10g° M7 + ¢*) m}
+36mAq*my + ¢° — 8MZ2q* + 15M3q” + Imip (4m3 — 3¢°)
—4dma (24my — (48M7 + 11¢°) m?v — "+ 21M2¢%) my

+4mA (12mYy + (24M2 + 22¢%) mN —13¢* + 3M?2¢%)) + Ag(m3})

x (18 (4my — ¢*) (2 (¢* — 6mN) ma + (6myg® — 16mYy) mi
+(4mN (24M2—7q) — 4M? 2)mA+2(mN (8M2+q)
—3myMZ2¢* Yma + 2 (ZmN (4M2 — ¢*) my — 6Mim3 + M3q?)))
+Ao(M2) (6 (4m3 — ¢°) (28m% — 4 (13M72 + 2¢°) my
+ (36M;r1 + 7q2M7? + q4) ma — 6M;rlq2 + 6mA (6m?\, — q2)
+6mi (8m3 — 3mng?) + 2mA (8my + (7¢* — 36M2) my, + 6M2q°)
+2ma (16m3 — (24M2 + 7¢*) my + IMZ¢*my) ))
+By(m3, ma, M2) (36 ((32my — 9¢°m3 + ¢*) mQ
+3mpy (16mjlv — 10¢*m3, + q4) mi + (—16m§5\, + (25q2 — 96M7%) m
+2TM2¢*m3, — 3M2q* )mp — 2 (16m], + (48M7 — 22q2)
+6¢° (¢° — 5M?) mN—|—3M2q4m]\f)mA ((32M2—|—3q )ym
—6 (16M; — 3¢° M7 + ¢*) miy + M2q* (27TM2 + ¢*) m 3M4 )yma
+ (—16my + (10¢* — 32M72) my + (48M; + 20q2M§ - 3¢") m3
—30Mig*mYy + 3Mzq 'my ) ma — (my — MZ)2 (16mY,

+ (32M72 — 11¢°) my + (¢* — IMZq®) miy + MZq*) )
+Bo(q?, M2, M2) ( — 3m3A (96m% — 4 (40M2 + 11¢%)
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+2 ( 80M2 + 22¢> M2 + 3¢* ) my + ( — 96 MP
+76¢* M2 — 52¢*M? + 6¢° ) m3 — 12m3 ( 32my,
+16 ( 2M?2 — 3¢* ) m3 + 13¢* — 2OM2 )m
+4mp (48mS — 2 (16 M2 4+ 17¢* ) my + (48M? + 16¢° M?
+5¢" )my — ¢* (30M; — T¢*M? + ¢ ) )m
+12m8% (8m3, + ¢* ) + 24m ( 8m3; — 5mag® ) — ¢* (12M°
+2¢° M2 — 6¢*M? + ¢° ) — 6m ( 16my + 6 ( 8M?2 — 3¢ ) m?
—T7¢" + 6M2¢? ) — 4mA (24mS, + (16M? — 61¢% ) my
+ (= T2M} + 464> M2 + 14q4 )miy — 4¢° + 10M2q* — 9M1q?)))
—|—Co(q WLNvﬂfLNa]\42 M2 )(_36m?\/((8m?\f+q2)m8
+2 (8m3 — bmnq*) A—4(4m‘}v+(8Mz—3q2)m2

¢* (M7 —q*) )my — 6my (8my + (8M7 —11¢* )m3, + 3¢"
—5MZ2q* YmX + ( 3¢° — 8M2q* + 6M2q* + 2m7y ( 8M2 + 5¢°)
+4m3y ( 12M4 8¢ M? — ¢* ) Ym\ + 2my ( 24mS, + ( 16 M2

—35¢% ) my + (24M?* — 30¢° M? + 17¢* ) m3%, — 3¢°
+11M24 I5MAG Ymi + 4 (m3, — M?) (4m§ + (4M?
—7q ymy + ( 8M* — 6¢° M2 + 3¢* ) ma + M2q* ( M2

— ))mA—QmN(mN M2) (Sm?‘v+(8Mﬁ—7q2)m2
+2q" = 5M2q yma — (my — M2 ) (8miy + (8M;
—5¢° )m3 + M2q?))))

B 92(573 + 3)

10368 F2mAm3m2 (g2 — 4m% )
X (= 3my (20m% + ¢® )m& — 4 (120m3% — 37¢*m3 + ¢* ) m
+mpy ((—240my + 4 ( 24M? 4+ 25¢% ) m3 — 13¢* + 12M32¢* ) mA
+4m3; (48my — ( T2M2* + 35¢% Y m% + 2¢*
+21M2¢% Y mA + my (120mS, — 8 ( 36 M2 + 7¢* ) m
—2 ( 18M2 + 38¢* M2 + 19q4 )miV +13¢°% + 28M2q* — IM2q* ) mA
+4¢* (10mS, — (24M2 +¢* ) m (6M2 2 10M2 )y ma3
+MEg? Yma + myg® (16mS + 6q my — 4 ( TM?
+PME — gt )miy + ¢ ( My +4¢° M7 —2¢") ) )
+Ao(mi) (=2 (4my —¢*) (36mymi + (4g* — 22mRyq* ) my
=3 (4mi + (24M2 +13¢% ) m3, — 4¢*my ) mi
+ (= 240mS, + 74¢*my + (4q* + 26M2q* ) mA, — 8M2q* ) m)

(my (4my —q*)
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+2my (= 78S + 60M2mYy + (18 M7 + 26¢> M2 + 3¢* ) m3
—8M?2g* YmA — 4¢® (3mS — 16M2mYy, + ( M} + 4¢* M? ) m3
— M Yma +myg® (—20mS +4(6M2 — ¢* ) m)
+(—4M; —12¢*M? + 3¢" ) m} +4Mzq* ) ) )
FA(MZ) (2(4miy — ¢ ) ((4(ma +my) My — (8mix + 16mymiy
+20m3ma + 15m3 ) M2+ 2(ma + my)? ( 2m}
+2mymAa — 2mama +my ) ) gt +mi ( — 4(ma + my) M2
+ ( 26m3 + 55mymA + 80mAama + 36m>, ) M2
—2(ma +my)? (11m} — mymi + 10myma — 2m3; ) ) g
+36mamyy (my — 2MZmX + 4m3ma + 3my + M; + 3m3 M2 )))
+Bo(m3, ma, M2) (= 8(ma + my)(ma +my — M,)?
x(ma +my + M) ( (ma —my)* — M2)¢°
+4m3 ( — (10ma + 13my)M?
+ (139m + 59ImymA + 44dmima + 33m3, ) M
—(ma +my) (48m + 58mym3 + 44mimA + 43m3ma
+27mYy ) M2 + (ma — my)(ma + my)? (19m3 + 22mymi
—22mAma — Tm ) ) ¢* — 4m3, (( — 9Im3A + 28myma
+16m3%, ) M +ma ( 27m3 + 42mymi + 121m3ma
+52m3; ) ME — (ma +my) ( 27m + 141mym
+149m3m3 — TTmimA + 4dmyma + 48m% ) M?
2

+(ma —my)(ma +my)? (9my + 80mymi — Tmam3i

2

+52mima — 32my ) ) ¢ + 576mAmy (ma + my

— M) (ma +my + M) (my — mymi + (mi —2M? ) mA
+my (my + M7 )ma — 2my + My +m3 M2 ) )

+Bo(q?, M2, M2) (m3 ( —3¢" + (4M?2 + (ma + 2my)(ma
+10my) ) ¢® +2(22my — 36mymi — 17mimA — 42mima
—11my — 3M2 4+ 2(5mA — 3myma — 5ma ) M2 ) ¢°
—2(33mQ — 6mymi + 128miyma — 222mimi — 43myma
—72mima — 10mS — 6MS — 3 ( TmA + 24mpyma

+10m3, ) M2 —2(3mA + 5Tmymi — 4mimi — 24mima
—23my ) M2 ) ¢* — 4 (9m} — 5dmyml — 27 ( 3m3
+M2)Ym& + 72my (2m3 + M2 )mX + ( — 149my,
+162M2m3, + 2TME Y my — 6 ( m3 — 38M2m,
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37438
Fl

—3Mmpn)mA 4 (my — My)(my + M;)(29my
+66M2m3; + IMH)YmA + 36muy(my — My)?(my + M,)*ma
+24ma (my — M) (my + Mz)*)g* — 96mam3, (ma + my
— M) (ma +my + My)(3my — 2(miy
H3MZ)mi + 3(my — My)*(my + My)?)))
G, mi 3, M2, M2, mA) (12 (s — ) (ma
+my)? + (2ma + my)M2)?® + (M2
+2(2ma + my)(ma + dmy)MS — 2(3m} — dmym?
+17m3ma + 11my ) M2 — 2(ma + my)?(2m}
+10mam3 +mima — 8my) M2 + (ma
—mp)?(ma +my)*(5mi — 8myma — 3m3))q
+(ma +my — M) (ma +my + M) (—(3mA + 12myma
+8m3 ) MP + (9my — 55mimA + 20myma + 24my ) M2
—(9m% — 36mymi — 50m3mi + 16mimi — b5myma
+4miyma 4 24mS ) M2 + (mA — m3)?*(3m
—24mymi + 19mAmA — dmyma + 8my))q
+24mAma (ma — my — My)(ma +my — M;)?

X(ma = my + My)(ma +my + Mg)? (mi +m3 = M?)))) .

4

2

JATS
864 F2mA m3,m?
+4mima + 2my — 3M2E — dmpy(3ma + 2my)M?)
+6A49(mA) (ma + 2mymi — (m3 +2M2 ) mi
42 (md — my M2 Y + (md — M2 )?)
+6A0(M2) ( —my — 2mymi + 2M*m3%
+2my (mA 4+ M2 Yma +my — M2 +3mi M?)
—6Bo(miy, mA, M7)(ma + my — Mz)*(ma +my + M)
x ((ma —my)? = M?2)).

(m3 (3mi — 12mym3 — 4mim3i
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Die nichtrenormierten Beitrage zum Pauli-Formfaktor £3 lauten:

FP = g2 M, _ (136m 1
1296 F2mAm3m? (¢ — 4m%)” (¢ — M2)
—208mamYy — 656mAami; — 400M2mb; — 34¢°mb; — 48mimY,
—144maM?*mY, + 148mag®my — 24mamS, + 168 M2mS,
—4g*m8; — 144m3A M2mS; + 436mA¢*mS + 164M2¢*mS,
—4dmagim? — 12mAPmd + 108ma M2g*m> + ¢®my
—68mAqimy — 16M2g*my + 30mAg®my — 66 Mg my
+36mAM2g*my + Smag®md, + 6mig*m?y, — 18maM2q*m3;
—6mAg* ma + 6Mig*m3 +6 (4 ( — 11my — 10mymi
+2 (m3 + 11M2 YmA + 2 (my + 5M2my ) ma +mYy
—1IM2 + 10m3 M2 ) my + ( 19mA + 26mymi
—2(11m3 + 19M2 YmA + 2 (m3 — 13my M2 ) ma
—5my + 19M2 — 14m3, M2 ) ¢*miy + ( — 2mA — dmymix
4+ (5m3% +4AM? YmA — (md — dmy M2 ) ma +my
—2MA 4+ mAM?) g ) Ag (mA ) +6(4( 11m} + 10mym3
+( 6m3 — 22M2 Ymi + 2 ( 3my — bmyM? ) ma + 3my + 11M2
—18m3 M2 Ymy + ( — 19m% — 26mym3 + ( 6mi + 38M?2 ) mi
+( 26my M2 — 18m3, ) ma — 3my — 19M? + 30ma M2 ) ¢*m3,
+(2m\ + dmymi — (3m3, +4M2 )mA + ( 3m3y — dmyM?2 ) ma
+2M* —3m3 M2 ) ¢* ) Ag (M2 ) 4 ( — 60my — 264mam?,
—228mAmby — 252M2mY; + 66¢°mY; — 336mAmy — 48ma M2m,
+132mag®m’y — 372mAmS, + 684M*mS, — 6¢*m$, — 312m3A M2m$,
+150mA ¢*mS — 18M2g*mS, + 312mAm?, + 312ma M2m?,
—30magq'm? — 624mi M2m3, + 384m3¢*m?3; + 96maMzZq*m?y
+372m8myy — 372M8m4, 4 1116mA Mim3, + 24mA¢*myy
—1116mA M2m’y + 402mAg*my — 162M2g*my, — 240mA M2¢*my
—102mL g*m3; + 6maM2g'm3, — 228mi ¢*mi; — 228maMig*m3;
+456m3 M2g*m3, — 30mAq*m3, + 18M2q*m3 + 12mA M2¢*m3
—114mS ¢®mA + 114MB¢*m3 — 342mA M2ig*m3; + 342mA M2q*m3,
+24mA g my + 24ma Mg my — 48mA Mg my + 12mSq*
—12M8q* + 36mAMq* — 36mAM?2q* ) By (m3, m4, M?)
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+ (= 36my — 216mamfy; — 180mams, — 12M2mN + 30¢°m5;
+288mAmYy — 96mAM2mN + 204mag*my + 324mAmN
—252M2mS; — 24¢*mS — T2mA MEmS, + 72mA*mS
+132M2*mS, — 72mAmY, — 396m3 ¢*m?y — 324mA Mimy,
—T2maAMImy — 48maq*m?, + 144m3 M>m),

+12maM2g*mb; — 108m‘gm;*V + 108 MPmYy, + 3¢°mYy
—54mAiqtmy — 12M2g*myy + 324mAM2mN 270mAq*mYy
—18M¢*my + 288mAM2q2mN + 6mag®m3; + 108mi ¢'my
—24maM?2q*m3; + 72mAq m3; + T2maMig*m3;
—144mAM2q2mN )Bo ( G M2, M? ) + ( 36m); + 216mamy
+144mimy — 36¢*m)y — 504mAmN 360ma M2m3,
—144maq® mN — 504mAmS; — 216 Mm%, — 432m AM%n?V
+36mAq mN + 108 M2g*m%; + 360mimb + 72maM2m’y
+36mag'ml — 432mAM2mY, + 720mAg*mly + 216maMz2g*mY,
+432mSm8; 4 288MP5mS, — 144mA MimS, — 72m3A ¢*mS,
—576mA M2mS, + 468mA¢*mS — 108MIg*mS; + 360mA M2¢*m%,
—72mAmY; + 72maMSm? — 216m3 M2m3, — 324m3 ¢*mY,
—T2mAM?2q*m3 4 216mA\ M2m3, — 504mA ¢*m?y
—108mimy — 108M2mYy + 432mA MPmy, — 648mA Mim),
—180m4Aq4mj1V + 72mA M2g*my + 432m8 M2my,
—324mS ¢*m’y + 36 MCq*my — 396mAM4q2mN

+684mA M2g*my, + 54m3¢®m3; + 144m ¢*m?,
+36mAM4q4mN — 180mA M2q* m3, + 72mi¢*m,
—T2mAMSg*m3; 4 216m3 Mig*m3, + 5O4mAM2q2mN
—216mAMZq*m3, ) Co ( ¢°, my, m3, MZ, M2, m3 ),
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ga (573 + 3)
2592F2mAmyn? (2 — 4m3,)?
—104mAam3y + 256 M2m3 + 8¢°mYy + 176miam’y
+256mAJ\42m§V + 40mag*m¥; + 512m4Am§V — 16M2my
+2¢*m% — 80mA M2mY, + 2mAg*myy — 80M2¢*mY,

( — 64my — 160mamy

—368mAmN — 32maAMImS — 16mag*mQ — 176m3 M>*mS,
—20mA ¢ mN 64maMZ2g*mS — 72mim?, — 72mAM4mN
+26m34q* mN + 4M2g*m?, + 144mAM2mN 268mA > m’y
—16M2g*m? + 4mAM2g*mY, + 12maq®my, — 38mAg*my
—16maM?2g*myy + 196mi¢? mN SmAM‘qumj{,

+100m3 M2g*my, — 5mAq®m?; + 35mAag*my, —i— 5Miqim3,
—|—4m2AM2q4m‘?V + 18m6Aq2m?V + 18mAM4q

—36mAM2q my — 2maq®miy + 8mi¢®mi + dmaM2q"m3,

—26mAg*m3, + dmaMiqtmi — 14m3 M2¢*m?3,

+2 ( mi(my — 6ma)g® + 2 (mi + dmyma + 2 ( 8m3y — M2 ) m3

+3(m3 — 2my M2 )mi + (24my — M2mA + M) ma
—2my (my +2M*m3, — M2 ) ) ¢* —my (= 9ImS + 22mym
+2 (29m3, + 9M2 Y mi + ( 226m3 — 26my M2 ) mi

+3 (21mYy, — 38M?2mA — 3ME ) m3A + 4my ( 2Tmy

—4AM?*m3, + M2 )ma +4(mS — 10M2mSy + 5Mim3, ) ) ¢
+4m3; (= 9mQ + Mdmpym + 2 ( 13m3, + 9IM?2 ) miy
+2(49m3; — bmy M2 )mi + (39my — 66 M>mA — IM? ) m?
+4.(3mB, — 2M>m3, — Mimy Yma + 4 (m3 — myM2)?))
xAg(mi ) +2(( —2mX —8mymi — 2 (m3 — 2M? )m}
+2( 5mi + 6M2my ) mi + 2 ( 2my + M2mA — M2 )m
—2mby — dmyME+9Im3M?) ¢* + mu (— 9ImQ + 22mym
+2(29m3% +9IM? ymA — 2( Tm3; + 13M*my ) m3

— (65my + 114M2m3%, +9M* YmA — 4 ( 5md, + 4M2m3,
—MXmy )ma +4(mS — 12M2m5, + 5Mim3 ) ) ¢

+4m3; (9m& — 14mymS — 2 (13m% +9M? ) my

+2 (11m3; 4+ 5M2my ) mx + (25mYy + 66M2m3a, + 9IM? ) m
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+amy (m3 + M2 ) ma +4(mS + 3M>m3,

“MIm3 ) ) ) Ag (M2 )+ ( — 32mk — 80mam)!

—276mAmy + 96 M2mSy + 4g*m3 — 72mAmiy + 80ma M2mY,
+136mag’*mS + 588mamby — 96MAmT — 8¢*my 4 692mA M2mY,
+150mAg*mYy — 84M2g*mY, + 144mimS; + 80ma Mimb
—20maqim$ + 928mA M2mS, — 252m3 ¢®>m$, — 160maM2g*mS,
—460mSm? + 32M°Pm>, — 2:36’77121\447@’V + 24M2q m3,

+664mA M2m3, — 306mAg°m?y + 156M4q2mN 382mAM2q2mN
+8mAmy — 80maMPmy, + 168m3 M2im4, + 36mAq miy

+44ma M2q*my — 96mAM2mN + 120mA\¢*my + 56ma Mig*my
—464m AM?q?mN + 180m3 AmN 180mA Mm%, + 540m\ Mim’
+24mAq? mN 24MEg md, + 32mA M2q*m3, — 540mQ Mm%,
+170mS ¢* mN T6MSq*m3; + 142mA Mig*m3, — 236mAM2q2mN
—12miq*'m3, — 28ma Mg m3 + 40mA M2g*'m3 — 4miq*m3,
—32maMBqPm3; + 60mA Mig*m3 — 24mA M2¢*m?,

—16mq¢*'my + 8MCq*my — 32mAMiq my + 40mAM2q* my
—18mi*my + 18mAMS*my — 54mA M2g*my + 54mS M2g*my
—4miq* + AmaMPq" — 12mA Miq* + 12mA M?2q") Bo(m3,, ma, M?)
+( - 48mAm}\(,) — 108mAmYy — 116m3AM2q2m‘]1V + 144ma M?m%,
+88mag®mb; + 252mamyy — 10g*m’y + 324mA M2m’
+12M2@*m + 224mAmS, — 144mAM4mN + 28magim$
+112m3 Mm%, — 300m3 ¢*mS — 88mAM2q2mN + 252mSm?;
+8¢5m3, — 324mA Mim3, + 1OmAq my — 12M2¢*m?
+72mAM?2m? — 144mAg*mdy, — 60M4q2mN — 144mA M2g*m3,
—120mAmYy + 48ma MSm?y, — 38mAq my — 216mi Mimy,
+228miA g*my + 4dma M2g my, + 288mA M2mYy — 244mi ¢ mN
—24maMigPmy + 104mAmS, — ¢®*m3 — 14mAg®mly + 12¢°mY,
—108mAmN + 108mA MPm3, — 5mAq®m3, — 324mA Mm%,
+36maq* mN + 6M4q4mN + 36mA M2q*m3; + 324mS M?2m3;
—54mS ¢ mN + 36 M°q* mN + 126mAM4q2mN — 108mAM2q2mN
+6mag®m3 — 32mi¢®m3 — 10maM2¢5m3, + 20mi g m3,
+24ma Mg mA + 40m3 M2g*m?3, + 48mA ¢*m’
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37+38
F2

+24maMSq*m3 — 72mAM2q2mN ) Bo (¢*,ma,ma)
+ (48mamyy + 108mAmy — 12q my — 120mimy
—192maM?2my — 96mag*my — 288mamy, + 12¢*m%,
—432mAM§mN + 216mAmy + 288maMims; 4+ 12mag*m¥,
—24m3 M>*mS§; + 336miq%~b§V + 216ma M2g*m%, + 360m§m§V
+648mA MAm?, — 36mAq*my + 144mi\M>m + 72mAg®m’y
+T2MEPmY + 240mA M2g*m’y — 264mimS, — 192ma MPmS,
+408m3AM4m?\, — 36mAq'mS — 60maMZ2q mS + 48mi M2mb
—432mA ¢*mS — 120maM2¢*m§; — 96mAM2q2mN — 288mAmYy
—432mA MPm>, + 576mA Mim> + 36mAq® mN — 36 M2q*m?y
—24mA M2q*m? + 144mS M2m?, — 96m ¢*m> — 96 MSg*m?;
—384mA Mig*m3, — 144mj M2g*md, + 120mimYy + 48ma MEmYy
—264m3 MPmy, + 504mA M2my + 36mig*my + 12ma M2ig*my
+84mi M2q*myy — 408m7AM2mjlv + 240mi *my — 24ma MS¢Pmy,
—216m3 M2g*m5, + 108my mN + 108mA M2m3, — 432m4AM6m§’>V
+648m Mim3, — 12mS ¢* mN + 24MSq*m3; + 96mA M2ig*m?,
—432mi\ M2m3, + 36mig*m3, + 36 MEq*m3 + 144mA MSq*m3,
—360mA M2g*m3, + 144mS M2g*m3, — 12mAqg*m?3,
+36maMSq*ma + 24mi M2g*ma — 48mA\ M2q* m3, — 48mA¢*m?,
+24ma MEg*ma — 24mi]\/[6q2m?\, 72mA\ MEgPm3,
+120mAM2*m3, ) Co (ma, 2, may, M2, mA,mi ) ),

JATs (
648 F2mA m3,m?
+6mim3 4+ 6maM2my, — 3mam3, + 3M2m3, — 6 ( mA
+2mymi — (m?v + 2M2 YmA +2(m3 —myM?2 ) ma
(3 — M2)?) Ay (md ) =6 ( —mh — 2mymd + 2M2m}
+2mN(mN+M§ )ma +my — M7+ 3m3M2) Ao ( M2)
+ (6m& + 12mym3 — 6mama — 18M>*m’ — 24m3m3
—24my M>m3 — 6mymA + 18M2mA — 12m3 M*m3
+12myma + 12myMima — 24m M2ma + 6mS — 6 MP
+18mA M2 — 18my M2 ) By (m3%, ma, M2 ) ).

2, 4 2,4
—mS = 2mamQ; + 2mAmy + 4M2my

Die Abzugsterme fiir den Dirac-Formfaktor AF 33738 hehen sich genau
mit denjenigen der Wellenfunktionsrenormierungskonstanten A¥'y  weg und
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sind deshalb nicht aufgefiihrt. Fiir den Pauli-Formfaktor erhilt man die fol-
genden Abzugsterme:

AFP

AF

37+38

94 M37'3
5184 F2 mam3m? (M2 — ¢*)
+99mAmA + 96mimi + 221mym3A + 118mima
—19mY; — 48my, (4mA + Smyma +my) log(ma/p))

( —93m% — 78my m2y

ga (573 +3)
2592F2 mAm3m
—28mmi + 53myma — 17mimA — 12mima
—6mb; 4 4m3; ( — 36mA — 36mymi — 4mim3

+11m3ma + dmyma + mY ) log(ma/p)) ,

5 ( 18m% + 8mymAy — 49m%imS

A T3
648 F2 mim3m
—18mmi — dmymi + 10myma + 5mS + 12m3;

(6m + 2mymi — 2mima —mYy) log(ma/p)) -

S (6mQA + 12mym) — ImAma
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D.3 Graphische Darstellung der Dirac- und Pauli-

Formfaktoren

F?
QZ
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0.6
05

~02
-04
-06

Ff
18

01 02 0304 05 06
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16
14
12

0.8
0.6
0.4

01 02 03 04

Abbildung D.1: Dirac- und Pauli-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung
O(q?), ohne explizite Beriicksichtigung der Deltaresonanz. Die rote Linie ist

das Ergebnis von Methode eins, die blaue

Linie von Methode zwei.

FP F
L QZ
01 02 03 04 05 06 =
Q2
01 02 03N04 05 06
-0.2
-04
-0.6
F3
05
Q2
01 02 03 04 0.6

01 02 03

Abbildung D.2: Dirac- und Pauli-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung
O(q?), mit expliziter Beriicksichtigung der Deltaresonanz. Die rote Linie ist

das Ergebnis von Methode eins, die blaue
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D.4 Wellenfunktionsrenormierungskonstante

Zur Berechnung der Wellenfunktionsrenormierungskonstanten des Nukleons
(siehe Gleichung (5.19)) benétigt man zunédchst die Ausdriicke der Diagram-
me aus Abbildung 5.1. Diese lauten, ausgedriickt durch die skalaren Integrale
aus Anhang D, wie folgt:

)

—12N

—iSn,

—i¥N,

3ig2
aFas Ao(m) (—2mas? = (i +17) )
_AO(MZ) (p2 - m?\f) p + BO (p27 m?\/? Mg)

x ((my — (M2 +2p%) my + p* — M2p®) p — 2my M2p%) ],
3igs
1280M2pn?

+p%) p) + Bo (0, my, M7) ((my + (M — 2p*) miy — 2M,
+pt + M,pr) P 6mNM§p2) + Ao(mi) (m?\, + 2M§ — pQ) P ],

[2M2p*(2my — p) + Ao(m%) (2myp® — (m3 + 2M?

ig;
128 M2p2
— (M3 +2M2 +p%) p) + Ag(md) (miy +2M2 —p*) p
+ By (p2, m?\,, Mf) ((mﬁl\, + (Mi — 2p2) m?v — 2Mﬁ + pt
+MZp®) p — 6my MEp?) |,

[2M2p*(2my — p) + Ao(m%) (2map?

b
576 F2mA

—3My + 2p" — 8p* M7 + A(m )6p (p* — (mi +2M7) p?

s2ma (= M2+ 57) pt (md — M12)°)

+6A(M3)p (p4 + 3]\/[3192 + 2ma (_mi + Mz +p2) y

= (= 222)") = 650 (0%, M2) p (= 2pma — M+ )

[3m4A — 12,;/)7713A — 4p*mA + 4y (p2 — 3M£) ma

x (mX + 2pma —M73+p2)2 ].

Um daraus die Wellenfunktionsrenormierungskonstante zu berechnen, muss
man Ableitungen vom Typ 0Bo[p*, M?,m?]/Jp bestimmen. Dazu ist es sinn-

98



voll, den Ausdruck 8 folgendermaﬁen umzuschreiben:

g — 9 i
o~ Vo
19

2 — p, — .
p 2p? P Opr
Fiir die gesuchte Ableitung erhélt man somit:

OBy (p*, M2, m?) _ Ppu O / d"k (—16 7 72)
op ~op2opr ) Qo [k — M2 (p+ k)2 — m?]

P, / &'k (~16i7%) (~2(p + k)")
P ) o) ke = M [(p+ k)2 — m??

_ zﬁ/ Tk (32i0) (5" 4 p- )
M2 [(p + k) — m?]?

e p dn; 1
= (16 5 {/ @) = 3 + R — ]
_/ d"k 1
2" [(p + k)2 — m?)?
d"k p? +m? — M?
+ [ oy 7 M| [(p + k) = m2]2}

= —}% {By (p*, M*,m?) + (p* + m* — M?)

XCO (p270ap2a M2am27m2) - BO (07m27m2)} .

Schlieflich kann man noch das zweite und das dritte Integral mit den Formeln
aus Anhang D.1 umschreiben und erhalt

aBO <p27 M27 m2)
op

= —g{B (p*, M*,m )—Aorf;rﬂ)—l%—(pZ%—mQ—MQ)

y (M?(By (m?,m? M?) — 1) — 2A, (M?)) m? + M?Aq (m?) } ‘

AmAM?2 — m2 M4
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