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Kapitel

Einfithrung

Die Elektrodynamik befasst sich mit der Wechselwirkung elektromagnetischer
Felder und geladener materieller Teilchen. Es liegen also zwei miteinander ge-
koppelte Probleme vor: Einerseits sind wir an der Zeitentwicklung der elektro-
magnetischen Felder in Anwesenheit von Ladungen und Stromen interessiert,
andererseits mochten wir die Dynamik der Ladungen und Stréme in Anwesen-
heit der Felder bestimmen. Beide Probleme miissen prinzipiell gemeinsam gelost
werden.

In dieser Einfiihrung beschéftigen wir uns zuerst kurz mit den elektromag-
netischen Feldern und danach mit der Dynamik geladener Teilchen.

Traditionell konzentriert man sich bei der Untersuchung elektromagnetischer
Phénomene oft auf entweder die Elektrizitdt oder den Magnetismus. Dass beide
Phénomene lediglich unterschiedliche Aspekte eines einheitlichen Phénomens,
némlich des FElektromagnetismus, sind, wurde spétestens im Rahmen der spe-
ziellen Relativitdtstheorie klar. Auch vorher hatte es insbesondere durch die
Arbeiten von @rsted, Faraday und Maxwell bereits deutliche Hinweise darauf
gegeben, dass Elektrizitdat und Magnetismus eng miteinander gekoppelt sind.

Beide Phénomene, sowohl die Elektrizitéit (Blitze, Elmsfeuer) als auch der
Magnetismus (Magnetit, Bernstein) sind der Menschheit schon lange bekannt.
Den ersten Kompass soll es bereits im 26. Jahrhundert vor Christus in China
gegeben haben. Trotzdem hat es bis zum 19. Jahrhundert gedauert, bevor zu-
erst die Gesetze der Elektrostatik und Magnetostatik und dann die einheitlichen
Gesetze des Elektromagnetismus formuliert wurden. Charles-Augustin de Cou-
lomb zeigte 1785, dass zwei Teilchen mit den Ladungen ¢; und g2 sich geméf

F, = 4192 P

= 12 Fo=—-F;
dreori, ’

anziehen bzw. abstofsen, abhéngig vom Vorzeichen der beiden Ladungen. Jean-
Baptiste Biot und Felix Savart zeigten Anfang des 19. Jahrhunderts, dass ein

infinitesimales Segment d£ eines von einem Strom I durchflossenen Stromdrahts
im Abstand r das Magnetfeld

1 r 1 k
fiol d€ X ¥ . o= — =4r x 1077 il

dB =
4T 12 goc? A2g2

erzeugt, woraus z. B. folgt, dass das Magnetfeld eines unendlich langen geraden
Stromdrahts durch B = %I X T gegeben ist, wobei r nun den Relativvektor
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zum Stromdraht (mit r L I) bezeichnet. Die Dynamik (also die Beschreibung
der Zeitabhéngigkeit) elektromagnetischer Phéanomene und somit die Verschmel-
zung von Elektrizitdt und Magnetismus wurde hauptséchlich von drei Forschern
begriindet: Hans Christian @rsted entdeckte 1820 (rein zufillig), dass elektrische
Strome Magnetfelder hervorrufen. Michael Faraday zeigte daraufhin 1831, dass
auch das Umgekehrte gewissermafen zutrifft: Zeitlich verdnderliche Magnetfel-
der induzieren Stréme in Stromkreisen. Schlieflich fasste James Clerk Maxwell
die bisherigen Einsichten 1864 in den vier nach ihm benannten mathematischen
Gleichungen zusammen, und aufgrund dieser Theorie machte er die Vorhersa-
ge, dass auch zeitlich verdnderliche elektrische Felder Magnetfelder erzeugen.
Eine weitere Vorhersage der Maxwell-Theorie, die Existenz elektromagnetischer
Wellen, die sich im Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 299792458 m/s
ausbreiten, wurde 1887 von Heinrich Hertz verifiziert.

Die theoretische Beschreibung des zweiten Teils der Elektrodynamik, d. h.
der Dynamik von Ladungen und Strémen in Anwesenheit von Feldern, wurde
erst drei Jahrzehnte nach Maxwell (um 1895) von Hendrik Antoon Lorentz be-
griindet, der sich auch um das Verstédndnis der Gesamttheorie und ihres Zusam-
menhangs sowie den Nachweis ihrer ,Lorentz-Kovarianz“ sehr verdient gemacht
hat.

1.1 Die Maxwell-Gleichungen

Die Form der Maxwell-Gleichungen ,im Vakuum® ist geringfiigig einfacher als
diejenige ,im Medium®, auf die am Ende dieses Abschnitts ndher eingegangen
wird. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum lauten:

1 0B
LV-E=— NI.VxE+ —=0
Eop x + ot
OE ]
II. V-B=0 IV. V x B — opio— = poj - (1.1)

ot

Sie bestimmen somit die Zeitentwicklung der elektrischen bzw. magnetischen
Felder E(x,t) und B(x,t) fiir vorgegebene Ladungs- bzw. Stromdichten p(x,t)
und j(x,t). Die Maxwell-Theorie ,im Vakuum® ist im Gegensatz zu derjenigen
Lm Medium* eine fundamentale, mikroskopische, klassische Theorie. Dies be-
deutet insbesondere, dass die geladene Materie, die die Ladungsdichte p(x,t)
und die Stromdichte j(x,t) definiert, als aus klassischen Punktteilchen aufge-
baut gedacht wird. Dementsprechend haben die Ladungs- und Stromdichten die
Form

) =Y dlx-x) L jx) =Y gk ix-x)

wobei v die verschiedenen Punktteilchen indiziert, ¢, bzw. x,(t) die Ladung
und die Bahn des v-ten Punktteilchens darstellen und §(x) die Dirac’sche Del-
tafunktion ist, die durch die Eigenschaft

/wvwwwfm:ﬂm

fiir alle glatten (stetigen) Funktionen f definiert ist. Wir lernen somit zweierlei:
Einerseits ist nun klar, dass der Zusatz ,im Vakuum‘ die Zeitentwicklung der
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elektromagnetischen Felder im Vakuum zwischen den klassischen Punktteilchen
andeutet. Andererseits basieren die Maxwell-Gleichungen (1.1) offenkundig auf
der Annahme, dass die Materie klassisch behandelt, d. h. dass die reale, quanten-
mechanische Zeitentwicklung im Sinne des Ehrenfest-Theorems durch klassische
Bewegungsgleichungen ersetzt werden kann.

Bevor wir versuchen, die einzelnen Maxwell-Gleichungen zu interpretieren
und mit dem Experiment in Verbindung zu bringen, sei auf einige allgemeine
Eigenschaften der Maxwell-Theorie hingewiesen:

e Die Dynamik der Ladungs- und Stromdichten wird von der Maxwell-
Theorie als bekannt vorausgesetzt und kann nicht aus ihr bestimmt wer-
den. Falls die Ladungen und Strome explizit durch E und B beeinflusst
werden, ist die Maxwell-Theorie um weitere dynamische Gleichungen fiir
p und j zu ergénzen.

e Die Maxwell-Gleichungen sind linear in p und j. Es gilt also ein Superpo-
sitionsprinzip: Der Effekt einer Summe von Ladungs- oder Stromdichten
ist gleich der Summe der Effekte der einzelnen Dichten.

e Aus den Maxwell-Gleichungen I und IV folgt sofort, dass Ladungserhaltung
gilt: % 4+ V :j =0, im Einklang mit dem Experiment. Ladungserhaltung
ist bekanntlich eines der fundamentalen Naturgesetze.

e Die vier Maxwell’schen Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen einer
klassischen Feldtheorie, da die orts- und zeitabhéngigen Felder E(x,¢) und
B(x,t) reellwertige Vektoren bzw. Pseudovektoren darstellen. Im Quan-
tenbereich, also wenn die Dynamik einzelner Photonen und ihre Wechsel-
wirkung mit geladenen Elementarteilchen relevant werden, sind die reell-
wertigen Felder E und B durch entsprechende hermitesche Operatoren zu
ersetzen.

e Die moderne mikroskopische Beschreibung elektromagnetischer Phéanome-
ne wurde stark von H.A. Lorentz mitgepréigt, so dass die entsprechen-
den Grundgleichungen (d.h. die Maxwell-Gleichungen) von A. Einstein
sogar gelegentlich als die ,Maxwell-Lorentz-Gleichungen* bezeichnet wur-
den. Dieser Begriff hat sich in der Literatur jedoch nicht durchgesetzt.

e Die Maxwell-Theorie ist invariant unter der Lorentz- bzw. Poincaré-
Gruppe, wie wir im Folgenden sehen werden, so dass sie ohne weiteres
als Bestandteil einer relativistischen Elektrodynamik tibernommen wer-
den kann.

Wir wenden uns nun den einzelnen Maxwell-Gleichungen zu.
Die Maxwell-Gleichung I in (1.1) stellt das Coulomb’sche Gesetz in verall-
gemeinerter Form dar. Dies sieht man mit Hilfe des Gaufs’schen Satzes:

1
= dx p(x,t) = /dXV-E(x,t) = /dS -E(x,t) .
0 D D

Wé&hlt man nun p(x,t) = ¢20(x) und D = {x||x| < r}, so folgt wegen der

sphérischen Symmetrie E = 47@#}2, so dass die Kraft auf eine Ladung ¢; am
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Ort x genau durch das Coulomb’sche Gesetz gegeben ist. Die zweite Maxwell-
Gleichung (II) kann analog in der Form

/dS B(x,{) = 0
oD

geschrieben werden und besagt, dass keine magnetischen Ladungen (,Mono-
pole) existieren. Die dritte Gleichung in (1.1) kann iiber eine zweidimensionale
Flidche F des dreidimensionalen Raums integriert und mit Hilfe des Stokes’schen
Satzes umgeformt werden:

d

pn ds ~B(X,t):—/dS -(VXE)Z—?{CZX -E(x,t) .

F oF

Diese Gleichung besagt, dass die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses
durch die Fliche F eine Induktionsspannung in der Schleife 0F (und somit
einen Strom, falls OF ein Stromkreis ist) hervorruft. Dies ist das Faraday’sche
Induktionsgesetz. Analog findet man aufgrund der vierten Maxwell-Gleichung:

uo/dS ~<j+50%];3>/ds .(VxB):]{dx.B,
F F oF

so dass elektrische Stréme und zeitlich verédnderliche elektrische Felder tatséch-
lich Magnetfelder hervorrufen, wie von Orsted experimentell beobachtet bzw.
von Maxwell theoretisch vorhergesagt wurde. Qrsteds Befund ist heutzutage
iibrigens als ,,Ampére’sches Durchflutungsgesetz‘ bekannt, da Ampére den von
Orsted gemessenen Effekt quantifiziert, formalisiert und systematisch untersucht
hat.

Die Maxwell-Gleichungen ,,im Medium* kénnen durch eine rdumliche Mitte-
lung (typischerweise iiber Bereiche der Gréfenordnung 108 A® in einem Fest-
korper) aus denjenigen ,,im Vakuum® hergeleitet werden und sind daher weniger
fundamental als die Gleichungen (1.1). Im Medium sind bei der Formulierung der
Maxwell-Gleichungen auch die Effekte der Magnetisierung M und der Polarisa-
tion P der Materie zu beriicksichtigen. Fiihrt man nun Hilfsfelder D = ¢gE+ P
und H = /}—OB — M ein, so erhalten die inhomogenen Maxwell-Gleichungen I
und IV die Form:

oD
I.V-D=p IV.VXH—Ezj, (1.2)
wahrend die homogenen Gleichungen II und III sich tiberhaupt nicht &ndern.
Die Polarisation und die Magnetisierung des Mediums héngen meist in einfacher

Weise mit den Feldern E und H zusammen:
1
M:XmH ; *P:XcEv
€0

wobei xp, und X, als die magnetische bzw. dielektrische Suszeptibilitit bezeich-
net werden. Folglich gilt:

1 1
—B=(1+xm)H=pH , —D=(1+x)E=¢E,
Ho €o
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mit der relativen Permeabilitdt p, und der relativen Dielektrizitatskonstante
;. In linearen, isotropen Medien haben die Maxwell-Gleichungen ,im Medium*
und diejenige ,im Vakuum® also dieselbe Struktur: es wird lediglich ¢y durch
€ = e,e0 und po durch p = p, g ersetzt. Hierbei ist aber stets zu bedenken, dass
die (E,B)-Felder und (p,j) ,im Medium“ rdaumlich gemittelte GroRen darstel-
len und sich somit fundamental von den (E, B)-Feldern und (p, j) ,im Vakuum*
unterscheiden.

1.2 Statische elektromagnetische Felder

Streng zeitunabhéngige Felder E(x) und B(x) liegen immer dann vor, wenn die
Ladungs- und Stromverteilungen zeitlich konstant sind. In diesem Fall reduzie-
ren sich die Maxwell-Gleichungen auf

(V.E)(x):%p(x) , VXE=0 (13)
V-B=0 , (VxB)(x) = poj(x) , .

und man sieht, dass die Gleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik in
diesem Spezialfall entkoppelt sind. Viel interessanter (denn weniger speziell)
ist jedoch, dass dieselben Gleichungen (1.3) auch fiir das zeitgemittelte Verhal-
ten der Felder relevant sind, falls die Ladungs- und Stromverteilung rdumlich
begrenzt ist. In diesem Fall sind ndmlich E(x,t) und B(x,t) (mindestens aufser-
halb dieses Raumbereichs) in ihrer zeitlichen Variation beschrénkt und es gilt
bei einer Zeitmittelung:

_ T
oE 1 OE L E(x,T) — E(x,0) B
E#fiﬁ/dta(w—ﬁf&o T =0
0
und analog;:
0B
2 _0
ot ’

(VB = (VEm = px0=plx)
VxE = V><E—|—aa—]?:0

bzw.

V-B = V-B=0

4
X
w
Il

OE . .
V x B —copo—g = Hoj(x,t) = 10 j(x)

reduzieren. Die zeitlich gemittelten Gréken (E,B, p,j) erfiillen also die Glei-
chungen (1.3) der Elektro- bzw. Magnetostatik.
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Bilden wir nun die Rotation beider Glieder der Gleichungen V x E =0 und
V x B = ppj unter Verwendung der Vektoridentitét

Vx(Vxa)=V(V-a)—Aa |, (1.4)

so folgt:

_ 1
AE_V(V-E) = gVp 15)
AE:V<V~§) — oV Xj:*MOV X j

Die Komponenten der E- und B-Felder erfiillen daher Gleichungen der Form

(Au)(x) = —q(x) , (1.6)

wobel u(x) die Rolle eines allgemeinen Feldes und ¢(x) diejenige der Quel-
le dieses Feldes spielt. Eine inhomogene Gleichung der Form (1.6) wird als
Poisson-Gleichung bezeichnet, die homogene Variante (Au)(x) = 0 als Laplace-
Gleichung. Die Poisson-Gleichung (1.6) ist natiirlich nicht eindeutig 16sbar, da
man zu jeder Losung u(x) unendlich viele andere Losungen v/ (x) = u(x)+a-x+A
konstruieren kann, indem man lineare Terme a - x mit a € R3 und Konstanten
A € R addiert, aber sie wird eindeutig 16sbar, wenn man zusétzlich fordert, dass
die Losung fiir |x| — oo gegen Null strebt:

u(x) =0 (x| = ) . (1.7)

In diesem Fall lautet die Losung:

u(x) = / i 45 (1.8)

47 |x — x/|

Um zu zeigen, dass das Feld (1.8) tatséchlich die Poisson-Gleichung (1.6) mit
der Randbedingung (1.7) erfiillt, weisen wir zuerst darauf hin, dass (1.8) sich in
grofem Abstand von der Quelle (d.h. fiir [x — x| — c0) wie

wx) ~ — [ dx q(x') >0 (z— )
verhélt und somit unter der Voraussetzung

Qz/dx/q(x/)<oo ,

die fiir rdumlich begrenzte Ladungs- und Stromverteilungen sicherlich erfiillt ist,
in der Tat gegen Null strebt. Auferdem zeigen wir:

A(—ﬁ)z&(x) , A_,Za;g , (1.9)

wobei 0(x) die Dirac’sche Deltafunktion,

[ 166 =) = o)

6
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und A den Laplace-Operator darstellt. Aus (1.9) folgt dann sofort:

/dxq /dxq Jo(x —x) = —q(x)

womit unsere Behauptung bewiesen ist. Um (1.9) zu beweisen, zeigen wir zuerst,
dass fiir alle x # 0 gilt: A(fﬁ) = 0; dies folgt aus:

29 1 ox
Y Cman) - Zaxz( )
1 3z; 0
:Z;(_ﬁ ;8;3)_ x3+ fo’zo

Auferdem gilt bei Integration iiber einen beliebigen kugelférmigen Bereich
D. = {x| |x| <&, e > 0} mit Mittelpunkt x = O:

1 |
LsdxA<—47m> — /de V 47rx>: 8DEdS-V<—4m>

é 1
s - — = dS-é, =1, (1.10
ADE Arx?  Awe? ADE ¢ ( )

wobei der Gauf’sche Satz verwendet wurde. Insbesondere gilt (1.10) also auch
fiir beliebig kleine Kugelradien € > 0. In Kombination mit der vorher abge-
leiteten Eigenschaft A(fm) = 0 fiir x # 0 schlieken wir, dass die ,,Funktion*

A(—ﬁ) ein Gesamtgewicht gleich Eins hat und dass dieses Gewicht vollstdndig
im Ursprung lokalisiert ist. Es folgt:

o0 (c5) - e (1)
= 7(O)tim [ , dxa (- ) = r@mi =) .

eJ0

w

womit (1.9) gezeigt wurde. Es sollte noch darauf hingewiesen werden, dass die
Dirac’sche Deltafunktion keine Funktion im iiblichen Sinne, sondern eine verall-
gemeinerte Funktion oder Funktional ist.

Aus den Gleichungen (1.5) folgt nun sofort mit Hilfe der allgemeinen Form
(1.8) der Losung der Poisson-Gleichung:

L [ O g o [ (VX))
) = 47T50/dx x—x| 7 B()_47T/d Ix — x/|

Hiermit ist das allgemeine Problem der Elektro- bzw. Magnetostatik im Prinzip
vollstandig gelost. Mit Hilfe einer partiellen Integration folgt noch

_ 1 x—x

Ex) = — [dx p(x)— X

0 = = [ dx P
(1.11)

_ Mo Jx) x (x=x)

B(x) = o dx’ T

Die Gleichung fiir E(x) in (1.11) stellt das Coulomb-Gesetz dar, diejenige fiir
B(x) das Biot-Savart’sche Gesetz.
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1.2.1 Analogie zum Gravitationsgesetz

Aus den Gleichungen (2.2) und (2.3) des Theorie-1-Skriptes ist bekannt, dass
eine Massendichte p(x,t) auf ein Punktteilchen der schweren Masse m die Kraft
mxX = mg(x,t) mit

f—x

g(x,t) = g/dxpx t)|7

—x[3

ausiibt. Man kann die Gravitationsbeschleunigung g(x,t) alternativ auch als

g(x,t) = g/dxpxt) —Q/d’VpXt)

schreiben. Es folgt einerseits

(Ag)(x.t) = G / dx' (Vp)(x, t)A—

|x — x/|
— 4ng / dx' (Vp)(x',1)é(x — x')
—4nG(Vp)(x, 1) (1.12)

und andererseits

(V-g)(x,t) = g/dx’ p(x' t)A !

x — x|
= —47rg/dx' p(x' t)6(x — x')

= —4nGp(x,t) . (1.13)
Offensichtlich sind die physikalischen Grofen (g, m G, p) aus der Gravitations-
theorie vollkommen analog zu den Grégen (E, ¢, — EO ,p) aus der Elektrostatik.

Insbesondere ist (1.12) formal analog zur P01sson—Gleichung (1.5) fiir E und ist
(1.13) analog zur Maxwell-Gleichung V - E = p Ein klarer Unterschied zwi-
schen beiden physikalischen Problemen ist, dass die Zeitabhangigkeit von g(x, t)
und p(x,t) grundsitzlich beliebig ist, wihrend das elektrische Analogon nur fiir
zeitgemittelte Groken (E,p), d.h. im statischen Grenzfall gezeigt wurde. Eine
Verallgemeinerung des elektrostatischen Grenzfalls auf zeitlich langsam verén-
derliche Quellen und Felder wird im néchsten Abschnitt behandelt.

1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische
Grenzfall

Eine der sehr wichtigen Vorhersagen der Maxwell’schen Theorie des Elektroma-
gnetismus ist die Existenz elektromagnetischer Wellen, ein Phénomen, das 1887
tatsdchlich von Heinrich Hertz nachgewiesen werden konnte. Aus den Maxwell-
Gleichungen

1 B
LV-E=—p HIVXE+6—:0
5N1) ot
OE
II.V-B=0 IV. V x B — g0p0— = poj -

ot
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folgt mit Hilfe der Vektoridentitéat (1.4) fiir das Magnetfeld:

1 6°B OE . .
Cﬁﬁ:—EOMOVXEZVX (MoJ—VXB):/.,mVXJ—f—AB
oder mit Hilfe des d’Alembert-Operators [] = C%g—; - A:
OB =pueV xj . (1.14)
Analog folgt fiir das elektrische Feld:
10’E 0 . 9j
2z =g (VXB ) = -V x(VxE) -z,
9j
=AE-V (V-E)— =
( ) — o ot
und daher:
1 1 3j)
OE=——|(V == 1.15
€0 ( Pt c2 ot ( )

Die Gleichungen (1.14) und (1.15) zeigen, dass die E- und B-Felder inhomogene
Wellengleichungen erfiillen. Die Inhomogenitédten im rechten Glied machen klar,
dass die elektromagnetischen Wellen von den Ladungen und Strémen hervorge-
rufen werden, die somit als Quellen des elektromagnetischen Feldes wirken.

Wiederum ist klar, dass die erzeugten E- und B-Felder fiir den Fall streng
zeitunabhingiger Ladungen und Stréome selbst auch zeitunabhéngig sind und
Poisson-Gleichungen der Form

AE = ;Vp , AB=—puoV xj (1.16)
0

erfiillen. Viel interessanter (denn realistischer) ist jedoch der Fall langsam in
der Zeit variierender Ladungen und Strome. Wir betrachten daher im Folgen-
den das Strahlungsfeld einer rdumlich lokalisierten, mit der typischen Frequenz
w oszillierenden Quelle. Da aus den Gleichungen (1.14) und (1.15) folgt, dass
elektromagnetische Wellen sich im Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ aus-
breiten, werden die erzeugten elektrischen und magnetischen Felder durch eine
typische Wellenlénge A = % charakterisiert sein. Nehmen wir nun an, dass
die Quelle die typische Ausdehnung a und der Experimentator den typischen
Abstand x von der Quelle hat. Falls die Frequenz w so klein ist, dass sowohl
a < A als auch x < A gilt, wird der Experimentator die Wellennatur des Fel-
des nicht sehen konnen; stattdessen misst er zu jedem Zeitpunkt das (zeitlich
langsam veranderliche) Feld einer effektiv statischen Ladungs- und Stromver-
teilung. Formal dufsert sich dies dadurch, dass sich (1.14) und (1.15) nun zu
Poisson-Gleichungen der Form (1.16) reduzieren:

(AE)(x, t) (V,O)(X, t) ) (AB)(X7 t) = —Ho (V X J) (X’ t)

1
=2
wobei die Ladungen und Strome (und daher auch die Felder) langsam in der
Zeit variieren diirfen. Statt der Gleichungen (1.11) erhalten wir nun fiir das
Coulomb-Gesetz:

p— X/

7/dx' p(xl7t)|;(7

_X/|3

E(x,t) = (1.17)

9



1. EINFUHRUNG

und fir das Biot-Savart-Gesetz:

B(x, 1) = @/dx' e ) x (x=x) (1.18)

C 4n |x —x’|3

wobei - wie bereits mehrmals gesagt - die Ladungsdichte p und die Stromdichte
j zeitlich geniigend langsam variieren miissen. Der Raumbereich {x | |x| < A},
in dem diese Ergebnisse gelten, wird in der Elektrodynamik als die Nahzone be-
zeichnet. Interessant ist, dass die Felder E(x, t) und B(x,¢) in (1.17) und (1.18)
durch die instantanen Werte der Ladungs- und Stromverteilung bestimmt wer-
den. Dies ist eine Konsequenz davon, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
elektromagnetischen Signale in diesem Problem sehr viel grofer als die relevan-
ten Teilchengeschwindigkeiten in den Quellen ist und auferdem A > x gilt.

Als Anwendung betrachten wir den Fall zweier geladener nicht-relativistischer
Teilchen mit den Massen m; und ms, den Ladungen ¢; und ¢ und den Ortsko-
ordinaten x; () und x2(t). Jedes der beiden Teilchen stellt eine (punktférmige)
Ladungs- und Stromdichte dar und wird daher elektrische und magnetische Fel-
der erzeugen, die auf das andere Teilchen wirken. Insbesondere definiert Teilchen
2 die Ladungs- und Stromdichten:

p(x,t) = q20(x —x2(t)) ,  J(x,t) = q2%2(t)d(x — x2(t))
Einsetzen dieser Dichten in (1.17) und (1.18) liefert:

_ @eXa(t) X [x —x2(¢)]

E(X7 t) @ [X — X2 (t)] , B(X, t) = 471’5002|X — X5 (t)|3

 dmeglx — xo(1)]3

Auf Teilchen 1 wirkt nun aufgrund der Lorentz’schen Bewegungsgleichung im
statischen Grenzfall eine elektrische Kraft ¢;E(x;,t) sowie eine magnetische
Kraft ¢1x; x B(xy,t):

_ @1g2 X1(t) X [X2(t) X x12(1)]
o 47T€0 Cz‘Xlg(t)P

_ g2 x1a(t)
47T50 |X12(t)|3

aE(x1,1) , (x1xB(x1,1)

Analog wirken auf Teilchen 2 im statischen Grenzfall die elektrischen bzw. ma-

gnetischen Krafte:

_ @ge Xo(t) X [Xa(t) X x01(t)]
47T€0 Cz‘Xgl(t)P’

~ q1q2  x21(t)
E t) = _—
@B (%2, 1) dmeg 21 (1)

) QQXQXB(X27(J;)

Erstens ist klar, dass die magnetischen Kréfte, die die beiden Teilchen auf-
einander ausiiben, das dritte Newton’sche Gesetz nicht erfiillen. Auferdem ist
offensichtlich, dass die magnetischen Kréfte zwischen zwei nicht-relativistischen
Teilchen sehr klein sind, von Ordnung 3 82 mit 51 = @ und £y = @ . Die ma-
gnetischen Kréfte, die zwei nicht-relativistische Teilchen aufeinander ausiiben,
stellen daher eine meist vernachléssigbare relativistische Korrektur zu den do-
minanten elektrischen Kréften dar.

Zu einem vollkommen anderen Schluss kommt man jedoch bei der Untersu-
chung der magnetischen Wechselwirkung eines einzelnen Teilchens mit makro-
skopisch vielen anderen geladenen Teilchen. Als Beispiel betrachten wir einen
moglicherweise geladenen, stromtragenden metallischen Festkorper, also z. B.
einen Draht oder ein Kabel. Nur die Leitungselektronen tragen zum Strom bei;

10
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die Metallionen sind fest im Kristallgitter eingebunden. Ein Uberschuss oder De-
fizit an Elektronen fiihrt zu einer Ladungsdichte p(x,t) des Gesamtfestkérpers,
die aufgrund von (1.17) eventuell ein makroskopisches elektrisches Feld erzeu-
gen kann. Ein makroskopischer Strom der Elektronen fiithrt zu einer Stromdichte
j(x,t), die aufgrund von (1.18) ein makroskopisches Magnetfeld erzeugen kann.
Jedes bewegliche Elektron im Festkorper fiir sich fithrt zu einem kleinen rela-
tivistischen magnetischen Effekt von Ordnung (32, aber makroskopisch viele
Elektronen kénnen magnetische Effekte von Ordnung N 3132 mit N = O(10%3)
hervorrufen, die sich auch in der nicht-relativistischen Welt klar manifestieren
kdnnen.

1.4 Elektromagnetische Potentiale

Aus den homogenen Maxwell-Gleichungen, die also im Medium und im Vaku-
um dieselbe Form haben, folgt sofort, dass die Felder E und B mit Hilfe von
Potentialen ® und A darstellbar sind:
0A
E=-Vo—-— | B=VxA. (1.19)
ot
Gleichung IT in (1.1), V -B =0, impliziert ndmlich unter der (meist realisti-
schen) Annahme, dass B(x,t) — 0 gilt fiir |x| — oo:

B-vx [ar A0, (1.20)

4 |x — X/

so dass B tatséchlich in der Form V x A darstellbar ist; umgekehrt impliziert
B = V X A natiirlich V-B = 0, so dass wir folgern kénnen, dass beide Ausdriicke
dquivalent sind. Einsetzen von B = V x A in die Maxwell-Gleichung III liefert

0A
VX(E‘FE)—O,

so dass fir e = E + at also V x e = 0 gilt. Nun impliziert die Gleichung
V x e = 0 generell (wiederum unter der Bedingung, dass e(x,t) — 0 gilt fiir
|x| = o0):

_ o (V-e)(x.t)
V/d L (1.21)

so dass e in der Form —V® darstellbar ist; umgekehrt folgt aus e = — V@
trivialiter V x e = 0, so dass beide Formen &quivalent sind. Hiermit ist die
Ezistenz der Potentiale ® und A in (1.19) nachgewiesen. Die Gleichungen (1.20)
und (1.21) lassen sich leicht mit Hilfe der Identitdt A (——) = 0(x) beweisen.

Das Vektorpotential A und das skalare Potential ® in (1.19) sind iibrigens
nicht eindeutig durch die Felder E und B bestimmt. Aus B = V x A ist klar,
dass man zu A einen beliebigen Gradienten addieren kann, ohne das B-Feld zu
dndern; damit auch das E-Feld invariant bleibt, muss zu ® eine entsprechende
Zeitableitung addiert werden. Die Potentiale

A=A—-VA , o=+ - (1.22)
C

11



1. EINFUHRUNG

beschreiben also dieselben physikalischen Felder E und B wie die Potentia-
le (A, ®). Die Invarianz der Maxwell-Theorie unter FEichtransformationen der
Form (1.22) ist eng mit dem Gesetz der Ladungserhaltung verkniipft. In kon-
kreten Berechnungen ist es oft vorteilhaft, die Potentiale (A, ®) durch weitere
Bedingungen (,Eichungen®) einzuschrinken. Grundséitzlich kann man nur ei-
ne solche Zusatzbedingung fordern, da nur eine einzige Funktion A(x,t) fiir
Eichtransformationen zur Verfiigung steht. Als Beispiel sei die Coulomb-Eichung
V - A = 0 erwéhnt, die die einfache Beziehung

‘I)(X»t):/dx’ (V-E)x.1) _ 1 /dx, P, 1)

dr|x — x| 4w |x — x'|

zwischen dem skalaren Potential ® und der Ladungsdichte p impliziert.

Die Darstellung der Felder E und B mit Hilfe der elektromagnetischen Po-
tentiale (A, ®) wird z. B. bei der Behandlung der Relativitdtstheorie im nichsten
Kapitel sehr wichtig werden.

1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-inva-
riant?

Bei der Behandlung der Lorentz-Kraft in Abschnitt [4.2] des Theorie-1-Skripts
konnten wir feststellen, dass die Lorentz’sche Bewegungsgleichung invariant ist
unter allgemeinen Galilei-Transformationen der Form

X' =oR(@) ' (x—vat—¢&,) , t'=t—71 |,
falls die elektrischen und magnetischen Felder geméif

E'(X',t) = oR(a) ' [E(x,t) + Vo x B(x,1)]

B'(x/,t) = R(a) 'B(x,1) (1.23)
mittransformiert werden. Hier untersuchen wir, ob die Maxwell-Gleichungen mit
diesem Transformationsverhalten vertréglich sind.

Wir betrachten zuerst die homogenen Maxwell-Gleichungen V - B = 0 und
V xE+ %—]f = 0. Der Nabla-Operator V wird bei einer Galilei-Transformation
x = oR(a)x' + v, (t' + 1) + &, wie folgt transformiert:

o _om 0 _ D et P
) 9, dx; o [R(@)l;; ox; 7 [R(a) ]17 Oz

d.h.
V' =0oR(a)™'V

Auferdem gilt:

0] 0
Es folgt

12



1. EINFUHRUNG 13

und
v e+ B [0R(a)"'V] x {oR(c) ! [E(x,1) + va x B(x,1)]}
6t/ ’ (e ’
+ R(a)%%
— R(a)"! {V « [B(x,1) + va x B(x, )] + %]:’ + (Va - V)B}
= R(a)™! {V x E+ %—ﬂ =Rla)"'0=0 ,
wobei

VXx((vexB)=(V-B)vy—(vo- V) B=—(v,-V)B

verwendet wurde. Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind also durchaus mit
der Galilei-Invarianz vertraglich.
Betrachten wir nun die inhomogenen Maxwell-Gleichungen V - E = é p und

VxB-—- Eouo%—}? = poj. Das Transformationsverhalten der Inhomogenitéten p
und j folgt aus ihren Definitionen

p= Zqi 0(x—x(t) , j= Zqi %x;(8)d(x — x;(t))

und der Rechenregel §(Ax + b) = m

§(x + A~b), d.h. insbesondere
6(x) —x5) = 6(0R(e) ! (x1 — x2)) = 031 — x2)

als
P ) =g 0(x = x(t) =D 4 6(x —xi(t)) = p(x,t)

und

O H) =D %) o (x = xi(1)
- Z gi oR(e) ™! [%i(t) — va] 0(x = xi(t))

= oR(a)™? Z g %i(t) 0 (x = x(t)) — Va Z g 0(x — xi(t))
= oR(a) " [j(x,1) = Vap(x,1)]
Kurz gefasst gilt also:
pr=p , J=0R(@)([i-vap) . (1.24)

Fiir den Spezialfall einer orthogonalen Transformation (v, =0, &, = 0) folgt
aus diesem Ergebnis, dass die Ladungs- und Stromdichten wie ein Skalar bzw.
wie ein echter Vektor transformiert werden. Die transformierten Ladungs- und
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Stromdichten erfiillen auch im neuen Inertialsystem eine Kontinuitétsgleichung
der Form

op’' I 9 -1 —1¢s
W—&-V-J’:(at—kva-V)p—&-[aR(a) V]-[aR(a) (_]—vap)]
9p
*EJFVa (Vp)+ V. j—va-(Vp)
_9p L
m*V'J*O

Wir stellen somit fest, dass die Konzepte der Ladungs- und Stromdichten an sich
mit der Galilei-Invarianz der Theorie vertriaglich sind. Die Unvertraglichkeit der
Maxwell-Theorie insgesamt mit der Galilei-Invarianz wird erst ersichtlich, wenn
man das Transformationsverhalten (1.23) der Felder und (1.24) der Ladungs-
und Stromdichten mit den inhomogenen Maxwell-Gleichungen kombiniert. Es
folgt ndmlich:

V' B = [oR(@)'V] - [oR(c) ' (E + vq x B)]

=V - (E+voxB)=V-E—-v, - (VxB)
1

1
=—p—va (VxB)#—p
€0 €0

und analog:

V' xB’ —eouo%l = (oR7'V) x (R7'B)

ot
= oR! |:VXB7€0[LO (%Jrva-V) (E+ v, XB)}

0
— EouoaR_l (— + vy - V) (E + v, x B)

0B
= o {uoj oo [va x 57 + (v VIE+ (va V)(va xB)| |

d.h.

/

V' x B —
EoMo ot

. _ 1
= poj’ + copoo R™! L—vap—&— Vo X (V X E)
0

(Ve V)E = (Ve - V) (v X B)}

7& ,U‘O.j/ )

wobei man den letzten Schritt noch am einfachsten dadurch nachweist, dass
das rechte Glied nur einen einzigen Term von Ordnung |v,|? enthilt, der im
Allgemeinen ungleich Null ist und nicht durch andere Terme kompensiert werden
kann.

Die fehlende Galilei-Invarianz der Maxwell-Theorie zeigt, dass die New-
ton’sche Dynamik der Teilchen und die Maxwell’sche Beschreibung der Felder
nicht kompatibel sind, da sie durch unterschiedliche Symmetrien gekennzeichnet
werden. Die kombinierte Theorie von Teilchen und Feldern hitte eine beobach-
terabhéngige Struktur und wére somit physikalisch unakzeptabel. Heutzutage

14
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wissen wir, dass die Newton’sche Mechanik nur approximativ korrekt ist (ném-
lich fiir ‘%l < 1) und dass man fiir eine einheitliche Theorie von Teilchen und
Feldern einen relativistischen Formalismus benétigt, in dem die Lichtgeschwin-
digkeit (d. h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Signale) eine
zentrale Rolle spielt. Im néchsten Kapitel werden wir uns daher mit einigen ein-
fiihrenden Uberlegungen zur Relativititstheorie auseinandersetzen und einige
wichtige Anwendungen der relativistischen Mechanik diskutieren.

15



Kapitel

Spezielle Relativitatstheorie

Die Struktur der speziellen Relativitédtstheorie ist derjenigen der nicht-relati-
vistischen Klassischen Mechanik sehr dhnlich: In beiden Féllen beschreibt man
die Dynamik von Kérpern mit Hilfe einer (nicht-gekriimmten) vierdimensiona-
len Raum-Zeit. In beiden Féllen ist es sehr hilfreich, sich bei der Beschreibung
dieser Dynamik zunéchst auf Punktteilchen zu konzentrieren. In beiden Féllen
gilt das Relativitdtsprinzip, das die Existenz von Inertialsystemen postuliert.
Genau wie in der nicht-relativistischen Mechanik sind Inertialsysteme auch in
der Relativitédtstheorie durch die zwei Eigenschaften charakterisiert, dass al-
le physikalischen Gesetze in allen Inertialsystemen zu jedem Zeitpunkt gleich
sind und dass alle Koordinatensysteme, die sich relativ zu einem Inertialsystem
in geradlinig-gleichférmiger Bewegung befinden, selbst ebenfalls Inertialsysteme
sind. Die Aquivalenz aller Inertialsysteme impliziert insbesondere auch die Ho-
mogenitdt und die Isotropie des Raums und der Zeit. Schliefslich gilt sowohl fiir
die Relativitdtstheorie als auch fiir die nicht-relativistische Klassische Mechanik
das deterministische Prinzip, das besagt, dass die auf ein Teilchen einwirkenden
Krifte nur vom Ortsvektor und von der Geschwindigkeit dieses Teilchens sowie
von der Zeit abhéngig sein konnen.

Neben diesen Gemeinsamkeiten, von denen das Relativitdtspostulat beson-
ders wichtig ist, gibt es zwischen der relativistischen (R) und der nicht-relativis-
tischen (NR) Mechanik auch einen wesentlichen Unterschied, der durch ein zwei-
tes Postulat zum Ausdruck gebracht wird:

(R): Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum hat in allen Inertialsystemen den-
selben Wert ¢ = 2,997925 - 10%m/s.

(NR): Die Lichtgeschwindigkeit ist effektiv unendlich gro® im Vergleich zu allen
anderen in der Theorie auftretenden Geschwindigkeiten.

Das zweite Postulat bedeutet physikalisch, dass die Wechselwirkung zwischen
Teilchen (z.B. durch Austausch von Strahlungsenergie oder Einwirkung von
elektromagnetischen Kréften) in der nicht-relativistischen Theorie instantan er-
folgt, wiahrend die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ der Wechselwirkung in der
relativistischen Theorie eine endliche universelle Konstante (giiltig in jedem In-
ertialsystem) ist. Das zweite Postulat der NR-Mechanik kann auch in der fol-
genden Weise formuliert werden:
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(NR): Die Zeit und der Abstand zweier gleichzeitiger Ereignisse sind in der
nicht-relativistischen klassischen Mechanik absolute (d.h. beobachterun-
abhéngige) Grofen.

Mathematisch bedeutet das zweite Postulat, dass die Newton’sche nicht-relativis-
tische Mechanik kovariant unter Galilei-Transformationen und die Einstein’sche
relativistische Mechanik kovariant unter Lorentz-Transformationen ist. Das re-
lativistische Pendant der absoluten Grofen ,Zeit“ und ,,Abstand” in der New-
ton’schen Mechanik ist der beobachterunabhingige , infinitesimale Abstand*
ds = [c?(dt)® — (dx)?]'/? infinitesimal benachbarter Ereignisse, der somit ei-
ne der zentralen Gréfen der Relativitéitstheorie darstellt.

Eine Bemerkung noch zum Anwendungsbereich der speziellen Relativitéats-
theorie: Die nicht-relativistische Klassische Mechanik beschreibt die Dynamik
physikalischer Objekte unter der Einwirkung von Kréften, die mikroskopisch
auf Gravitationswechselwirkung oder elektromagnetische Wechselwirkung zu-
riickgefiihrt werden kénnen. Da die spezielle Relativitdtstheorie Gravitations-
kréifte bekanntlich nicht beschreiben kann (hierfiir ben6tigt man die allgemeine
Relativitatstheorie), bleiben als ihr Anwendungsbereich nur elektromagnetische
Krdifte ibrig. Im Rahmen der speziellen Relativitatstheorie beschreibt man also
typischerweise die Dynamik elektromagnetischer Felder bei vorgegebenen La-
dungen und Stromen oder die Dynamik von Ladungen und Strémen bei vorge-
gebenen elektromagnetischen Feldern. Die zentralen Gleichungen der speziellen
Relativitdtstheorie sind daher die Maxwell-Gleichungen und die Lorentz’sche
Bewegungsgleichung. Da diese beiden Pfeiler der Elektrodynamik Teilsysteme
beschreiben und das Relativitdtsprinzip fiir Teilsysteme - wie wir wissen - nur
dann Sinn macht, wenn zusétzlich angegeben wird, wie die ,,Auflenwelt mit-
transformiert wird, ist klar, dass die Bestimmung des Transformationsverhal-
tens von Ladungen, Strémen und Feldern unter Lorentz-Transformationen im
Folgenden von grofser Bedeutung sein wird.

Etliche Ergebnisse der speziellen Relativitdtstheorie waren bereits vor Ein-
steins Arbeit (1905) bekannt. Erwéhnt seien insbesondere die Lorentz-Transfor-
mation in linearer (Lorentz, 1895) und in beliebiger Ordnung (Larmor, 1898;
Lorentz 1899; Poincaré, 1905), die Lorentz- (oder Fitzgerald-Lorentz-)Kontrak-
tion (Fitzgerald, 1889; Lorentz, 1892), die Lorentz-Kraft (Lorentz, 1895), die
Gruppenstruktur der Lorentz-Transformationen, das Relativitdtsprinzip, die In-
varianz der Eigenzeit und das Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten (Poincaré,
1905). Das Grofartige von Einsteins Beitrag (1905) ist die Reduktion der Theo-
rie auf zwei Postulate und die Herleitung von alten und auch neuen Ergebnis-
sen aus diesen Postulaten.! Interessant ist noch, dass neben Lorentz’ Arbeit
(1895) das Fizeau’sche Experiment (1851) und die Aberration von Sternenlicht
(Bradley, 1729) Einsteins Denken beeinflusst haben, das oft zitierte Michelson-
Morley-Experiment jedoch kaum. Fiir mehr Details sei auf die ausgezeichnete
Einstein-Biografie ,Subtle is the Lord“ von Abraham Pais (Oxford University
Press, 1982) verwiesen.

1Neu sind z. B. der transversale Doppler-Effekt , die Fresnel-Formel ¢ = % + v (1 — —2)
und das sogenannte ,,Zwillingsparadoxon®.
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2.1 Erste Konsequenzen der Postulate

Eine sofortige Konsequenz aus den Postulaten der speziellen Relativitétstheorie
ist, dass die Zeit (anders als in der Newton’schen Mechanik) keine absolute
Grofe ist. Betrachten wir namlich zwei Bezugssysteme K’ und K, wobei K’ die
Geschwindigkeit v, (K', K) = v relativ zu K hat, und nehmen wir an, dass in
K’ entlang der x’ - v-Achse ein Sender S und (in gleichem Abstand von S) zwei
Empfénger E; und Es ruhen (siehe Abbildung 2.1). Zur Zeit ¢ = 0 sendet S
zwei Lichtsignale aus, eins zu F; und eins zu E5. Beide Empfanger werden ihre
Signale (wegen der Isotropie des Raums) in K’ gleichzeitig erhalten. Fiir einen
Beobachter in K jedoch wird der Empféinger E; sein Signal zuerst erhalten, da
FE sich auf das Licht, das sich auch in K mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreitet,
zubewegt. Ereignisse, die also gleichzeitig sind in K’, miissen nicht gleichzeitig
sein in K, und Zeitintervalle, die gleich sind in K’, sind im Allgemeinen ungleich
in K.

-
K VEPS

K

Abbildung 2.1: Gleichzeitigkeit von Ereignissen in zwei Inertialsystemen

Betrachten wir das Transformationsverhalten von Langen im Ortsraum und
von Zeitintervallen etwas genauer. Absténde senkrecht zur Geschwindigkeitsrich-
tung werden in beiden Systemen K und K’ als gleich groft empfunden. Nehmen
wir z.B. an, im Ursprung 0 von K und im Ursprung 0’ von K’ stehen zwei
parallel zueinander (und senkrecht zur x - v-Achse) ausgerichteten Latten, beide
mit einer Lange ¢ in ihrem Ruhesystem und beide mit einer Kreissége an ihrem
oberen Ende (siche Abbildung 6.2). Wir nehmen des Weiteren an, dass 0 und
0’ fiir t = ¢/ = 0 zusammenfallen. Nun kann L’ aus der Sicht eines Beobachters
im System K nicht kiirzer als L selbst sein, da sonst (im Widerspruch zum
Relativitatsprinzip) L durchgesigt wird und L’ unversehrt bleibt. Umgekehrt
kann L’ aus der Sicht des Beobachters in K auch nicht ldnger sein. Also sind
beide (aus der Sicht von Beobachtern in K oder K') gleich lang.

K’

0

Abbildung 2.2: Invarianz einer Liange senkrecht zur Geschwindigkeitsrichtung

Befestigen wir nun statt der Kreissiige jeweils zwei Spiegel an den beiden

18
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Latten, einen am oberen und einen am unteren Ende, und senden wir einen
Lichtstrahl hin und her zwischen beiden Spiegeln (siehe Abbildung 6.3). Wir
haben in dieser Weise zwei identische Uhren konstruiert, die in ihrem jeweiligen
Ruhesystem durch die Periode T' = 2¢/¢ charakterisiert werden. Berechnen wir
nun die Periode T" der bewegten Uhr in K’ aus der Sicht eines Beobachters
in K. In einer Periode legt der Lichtstrahl in der an L’ befestigten Uhr — wie
in Abbildung 6.4 dargestellt — aus der Sicht des Beobachters in K einen Weg

P)
24/ 02 + (%vT’ ) zuriick. Da das Licht in K aufgrund des zweiten Postulats die
Geschwindigkeit ¢ hat, muss

T’:%\/ZM— (dor)’

d. h.
T 20/c T

Soey vr

gelten. Aus der Sicht des Beobachters in K dauert die Periode einer bewegten
Uhr also linger als diejenige einer identischen Uhr in K, laufen bewegte Uhren
demnach generell langsamer. Diese Konsequenz der Postulate der Relativitéts-
theorie wird als Zeitdilatation bezeichnet.

K’

Abbildung 2.4: Berechnung der Periode einer sich relativ zum Beobachter mit
der Geschwindigkeit v bewegenden Uhr

Kippen wir nun die Uhr in K’, so dass die Latte L’ in Geschwindigkeitsrich-
tung zeigt (siehe Abbildung 6.5). Die Lange und die Periode der Uhr in K’ sind
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nach wie vor £ bzw. T, und die Periode aus der Sicht eines Beobachters in K
ist T'. Bestimmen wir nun die Lange ¢ der bewegten Uhr in K’ aus der Sicht
des Beobachters in K. Diese Uhr bewegt sich (aus der Sicht von K') mit einer
Geschwindigkeit v nach rechts. Nehmen wir an, dass ein Lichtstrahl eine Zeit
1 r bzw. th; bendtigt, um sich von links nach rechts oder rechts nach links zu
bewegen. Aus der Sicht von K gilt:

;o U+ ot g v 0 —vthy,
LR= " o WmLT T
d.h.
T Zl/c N Z//C
LR=71_3 3 RL = 7.3 3
und daher

v 1 1 20 /c 292
T=T =t t :7( ): — )
K LR IRy c 1—6+1+5 1— 2 c

Es folgt also:
v Te ¢

2y
so dass die Lénge eines bewegten Korpers in der Geschwindigkeitsrichtung ver-
kiirzt ist (im Vergleich zur Ruheldnge). Diese Konsequenz der Relativitétstheorie
wird Lorentz- (oder Fitzgerald-Lorentz-) Kontraktion genannt.

L/

K

K

Abbildung 2.5: Zur Lorentz- bzw. Langenkontraktion

2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

In der Einfiithrung wurde bereits darauf hingewiesen, dass die nicht-relativisti-
schen absoluten Grofen ,,Zeit“ und ,,Abstand“ in der Relativitdtstheorie durch
den beobachterunabhéngigen ,jinfinitesimalen Abstand“ ersetzt werden. Der in-
finitesimale Abstand ist in der Relativitdtstheorie von zentraler Bedeutung, da
seine Invarianz unter Koordinatentransformationen zwischen Inertialsystemen
zeigt, dass die physikalischen Gesetze Lorentz-kovariant sind. Im Folgenden fiih-
ren wir die Begriffe ,Abstand“ und ,Eigenzeit* ein und leiten ein Theorem (Ein-
stein, 1905) iiber die Eigenzeit bewegter Bezugssysteme ab.

Betrachten wir die Emission eines Lichtsignals am Ort x; zur Zeit ¢ im Be-
zugssystem K und seine Absorption am Ort x5 zur spéteren Zeit to, ebenfalls in
K. Dadas Signal sich in K geméft dem zweiten Postulat mit der Geschwindigkeit
¢ ausbreitet, gilt offensichtlich

62(t2 — t1)2 - (XQ - Xl)2 =0.
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Seien die entsprechenden Koordinaten im Inertialsystem K’ mit v, (K', K) = v
durch (x],t}) und (x},t}) gegeben, dann gilt analog:

Aty —11)* = (x5 —x1)* =0,

da das Lichtsignal in K’ nach dem zweiten Postulat ebenfalls die Geschwindig-
keit ¢ hat. Die Grofe

[NIE

s=[P(ta —t1)? — (x2 — x1)?]

wird als Abstand zwischen den Ereignissen bei (x1,t1) und (x2,?2) bezeichnet.
Das obige Argument zeigt, dass die Aussage s = 0 in allen Inertialsystemen
gilt, falls sie in irgendeinem Inertialsystem zutrifft. Der Abstand infinitesimal
benachbarter Ereignisse (x,t) und (x + dx,t + dt) in K ist durch

ds =4/ c2(dt)? — (dx)? (2.1)

gegeben. Analog gilt in einem beliebigen Inertialsystem K’ fiir den Abstand
infinitesimal benachbarter Ereignisse: ds’ = /c¢?(dt’)? — (dx’)?, und wiederum
impliziert ds = 0 in K die Identitat ds’ = 0 fiir alle K'. Das negative Vorzeichen
von (dx)? in (2.1) zeigt, dass der Abstand hier nicht gemif der euklidischen,
sondern nach einer (von Hermann Minkowski eingefiihrten) pseudoeuklidischen
Geometrie definiert wird. Der Abstand infinitesimal benachbarter Ereignisse
ds wird alternativ auch als Linienelement oder als differentielles (Raum-Zeit-)
Intervall bezeichnet. Es ist iibrigens zu beachten, dass die infinitesimale Grofe
ds kein exaktes Differential darstellt, so dass die Auswertung von Integralen der
Form § ds entlang einer geschlossenen Schleife im Allgemeinen nicht Null ergibt.

Die Invarianz der Aussage ds = 0 unter Koordinatentransformationen, d. h.
die Aquivalenz der Aussagen ds = 0 im Inertialsystem K und ds’ = 0 in K, hat
weitreichende Konsequenzen. Um dies zu sehen, versuchen wir, diese Gleichun-
gen geometrisch zu interpretieren. Mit den Notationen ‘fi—’t‘ =uund ¥ =g, gilt
in K:

u2

0 = (ds)? = (dt)? - (dx)° = F(dNP(1 - o) = A (1 - B2)
Die geometrische Interpretation von ds = 0 in K ist daher, dass der dimensions-
lose Geschwindigkeitsvektor 3,, auf einer Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt
0 liegt, so dass |u| = ¢ gilt. Da die Gleichung ds = 0 die Ausbreitung von Licht-
signalen beschreibt, kann dieses Ergebnis nicht erstaunen. Wir betrachten nun
die Interpretation von ds’ = 0 in K': Hierzu nehmen wir an, dass die Orts- und
Zeitkoordinaten (x’,t') in K’ geméf x’ = x'(x,t;v) und ¢ = ¢/(x,t; v) mit den
Koordinaten (x,t) in K verkniipft sind. In diesem Fall gilt die lineare Beziehung

/ AT
cdt cdt % c ( ‘3; )

(dX/ ) =A ( dX) ’ A(X’ g V) - 19x’ ox’ ’

c ot ox

wobei die Matrix A offensichtlich reell ist.2 Die Gleichung

0= (ds')? = c2(dt")? — (dx')*

2Die Transformationsmatrix A, die (cdt,dx) in K mit (cdt’,dx’) in K’ verkniipft, wird
als Lorentz- Transformation bezeichnet. Wir werden spéter sehen, dass A(x, t; v) zwar explizit
von v abhéngt, aber unabhéngig von (x,t) ist.
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2. SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

in K’ kann daher in der Form

0= () (6 %) () - () m () = (3.) 5 (3)
mit
B(x,t;v) = A ((1) fl) A (2.2)

geschrieben werden, wobei die Matrix B reell und symmetrisch ist. Diese Glei-
chung fiir 3, in K’ stellt nur dann eine Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt 0
dar, wenn die Matrix B die Form
1/1 of
Bfg<0 —]1> L e—e(x, V) (2.3)

hat, wobei ¢ reellwertig (mit ¢ # 0) ist. Es folgt:
1 1
(d')? = L (d)2(1 — 62) = - (ds)?

und daher:

ds\ 2
(%) =26t

Hierbei kann € jedoch wegen der Homogenitit des Raums und der Zeit nicht von
(x,t) oder (x’,t') und wegen der Isotropie des Raums nicht von v abhéngen.
Somit ist nur eine Abhéngigkeit vom Geschwindigkeitsbetrag v moglich:

(ds)? = e(v)(ds’)?.

Betrachten wir nun umgekehrt eine Koordinatentransformation vom Inertial-
system K’ zum Inertialsystem K, so dass viq (K, K’') = —v gilt, dann erhalt
man analog

(ds')? = e(v)(ds)?
Kombination der beiden Transformationen liefert
(ds)? = e(v)(ds")? = [e(v)]*(ds)? bzw. [e(v)]* =1

Wegen €(0) = 1 und der Kontinuitidt von e(v) als Funktion der Relativgeschwin-
digkeit v kommt nur die Wurzel e(v) = £(0) = 1 in Betracht. Wir erhalten somit:

(ds)? = (ds’)? (2.4)

und nach einer Integration auch: s = s’. Der Abstand ist also invariant unter
Koordinatentransformation von einem Inertialsystem in ein anderes:

(s01)? = A(t21)® = (x21)” = (t51)* — (x51)* = (s51)? , (2.5)
wobei to; = to — t; definiert wurde, usw. Durch Einsetzen des Ergebnisses
e = 1 in (2.2) und (2.3) konnen wir auflerdem schliefien, dass die Lorentz-

Transformation A die Matrixgleichung

(EARTAEAN
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erfiillen muss. Diese Konsistenzgleichung schrankt die mogliche Form der Trans-
formationsmatrix A stark ein.

Aus (2.5) wird klar, dass man nur dann zu zwei Ereignissen im System K
ein anderes Bezugssystem K’ finden kann, in dem diese Ereignisse am selben
Ort auftreten (x5, = 0), wenn

(s21)* = ¢*(ty)* > 0

ist. Man bezeichnet reelle Absténde, (s21)? > 0, als zeitartig. Analog kann man
nur dann zu zwei Ereignissen in K ein Bezugssystem K’ finden, in dem diese
Ereignisse gleichzeitig auftreten (t5; = 0), falls

(s21)” = —(x5,)* <0

gilt. Imaginire Abstiinde, (s21)? < 0, heifen raumartig. Nullabstinde, (s91)? =
0, werden als lichtartig bezeichnet. Diese Einteilung ist invariant unter Koordi-
natentransformationen und daher absolut. Sie wird héufig mit Hilfe eines ein-
fachen ,Weltbilds“ (oder auch ,Minkowski-Diagramm®) dargestellt. Neben dem
Lichtkegel (s21)? = 0, der lichtartige Abstéinde zwischen Ereignissen reprisen-
tiert, unterscheidet man die absolute Zukunft, (321)2 > 0 mit t9; > 0, die
absolute Vergangenheit, (821)2 > 0 mit to; < 0, und das absolut Entfernte,
(s21)? < 0. Eine kausale Beziehung zwischen zwei Ereignissen ist nur dann mog-
lich, wenn ihr Abstand zeit- oder eventuell lichtartig ist, d.h. wenn (s21)? > 0
gilt.

entfernt entfernt *21

Vergangenheit

Abbildung 2.6: Weltbild mit Lichtkegel

Mit dem invarianten infinitesimalen Abstand ds ist offensichtlich eine inva-
riante infinitesimale Zeit dr verkniipft:

ds 1 /dx\? u\ 2 dt
=_ = — = = — (= = — 324t = —
dr = p /1 = (dt> dt =4/1 (c) dt =4/1 — B2dt ’Yu' (2.7)

Diese Gleichung besagt, dass in einem bewegten Bezugssystem (z.B. fiir ein
Teilchen), das sich mit der Geschwindigkeit u(¢) relativ zum Inertialsystem K
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bewegt, die Zeit dr = 2 vergeht, wenn die unbewegte Uhr in K die Zeitdau-
’Y .

er dt anzeigt. Nur wenn das bewegte Bezugssystem und das Inertialsystem K

identisch sind, so dass ihre Relativgeschwindigkeit verschwindet: u(t) = 0, gilt

dt = dt; aus diesem Grund wird 7 als die ,Eigenzeit“ des bewegten Bezugssys-

tems bezeichnet. Integration von (2.7) liefert:

Ty — T = /dt 1— Bu(t) (2.8)

Man sieht wiederum, dass bewegte Uhren langsamer laufen als ruhende. Wenn
also zwei Uhren U; und U, anfangs im Inertialsystem K zusammen sind, U; auch
weiterhin in K verbleibt und Us sich entlang einer geschlossenen Schleife bewegt,
so dass beide Uhren schliefilich wieder zusammen sind, dann ist Us aufgrund von
(2.7) und (2.8) im Vergleich zu U; zuriickgeblieben. Dieses Resultat geht auf
Einstein (1905) zuriick, der es als ,Theorem*“ bezeichnete. Die Fehlbezeichnung
Uhren- oder Zwillingsparadoxon ist jiingeren Datums (Langevin, 1911).

2.3 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

Aufgrund der fundamentalen Bedeutung des invarianten Abstands infinitesimal
benachbarter Ereignisse:

== = (50) (5 %) (60) = (i) - ()

ist klar, dass es vorteilhaft ist, einen kontravarianten 4-Vektor

2t = (et, x) (L=0,1,2,3),

den metrischen Tensor

T
Guv = 9" = (1 0 )
w 0 -1

und den mit ¥ assoziierten kovarianten 4-Vektor
z, = g’ = (ct, —x)

einzufiihren.? Generell kann man den metrischen Tensor dazu verwenden, Indi-
zes herunter- oder heraufzuziehen. Es gilt z. B.:

g;wgyp = g#p = 6#0 ) g“l/gup = g”p = (SMP )

wobei 4,7 oder ¢*, das iibliche Kronecker-d bezeichnet. Hierbei wird implizit
iiber zweimal (einmal unten und einmal oben) auftretende Indizes summiert
(Einstein-Konvention). Wir fiihren die ko- bzw. kontravarianten Ableitungen

3Hierbei sollte man den Namen ,kontravariant* und ,kovariant” nicht zu viel Gewicht bei-
messen: In seiner ,,Theory of Relativity* pladiert Pauli dafiir, diese Bezeichnungen zu vertau-
schen, bzw. sie durch die &dlteren Namen ,kogredient“ und ,kontragredient” zu ersetzen. Wie
man sieht: That which we call a rose by any other name would smell as sweet.
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nach den Raum-Zeit-Koordinaten wie folgt ein:

0 0
- N M — gtV =
Ozt ' o =g"0, oz,

o

Der d’Alembert-Operator [J kann dementsprechend als Skalarprodukt 9,0 ge-
schrieben werden:
102

D= 555~ A=9"0.0, = 9,0 .

Das Quadrat der infinitesimalen Eigenzeit bzw. des Raum-Zeit-Intervalls ds ist
ebenfalls als Skalarprodukt darstellbar:

A(dr)? = (ds)? = 2(dt)? — (dx)? = g datda” = dv,dat .

Die linearen Transformationen des 4-Vektors x*, die die Eigenzeit dr invariant
lassen, werden als Poincaré- Transformationen oder als inhomogene Lorentz-
Transformationen bezeichnet:

= () = A" ¥ + at . (2.9)
Hierbei gilt ATgA = ¢, denn die Invarianz der Eigenzeit erfordert:
A(dr)? = g datda” = g,,d(2))d(z')” = Gu N, A dP da”

d.h. gpo = (AT)p“ g\, oder kurz: g = ATgA . Die Inverse der Lorentz-Trans-
formation folgt als A=! = gATg, oder explizit:

(A™H", = (gATg)", = g",(AT),g%, = (A1), = A

Hierbei ist zu beachten, dass die transponierte Lorentz-Transformation (AT)#, =
A = gupg"? AP, nicht (wie im Falle einer dreidimensionalen Drehung) der
gespiegelten Matrix (A)¥, = A, entspricht; die gemischt rdumlich-zeitlichen
Matrixelemente erhalten ein zuséitzliches Minuszeichen. Aufgrund der Identitét

G = (NTgA) s = (AT),7 9o A7, = A%, 9o A7, = (M)", 90 A7,

ist klar, dass die Bestimmungsgleichung g = A" gA fiir Lorentz-Transformationen
in 4-Schreibweise genau dem Resultat (2.6) in konventioneller Matrixnotation
entspricht.

2.3.1 Poincaré- und Lorentz-Transformationen

Poincaré-Transformationen bestehen - wie gesagt - aus einem homogenen An-
teil, der als Lorentz-Transformation A bezeichnet wird, und einem inhomogenen
Anteil (d.h. einer Translation). Die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen
{A|ATgA = g} bildet eine Gruppe, die Lorentz-Gruppe L. Die Gruppenstruktur
der Lorentz-Gruppe folgt direkt aus der Relation ATgA = g, denn wenn A; und
A5 zur Lorentz-Gruppe gehoren, gilt dasselbe fiir das Produkt AjAs:

(AFAT)g(A1As) = AS (ATgA) Ay = Ajghs =g .
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Auferdem folgt aus ATgA = g, dass [det(A)]* = 1 und daher det(A) = +1
gilt. Innerhalb der Lorentz-Gruppe L ist die eigentliche orthochrone Lorentz-
Gruppe EL, deren Elemente die Bedingungen A%, > 1 und det(A) = 1 erfiillen,

am wichtigsten. Zu dieser Untergruppe £1 von L gehoren die gewthnlichen
Drehungen Ag(a) um eine feste Achse &:

At = ( R(E(Tx) )

mit

(&-x) — & x (& x x)cos(a) + (& x x) sin(a)

Q>

Rla)x =

und die Geschwindigkeitstransformationen AB(d),[i) im Orts-Zeit-Raum, die
auch als ,boosts”, bezeichnet werden:

. AT
A(6.8) =1+ ( [cosh(¢) —1]  —sinh($)3 ) | 210)

—sinh(¢)B  [cosh(¢) — HBBT

Hierbei héngen der Einheitsvektor B und der Parameter ¢ iiber die Beziehung
v = ctanh(¢)3 mit der Relativgeschwindigkeit v der Bezugssysteme zusammen.

AT
Das Produkt B3 ist als Dyade aufzufassen. Im Falle der Geschwindigkeits-
transformation lautet die Beziehung zwischen z’ und z also explizit:

(Ct’/ ) N ( sinh<¢>ctci§)sil([i)d (_,fig;}ﬁ)f;fﬁ(@(x : B)B) ’

X

Mit der Relation cosh(¢) = [1 - tanh2(¢)] T [1-75%] —lE - ~ folgt:

()= () (i o

x) " \x) 7 ((93|| - Ut)B)

wobei x| = x~,3 die Projektion von x auf die B—Richtung und x| = xfoB den

senkrechten Anteil darstellt. Bei fester Geschwindigkeit v erhélt man im Limes

¢ — oo offensichtlich die Galilei-Transformation zurtick: ¢ =t, x’ = x — vt.
Die Untergruppe Ei der Lorentz-Gruppe ist eine kontinuierliche Gruppe

(Lie-Gruppe) und hat dann auch die entsprechende Struktur: Aufgrund der

expliziten Darstellung von Drehungen und Boosts, s. Gleichung (2.10), zeigt

man leicht, dass mehrmalige Anwendung kleiner Drehungen eine grofte Drehung
ergibt:

«

¢

ant@) = [a (D))" L aweB) =4 (28)] wew. @

n
Da der Definitionsbereich von ¢ = artanh(v/c) unbegrenzt ist, ist die Lorentz-
Gruppe nicht kompakt. AuRerdem folgt aus (2.10) und (2.11), dass man allge-
meine eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformationen als

o i3 T) = (0 )

€k
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darstellen kann, wobei (3 die 3 x 3-Nullmatrix ist und £ = ({1, {5, ¢3) die Dreh-
matrizen sind:

00 0 0 0 i 0 —i 0
=00 i) , tb=[0 00} , =i 0 0
0 i 0 —i 0 0 0 0

Die Erzeuger L und M der Lie-Gruppe L’l erfiillen die Vertauschungsrelationen
[Li, Lj] = igijk Ly, [My, My] =igijly ,  [Li, Mj] = igijn My -

Aus der Darstellung (2.12) folgt sofort AT # A1, so dass die (nicht-kompakte!)
Lie-Gruppe 61 offensichtlich nicht-unitér ist.

2.4 Physikalische Konsequenzen der
Lorentz-Invarianz

Wir haben oben festgestellt, dass das zweite Einstein’sche Postulat (in Kombi-
nation mit weiteren Annahmen iiber die Homogenitét und Isotropie von Raum
und Zeit) die Lorentz-Invarianz des Skalarprodukts

A(dr)? = (ds)? = 2(dt)? — (dx)? = da*dz, (2.13)

bedingt. Umgekehrt impliziert die Invarianz dieses Skalarprodukts das zwei-
te Postulat, also kann (2.13) als die zentrale Gleichung der Relativitéatstheorie
angesehen werden. Die Invarianz von (2.13) unter Lorentz-Transformationen be-
deutet, dass alle physikalisch messbaren Grofen entweder geméfs der Lorentz-
Gruppe oder zumindest einer geeigneten Darstellung dieser Gruppe transfor-
miert werden. Da Rotationen in der Relativitdtstheorie meist unwesentlich sind,
konzentrieren wir uns im Folgenden iiberwiegend auf Geschwindigkeitstrans-
formationen, so dass die Koordinaten zweier Inertialsysteme K und K’ mit
Vel (K, K) = v, deren Urspriinge zur Zeit ¢t = ¢’ = 0 zusammenfallen, durch

(&) = (2)+ (Loomior mmion (<)

- (s D)

verkniipft sind. Da die x, -Komponenten invariant sind unter Lorentz-Transfor-
mationen, ist es oft sinnvoll, die zweidimensionale Darstellung

()= (s 7)) 219

einzufiihren. Explizit lautet (2.15):

= y(t—zz)
) = 7z — o)

t = 'y(t’—i-c%xfl)

bzw.
zp = @) +ot)

(2.16)

Gleichung (2.14) zeigt, dass ein Mafistab, der im Inertialsystem K senkrecht
zu (3 aufgestellt ist und dort die Lange £ hat, in K’ genauso lang ist. Andererseits
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hat ein Mafistab, parallel zu B in K, aus der Sicht von K’ eine kleinere Lange:
¢ < ¢. Nehmen wir namlich an, der Stab befinde sich in Ruhe zwischen xﬁl) und

xﬁQ), so dass w|(|2) — x‘(ll) = ¢ gilt. Eine Messung der Lange des Stabs zur Zeit ¢’

in K’ ergibt dann:

1 1 12
V= xh@) - x?l(l) = (7;1:‘(|2) - vt') - <f:z:(1) - vt’) =—. (2.17)
v v v

Dies ist die bereits bekannte Lorentz-Kontraktion. In der Herleitung geht also
entscheidend ein, dass die Koordinaten x’(!) und x’?) der Endpunkte bei dieser
Langenmessung in K’ gleichzeitig (zur selben Zeit t') bestimmt werden. Aus
(2.17) folgt noch, dass das Volumen V eines beliebigen Korpers, der in K ruht,
aus der Sicht von K’ um einen Faktor % = /1 — B2 kleiner ist, da es sich bei der

Geschwindigkeitstransformation in der B—Richtung um diesen Faktor verringert.

Auch die Zeitdilatation l&sst sich mit Hilfe der Lorentz-Transformation leicht
nachweisen. Betrachten wir z.B. eine Uhr, die in K’ ruht und anzeigt, dass
zwischen zwei Ereignissen, die beide am Ort (), X/ ) in K’ stattfanden, die
Zeit At' = t, —t} vergangen ist. Fiir einen Beobachter in K ist zwischen beiden
Ereignissen sogar

v v
At =ty —t; =y(th + c—th) —y(t) + 6—295“) = yAt

vergangen, so dass er zum Schluss kommt, dass die Uhr in K’ nachgeht: Bewegte
Uhren laufen langsamer.

Lorentz-Transformationen sind im Allgemeinen nicht-kommutativ, und das
Gleiche gilt fiir Geschwindigkeitstransformationen. Man iiberpriift zum Beispiel
leicht, dass

Ap(¢1,€1)AB(p2,€2) # Ap(d2,€2)AB(P1,€1)

gilt. Eine Ausnahme sind Boosts in derselben Richtung:

Ag(¢2,B)As(¢1,8) = Ap(d1 + ¢2,8) ,

denn Matrixmultiplikation zeigt:

( cosh(¢2) —sinh(qﬁg))( cosh(¢1) —sirlh(¢1)) o ( cosh(¢p1+¢2) —sinh(¢1+¢2))
— sinh(¢2) cosh(¢z) —sinh(¢1) cosh(¢1) ~ \ —sinh(¢1+¢2) cosh(d1+¢2) :

Die entsprechenden Geschwindigkeiten Sy, S und S142 sind also durch

Bi42 = tanh(¢; + ¢2) = tanh[artanh(5;) + artanh(Ss)]

_ B1 + B2 (2.18)

1+ B152
miteinander verkniipft. Hiermit haben wir das Additionsgesetz fiir (parallel aus-
gerichtete) Geschwindigkeiten erhalten.
Wir betrachten - etwas allgemeiner und aus einem anderen Blickwinkel -
zwei Inertialsysteme K und K’ mit v, (K’, K) = v, deren Koordinaten durch
eine Lorentz-Transformation verbunden sind:

(SD - (x%) T (;13 g) (Zt{) : (2.19)
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Fiihren wir noch die Geschwindigkeiten
dx ,_dx/

u:a 5 u:ﬁ

mit den Geschwindigkeitskomponenten u = u- B und u; = u—uH,fJ' und analog
fiir u’ ein. Aus der ersten Zeile in (2.19) folgt:

dt 148 dx) b dr’ 1
— = —— W, — = —
dt/ ’Y C dt/ dt ry (1 + C%Uu“) ’

und die zweite Zeile impliziert:

dx  [dx ( d:vq) } dt W +y(v+u))B
dt { dt’ ar’ dt ~y (1 + C—ivuﬁ)
Komponentenweise erhélt man also:
uy + v !
wp = — , uL:uiJ-. (2.21)
I 1 / 1 ’

Die Nichtkommutativitit der Lorentz-Transformationen ist auch in (2.20) klar
ersichtlich, denn u hangt nicht-symmetrisch von u’ und v ab.

Aus (2.21) kann auch das Transformationsverhalten von Winkeln bestimmt
werden. Nehmen wir an, ein Teilchen bewegt sich in K mit der Geschwindigkeit
u, die einen Winkel ¢ mit der 3-Richtung einschlieft: u = ucos(¥) , uy =
usin(d¥)a, ; analog gilt dann UTI = v/ cos(?¥') und v/, = o' sin(¢’)a, . Einsetzen
in (2.21) liefert:

u’ cos(?¥) + v u’ sin()

ucos(v) = , usin(v) = ,
W) T o eos(9) = T o eos(o)]
und daher:
! o3 !
tan(1) = u’ sin(9)

[ cos(¥) +v]

Falls das ,, Teilchen* ein Photon, oder klassisch: ein Lichtstrahl, ist und sich mit
der Geschwindigkeit ¢ bewegt, vereinfacht sich diese Formel auf

sin(¥)

Y[cos() + 8] -

Diese Richtungséinderung des Lichts beim Ubergang auf ein anderes Inertial-
system ist als Aberration bekannt und wurde erstmals 1725 von dem britischen
Astronomen James Bradley beobachtet. Bradley entdeckte, dass die Position

der Sterne sich &ndert aufgrund der Bewegung der Erde in ihrer Umlaufbahn
um die Sonne. Fiir kleine 8-Werte erhilt man aus (2.22):

Cﬁg;(g:) ~ [tan(d) — tan(?')] ~ tan(?’) [(1 - cosfﬂ’)) - 1} )

und daher:
AY =19 — 9 ~ Bsin(d) 4+ O(5?) ,

tan(¥) = (2.22)

in Ubereinstimmung mit Bradleys Ergebnissen.

29



2. SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

2.5 4-Vektoren

Jede physikalische Grége a* = (a°, a', a?, a®), die unter Lorentz-Transforma-

tionen genauso transformiert wird wie der 4-Ortsvektor z*,
() = A a

heisst kontravarianter 4-Vektor, jede Grofe a,,, die wie z,, transformiert wird,
(a'), = AJSay o A =gu,9" N,

ein kovarianter 4-Vektor. Mit Hilfe des metrischen Tensors kann man aus ei-
nem kovarianten 4-Vektor immer einen kontravarianten 4-Vektor machen, a* =
g*¥a,, und umgekehrt. Das Quadrat eines 4-Vektors ist als

2 = H
a” = a"a,

definiert; es ist offensichtlich invariant unter Lorentz-Transformationen. Vekto-
ren mit a® > 0, a® = 0 oder a? < 0 werden zeit-, licht- oder raumartig genannt.
Eine Grofe, die invariant ist unter Lorentz-Transformationen, wird allgemein
ein (Lorentz-) Skalar genannt. Auch das Skalarprodukt zweier unterschiedlicher
4-Vektoren,

a-b=a"b, =a,b"
ist Lorentz-invariant und daher ein Skalar:
(@)u(®)* = guv(a')” (V)" = A, g A", b7a”
= (ATgA)ap b7 af = gopb°af = a, b7
Falls p(x) ein Skalar ist, dann ist der 4-Gradient

,%,(laﬁ )
L T cat’V“”

ein kovarianter 4-Vektor. Dies folgt aus der Form der Poincaré-Transformation:

o

(') = A" z¥ +a" bzw. at = (A"HH [(2) —a”]
die das Transformationsverhalten der Ableitungen:

/ Ot A H# AH
auzmaﬂ«:( )uau: uaﬂ
impliziert. Analog ist 9"¢ wegen (0')” = A”,0" ein kontravarianter 4-Vektor.
Das Skalarprodukt

da*
oxH
wird als 4-Divergenz bezeichnet; die 4-Divergenz ist also invariant unter Lorentz-
Transformationen.
Ein weiterer 4-Vektor ist die 4-Geschwindigkeit u* eines Teilchens, das sich
mit der 3-Geschwindigkeit u(¢) im Inertialsystem K bewegt,

uuzdj—: , ds=cdt 1—(%)2.

=0ua" =0"a,=0"-a
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Es ist zu beachten, dass die so definierte 4-Geschwindigkeit dimensionslos ist,*
da sowohl z* als auch s die Dimension einer Lénge besitzen. Da u* also als
Ableitung von z# (einem 4-Vektor) nach dem Abstand s des Teilchens (einem
Skalar) definiert ist, wird u* selbst ebenfalls wie ein 4-Vektor transformiert. Die
explizite Form von u* ist:

u

4 Cl,X
dt( t, ) *> = 7u(1»ﬁu) .

e

Entweder aus dieser expliziten Form oder direkt aus dz*dz,, = (ds)? kann man
nun u? = wtu, = 1 folgern. Das Quadrat der 4-Geschwindigkeit ist also auf
Eins normiert; ihre Komponenten sind daher nicht unabhéngig.

Analog definiert man die 4-Beschleunigung %, die ebenfalls ein 4-Vektor ist

und die physikalische Dimension [LANGE_l] hat. Durch Ableiten von u*u, =1
findet man, dass die 4-Beschleunigung stets senkrecht auf der 4-Geschwindigkeit
steht: ddL:uH =0.

Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten einiger Grofen, die in
der Elektrodynamik relevant sind. Als erste Gréfe betrachten wir die elektrische
Ladung von Elementarteilchen oder ganzen Korpern. Es ist ein experimentelles
Faktum, dass die elektrische Ladung ein Lorentz-Skalar ist. Alles andere wiir-
de unserer Alltagserfahrung widersprechen: Obwohl die Tonen und Elektronen
in Festkorpern sehr unterschiedliche Geschwindigkeiten haben und diese aufier-
dem temperatur- und materialabhéngig sind, sind Alltagsgegenstinde - wie wir
wissen - elektrisch neutral.

Es folgt, dass die Ladungsdichte wie p' = ~,pp transformiert wird, wenn
po die Ladungsdichte im Ruhesystem K darstellt und p’ die Ladungsdichte in
einem Inertialsystem K’ mit v, (K, K) = v. Dies folgt sofort daraus, dass die
Gesamtladung in einem Volumenelement erhalten ist, podV = p’dV’, und das
Volumenelement gemif dV’ = 4¥ transformiert wird.

Nehmen wir nun an, die Laaungsdichte ruht nicht in K, sondern bewegt
sich mit der Geschwindigkeit u in diesem Inertialsystem. Sie befindet sich so-
mit offensichtlich in Ruhe im Inertialsystem K’ mit v,q(K’, K) = u. Die in K

gemessene Ladungsdichte ist daher p = ~,p9 mit v, = (1 — Z—j)*l/ 2. Neben
der Ladungsdichte misst K auch eine Stromdichte j = pu = ~,pou. Insgesamt

verhalt

'u =
c

. . u
J* = (ep,J) = pocyu (1, Z) = pocyu(1, B,,) = pocut

sich also wie ein 4-Vektor und wird dementsprechend als 4-Stromdichte bezeich-
net. Folglich wird j* geméfs der Lorentz-Gruppe transformiert.

In diesem Argument wurde vorausgesetzt, dass alle an p beteiligten Ein-
zelladungen die gleiche Geschwindigkeit u haben. Im allgemeinen Fall, in dem
die Ladungsdichte aus Ladungen unterschiedlicher Geschwindigkeit aufgebaut
ist, erreicht man denselben Schluss, dass j* = (cp,j) wie ein kontravarianter
4-Vektor transformiert wird, indem man sich die Gesamtladungsdichte aus Teil-

4Wir iibernehmen hiermit die Notation von Landau und Lifschitz, Band II. Auch die Kon-

vention ut = 92~ st {iblich. In vielen Biichern sind beide Konventionen sowieso ununter-

scheidbar, da ¢ = 1 gesetzt wird.
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ladungsdichten uniformer Geschwindigkeit aufgebaut denkt. Das Erhaltungsge-
setz fiir die Gesamtladung, das in differentieller Form als Kontinuitédtsgleichung
darstellbar ist, lautet in der 4-Schreibweise

_Op d(cp) 0 0

, 9
= — ] = i~ ;0 - o
0=% tVI= 50 T and T awd Tgmd T %"

Die manifeste Lorentz-Invarianz dieser Gleichung zeigt, dass die Gesamtladung
in allen Inertialsystemen erhalten ist, falls sie in irgendeinem Inertialsystem
erhalten ist.

Wir zeigen nun, dass auch das skalare Potential ® und das Vektorpotential A
zu einem 4-Vektor, dem 4-Potential A# = (®,cA), kombiniert werden kénnen.
Aus den homogenen Maxwell-Gleichungen V-B =0 und V x E+ %—? = 0 folgt
bekanntlich:

0A

E=-Vd-— | B=VxA.
ot
Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen liefern daher:
1 1 0
5OC(Cp) sop ot
1 o2 0 1 0%
= <026t2_A>q)_8t(V'A+026t>
0 0P 0
= 00— — |V - (cA)+ —| = ——(0,A"
(ct) { (cA)+ 8(ct)} o A
und
1. . OE
—Jj = pocj=c <V x B - Eouo—)
gpcC ot
1 0P 0?A
10°A 1 _0%
0P 0
= (cA)+ ——| +0(cA) =0(cA) — ——(0,A4") .
V|V (ea)+ g | +O0eA) = Oea) - 555 0,4)
Die Kombination dieser beiden Gleichungen liefert in 4-Schreibweise:
1
—jt =0A* — 0" (9,A") . (2.23)
gpcC

Die linke Seite dieser Gleichung ist ein 4-Vektor, also muss auch die rechte Seite
wie ein 4-Vektor transformiert werden. Wegen der Eichfreiheit bei der Wahl von
AF bedeutet dies noch keineswegs, dass die einzelnen Terme OA* und 9#(9, A”)
in (2.23) wie 4-Vektoren transformiert werden; um dies zu erreichen, muss man
die Eichung festlegen. Die Eichtransformation hat in 4-Schreibweise die Form

AP — AP = AP + OMA

wobei A eine zunéichst beliebige Funktion des 4-Ortsvektors z¥ ist. Um diese
Eichfreiheit zu eliminieren, wird héufig die Lorenz-Eichung,

9,4 =0, (2.24)
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auferlegt. Die Bestimmungsgleichung fiir das 4-Potential reduziert sich in dieser
Eichung auf:
1
OA# = — 41 . (2.25)
gpC
Die Lorenz-Eichung lift sich immer realisieren, denn wenn 9, A” # 0 gilt, kann
man immer eine Funktion y und ein neues 4-Potential A* einfiihren:

Ox = -0, A"

AF = AF 4 9Py,

so dass A* dieselben physikalischen Felder wie A* beschreibt und auferdem
die Lorenz-Bedingung 9,, A" = 0 erfiillt. Die Lorenz-Bedingung (2.24) legt das
4-Potential nicht eindeutig fest, da auch das alternative Potential

A= AP + "N, OA=0 (2.26)

die gleichen physikalischen Felder beschreibt und die Lorenz-Bedingung erfiillt.
Das 4-Potential ist in der Lorenz-Eichung also bis auf eine Losung der Wellen-
gleichung bestimmt. Fiir alle moglichen Lorentz-Skalare A in (2.26) sind sowohl
A" als auch AH physikalisch dquivalente 4-Vektoren.

Gleichung (2.25) zeigt, dass das 4-Potential in der Lorenz-Eichung eine in-
homogene Wellengleichung erfiillt. Genau wie bei der alternativen (und dquiva-
lenten) Formulierung mit Hilfe der Coulomb-Eichung stellen wir fest, dass die
Maxwell-Theorie elektromagnetische Wellen vorhersagt. Falls keine Quellen des
elektromagnetischen Feldes vorhanden sind, also fiir j# = 0, gentligt A*(x) der
homogenen Wellengleichung (JA* = 0 und kann somit als Uberlagerung ebener
Wellen der Form

At (z) = (Ao)uei(k-x—wt) :(Ao)ue—i(%ct—k-x)
= (Ag)le™ ™ = (Ag)rem @ (2.27)

geschrieben werden, wobei die Phase ¢(x) = k, 2" und der 4-Wellenvektor k¥ =

(%,k) mit der Frequenz w = c|k| eingefithrt wurden. Nehmen wir an, (2.27)

gilt im Inertialsystem K. Im Inertialsystem K’ mit vy (K’, K) = v gilt dann:
(AVA(') = A A% (@) = A, (Ag)eiet®) = (Ao )

mit
(Ap)" = A¥,(Ao)”

und

¢'(a') = p(x) = kya” = kV(A_l)u () =k, AN () = (k/)u(ml)u .

I
Wir stellen also fest, dass die Amplitude des 4-Potentials wie ein 4-Vektor und
die Phase wie ein Lorentz-Skalar transformiert werden. Auflerdem haben wir
die wichtige Entdeckung gemacht, dass auch der 4-Wellenvektor k" ein echter
4-Vektor ist, d. h. geméf der Lorentz-Gruppe transformiert wird: (k") = Ak,

bzw. (k')* = A* k. Im Falle von Wellenpaketen, d.h. von Uberlagerungen
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ebener Wellen, gelten diese Schlussfolgerungen auch fiir jede einzelne Fourier-
Komponente.

Aus der Quantenmechanik ist bekannt, dass ein Photon mit dem Wellen-
vektor k und der Frequenz w einen Impuls p = Ak und eine Energie £ = hw
besitzt. Filir den Spezialfall des Photons stellen wir hier also erstmals fest, dass
Impuls und Energie in der Relativitdtstheorie zu einem 4-Vektor vereint wer-
den: p* = <%,p> =h <%,k) = hk*. Wir werden spéter sehen, dass diese enge
Verflechtung von Energie und Impuls auch allgemeiner gilt.

Die Lorentz-Transformation fiir den 4-Wellenvektor k* = <%, k) mit k| =

k-B=kecos(v) und k| =k — k3 = ksin(d)k,:

=)o (G ) ()

= —|— ~

( K/ k) T8 B)\K

zeigt, dass die Frequenz w der Welle abhéngig vom Einfallswinkel 9 wie folgt
transformiert wird:

w' = y(w— Beky) = yw (1 - ﬂ%) = qw[l — Bcos(V)] . (2.28)

Hierbei ist das Transformationsgesetz fiir den Winkel,

tan(ﬁ'):|kl|: kol Iki/k_ sin(d)
Bl oy (ky-p2) v (B—p)  leos(®) -]

oder umgekehrt

sin(9’)

tan(ﬂ) - ’y[cos(ﬁl) +ﬁ} I

natiirlich gleich dem Gesetz (2.22) fiir die Transformation von Winkeln, das wir
im Rahmen unserer Untersuchung von Aberration von Sternenlicht erhielten.
Gleichung (2.28) beschreibt den relativistischen Doppler-Effekt: Die Frequenz w
wird nicht nur mit dem winkelabhéngigen Faktor 1 — 3, cos(¢) multipliziert, der
bereits vom nicht-relativistischen Doppler-Effekt bekannt ist, sondern auch mit
dem Faktor ~,, der also eine relativistische Korrektur darstellt und sogar fiir
transversal einfallendes Licht (¢ = §) einen Doppler-Effekt hervorruft (,trans-
versaler Doppler-Effekt“). Beim longitudinalen Doppler-Effekt (¢ = 0 bzw. ¢ =

) wird die Frequenz w wie folgt transformiert:

w’:”%w (9 =0) , w':”%w (¥ =m)

us

Beim transversalen Doppler-Effekt (¢ = 7) tritt offensichtlich eine Rotverschie-
bung auf: w = %w' < w'. Als typische Anwendung des transversalen Doppler-
Effekts betrachten wir einen Stern, der im Inertialsystem K’ ruht und dort Licht
mit der Frequenz o’ ausstrahlt. Ein Beobachter auf der Erde (,Inertialsystem
K*), fiir den dieses Licht unter dem Winkel ¥ = 7 relativ zur v-Richtung einfillt,
wird die kleinere Frequenz w = w’/~, messen. Der transversale Doppler-Effekt
ist eine Konsequenz der Zeitdilatation, denn fiir den Beobachter auf der Erde
wird eine in K’ ruhende Uhr (in diesem Fall also der Licht ausstrahlende Stern)
um einen Faktor 'vi langsamer laufen als eine Uhr, die im Inertialsystem K ruht.
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2.6 Masse und Energie

Wegen der einfachen quantenmechanischen Relation £ = hw fiir die Energie
eines Photons mit der Frequenz w kann man aufgrund des Doppler-Effekts,
Gleichung (2.28), sofort das Transformationsgesetz fiir die Energie elektroma-
gnetischer Strahlung angeben: Sendet ein Korper in seinem Ruhesystem K ins-
gesamt N Photonen der Frequenz w unter einem Winkel ¢ zur B—Achse aus,
so misst ein Beobachter im Inertialsystem K’ mit v, (K, K) = v = UB die
ausgestrahlte Energie

&' = Nhw' = yNhw[l — B cos(d)] = vE[1 — Beos(V)] . (2.29)

Betrachten wir nun einen Kérper der Masse mg in seinem Ruhesystem K, der
in den Richtungen ¥ und ¥ — 7 jeweils N Photonen der Frequenz w ausstrahlt,
stets zwei Photonen (eins in jeder Richtung) zur gleichen Zeit. Die Energie des
Korpers vor und nach dem Ausstrahlen sei £(0) bzw. £©(0). Schreiben wir
noch: 2Nhiw = ¢, dann lautet das Gesetz der Energieerhaltung in K:

£0)=ED0) + e+ 1le=€9(0) +e.

W 0 ﬁ“\)
m~
ﬁ“ ( B 7T) ~

s

Abbildung 2.7: Ausstrahlung von Photonen in zwei entgegengesetzte Richtun-
gen

Auch in K’ gilt Energieerhaltung, nun fiir die Energien des bewegten Korpers
und der Strahlung;:

Ew) = EO@w)+ 1ev[1 — Beos(9)] + 2e7[1 — Beos(V — )]
= £O@w)+ey.
Zieht man die Energieerhaltungsgesetze in K und K’ unter Verwendung von
Eun(v) = E(0) = £(0) . §Gl() =V (v) —€0(0)
voneinander ab, so folgt fiir 8 = £ < 1:
EQ (W) = Eun(v) —e(y = 1) ~ Lmgr? — L1ep?
1 e 1,.(0) 2
2

2
mo—j)’l} =§m0 v .

Das Massendefizit pg = mgo — m(()o) = 5 entspricht also einer Energie ¢:

€=,u082 .
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Da man prinzipiell die ganze Ruhemasse eines Korpers in Strahlung umwandeln
kann (z. B. durch Annihilation von Materie und Antimaterie), folgt fiir £(°)(0) =
£©)(v) = 0 aus den beiden Energicerhaltungsgesetzen:

E(0)=e=moc® , E(v)=ey=rqmoc* =mc?.

Hierbei wurde die relativistische Masse m = ymg eingefiihrt. Masse und Energie
sind demnach &quivalent. Auflerdem folgt nun auch fiir Teilchen, dass der 4-
Impulsvektor

p# = (éamu) =mc (13 %) = mOC’Yu(laﬁu) = mocu/

ein 4-Vektor ist, der die physikalischen Gréfsen Energie £ und Impuls p = mu =
~YuMou untrennbar miteinander verkniipft.

Das hier dargestellte Argument stammt aus einer Arbeit von A. Einstein
(Annalen der Physik, 17, 639 (1905)), in der er iibrigens interessanterweise eine
klassische (d.h. nicht-quantenmechanische) Herleitung des Transformationsge-
setzes (2.29) fiir die Strahlungsenergie gab. Das Konzept des Photouns, das er ja
selbst wenige Monate zuvor in seiner Arbeit iiber den photoelektrischen Effekt
vorgeschlagen hatte, muss ihm wohl noch zu spekulativ erschienen sein.

2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische
Felder

Ein Wort vorab iiber Zusammensetzungen (,tensorielle Produkte®) von Vierer-
vektoren: Das dyadische Produkt D#" zweier Vierervektoren a* und b”,

D! = akb” (2.30)
wird natiirlich wie folgt transformiert:
(D™ = (a" )" (b )" = A N aPb” = AF N DP7

Dies folgt sofort aus dem bekannten Transformationsverhalten von Vierervek-
toren. Die Dyade D*” (mit den Indizes oben) heift kontravariant, die Dyade
Dy = 9up9vsDP = a,b, heilt kovariant, und die Mischformen D" = g.,D",
und D*, = g,, D"’ werden als gemischt bezeichnet. Die Verallgemeinerung:

VvV, J— 1% 1% V.
Dvvavn = gligh? .. qln (2.31)

wird analog wie
I\H1p2  Hn — A M1 H2 Hn ViV v
(D) n_A V1A VQ.'.A 7lllnl) "

transformiert, wenn a1, as, ..., a, alle kontravariante 4-Vektoren sind. Tensoren
sind die Verallgemeinerung von (2.30) und (2.31): Jede Grofe T, die genauso
transformiert wird (in unserem Fall unter Lorentz-Transformationen) wie D*¥
heiftt (kontravarianter) Tensor 2. Stufe, jede Grofe T"¥2» die genauso trans-
formiert wird wie D¥1¥2-~ in (2.31) heitt (kontravarianter) Tensor n-ter Stufe.
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Vierervektoren und Skalare sind Tensoren erster bzw. nullter Stufe. Die Bildung
von Skalarprodukten fiihrt zur ,Verjliingung* eines Tensors: So stellen z. B.

d* = D*¢, = a*b’c, und tFr=TH"c,

beide kontravariante 4-Vektoren dar.

Betrachten wir nun die Ableitungen des 4-Potentials nach dem 4-Ortsvektor.
Diese Ableitungen sind physikalisch duferst relevant, da sie die Komponenten
der elektrischen und magnetischen Felder bilden. Aufgrund der obigen Bemer-
kungen ist klar, dass

FH = grAY — 9" AV

die Differenz zweier Dyaden und somit ein antisymmetrischer, kontravarianter
4-Tensor zweiter Stufe ist, der wie folgt transformiert wird:

(FH" = A NV FPT (2.32)
Die explizite Form von F*¥ folgt aus F** = 0 und
, ) ) A
FiO = 9'4° —9%4" = [—V@ - %—J =FE;

9 = €ijk(—cBg) = —ceij1 By
als
0 —-E1 —-Ey —Ej3
FE 0 —cBs c¢By
Ey c¢Bs 0 —cBy
E; —cBy, c¢B; 0

v _ (2.33)

Da die Elemente von F*” durch (E, B) bestimmt werden, heifft F'#¥ auch elektro-
magnetischer Feldtensor. Da E und A unter Raumspiegelungen (x — x' = —x)
bekanntlich wie echte Vektoren (E' = —E, A’ = —A) transformiert werden, das
Magnetfeld B dagegen wie ein Pseudovektor (B’ = B) transformiert wird, folgt
fiir das Transformationsverhalten des Feldtensors unter Raumspiegelungen

0 Ey Ey Es
—E1 0 —CBg CB2
—E2 CB3 0 —CB1
—E3 —CBQ CBl 0

P s (P =

Der Feldtensor zeigt somit das allgemeine Transformationsverhalten von Tenso-
ren unter Raumspiegelungen, die wir hier als A#, = o(u)é*, mit o(0) = 1 und
(1) = 0(2) = 0(3) = —1 darstellen:

(F" )" = A, A FP7 = o(p)o(v)F* .

Antisymmetrische Tensoren 2. Stufe A" wie der Feldtensor, kénnen also ge-
nerell mit Hilfe eines polaren (oder echten) Vektors p und eines azialen (oder
Pseudo-)Vektors a beschrieben werden:

0 —p1 —p2 —p3

ARV — D1 0 —as a2
P2 ag 0 -—a

p3 —az a1 0

= (p,a),
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denn man {iberpriift leicht, dass p und a unter dreidimensionalen Drehungen
wie p’ = R(a)p, a’ = R(a)a transformiert werden. In dieser Notation gilt fur
den elektromagnetischen Feldtensor: F* = (E, cB).

Das Transformationsverhalten der E- und B-Felder folgt sofort aus (2.32).
Fiir das E-Feld findet man zunichst (aufgrund von F% = 0):

(E/)i _ (F/)iO — AipAOUchr
= AGA%GFO 4+ NN FO7 4+ N AC P
Setzt man hier nun die explizite Form der Lorentz-Transformation A*, ein:
AE ( gl -8" )
Yo\ L+ (y-1BB)
dann folgt fiir das E-Feld:
(B = Ao+ (v = DBBIE; + (=18 (—18))(=E;)
+[05; + (v = DBiB I (—=vBr)ejri(—cBi)
= B+ emunB) + (v — 1) =¥ 5°15:(B - E)
d.h. (wegen 72(1 — B?) = 1):
E'=1(E+vxB)-(y-1)(B-E)B,

wéahrend sich fiir das B-Feld analog:
1 A N
B =7 (B-1AxE) - (- 13 B

ergibt. Komponentenweise findet man also:

B, = E By = B
E, = ~vE,+vxB,) B, = yBL-18xE.).

Hiermit ist auch das Transformationsverhalten der elektromagnetischen Felder
unter Lorentz-Transformationen bekannt.

Wir befassen uns nun mit der relativistischen Formulierung der Lorentz-
Kraft und definieren hierzu den 4-Vektor

K" = qF"u, ,

der durch Verjlingung von F*¥ mittels der 4-Geschwindigkeit u,, entsteht. Durch
explizite Berechnung sieht man, dass K* eine relativistische Verallgemeinerung
der Lorentz-Kraft darstellt:

Kt = q(F"uqg+ FMuy) = qy[F* + F(=p5;)]
= q’Yu(E : /65 E+ux B) ) (234)

wobei benutzt wurde:

Fij(_ﬁj) — (_Eijk:CBk:)(_ﬂj) = C(ﬂ X B)z = (u X B)z .
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Der Zeitanteil von K* in (2.34) ist genau die Leistung, die das elektromagneti-
sche Feld am Teilchen verrichtet. Betrachten wir nun die Gleichung
d?z* dt

- KW dr = = 2.35
mo dT2 ’ T Yu ’ ( )
die K* mit einem anderen 4-Vektor, der 4-Beschleunigung, in Verbindung bringt.
Gleichung (2.35) ist sicherlich korrekt im momentanen Ruhesystem des Teil-
chens, denn dann lautet sie:

(o, mod2x> = (0, ¢E) .

dt?

Da das Gesetz (2.35) in diesem speziellen Inertialsystem gilt und Lorentz-
kovariant formuliert wurde, muss es nach dem Relativitatsprinzip in jedem In-
ertialsystem gelten. Wir haben somit die relativistische Formulierung der Lo-
rentz’schen Bewegungsgleichung gefunden. Es sei noch daran erinnert, dass die
4-Beschleunigung stets senkrecht auf der 4-Geschwindigkeit stehen muss. Das
Gleiche muss geméf (2.35) dann natiirlich auch fiir die 4-Kraft K* gelten. Auf-
grund der Antisymmetrie von F*" folgt tatséchlich:

dut 1 q
_— = _— IL) = — F'U‘V = O s
U~ = U < OCK ocu“ Uy

so dass diese Konsistenzbedingung automatisch erfillt ist.

Nachdem wir die Dynamik der Teilchen relativistisch formuliert haben, wen-
den wir uns nun der Dynamik der Felder zu. Aus der expliziten Form von F*
in (2.33) folgt:

1 1
0P =V -E=—p=—cp= igcj’

o gpcC
und
. A . O(—E;) 9
GFM = aFOJ 8iF”: J = 1B
" 0 + d(ct) + axi( czijiBr)
0 1 0F; OE
- oo 3 -c(n-emD)
¢ (5] kaxi P2 ot ¢ ” Eoko ot/ ;
= pocy’
und daher insgesamt:
0, F" = pocj” . (2.36)

Gleichung (2.36) stellt die relativistisch kovariante Form der inhomogenen Max-
well-Gleichungen dar.

Bevor wir die homogenen Maxwell-Gleichungen kovariant formulieren kon-
nen, sind ein paar Bemerkungen iiber spezielle Tensoren angebracht. Zum Bei-
spiel ist das Kronecker-Delta, g*, = 6", ein Tensor, weil

o _ _ -1 —
AP NT6P, = AP NP = A (AT)P, =61,
gilt. Hieraus folgt sofort:

NN G977 = g" T (A A 795 ) = 979" = g™,
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so dass auch der ,metrische Tensor* tatséchlich ein echter kontravarianter Tensor
2. Stufe ist. Analog ist g, ein kovarianter Tensor. Ein anderer (relativ trivialer)
spezieller Tensor ware der Nulltensor. Ein weiterer Tensor, der im Folgenden
sehr wichtig wird, ist der Levi- Civita-Tensor e#*P? | der in allen Inertialsystemen
gleich definiert ist:

chvpo — sgn(P) falls (uvpo) = (PO, P1, P2, P3) ,
R sonst .

Dass wir es hier, trotz des einfachen Transformationsverhaltens, (¢')#*?7 =
e"P? mit einem Tensor beziiglich eigentlicher, orthochroner Lorentz-Transfor-
mationen zu tun haben, folgt aus der Relation:

A LAY AP AT e P = O (M)

Das linke Glied dieser Gleichung ist nédmlich vollstdndig antisymmetrisch in
den Indizes prpo und muss daher proportional zu e*Y?? sein. Die Propor-
tionalititskonstante C'(A) diirfte selbstverstdndlich von A abhingen. Um die
Konstante C(A) zu bestimmen, setzen wir (uvpo) = (0123), so dass das lin-
ke Glied gleich det(A) = 1 und das rechte Glied gleich C(A) ist. Es folgt
C(A) = det(A), so dass "9 unter El—Transformationen (mit det(A) = 1)
tatséichlich wie ein Tensor transformiert wird. Im Falle einer Raumspiegelung
am Ursprung (mit det(A) = —1) wiirde man jedoch fiir einen echten Tensor
(e"Hrre = det(A)etP? = —eh¥P? erwarten, wihrend tatséchlich (per definitio-
nem) (e')#rP7 = giP? gilt. In diesem Sinne weicht das Transformationsverhalten
von e*”P? also von demjenigen eines echten Tensors ab. Analog zur Klassifizie-
rung von Vektoren aufgrund ihres Transformationsverhaltens unter Raumspie-
gelungen (z.B. E' = —E, jedoch B’ = B) unterscheidet man auch echte und
Pseudotensoren: Ein Lorentz-Pseudotensor wird unter /.31, jedoch nicht unter
Ei, wie ein Tensor transformiert. Im Falle von £ -Transformationen erhiilt der
Pseudotensor im Vergleich zum Transformationsverhalten des echten Tensors
ein zuséatzliches Minuszeichen.

Man kann den Levi-Civita-Tensor auch zur Erzeugung neuer Tensoren ver-
wenden:

arr = gtvrog ) av 1 pvpo

~ 1 _pvpo
aps @' = 5"y, , (2.37)

wobei natiirlich nur antisymmetrische Tensoren oder Pseudotensoren a”? und
a”?? von Interesse sind®. Falls a” ein Tensor ist, dann ist @**? ein Pseudotensor
und umgekehrt. Analoges gilt fiir a?” und a"” und a*?? und a*. Die Grofen
a® und a*"? heiken dual zueinander, und analog fiir a?® und a*” und fiir a”??
und @*. Diese Dualititstransformation ist umkehrbar: a* = a*, a"* = —ak”
und @**? = a"*?. Wendet man die Dualitétstransformation an auf echte anti-
symmetrische Tensoren zweiter Stufe der Form A*” = (p, a), so erhélt man fiir
den dualen Tensor A" = (a,—p) und fiir den doppeltdualen Tensor A =
(_pa _a) = —Am.

Der in Abschnitt [1.4] behandelte Satz von Helmholtz erhilt fiir antisym-
metrische Tensoren zweiter Stufe eine sehr elegante Form: Er besagt, dass aus

5Die Kontraktion symmetrischer und antisymmetrischer Tensoren ist offensichtlich gleich
Null.
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der Divergenzfreiheit 9, A" = 0 des Tensors A" die Existenz eines 4-Vektors
&M mit AMY = e#vP99,¢, folgt; falls A*” ein echter Tensor ist, muss £ also ein
4-Pseudovektor sein. Man beweist diese Aussage wie folgt: aus 9, A"” = 0 mit
A = (p,a) ergibt sich einerseits fiir v = 0:

0=0,A=V.p <= 3¢ mit p=Vx¢
und andererseits fiir die rdumlichen Komponenten v = j:
0=0,A" =¢;u0i(ar — &) , Vx(a—0&) =0,
so dass aufgrund des Helmholtz’schen Satzes gilt:
0=0,A" <= 3& mit a=0€+ V.
Mit der Definition &* = (&, &) folgt daher:
A = (p,a) = (V X & o€ + VEo) = 4770, (2.38)
und nach einer Dualitétstransformation:
AP = (a,—p) = (€ + V&, =V x £) = —(9"¢" — 0"¢") . (2.39)

Man sieht hier bereits den engen Zusammenhang zwischen der Existenz eines
wA-Potentials® £/, das den ,Feldtensor* — Anv definiert, und der Divergenzfrei-
heit 9, (—A*) = 9, A" = 0 des zu —A" dualen Feldtensors. Fiir den echten
elektromagnetischen Feldtensor —A*” = F werden wir diese Zusammenhiinge
im Folgenden im Detail herstellen.

Wir wenden die in (2.37) definierte Dualitétstransformation daher nun an
auf den elektromagnetischen Feldtensor F*":

0 —cBT
0 FEs —FEs
cB —E3 0 E1
Ey, —F; 0

P = lepreop, = (2.40)

Da F"” ein ,echter Tensor und ""#? ein Pseudotensor ist, muss auch Fr ein
Pseudotensor sein®. F*¥ ist als dualer Feldtensor bekannt. Seine 4-Divergenz
ist fiir v =0 bzw. v = j = 1,2, 3 durch

D F" =V - (cB)=¢(V-B)=0

und
aﬂﬁ”j = 80F0j + &F” = 80(—CB]') + 8i(€ijkEk)
= - <8—B +V x E) =0
at ;

und daher insgesamt durch

0, F" =0 (2.41)

6 Allgemein gilt, dass das Produkt zweier Pseudotensoren oder zweier echter Tensoren einen
echten Tensor ergibt und das Produkt eines echten und eines Pseudotensors einen Pseu-
dotensor.
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gegeben. Gleichung (2.41) fasst die homogenen Maxwell-Gleichungen in kovari-
anter Form zusammen. Eine Alternativiorm von (2.41) ist:

LehP? 9 Foy =0 (2.42)
und daher
OuFpo + 0pFop + 05 F,p =0.

Die kompakte Form (2.41) der homogenen Maxwell-Gleichungen ist jedoch of-
fensichtlich viel bequemer.

Es ist {ibrigens zu beachten, dass (2.41) nur dann einen nicht-trivialen physi-
kalischen Inhalt hat, wenn man den Feldtensor mit Hilfe der elektromagnetischen
Felder E und B beschreibt: F#* = (¢B, —E). Driickt man die Felder (und somit
auch F* und F’“’) jedoch mit Hilfe des 4-Potentials aus, F** = gt AY — 0¥ A*,
dann wird Gleichung (2.41) sofort zu einer Trivialitat reduziert. Dies sieht man
noch am einfachsten in der Form (2.42), die wegen der Antisymmetrie von ¢#¥??
und der Symmetrie von 9,0, keinerlei Einschrankungen fiir das 4-Potential A,
beinhaltet:

Let079,(D,Ap — 0, A,) = £°°0,0,A5 = 0 . (2.43)

Die Erklarung hierfiir ist natiirlich, dass die Annahme der Existenz eines 4-
Potentials bereits dquivalent zu den homogenen Maxwell-Gleichungen ist. Die
Identitdt (2.43) driickt also lediglich aus, dass die homogenen Maxwell-Glei-
chungen sich selbst implizieren.
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Kapitel

Kanonischer Formalismus

Nachdem im vorigen Kapitel die Strukturen der relativistischen Klassischen
Mechanik erforscht wurden, lautet unsere nichste Frage, ob dieses neue Ge-
bilde demselben Bauprinzip wie die nicht-relativistische Klassische Mechanik
gehorcht. Insbesondere ist zu kléren, ob vertraute Begriffe wie ,Hamilton’sches
Prinzip® ,Lagrange-Funktion“ ,,Hamilton-Funktion“ ,kanonisch konjugierter Im-
puls“ usw. auch fiir die relativistische Variante der Klassischen Mechanik rele-
vant sind. Diese Frage ldsst sich auch so formulieren: Kann die Relativitéatstheo-
rie aus einem Wirkungsfunktional hergeleitet werden? Die gesuchte Wirkung
miisste dann sowohl die Freiheitsgrade der Teilchen als auch diejenigen der Fel-
der und auferdem die Wechselwirkung zwischen beiden enthalten und hatte
daher die allgemeine Form

S =5Su + Sww + Sk, (3.1)

wobei ,,M* fiir Materie, ,,WW* fiir Wechselwirkung und ,,F* fiir die elektromag-
netischen Felder steht. Aus dem gesuchten Wirkungsfunktional miissten dann
durch Minimierung beziiglich der moglichen ,Bahnen“ der Teilchen und Felder
zum einen die bereits bekannte Dynamik der Teilchen

>zt

mo— 5 = qF*u, , (3.2)

und zum anderen die Dynamik der Felder folgen:

OuFM = pocj” 9, F" =0. (3.3)

Im Folgenden werden wir ein solches Wirkungsfunktional konstruieren.

3.1 Kraftefreie Teilchen

Der gesuchte kanonische Formalismus miisste natiirlich vor allem imstande sein,
die Dynamik des kraftefreien Teilchens zu reproduzieren. Die Bewegungsglei-
chung eines Teilchens in Abwesenheit von Feldern (F'*” = 0) folgt sofort aus
(3.2) als

d%xt dzt
mod—f2 =0 bzw. ’yu% = konstant
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und hat die Losung
v, = konstant bzw. u = konstant

In diesem Spezialfall liegt also erwartungsgeméf eine geradlinig-gleichférmige
Bewegung vor. Die Energie eines kraftefreien Teilchens folgt aus Einsteins be-
rithmter Formel als € = v, moc? = mc?. Auch dieses Resultat ist zu reproduzie-
ren, wobei ,Energie“ im kanonischen Formalismus (zumindest fiir nicht explizit
zeitabhéngige Lagrange-Funktionen) mit der Hamilton-Funktion der physikali-
schen Bahn zu identifizieren ist. Schlieflich sollen sich alle neuen (relativisti-
schen) Ergebnisse im nicht-relativistischen Limes auf die altbekannten Formeln
reduzieren.

Ein geeignetes Wirkungsfunktional, das alle diese Bedingungen erfiillt und
auferdem Lorentz-invariant ist!, wurde bereits 1906 von Max Planck angegeben:

2 to
1
S :SQ:E:—mc/ds:—mc2/dt’ ) 3.4
M 1[] 0 J 0 t ’yu(t/) ( )

Hierbei sind ,,1* und ,2“ zwei Ereignisse, die wir einfachheitshalber als ,,Beginn*
und ,Ende” bezeichnen werden und die in jedem Inertialsystem durch wohlde-
finierte Orts- und Zeitkoordinaten z§ = (ct1,x1) und z = (cta,x2) festgelegt
sind. Bei der Variation von S sind 2/’ und x4 - wie iiblich - festzuhalten. Die

physikalische Bahn ist - wie iiblich - durch Minimierung von Sy zu bestimmen,
OSMm

ox(t)’

und man kann Sy in (3.4) - wiederum wie {iblich - mit Hilfe einer Lagrange-
Funktion formulieren:

123
Sm :/dt’L(x,k;t')
t1
mit
2 2 . 2
S By ﬂ) R ,(@)
L(x,%x;t) = ) " moc“y/1 (c = —mpc 4/ 1 . . (3.5)

Im nicht-relativistischen Limes erh&lt man:
1/x\2 1 /%x2\°
. 2
L(x,x;t) ~ —mgc {1—2<C) _8(02) _i_}

1
~ §m0>'<2 + vollsténdige Zeitableitung ,

n diesem Kapitel wird die Wirkung stets eine Lorentz-invariante GroRe sein. Dennoch
ist es vielleicht gut zu beachten, dass die Lorentz-Invarianz der Wirkung logisch nicht zwin-
gend erforderlich ist: Nur die Bewegungsgleichungen (und somit alle Messgrofen) miissen
unbedingt Lorentz-kovariant sein. Wie in der nicht-relativistischen Mechanik gilt auch in
der Relativitéatstheorie, dass die Bewegungsgleichungen forminvariant sind unter Transfor-
mationen der Lagrange-Funktion der Form L — L' = L + %)\(x, t), da in diesem Fall
S — S = 5+ A(x2,t2) — A(x1,%1) gilt. Durch eine ,geeignete Wahl von A(x,t) konnte
man die Lorentz-Invarianz von S also prinzipiell zerstoren. Es sei auch daran erinnert, dass
die Wirkung in der nicht-relativistischen Mechanik, trotz der Galilei-Kovarianz aller Bewe-
gungsgleichungen, selbst nicht Galilei-invariant ist (s. Gleichung (?7)).
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so dass L sich (abgesehen von physikalisch irrelevanten Termen) auf das altbe-
kannte Ergebnis reduziert. Die Bewegungsgleichung des kréaftefreien Teilchens
folgt aus (3.5) als:

0 d (0 d 9 —%/c?) d dx
0= a—i—a (5‘%) =7 {—moc 1(—@(2/02)} = _mO% <7ua> - (3.6)

Die Losung von (3.6) lautet schlichtweg, dass u = ‘fl—’t‘ und daher auch +, konstant

(d. h. zeitunabhéngig) sein miissen, so dass (3.6) auch in der Form

0= 1{ i(t )}_i(dﬁ>_d2x“
T Teg T\ T \ar ) T ae

geschrieben werden kann. Das Wirkungsfunktional (3.4) reproduziert also tat-
sdchlich die Bewegungsgleichung des relativistischen kréftefreien Teilchens.

Nach dem Hamilton’schen Prinzip soll die Wirkung fiir die physikalische
Bahn im Allgemeinen extremal sein. Fir das Wirkungsfunktional Sy in (3.4)
kann man jedoch unschwer zeigen, dass es fiir die physikalische Bahn auch wirk-
lich minimal ist. Dies folgt aus der Lorentz-Invarianz von Sy: Wir nehmen an,
dass der Abstand zwischen den Ereignissen 1 und 2 zeitartig ist (sonst gébe es
gar keine Bahn zwischen beiden). In diesem Fall gibt es ein Inertialsystem K,
in dem beide Ereignisse am selben Ort auftreten (x} = x5). Der Gesamtabstand
zwischen 1 und 2,

2 ty )
/ds=c/dt’ =,
'YU’(t)
1 t/l

wird nun sicherlich durch ein in K" am Ort (x} = x5) ruhendes Teilchen (u’ = 0
und daher v,, = 1) mazimiert, denn jede Bewegung (u’ # 0 und daher v, > 1)
fiihrt zu einem kleineren Wert des Gesamtabstands. Folglich minimiert das in K’
ruhende Teilchen das Wirkungsfunktional, zumindest in diesem speziellen Be-
zugssystem. Aus der Lorentz-Invarianz der Wirkung (3.4) und dem gerade her-
geleiteten Ergebnis in K’ folgt nun mittels einer Lorentz-Transformation, dass
die optimale Bahn in jedem Inertialsystem geradlinig-gleichférmig sein muss.
Hiermit ist gezeigt, dass Sy in (3.4) tatséchlich in allen Inertialsystemen durch
die physikalische Bahn minimiert wird.

Wir betrachten nun die Hamilton’sche Variante des kanonischen Formalis-
mus. Der Impuls ist gemaf

oL mo).(
= = Yuou

TR i)

mit der Geschwindigkeit u des Teilchens verkniipft. Folglich gibt es auch eine
einfache Beziehung zwischen dem 3-Impuls und den rdumlichen Komponenten
der 4-Geschwindigkeit u* = ~,(1, 3,):

i
Pi = MY, Uiy = Mocu
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wobei u; und u* die i-te Komponente von u bzw. u* darstellen. Die Energie des
Teilchens ist durch

» -
£x) = pox-L— R X <m002 1X2>
1— (x2/c2) c
= qumOCQ [ﬂg + (1 - ﬁ2)] = ’Yum()cz = m002U0 (3.7)

gegeben. Kombination mit unserem Ergebnis fiir den 3-Impuls zeigt, dass

pH = (%, p) =mocu” bzw. p, = (%, —p) = moCuy ,

ein kontra- bzw. kovarianter 4-Vektor, den 4-Impuls darstellt. Aus der Normie-
rung der 4-Geschwindigkeit, u,u* = 1, folgt noch

2
(moc)2 = (moc)QuHu“ =pup" = (%) —p?

und daher:

E(p) = \/pP*c® +mict. (3.8)

Im nicht-relativistischen Limes reduzieren sich (3.7) und (3.8) auf die Ausdriicke

2
E(%X) =moc® + smex*+--- , &(p) :m002+p—+~~ ;
2m0
die neben der altbekannten kinetischen Energie auch die Ruheenergie mqc? ent-
halten. Es ist zu beachten, dass der Energienullpunkt eines Teilchens oder eines
Korpers in der Relativitdtstheorie exakt festgelegt ist: Wird die Ruhemasse ei-
nes Teilchens vollstdndig in Strahlung umgewandelt, so ist die Restenergie per
definitionem Null. Dies steht im Gegensatz zur nicht-relativistischen Klassischen
Mechanik, in der der Energienullpunkt eines Korpers beliebig gewahlt werden
kann. Die Energie eines ultrarelativistischen Teilchens oder eines ,,Teilchens*
der Ruhemasse mg = 0 (z.B. eines Photons) folgt aus (3.8) als £ = pc; der
entsprechende Impuls ist daher p = £/c.
Mit der Energie-Impulsrelation (3.8) hat man auch bereits die Form der
Hamilton-Funktion eines kraftefreien Teilchens bestimmt:

H(x,p;t) = \/p2c® + mdc*.

Die Hamilton-Gleichungen lauten:
OH _ .  _OH _ pc’

p=——= X= =
0x ) op /p262+mgc4

Wir schliefsen hieraus wiederum, dass u = x fiir das kréftefreie Teilchen konstant
ist, so dass eine geradlinig-gleichférmige Bewegung vorliegt.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass der kanonische Formalismus nicht nur
fiir einzelne Teilchen (,,Elementarteilchen”), sondern auch fiir ausgedehnte Kor-
per anwendbar ist.

Wir zeigen nun, dass der kanonische Formalismus auch in manifest kovari-
anter Form darstellbar ist. Hierzu gehen wir von der Wirkung

2

SMm = —moc/ds

1
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aus und wenden das Prinzip der kleinsten Wirkung an, nach dem die Variation
der Wirkung bei festgehaltenen Endpunkten (dzf = dzh = 0),

2 2
—moc/6(ds) = —moc/(s(«/dxuda:“)
1 1

0Sm

2

2
dz#
= —moc/d—é(d:vu) = —moc/u“d(éxu)
s
1 1

= —mocu’dz,

2
2 dut
X +moc/5z“$ds (3.9)
1
Null sein soll fiir beliebige Variationen dx,:
2 it
u
0SM = moc/éxﬂﬂds =0.
1

Es folgt % = 0, so dass die physikalische Bahn a:g wiederum einer geradlinig-
gleichférmigen Bewegung entspricht. Definieren wir nun die Funktion

N(z) = 57, [w4]

die die Wirkung des physikalischen Pfades in Abhéngigkeit von den Koordinaten
des Endpunkts (bei festgehaltenem z1 = (ct1,x1)) beschreibt. Wegen mocu* =
p folgt aus (3.9): 0¥ = —ptdx,, und daher:

T gEY = —pt 3.10
Oz, p (3.10)

Die Ableitung des Lorentz-Skalars ¥ nach dem 4-Ortsvektor ergibt wiederum
einen 4-Vektor, ndmlich den 4-Impulsvektor. Gleichung (3.10) ist die Lorentz-
invariante Verallgemeinerung der nicht-relativistischen Gleichungen (?7?) und

(??). Aus der Normierung des 4-Impulses ergibt sich eine Bestimmungsgleichung
fiir ¥(x):

1 (0x\* (0x\®
e 1 I R
(moc)? = pur = @)@ = () - (%) (3.11)
die die relativistische Verallgemeinerung der Hamilton-Jacobi-Gleichung (?7)
darstellt. Da im nicht-relativistischen Limes

_ OXNr
ot

= &N =€ —moc® = —%(E + moc?t)

gilt, ist X offenbar gemaf
Y = —moc®t + g (3.12)

mit der nicht-relativistischen Wirkung verkniipft. Einsetzen von (3.12) in (3.11)
liefert im Limes ¢ — oo tatsiichlich sofort (??) mit H(p) = p?/2m.
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Aus der nicht-relativistischen Mechanik ist bekannt, dass neben dem Impuls
und der Energie auch der Drehimpuls eines kriftefreien Teilchens (oder eines
Teilchens unter der Einwirkung von Zentralkréften) erhalten ist: Es gilt %It‘ =0
mit

TopP3 — T3P2
L=xxp=| 3p1 — 21p3 . Ly =einxipr
T1p2 — T2P1

Man erwartet natiirlich, dass dieses Erhaltungsgesetz in irgendeiner Form auch
in der Relativitdtstheorie iiberlebt. Aufgrund der expliziten Gestalt des Pseudo-
vektors L erscheint es plausibel, dass seine Komponenten den raumlich-raumli-
chen Anteil eines antisymmetrischen Tensors bilden kénnten, dhnlich der Rolle
des B-Felds im elektromagnetischen Feldtensor F'*”. Der Ansatz

LM = ghp” — ¥ ph

fiihrt tatséchlich sofort zum Erfolg:

dL*v dz* Mdp" dz¥ u , dp*

= — x - —pHt -2V

ds ds ¥ ds ds ¥ ds
= ufp’ —u"p" = moc(ufu” —uPut) =0.

Der (echte) antisymmetrische Tensor 2. Stufe L*¥ ist daher (im Falle des kréf-
tefreien Teilchens) eine Erhaltungsgrofe:

0 -XT
0 Ly —Lo &
nro_ — _ = T x —
L = X L 0 L, =X,-L) , X= X pct .
Ly —L; 0

Neben dem Drehimpuls ist also auch der Vektor X erhalten, was lediglich be-
deutet, dass das Teilchen sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt:
2

c p
= 7X_ ut u=— = .
=g + ’ P VMo

Fiir den Fall, dass das System N kriftefreie Teilchen enthélt, ist der Gesamt-4-
Impuls der Materie (Index M) durch

N N
EM >
DPm <c » PM » Pm lgzlpl y M ;:1 IR | pjc® + mgc

und der Gesamtdrehimpuls-4-Tensor durch

N

N
» £
LY = (Xm,—Lnm) . Xum = E <€le —plct) , Ly = E L
=1 =1

gegeben. Die Erhaltungsgesetze lauten nun:
ALy _

dphy
Py 0.
dt

a 0
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Das Erhaltungsgesetz fiir X); kann nun aufgrund der Erhaltung der Gesamt-
energie auf die Form

02

N
1 c

— E Ex = —X t = —
Gy - X1 ey Mt+umt , um e Pm

gebracht werden, die besagt, dass der Schwerpunkt des Gesamtsystems (linkes
Glied) sich mit der (konstanten) Geschwindigkeit uy bewegt. Im nicht-relati-
vistischen Limes erhélt man die {iblichen Formeln zuriick.

Wie iiblich sind die hier hergeleiteten Erhaltungsgesetze mit Invarianzen
der Wirkung verkniipft. Die Impulserhaltung folgt aus der Translationsinvari-
anz im Ortsraum und die Energieerhaltung aus der Translationsinvarianz in der
Zeit. Die Erhaltung des Drehimpuls-4-Tensors ist eine Konsequenz der Lorentz-
Invarianz. Zusammenfassend léft sich also sagen, dass die hergeleiteten Erhal-
tungsgesetze die Invarianz der Wirkung des Systems unter Poincaré-Transforma-
tionen widerspiegeln.

3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagneti-
schen Feld

Wir versuchen nun, ein Wirkungsfunktional fiir die Ankopplung der Teilchen
an das elektromagnetische Feld zu konstruieren. Wir wissen bereits aus Ab-
schnitt [??], s. Gleichung (??), dass der Wechselwirkungsterm in der nicht-
relativistischen Wirkung die Form
2
Sww = q/dt - A(x, £) — B(x, 1) (3.13)
ty
hat. Andererseits ist es aufgrund unserer Erfahrungen mit kriftefreien Teil-
chen naheliegend, zu fordern, dass auch der Wechselwirkungsterm im Wirkungs-
funktional Lorentz-invariant sein soll. Interessanterweise st die Wechselwirkung
Sww in (3.13) bereits Lorentz-invariant. Mit u,, = v, (1, —8) und A* = (®,cA)
folgt ndmlich:
to d 2
t
Sww = (I/ ,7 [yuB - (cA) = 1 ®] = —% /dS u, A .
“ 1

t1

Die Gesamtwirkung fiir das Wechselwirkungsproblem lautet also:

2

Suiww = /ds (—moc— %UVA”)
1
ta

/dt (—moc2\/1—';—j+qu-A—q<I>) ) (3.14)

t1

wobei (3.13) mit dem Planck’schen Wirkungsfunktional (3.4) fiir das kréftefreie
Teilchen kombiniert wurde. Der Integrand in (3.14) stellt die Lagrange-Funktion
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eines geladenen Teilchens in Wechselwirkung mit elektromagnetischen Feldern
dar.

Wir bestimmen zunéchst die relevanten Ausdriicke fiir den kanonischen Im-
puls, die Energie und die Hamilton-Funktion. Der kanonische Impuls folgt aus
der Lagrange-Funktion in (3.14) als

oL
P= - =7Yumou+qgA =m+qA,
ou

wobei wir den kinetischen Impuls m = p — ¢A = y,mou eingefiihrt haben. Die
entsprechenden 4-Vektoren sind durch

p* = mocut + K- + 4 pn , wt=pHt— 4 pn — mocut (3.15)
c c c

gegeben. Die Hamilton-Funktion folgt in gewohnter Weise aus der Lagrange-
Funktion:

OL
H = u — -1
u ou
-~ 2
— u.(fyumou—FqA)—( Mo¢ —|—qu.A—q<I>)
2 u? 1 2
= yumgc 07+72 +q® = yumoc® + q®(x,t) , (3.16)

wobei allerdings (analog zum nicht-wechselwirkenden Fall) die Geschwindigkeit
u durch den kanonischen Impuls zu ersetzen ist:

H(x,p;t) = /72?2 +mict +q®

= \/(p —qA)’ 2+ m2ct + ¢ . (3.17)

Ein Vergleich von (3.16) und (3.15) zeigt, dass die zeitliche Komponente p° des
4-Tmpulses nun durch H/c gegeben ist, so dass p* = (%, p) gilt. Die Hamilton-
Funktion (3.16) oder (3.17) darf nun jedoch nicht als die Energie des Teilchens
interpretiert werden: Der erste Term im rechten Glied von (3.16) oder (3.17)
stellt zwar - wie im nicht-wechselwirkenden Fall - die kinetische Energie inklusive
der Ruheenergie dar, aber der zweite Term kann nicht als potentielle Energie
interpretiert werden (er ist nicht einmal eichinvariant). Wir folgern hieraus, dass
die Summe von kinetischer Energie und Ruheenergie nach wie vor durch

m002

/1 —u?/c?

gegeben ist, nun aber im Allgemeinen (wegen der Wechselwirkung mit dem
elektromagnetischen Feld) keine Erhaltungsgrofie sein kann.

Wir betrachten noch einmal die Wirkung (3.14) in manifest kovarianter Form
und leiten die Bewegungsgleichung fiir ein relativistisches geladenes Teilchen im

elektromagnetischen Feld her. Mit Hilfe der Identitét ds = /dx,dz# erhalten

E(u) = YuMoC =
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wir aufgrund des Hamilton’schen Prinzips:

0 = 6Svrww = 6/(—moc ds — 1A%dx,)
1

2
_ / moc d(5z,) CA”d(dx,,)f%(é)”A”)(éxu)dx,,}
1

2
—(mocu® + EA“)(S.%‘#‘

/ 5z, [moc (8”A“)dds g(aﬂAV)CZC;} ds. (3.18)

Man erhélt die Bewegungsgleichung des geladenen Teilchens wie gewohnt durch
Minimierung von Syi+ww bei festgehaltenen Endpunkten:

d?at - d?zt
Odr2 T ds?
Die Wirkung (3.14) beschreibt also tatséchlich die relativistische Dynamik eines

geladenen Teilchens unter der Einwirkung der Lorentz-Kraft. Fiithren wir wieder
die Funktion

3(x) = 57, [zg]
ein, so erhalten wir aus (3.18) durch Ableiten nach dem 4-Ortsvektor:
)

pu:_a — mocut + LAM = 7 4 LA"
Ly

= qu, (9" AV — 9" AP) = qu, F" = KF

Die Identitét m#m, = (moc)?utu,, = (moc)? liefert nun die relativistische Vari-
ante der Hamilton-Jacobi-Gleichung:

(moc)? = (—7)(=my) = (" + LAY (9,5 + 14,,)
= (3 ) (v -aay

Man erhélt die nicht-relativistische Variante dieser Gleichung wiederum durch
die Substitution ¥ = —mgc?t + g, wie in (3.12).
Die relativistische Bewegungsgleichung hat also die Form
d?zt d (cut) dmH
— = moYu—(cut) =yy—
07dr? 0Tt Tt
= KMt = qq/u(E-ﬁmE—&—u X B) .
Mit 7 = mocut = y,moc(1, 3,,) folgt daher einerseits fiir den dreidimensiona-
len kinetischen Impuls:
dm
dt
und andererseits fiir die Energieinderung des Teilchens durch die Wechselwir-
kung mit dem elektromagnetischen Feld:
¢ d
dt — dt

=¢E+uxB) , w=ymou (3.19)

d
(urmoc?) = £ (7°) = qB -, (320)
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wobei das rechte Glied die Leistung darstellt, die das elektromagnetische Feld
am Teilchen verrichtet. Interessant ist noch, dass auch die relativistischen Be-
wegungsgleichungen (3.19) und (3.20) invariant sind unter Zeitumkehr, da in
diesem Fall (7, ¢, u, B) das Vorzeichen wechseln und ¢ und E invariant sind.
Analog findet man, dass (3.19) und (3.20) invariant sind unter einer Raumspiege-
lung am Ursprung, wobei die Felder gemaff E — —E und B — B transformiert
werden.

Abgesehen von diesen diskreten Symmetrien weist die Theorie zwei konti-
nuierliche Symmetrien auf, denn abgesehen von der offensichtlichen Lorentz-
Invarianz der Wirkung liegt wiederum eine Eichinvarianz vor: Ersetzt man das
4-Potential A* durch (A")* = A* + 90"A, wobei A - wie wir gesehen haben -
unbedingt ein Lorentz-Skalar sein muss, damit der 4-Vektorcharakter von A*
erhalten bleibt, dann wird die Wirkung geméaf

S—8 = [ [-mocds— 1dx,(A” +0"A)]

»—A\m

2

S - %/(8”A)dx,, _ 5 g/dA =5~ 1[A(2) — A1)]

1

transformiert. Man sieht also einerseits, dass sich bei einer Variation der Wir-
kung bei festgehaltenen Endpunkten nichts dndert: Die von S und S’ vorher-
gesagten physikalischen Bahnen sind identisch. Andererseits ist klar, dass die
Transformationseigenschaften der Wirkung sich nicht durch die Eichtransfor-
mation andern: Die Wirkung S’ ist Lorentz-invariant, wenn S dies ist, da die
Funktion A in der Eichtransformation ein Lorentz-Skalar sein muss. Wir wei-
sen iibrigens auf eine Subtilitdt im obigen Nachweis der Eichinvarianz hin, auf
die im n#chsten Abschnitt ndher eingegangen werden soll: Implizit wurde in
den verschiedenen Rechenschritten angenommen, dass die Ladung ¢ des Teil-
chens zeitunabhéngig und fiir alle moglichen Bahnen in der Wirkung gleich ist.
Obwohl diese Annahme bei der Beschreibung der Dynamik einzelner Teilchen
extrem plausibel oder gar trivial erscheint, ahnt man bereits hier einen tieferen
Zusammenhang zwischen den Konzepten der Eichinvarianz und der Ladungs-
erhaltung.

3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

Wir betrachten das elektromagnetische Feld zunéchst isoliert, d. h. nicht an die
Teilchen gekoppelt. Die klassische Beschreibung der Teilchen und die klassische
Beschreibung der Felder sind insofern wesentlich voneinander verschieden, als die
Koordinaten der Teilchen - auch wenn diese eine endliche Ausdehnung haben -
wohldefiniert sind, wiahrend die Felder sich prinzipiell iiber den ganzen Ortsraum
ausbreiten konnen. Jeder Punkt des Ortsraums trigt so zur Lagrange-Funktion
(und somit zur Wirkung) bei, und man erwartet daher ein Wirkungsfunktional
der Form:

to

to
Sp = /dt Le(t) = /dt/dx Lr, (3.21)
t1

ty

52



3. KANONISCHER FORMALISMUS

wobei die Lagrange-Dichte £r nun von den Feldern E(x,t) und B(x,t) oder -
aquivalent - vom 4-Potential A*(x) abhéngt:
Ly = L[AF, 0V AF] . (3.22)

Wegen der Homogenitéit der Raum-Zeit erwartet man nicht, dass Lg explizit
von z* abhéngig ist. Die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die
klassische Feldtheorie (3.21) und (3.22) ist vollkommen analog zur Herleitung
der Lagrange-Gleichungen fiir ein materielles Teilchen?:

- (DL gy DL ]
0 = 5SF—/dt/ S 0 (0 4)

0L ( L )} 0L

-~z AP — HAM
/ dt / dx[@AM "\ a@an )| " * a,am°
t1

Bei der Variation der Wirkung sind die méglichen ,,Bahnen“ an den Endpunkten,
d.h. fiir t = t; und t = to, fiir alle x € R? festzuhalten:

. (3.23)

1

0A(ct1,x) =0 = §A(cte, x) .

Der letzte Term in (3.23) ist daher Null, und das Integral im rechten Glied kann
nur dann fiir alle 0 A* Null ergeben, wenn

oLy ., ( O0Le \
gan 2 (a(awﬁ) =0 (3:24)

gilt. Dies sind - wie angekiindigt - die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das 4-
Potential. Die Maxwell-Gleichungen sind alle linear in den ersten Ableitun-
gen der E- und B-Felder und somit linear in den zweiten Ableitungen des 4-
Potentials. Aus (3.24) folgt nun sofort, dass L eine quadratische Funktion der
ersten Ableitungen von A* sein muss:

Ly = ayy pe (0" A”)(0P A7),

wobei wir (0. B.d. A.) annehmen konnen, dass a,,,,- symmetrisch unter Vertau-
schung der Indexpaare () und (po) ist. Fordert man nun?, dass Ly fiir alle A#
invariant ist unter einer Eichtransformation der Form A#* — A* = A* + 0FA:

0 = o l(0"A)(07 A7) — (947)(97 A7)]
= o[04V ) (0P A7) 1 (9FAV) (D707 A) + (90" N)(0° 9 A)]
= g 200" AV (0007 A) + (949" A) (@A)

so sieht man, dass fir alle (pv):

Qo (P07 N) = 0 (3.25)

?Bei der partiellen Integration beziiglich der Ortsvariablen wird verwendet, dass die Rand-
terme nicht beitragen, da die Felder im Unendlichen Null sind.

3Die schwichere Forderung, dass sich die Lagrange-Funktion Ly um eine vollstandige Zeit-
ableitung dndern soll, fithrt nicht zu weiteren Losungen, da die von der Eichtransformation
erzeugten Zusatzterme in Lr im Allgemeinen nicht zu einer vollstédndigen Zeitableitung kom-
biniert werden kénnen.
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gilt. Nun ist A jedoch ein beliebiger Lorentz-Skalar (abgesehen davon, dass er
die homogene Wellengleichung OJA = 0 erfiillt), so dass alle Koeffizienten in der
partiellen Differentialgleichung (3.25) Null sein miissen, was die Antisymmetrie

von ay,,ps unter Vertauschung von p und o erfordert: a,, 0 = —aW,Up‘*. Es
folgt:
Lo = (004 — 0" AM) (0P A7 — 07 A7)
= iaW’WF“”F”” . (3.26)

Wir kommen somit zum wichtigen Schluss, dass Lr wegen der Form der Maxwell-
Gleichungen und wegen der zu fordernden Eichinvarianz der Wirkung unbedingt
eine quadratische Funktion des Feldtensors (und somit von E und B) sein muss.

Fordert man schlieflich noch die Lorentz-Invarianz der Wirkung, dann muss
wegen der Invarianz des Volumenelements:

dt dx — dt’ dx' =

oxH

ax/l/
det ( ) dt dx = | det(A)] dt dx = dt dx

die Lagrange-Dichte Lr Lorentz-invariant sein. Dies bedeutet, dass auu,ps in
(3.26) ein echter Tensor unter Lorentz-Transformationen ist. Hierbei darf a,,, o
jedoch nicht von den Koordinaten und Feldern abhéngen und ist somit unabhén-
gig vom Koordinatensystem. Der einzige echte Tensor, der dieselbe Gestalt in
allen Inertialsystemen hat, ist jedoch der metrische Tensor g*” (oder dquivalent:
der Einheitstensor g*,), also muss a,, ,, aus metrischen Tensoren aufgebaut
sein. Wegen der Symmetrie muss nun fiir irgendeine Konstante e:

_ _1_|9p Ypo
Auv,po = —3¢€ Gvp Gve
und somit
Ly = _%E(QMPQVU - gupglw)F‘uqug = _iEFIWFMV (327)

gelten. Wir zeigen im Folgenden, dass ¢ = g erforderlich ist, um aus (3.27) die
inhomogenen Maxwell-Gleichungen herzuleiten.

Zur Herleitung der inhomogenen Maxwell-Gleichungen benotigt man natiir-
lich auch die in Syww enthaltenen Teilchenfreiheitsgrade, die gerade die Ladungs-
und Stromdichten

N N
p(,t) =Y qs(x—xi(t) , i) =D axi(t)s(x —xi(t))
=1 =1

liefern. Es folgt fiir ein N-Teilchen-System:
N
Lww = Y alk-A(xi(t),t) — @(xi(t), )]
=1

= /dx(j~Afp<I>):f%/dxjuA“7

4Weil aup,po symmetrisch unter Vertauschung von (uv) <> (po) ist, muss auu,po auch
antisymmetrisch unter Vertauschung von p <> v sein. Auferdem ist zu beachten, dass die
symmetrische Losung auu,po = aguvgpo, die aufgrund von OJA = 0 prinzipiell méglich ist,
aufgrund der Lorenz-Eichung physikalisch trivial und daher nicht akzeptabel ist:

Ly = aguvgpo (M AY)(0P A7) = a(8,AY)(05A%) = 0.
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so dass Sww die Form
ta
SWW = /dt/dx EWW , EWW = 7%]',,,14“ (328)
t1

hat. Insgesamt gilt also fiir den hier relevanten Fall, dass j,, () fest vorgegeben
ist:

to
Sprww = /dt/dx Lriww » Lriww =—3eF"F,, —1j,A" .
ty

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir A* lauten:
oL - oL B 1. 1 -
0= 50 -0 <W> = —Lj,— (1) 07 (2F,, — 2F,0)
= —%jp +e0° Fy,
oder dquivalent:

o~ Ly
ec

Vergleichen wir dieses Ergebnis nun mit den inhomogenen Maxwell-Gleichungen
in kovarianter Form: 0, F°? = pgcj? = glcjp, dann folgt sofort € = g.

3.3.1 Eichinvarianz der Wirkung des Gesamtsystems

Wir untersuchen nun fiir das Gesamtsystem von Teilchen und Feldern, die mit-
einander wechselwirken, die Frage nach der FEichinvarianz der Theorie, womit
hier konkret gemeint sein soll: die Frage nach dem Transformationsverhalten
der Wirkung unter Eichtransformationen der Form A" — (A")* = A + OHA,
wobei A ein Lorentz-Skalar ist. Da die Lagrange-Funktion Ly; der Materie das
4-Potential nicht enthalt und Ly = f dx Ly nur von F*” und somit von den
(invarianten) physikalischen Feldern (E,B) abhéngig ist, sind sowohl Ly als
auch Ly manifest eichinvariant. Zur Beantwortung der Frage nach der Eichin-
varianz der Theorie braucht man daher nur den Wechselwirkungsterm (3.27)
zu untersuchen. Die Lagrange-Funktion Lww = [ dx Lww &ndert sich bei der
Eichtransformation um einen Term

Lyww = Lww = = / dx ju 0" A = —3 / dx [0°(joA) — A(0"j,)]

= %/dXA(aﬂju)—c%%/deoA ,

und folglich &ndert sich die Wirkung geméfs

(3.29)

to
5’75:/ dt (Lgy — L)
" (3.30)
= %/ dt /dx A(0"j,) + Konstante
t1

wobei die (wirkungslose) Konstante von der vollstindigen Zeitableitung im rech-
ten Glied von (3.29) herrithrt. Wir stellen somit fest:
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1. Falls man in der Wirkung nur Bahnen (j#, A*) zulésst, die Ladungserhal-
tung (0*j, = 0) erfiillen, dann &ndert sich die Wirkung unter Eichtrans-
formationen nur um eine Konstante und ist die Theorie in diesem Sinne
eichinvariant. Hierbei soll die Ladungserhaltung also mittels einer zusétz-
lichen Zwangsbedingung in der Theorie mitberiicksichtigt werden.’

Besonders interessant ist nun, dass man diese Feststellung auch umkehren kann:
Falls man von der Wirkung nicht nur Stationaritéit (65" = 0) bezliglich Varia-
tionen (45, A*) der Bahn sondern auch Eichinvarianz fordert:
85’
68'=0 , ——=0 t, < 2¥ < cty)
A (x) (cth <o <ctz)

so folgt die Ladungserhaltung (0/j, = 0) automatisch als zusétzliche Bewe-
gungsgleichung. Wir stellen somit zweitens fest:

2. Die Forderung nach der Eichinvarianz der Wirkung impliziert das Gesetz
der Ladungserhaltung fiir alle méglichen im Wirkungsfunktional erlaubten
Variationen der physikalischen Bahn.

In diesem Sinne sind die Konzepte der Eichinvarianz und Ladungserhaltung der
Theorie dquivalent.

3.3.2 Zusammenfassung

Insgesamt hat die Wirkung eines Systems N geladener Teilchen in Wechselwir-
kung mit dem elektromagnetischen Feld also die Form

to
S:/dtL R LZLM+/dX (EF"‘[/WW) (331)
ty

mit

N . 2
X1 .
Lu==Y macy 1= (32) | Lo =—deF . Lww = -LjAr.
=1

Die Bewegungsgleichungen, d.h. die Lorentz’sche Bewegungsgleichung fiir die
Teilchen® und die inhomogenen Maxwell-Gleichungen fiir die Felder”, folgen al-
le aus dem Hamilton’schen Prinzip 45 = 0. Die klassische Feldtheorie (3.31) ist
Lorentz-invariant und im Sinne von Abschnitt [3.3.1] eichinvariant und erfiillt
somit alle Bedingungen, die man an eine Theorie des Elektromagnetismus stel-
len sollte. Aus theoretischer Sicht ist die einheitliche Beschreibung (3.31) von
Teilchen und Feldern einer der Héhepunkte dieser Vorlesung.

5Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass Ladungserhaltung bisher nur als Eigenschaft der
physikalischen Bahn des Systems (d.h. der Losung der Maxwell-Gleichungen) nachgewiesen
wurde und a priori nicht notwendigerweise fiir allgemeine Bahnen (j#, A#) im Wirkungsfunk-
tional gelten muss.

6Bei der Herleitung der Lorentz’schen Bewegungsgleichung ist es zweckmiifig, die diskrete
Form Lww der Lagrange-Funktion fiir die Wechselwirkung zu verwenden; die Kontinuums-
beschreibung mit Hilfe der Lagrange-Dichte Lyww ist vorteilhaft bei der Herleitung der in-
homogenen Maxwell-Gleichungen. Natiirlich ist auch das Caveat in Abschnitt 4.3 {iber die in
der Theorie auftretenden Divergenzen zu beachten.

"Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind trivialerweise erfiillt, da das elektromagnetische
Feld mit Hilfe des 4-Potentials beschrieben wird.
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3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

Aufgrund des vorigen Abschnitts ist klar, dass das elektromagnetische Feld ge-
wisse Invarianten aufweist, d.h. durch physikalische Grofen gekennzeichnet
ist, die sich unter Lorentz-Transformationen nicht &ndern. Solche Invarianten
sind natiirlich von gréfiter Bedeutung, da es sich hierbei um Eigenschaften des
elektromagnetischen Feldes handelt, die fiir alle mdglichen Beobachter in allen
moglichen Inertialsystemen quantitativ gleich sind.

Eine mogliche Invariante, die wir bereits kennen gelernt haben (s. Gleichung
(3.27)) ist die Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes:

FWF,, = FY%Fy+ FOFy+ FYF;
(—E)E; + E;(—E;) + (—¢ijrcBi) (—escBy)
= 2¢%61BpB; — 2E* = —2[E% — (¢B)?] .

Eine andere Invariante wére:

FME,, = F%Fy+ F%Fy+ FIF
(—E;)cB; + Ei(—cB;) + (—€ijxcBi) (€i1 Er)
= 2E- (CB) — 25kl(CBk)El = —4E - (CB) .

Eine dritte naheliegende Méoglichkeit:

[V T7 1 _pvpo I 1 _popv g
r F[LV = §5H P FpaELy = Lpo <§€p " Etv)

= F,,F =—F,,F =2[E* - (cB)?|
liefert keine neue Information. Wir schlieffen hieraus, dass
I=E*>—(cB)? und I, =E-(cB) (3.32)

invariant sind unter eigentlichen, orthochronen Lorentz-Transformationen
A e 111. Hierbei ist zu beachten, dass I ein echter Skalar ist, d.h. auch invari-
ant ist unter der vollen Lorentz-Gruppe £, wahrend I das Vorzeichen wechselt
unter Raumspiegelungen und somit einen Pseudoskalar darstellt. Aufserdem ist
zu beachten, dass die beiden Invarianten lokal definiert sind:

I{(letl) = Il(x7 t) ) Ié(X/7t/) = IQ(th) )

so dass tatséchlich ein 4-fach unendlicher Satz von Lorentz-invarianten Mess-
grofen vorliegt. Insbesondere folgt aus der Invarianz von (3.32), dass in allen
Inertialsystemen an einem bestimmten Raum-Zeit-Punkt E > ¢B (oder E < ¢B
oder FE = ¢B) gilt, falls dies in irgendeinem Inertialsystem gilt, und analog, dass
die E- und B-Felder in allen Inertialsystemen an einem bestimmten Raum-Zeit-
Punkt orthogonal sind, falls dies in irgendeinem Inertialsystem gilt.

Man kann sich nun fragen, ob es neben I; und /s noch andere Invarianten der
Felder unter Ll—Transformationen gibt. Die Antwort auf diese Frage ist negativ:
I; und I, sind die einzigen Invarianten. Dies sieht man z.B. daran, dass sich
das Transformationsverhalten des Feldtensors F'* unter Lﬁl—Transformationen
(s. Gleichung (2.12)):

(F/) =AM AV FP7 | AF, = ¢ i l-oM (3.33)
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auch als komplexe Drehung des dreidimensionalen komplexen Vektors F = E +
icB darstellen lasst:

F = R(a— ip)F . (3.34)

Die Aquivalenz von (3.33) und (3.34) lisst sich fiir infinitesimale Drehungen sehr
einfach nachweisen. Wegen der Lie-Gruppenstruktur von 51 gilt (3.34) dann
auch fiir endliche komplexe Drehungen. Fiir reelle Drehungen R(a) = e~
reeller Vektoren ist bekannt, dass die einzige Invariante das Lingenquadrat
eines Vektors ist. Im Falle komplexer Drehungen komplexer Vektoren dndert
sich dies nicht:

F'-F = (RF)-(RF)=F-(R'RF)=F-F.
Da das Langenquadrat von F = E + icB gerade durch
F?=F -F =[E?— (cB)’|+2E-(cB) = I, + 2il,

gegeben ist, sind I; = Re(F?) und I, = } Im(F?) offenbar die einzigen Invari-
anten des Feldes.

Falls F? = 0 gilt, sind die E- und c¢B-Felder betragsmifig gleich, E = ¢B,
und stehen orthogonal aufeinander, E - (¢cB) = 0. Alternativ folgt fiir F2 # 0,
dass die Felder in der Form

F=rf (f-f=1 , FeC)

darstellbar sind. Der Einheitsvektor f kann nun mittels einer komplexen Dre-
hung R auf einen beliebigen reellen Einheitsvektor é abgebildet werden. Es
folgt:

E +icB' =F = RF = FRf = Fé ,

so dass die Felder E' = Re(F)é und ¢B’ = Im(F)é im neuen Inertialsystem
parallel sind. Die parallele Ausrichtung der Felder kann also (aufer fiir F? =
0) immer mit Hilfe einer geeigneten Lorentz-Transformation realisiert werden.
Die komplexe Rotation mit Rf = & kann auch leicht geometrisch interpretiert
werden (siehe Abbildung 3.1 auf der néchsten Seite). Schreiben wir f = fg + ify

€7

-~
|
[
[
\
\

—

€

'/éz

Abbildung 3.1: Geometrische Darstellung des komplexen Einheitsvektors f
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mit f; € R3, dann folgt aus der Bedingung
£ f=(f2—f)+2ifg -fi=1,

dass die beiden reellen Vektoren fr und f; senkrecht aufeinander stehen und
dass der Realteil fg bei fest vorgegebenem Imaginérteil fi # 0 auf einem Kreis

mit Radius |fr| = 1/1 + 7 liegt. Falls f bereits reell ist, so dass f; = 0 gilt, dann

liegt fr auf der Einheitskugel. Insgesamt durchlauft f also eine vierdimensionale
Menge. Es sei nun ein komplexer Vektor f mit f; # 0 gegeben. Wir wihlen die
Koordinatenachsen so, dass fr = x1€; und f{ = x2€5 gilt. Man iiberpriift leicht,
dass die komplexe Rotation R(—i¢) mit ¢ = artanh (i—f) é&; den Vektor f auf
den reellen Einheitsvektor &€ = &; abbildet. Nach der komplexen Rotation (oder
dquivalent: nach der Lorentz-Transformation) zeigen die Felder E' und B’ in
diesem Beispiel also in die €;-Richtung.

3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen
Feldes

Man erwartet physikalisch, dass der Gesamtimpuls und die Gesamtenergie des
Systems wechselwirkender Teilchen und Felder erhalten sind. Unser Versténdnis
der Energie und des Impulses der Teilchen ist mittlerweile recht gut: Aus Ab-
schnitt [3.2] (s. Gleichungen (3.19) und (3.20)) wissen wir, dass sich die Energie
(d.h. die Summe der kinetischen Energie und der Ruheenergie) eines Teilchens
gemafs

i qE(x,t)-u , & =ry,moc?

andert, wobei das rechte Glied offensichtlich die vom Feld am Teilchen verrich-
tete Leistung darstellt. Aufserdem wissen wir, dass der kinetische Impuls die
Bewegungsgleichung

(z—: =gq[E(x,t) + ux B(x,t)] , T™="y,mou

erfiillt, die einfach besagt, dass die auf das Teilchen wirkende Kraft die Lorentz-
Kraft ist. Da man normalerweise ein elektromagnetisches Feld in Wechselwir-
kung mit wielen geladenen Teilchen betrachtet, bendtigen wir eine Verallge-
meinerung der obigen Gleichungen, die auch fiir Vielteilchensysteme giiltig ist.
Hierzu betrachten wir N materielle Teilchen (mit Ladungen ¢; und Ruhemassen
mg;) in einem elektromagnetischen Feld im dreidimensionalen Raum. Energie
und Impuls dieser Materie erfiillen die Gleichungen:

dEv - 2
= ;‘IZE(let) wo, Eu= ;51 s &= Yumaoic
und
s

N N
o =2 alBG)+wxBlut)] . mu=) m o, m = mo
=1 =1
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die sich mit Hilfe der iiblichen Definitionen der Strom- und Ladungsdichten,

N N
p(x,t) = ZQz5(X—Xz) ,dxt) = quuz5(x—xl) ;
=1 =1

auch als
dém
— = [ dx E
dt / J
]RS
und
dTl'M .
W:/deLor ; fLor:pE+JXB

R3

schreiben lassen. Hierbei ist E - j die Dichte der vom Feld am Teilchen ver-
richteten Leistung und f1,,, analog die Lorentz-Kraftdichte. In einem endlichen
Raumbereich D C R3, der Np < N Teilchen enthiilt, folgt analog fiir die Energie
Em,p und den Impuls 77 p der Np Teilchen:

déyp . dwyp
il —Ade i, il _AdeLor

Hierbei sollte der Raumbereich D so gew#hlt werden, dass sich keine Teilchen
genau auf dem Rand 0D befinden, da in diesem Fall die Integration iiber die
in p und j enthaltenen Deltafunktionen nicht definiert ist. Dies bedeutet phy-
sikalisch, dass man bei Betrachtungen der Energie- und Impulsbilanzen genaue
Information {iber die Zahl

N
ND:/ dx Z(g(X*Xl)
D=

der am Energie- bzw. Impulsaustausch beteiligten Teilchen bendtigt.

Aufgrund des Energieerhaltungsgesetzes erwartet man, dass die Leistung
J dx E - j dem Felde verloren geht, so dass die zeitliche Ableitung der Energie-
dichte des Feldes einen Term —E - j enthalten sollte. Wir schreiben diesen Term
daher um mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen und der Identitit V - (a x b) =
b-(Vxa)—a-(V xb):?

~“E-j = —E-(iVXB—EO%>
ExBY 1 OE
- V-( m )—%B-(VXE)—i—gOE-E
- V-S+iB-%—?+EOE-%—?
= V-S+aaif, (3.35)

8Diese Identitét kann wie folgt bewiesen werden:
Vv - (a X b) = Eijkai(ajbk) = Eijk(ajaibk + bkaiaj)
= —Ejikajaibk + 8Icijbk8iaj =b- (V X a) —a- (V X b) .
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wobei wir die Energiedichte
pe = %Eo(E2 + *B?)
und den Vektor
S = iE x B,
Ho

der als Poynting- Vektor bezeichnet wird, eingefithrt haben. Die Interpretation
von (3.35) ist offensichtlich: Die Energiedichte pg des Feldes kann sich an einem
fest vorgegebenen Punkt im Ortsraum entweder durch Wechselwirkung mit der
Materie oder durch das Auftreten von Energiestromen zeitlich &ndern. Dement-
sprechend ist der Poynting-Vektor auch eindeutig als die Energiestromdichte zu
identifizieren. Mit Hilfe des Gauf’schen Satzes erhilt man eine Integraldarstel-
lung von (3.35):

dévip . ( %)
o —/dXE _]——/dX V-S+ o )
D D

oder dquivalent?:

d
T 5M,D+/dXP£ :—/dF~S.
D oD

Die Summe der Energien von Teilchen und Feldern im Raumbereich D kann
sich also nur dadurch &ndern, dass Energiestréme durch die Oberfliche dieses
Raumbereichs auftreten.!® Umfasst der Raumbereich D den ganzen Ortsraum,
dann ist das Oberflachenintegral im rechten Glied Null und die obige Gleichung
driickt die Erhaltung der Gesamtenergie des Systems aus:

% 5M7R3+/dxpg =0.
R3

Dieses Energieerhaltungsgesetz wird auch als Poynting- Theorem bezeichnet.

Analog erwarten wir aufgrund der Impulserhaltung, dass das Feld im Raum-
bereich D pro Zeiteinheit den Impuls [ dx fro.(x,t) an die Materie abgibt, so
dass die zeitliche Ableitung der Impulsdichte des Feldes einen Term —fy . ent-
halten sollte. Wir schreiben diesen Term mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen
um:

fioe = —(pE+jx B)=—&(V E)E - (iv “B_ 60@) «B
Ho ot
= &[~(V-E)E—-*(V xB)xB] +¢ [%(E x B) — E x 88—]?}

= ¢[-(V-E)JE4+E X (V xE)
108

—(V-B)B + B B - =
c*(V-B)B +¢"B x (V x )chat,

9Hierbei bezeichnet dF im Oberflichenintegral das Flichenelement.
10Tn diesem Argument wird explizit angenommen, dass wihrend der ,Messperiode® keine
Teilchen die Oberflache 9D durchqueren.
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verwenden die Identitéit a x (V x a) = 1V(a?) — (a- V)a und erhalten:

1 .
_(fLor)j = 072% + 50[—Ej8iEi - CZBjaiBi - Ez&EJ — CQBiaZ‘Bj
+50;(E* + ¢*B?)]
1 65]’ 1 2 2R2
= Ciﬁ + 608¢[—E¢E]‘ — BiBj + §5ij(E +c°B )] . (336)

Fiihren wir also die dreidimensionale Matrix
T;I}/Iw = 50[EiEj + CQBiBj — %5ZJ(E2 + C2B2)]
und die Notation (V - TMY); = 9;T}" ein, dann lésst sich (3.36) auch als

108

_ _ -z . (_7Mw
Lo = 5+ Y+ (TM) (3.37)

schreiben. Wir erhalten insgesamt:

1
dmyvop /dx b — _/dx{ oS +V_(_TMW)}
D

dt 2ot
bzw.
- {m,p +de (;s)} - D/dx V. (-TMY) = 84 dF-(~T) . (3.38)

Die Interpretation dieser Gleichungen ist wiederum klar: In Gleichung (3.37)
stellt C%S die Impulsdichte und —7™" die Impulsstromdichte dar. Gleichung
(3.38) besagt, dass sich der Gesamtimpuls der Teilchen und Felder im Raumbe-
reich D lediglich durch Feldimpulsstréme durch die Oberfliche dieses Raumbe-
reichs dndern kann.'' Die Matrix 7MY wird als der Maxwell’sche Spannungs-
tensor bezeichnet. Umfasst der Raumbereich D den ganzen Ortsraum, so ist das
rechte Glied von (3.38) Null und diese Gleichung reduziert sich auf die einfache
Form

‘ { f(9)] <o

die die Erhaltung des Gesamtimpulses des Systems ausdriickt.

Wir versuchen nun, eine 4-Darstellung der Bilanzgleichungen (3.35) und
(3.37) fiir die Energie bzw. den Impuls zu konstruieren. Die linken Glieder bilden
zusammen die Komponenten eines 4-Vektors, die 4-Lorentz-Kraftdichte:

o= LM, = HEM o + FrE )
= L((=Ex)(=jr), Eicp+ (—ceiraBi)(—jr))
= ((E-j, pE+jxB)=(1Ej, fio) -

11 Auch in diesem Argument wird explizit vorausgesetzt, dass wihrend der ,Messperiode®
keine Teilchen von aufsen oder innen die Oberfliche 0D durchqueren.
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Da E - j im linken Glied von (3.35) also kein Skalar, sondern die nullte Kompo-
nente eines 4-Vektors ist, kann das rechte Glied von (3.35) nicht als 4-Divergenz
eines 4-Vektors (pg, %S) interpretiert werden. Wir lernen hieraus, dass pg und
%S zusammen mit dem Maxwell’schen Spannungstensor die Komponenten eines
symmetrischen 4-Tensors zweiter Stufe bilden! Durch Kombination von (3.35)
und (3.37) erhalten wir:

Y I T S (3.39)
= 0Oy = 0Oy , = 1§ _pMw . .

C

Interessanterweise bestimmt der Poynting-Vektor S sowohl die Energiestrom-
dichte als auch die Impulsdichte des Feldes. Es ist recht einfach, eine manifest
kovariante Form fiir T"" zu finden:

TH = —eqF"FY, — g" Lp = eo(—F"F", + 19" F* F,5) , (3.40)

denn dieser Tensor ist auf jeden Fall symmetrisch und hat als zeitlich-zeitliche
Komponente:

T% = go[-F"F°; + (—2)(E?* - ¢’B?)]
=co[—(—E;)E; — 1E? + L°B?) = Lo(E* + *B?) = pe |

als rdumlich-zeitliche Komponenten:

) ) - 1
T = —gF"F° = —eF7F°; = —eo(—ceiju Br)E; = —(E x B); = 1,
Hoc

und als rdumlich-rdumliche Komponenten:
FPFI — (—1)6;;(E* — ¢°B?)]
_ 0 FlOF] szF] 1 61’]’ (E2 _ 62B2)}

Tij = 50[
(-

= eo[~EiE; — (—ceiuBy)(cejkmBm) + 30i;(E* — ¢’B?)]
(-
[-E

Q)

o[- FE; E + *(6:501m — 0im6j1) BiBm + 36:5(E? — *B?)]
£0 CQBiBj + %&j(EQ + 62B2)]
= (—TMW)Z.J» :

Der Tensor T"" in (3.39) und (3.40) wird als (symmetrischer) Spannungstensor
oder auch als Energie-Impuls-Tensor bezeichnet; er enthélt alle Informationen
iiber die Energiedichte, die Energiestromdichte, die Impulsdichte und die Im-
pulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes. Aus

T, = guT" = eo(=F""F,, + igungFpana) =0

folgt noch, dass der Tensor T#, spurlos ist.
Koppelt man nun das elektromagnetische Feld von den Teilchen ab, so dass
in (3.39) f# =0 ist, dann gilt das Erhaltungsgesetz

0=0,T" = 9,T"" (3.41)

das alternativ durch die Kontinuitatsgleichungen

108
aapf+v s 0=+B8 v

0= 2ot
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oder (nach einer Integration tiber den Ortsraum) durch

d

d d d
de”O:a/deO”,d.h.O:%/dXPg ; 0=— [dxS

0=—
dt

dt

ausgedriickt werden kann. Ahnlich wie fiir materielle Teilchen ist das Energie-
Impuls-Erhaltungsgesetz auch fiir das elektromagnetische Feld nicht das einzige
Erhaltungsgesetz. Analog zur Form LY = a#p” — 2Vp* des Drehimpulstensors
flir materielle Teilchen konstruieren wir nun den Tensor

LAFWP = %(I#Tup _ xVTHP)

der Drehimpulsdichte des elektromagnetischen Feldes und finden wegen der
Symmetrie von TH":

Op(Lp™") =

H(@pa™)T™® + 2#(9,T7°) — (Bpz* )T — 2¥(0,T%")]
(61 TP — ¥ THP) = L(T" —T") = 0.

Nach einer Integration iiber den Ortsraum erhilt man das Erhaltungsgesetz:

dLHV v 0
th =0 , L& E/deg

flir den 4-Drehimpulstensor des elektromagnetischen Feldes. Wir erldutern die
einzelnen Komponenten von L%": Erstens, da L£” offensichtlich antisymmetrisch
ist, gilt L = 0, also insbesondere LY = 0. Des Weiteren finden wir fiir die
raumlich-rdumlichen Komponenten von L&”:

ij 1 irpj j i 1 1
Ly = E/dx (2'T9° — 2IT™0) = /dx [;vl (C—QSj) — (C—QSZ)}
1
= Eijk/dx |:X X (gs>:|k = Eijk(LF)k s

wobei wir den dreidimensionalen Drehimpulsvektor des elektromagnetischen Fel-

des,
1
LFE/dXXX (—28) ,
c

eingefiihrt haben. Die rdumlich-zeitlichen Komponenten von LE” sind schlieflich
durch

LY =Z- /dx ("7 — 2977 = */dx (zipe —tSi)
c c

gegeben. Fiihren wir noch ein: &r = [dx pg, Pr = [dx (C%S) und (x) =
é [ dx xpg, dann folgt:

LY = / dx L0 = [S—F<X> - ct’PF} = Xri ,
C .

K3

so dass der antisymmetrische Tensor LL” durch den echten Vektor Xp und
den Pseudovektor Ly charakterisiert werden kann: L;U = (Xp,—Lp). Das Er-
haltungsgesetz fiir L bzw. fiir den Vektor Xg besagt physikalisch, dass der
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Schwerpunkt (x) des freien elektromagnetischen Feldes sich mit der konstanten
Geschwindigkeit up = ¢>Pr/Er bewegt.

Auch fiir die materiellen Teilchen kann man einen Energie-Impuls-Tensor
einfithren:

N
or = Zmol@(ul)”(ul)l’iﬂx -x1) , u=v/(1,0).
=1

ug

Die explizite Form der Matrixelemente von ©"*” zeigt klar, dass der Energie-
Impuls-Tensor der Materie die gleiche Stuktur wie derjenige des elektromagne-
tischen Feldes hat. Man erhélt z. B. fiir die zeitlich-zeitliche Komponente:

N

Z Y, Mo1€26(x — X;) Z Ed(x —xp) (Energiedichte) |
=1

fiir die zeitlich-rdumlichen und rdumlich-zeitlichen Komponenten (die aufgrund
der Symmetrie von O#¥ gleich sind):

Qul | X N e
Qv2 = - Ed(x —xy) =1Sy d(x—x 020
0 c ; a0 ) =3 ; 1) o

und fiir die rdumlich-rdumlichen Komponenten:

N

T T
eY = Z’YulmOICZﬁlzﬁlj X — Xl = % Z w7, + 7wy )ij(S(X — Xl)
=1 =1

Hierbei ist Sy; mit dem Poynting-Vektor des elektromagnetischen Feldes und
—©% mit dem Maxwell’schen Spannungstensor zu vergleichen. Nun gilt:

1d 1d5
oy _ + @ 0_ M,D
/dx (0,0%) = cdt/dx® E Yoy M1 €2 —”
D D

{XIED}

i 1d o d _ (dmup
/dx (0,0 ):E%/dx(a == Z Yy Mot (Ug); = < o )l ,
D D

{XZGD}

so dass die Bilanzgleichungen

Ldowp _ 1/de.j:—/dx (8,T%)
C

c dt
D D

(d’rxv”) = / dx (Fro): = — / dx (0,T™)
! D D

fiir alle moglichen Integrationsbereiche D auch als

/dx 0, 7T"")=0 , TH =M 4T

D
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geschrieben werden kénnen. Wir folgern, dass 9, 7#” = 0 gilt, und interpretieren
Or” daher als Energie-Impuls-Tensor der Materie und 7" als den Gesamt-
Energie-Impuls-Tensor des Systems. Da 7" spurlos ist (7", = 0), gilt

N
1
Th=0" = 3 moe® ()" (w)u—0(x = x)
=1

uy

N
= S macy1- (%) 6(x - x)) (3.42)
=1

fiir die Spur des Tensors 7.

3.5.1 Drehimpulserhaltung

Wir zeigen nun, dass die Divergenzfreiheit (9, 7Y = 0) des Energie-Impuls-
Tensors T#¥ die Erhaltung des Drehimpulses des Gesamtsystems von Teilchen
und Feldern impliziert. Die Drehimpulsdichte L£*”P des Gesamtsystems wird
hierbei (analog zur Konstruktion von LE"” aus T#") als

LHve = %(quVp _ m”T“”)

definiert. Analog zum Beweis der Identitit d,L%"” = 0 (s. oben) folgt nun aus
der Divergenzfreiheit von TH" die Identitét:

0,LM? =0
und hieraus folgt sofort das Erhaltungsgesetz

MV
“wr o, E“”E/dxﬁ“’o
dt

das als das Drehimpulserhaltungsgesetz des Gesamtsystems von Teilchen und
Feldern interpretiert werden kann. Diese Interpretation folgt ndmlich sofort aus

o=y

denn die Beitrage des Materientensors ©*” zu L*” haben genau die Form
LY = (Xm, —Lwm) des in Abschnitt [3.1] eingefiihrten Drehimpuls-4-Tensors
der Materie. Dies sieht man durch explizite Berechnung der Elemente des Ten-
sors Lij":

LY = , insbesondere: LYY =0

c

0
, . B g
LY = /dx %(x’@oo —ct0") = Z'yulmmc2(x“ — ctPi)

=1
N
&
= Z <7lxl - TI'lCt> = (Xm)i
c i
=1
g o o 1
Ly = /dx H(@'07° —270") = p > Yumore2(@u By — w1 Bu)
=1
N N
= Z(xlﬂlj — 1) = Ly = Z(Xlﬂ'lT — X))

~

1 =1
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Ein Vergleich mit den fritheren Ergebnissen fiir den Drehimpuls-4-Tensor der
Materie zeigt nun, dass in der Tat

/dx 120" — 2¥0M) = Ly = (Xum, —Lw)

gilt.

3.5.2 Der Virialsatz

Das Ergebnis (3.42) kann dazu verwendet werden, den Virialsatz fiir relativisti-
sche Materie in Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld zu beweisen.
Der Virialsatz gilt fiir abgeschlossene Systeme, in unserem Fall also fiir ein Feld
und fiir Teilchen, die in einem begrenzten Raumbereich eingesperrt sind. Man
denke hierbei z. B. an einen Hohlraum mit spiegelnden Wéanden. Fiir ein solches
abgeschlossenes System liefert die Zeitmittelung,

angewandt auf die Gleichung 9, 7% = 0
0 = 87T +0, T = lim —/dt (@T) + T,

B ) TZO(T) o 7‘7,0( )
o Tlg%o cr

Multiplikation mit x;, Summation {iber den rdumlichen Index ¢ und Integration
iiber den ganzen Ortsraum liefern:

0 = /dxx,@jTij /dxéj /de
= [T [axT, —e- Zmozc - (2),

wobei £ die Gesamtenergie des Systems darstellt. Zieht man die Ruheenergie
der Teilchen von & ab, so erhélt man die Summe der kinetischen Energie der
Materie und der Feldenergie:

N N T
2
E— Zmozcz = ZmOICQ [ 1-— (%) — 1] .
1=1 1=1
Im nicht-relativistischen Limes reduziert sich dieses Ergebnis auf die Form

N
ENR = — Z tmor(w)? = —Exin -

=1

Fiihrt man die potentielle Energie der Teilchen als &yt = Enr — Ekin €in, so
findet man £yt = —2&in = 2ENR. Dies ist genau dasselbe Ergebnis, das man
im nicht-relativistischen Limes fiir Teilchen erhilt, die gem#f einem —|x;5|~!-
Potential miteinander wechselwirken, also insbesondere fiir das Coulomb-Poten-
tial.
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Kapitel

Die Dynamik der Teilchen

Nachdem wir im letzten und vorletzten Kapitel die Theorie wechselwirkender ge-
ladener Teilchen und elektromagnetischer Felder entwickelt haben, wenden wir
die Theorie nun auf typische Wechselwirkungsprobleme an. Das volle Problem,
in dem die Dynamik der Teilchen und Felder gleichzeitig bestimmt wird, ist
nach wie vor kompliziert. Bevor wir auf die volle Dynamik (inklusive der Riick-
kopplungseffekte der von den Feldern erzeugten Strome auf die Felder selbst) zu
sprechen kommen, untersuchen wir zundchst die Dynamik relativistischer Teil-
chen in einfachen (fest vorgegebenen) Feldkonfigurationen und dann (in spiteren
Kapiteln) die Dynamik der Felder. Wir fangen an mit der Bewegung geladener
Teilchen in rdumlich homogenen, zeitunabhingigen elektrischen und magneti-
schen Feldern.

4.1 Raumlich homogene, zeitunabhangige E- und
B-Felder

Fiir den Spezialfall rdumlich und zeitlich konstanter elektromagnetischer Felder
folgt aus unserer Untersuchung moglicher Invarianten des elektromagnetischen
Feldes (s. Abschnitt [3.4]), dass nur vier Moglichkeiten existieren:

(i) Falls E-¢B = 0 und E > ¢B gilt, gibt es eine Lorentz-Transformation
mit der Eigenschaft, dass das Magnetfeld im neuen Inertialsystem Null
ist: ' =+vE?—-¢?B?%, B'=0.

(ii) Falls E-¢B =0 und E < ¢B gilt, gibt es eine Lorentz-Transformation mit
der Eigenschaft, dass das elektrische Feld im neuen Inertialsystem Null
ist: cB' =vc2B2 - FE2, E' =0.

(iii) Falls in irgendeinem Inertialsystem E - ¢B = 0 und E = ¢B gilt, werden
diese Beziehungen zwischen den E- und B-Feldern in jedem Inertialsystem
erfiillt sein.

(iv) Falls E - ¢B # 0 gilt, kann man die Felder bekanntlich mit Hilfe einer
geeigneten Lorentz-Transformation parallel ausrichten, so dass im neuen
Inertialsystem E’ || B’ mit E' # 0 und B’ # 0 gilt.



4. DIE DYNAMIK DER TEILCHEN

Die ersten beiden Fille (also B’ = 0 bzw. E’ = 0) wurden bereits in der Ubung
angesprochen. Hier konzentrieren wir uns auf die Moglichkeiten (iii) und (iv),
fiir die keines der beiden Felder wegtransformiert werden kann.

Fiir den Fall (iii), also wenn E - ¢cB = 0 und E = ¢B gilt, gehen wir von den
allgemeinen Bewegungsgleichungen:

dm
dt

d&
T =B €= qumoc? = /w2 + miet

aus. Da die Energieinderung sofort aus der Bewegungsgleichung fiir den kineti-
schen Impuls folgt,

=q¢(E+uxB) , m=vymou
(4.1)

e AmdE g

dat /22 +mgc4 C yumo

reicht es, sich auf die erste der beiden Gleichungen (4.1) zu beschrénken. Fiihrt
man noch die dimensionslose Zeit T' = Z@—fi ein, so reduziert sich (4.1) mit E = &;

- (E+uxB)=¢E- u,

und B = é, | &; auf:

d(vuB) dvu
dr dr
wobei die zweite Gleichung, wie bereits gesagt, redundant ist.
Bevor wir die relativistisch korrekten Gleichungen (4.2) l6sen, untersuchen
wir zuerst den nicht-relativistischen Limes, der hier durch die Ndherung @ —
mou definiert sei:

:é1+16><é2 ) :él'ﬁa (42)

1-5
d 51 d/8 3
=l B ==& +Bxé& = 0
dT Bs dT B,
Nochmaliges Ableiten nach T liefert 227?21 = —f71 und dd—;(l —B3) = —(1 = B3),
so dass man oszillierende Losungen erhélt: Neben 85 = konstant = ($5(0) folgt
dpy .
B1(T) = p1(0)cos(T) + ﬁ(O) sin(T)
_ dfs .\ .
1-35(T) = [1-—B3(0)]cos(T) — ﬁ(O) sin(T)

mit den zeitlichen Mittelwerten 51(T) = 0 und f3(T) = 1. Die nicht-relativisti-
sche Naherung sagt also eine Driftbewegung in é3-Richtung mit der Lichtge-
schwindigkeit als mittlerer Geschwindigkeit voraus, wobei also auch durchaus
Uberlichtgeschwindigkeiten auftreten werden! Fiir Zeiten T' > 1 bzw. ¢ > %
kann diese Vorhersage nicht korrekt sein. Auch fiir nicht-relativistische Anfangs-
geschwindigkeiten benétigt man zur Bestimmung des Langzeitverhaltens von
7(t) und £(t) also unbedingt die Losung der relativistisch korrekten Gleichun-
gen (4.2).
Auch die volle Losung von Gleichung (4.2),
d(v51) d(vB2) d(v8s)

ar LB g =0 T

b _
T

:ﬂl ) Blv
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ist recht einfach. Man erhalt sofort die Konstanten:

Y1 —=p83) = (0)(1-pB30)=a>0
vB2 = 7(0)B2(0) = £+/e2 -1 (e>1)
und wegen 72 = (73)? + 1 auch
_ -5
Y1483 = W(li—ﬁ;) =28 +1-~°83]

= L[(B1)2 + (v82)2 + 1] = L[(v81)2 + €7,

so dass sowohl « als auch B3 explizit als Funktionen von (; bekannt sind:

1= G- Be) F(1+ B = gat o [(16) + )
N N __ e 1 2, .2
Bs = 27[ (1= B3) + (1 +B3)] = 2’7+2a7[<761) +e7].
Es folgt:
d 1 2 27 d
o (L o) = %n _ [<2a+2€)+(72ﬁ;)] %1)
_ d 1 e? (’7/31)3
w{(z“m)vm 6a }
d. h.
2 3
T—To—<;+222> vﬁw(é@) : (4.3)

wobei —Ty durch das rechte Glied von (4.3) zur Zeit T = 0 gegeben ist. Im
Langzeitlimes, d. h. fiir T — oo, gilt 781 ~ (6a>T)*/3 — oo aufgrund von (4.3).
Daher gilt auch

v~ i(vﬁlf ~ i(GaQT)Z/?’ oo
und somit

Bs = (1- %) T1, B2 =(0)82(0)/v — 0
und

B = (181)/7 ~ 20(60°T) /> = 0.,

Abweichend von den Vorhersagen der nicht-relativistischen Ndherung weist die
exakte Losung also kein oszillierendes Verhalten der ;- und (3-Komponenten
der Geschwindigkeit auf. Auch die Eigenschaften 81 — 0 und B2 — 0 der exakten
Loésung weichen qualitativ von den entsprechenden nicht-relativistischen Ergeb-
nissen ab. Nur die Tatsache, dass im Mittel eine Driftbewegung in é3-Richtung
mit (fast-) Lichtgeschwindigkeit auftritt, wird von der nicht-relativistischen N&-
herung reproduziert.
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Wir betrachten nun Fall (iv), der in einem geeigneten Bezugssystem durch
parallele Felder charakterisiert wird, E | B, und wihlen E = B = &; und
¢B/E=1b:

d d
%:éﬁbﬁxél : %:éyﬁ. (4.4)

In der nicht-relativistischen Naherung v — 1 mit

d/51_1 d(ﬂz):b(ﬁz’)) ’ dy 3

AT T 7 dT \Bs —B2 ar
steigt 8y linear und ~ quadratisch als Funktion von T an:
Br=p00)+T , ~v=~(0)+pB(0)T + %Tz ) (4.5)

wihrend B2 und B3 mit der Frequenz |[b] um By = 0 bzw. S35 = 0 oszillieren.
Aus (4.5) folgt, dass die nicht-relativistische Néherung fiir 7" 2 1 bzw. t 2 ©9°

ungiiltig ist: Die vorhergesagten Uberlichtgeschwindigkeiten sind offensichtlich
unphysikalisch.
Aus den relativistisch korrekten Gleichungen (4.4),

d(vh1) _ 4 i(ﬁ’ﬂz):b(ﬁ:s) dl:ﬂ
T *dT \7Bs —B2) AT
folgt einerseits v8; = v(0)B1(0) + T und andererseits
2
1= 261 dvB) /AT dl(v51)'] bzw. 72 = (y61)? + Konstante .

2y dy/dT d[y?]

Kombination dieser beiden Ergebnisse liefert

7= V1021 = 510)%] + (0)5:(0) + T
Um die Gleichungen fiir v82 und 83 zu l6sen:

5 G2)-1C5).

flihren wir

_ 0BO +T
7(0)4/1 = B1(0)?

und die neue Zeitvariable ¥ = arsinh(©) ein:

dT 7(0)y/1 = 5:(0)2d© .
= = d[arsinh(©)] = dv .
YT A(0)/1- 402V + O

Wir erhalten oszillierende Lésungen mit monoton abklingender Amplitude fiir
B2 und S5 als Funktion der neuen Zeitvariablen 9(T):

Bo = W cos[b(? — Jo)] + 7(0)53(0) sin[b(d — )]
By = M cos[b(¥ — 0g)] — M sin[b(¢ — 9)] ,

Y v
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wobei

B1(0)

Yo = arsinh[0©(0)] = arsinh
1 —$1(0)2

= artanh[(;(0)]

gilt. Aus den Gleichungen

v =7(0)y/1 = 51(0)2y/1 + ©2 = 4(0)y/1 — B1(0)? cosh(«})

und

v ¥ Vi+e?

folgt noch: v — oo und 1 11 fir T — oo. Im Gegensatz zu den Ergebnissen
der nicht-relativistischen Néherung weist die exakte Losung selbstverstandlich
keine Uberlichtgeschwindigkeiten auf.

P =

4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teil-
chen

Wir betrachten nun die Dynamik eines geladenen relativistischen Teilchens (mit
der Ladung ¢ und der Ruhemasse mg) in einem Zentralpotential der Form
®(x) = ;2 mit z = [x|; das Vektorpotential sei A(x) = 0. Dieses Modell
beschreibt die Bewegung eines geladenen Teilchens im Coulomb-Feld eines an-
deren, immobilen Teilchens der Ladung ¢g, das sich im Ursprung x = 0 befindet.
Das 4-Potential A* = (®,cA) erfiillt im Ruhesystem der immobilen Masse so-
wohl die Coulomb- als auch die Lorenz-Eichung. Die Wirkung dieses Problems
ist

S:]zdt {—mogm—q@(x)] ;

die Bewegungsgleichung lautet

dm GoX
dt q ’ ™ Yuou 471'801'2 )

und es gibt zwei offensichtliche Erhaltungsgréfien, ndmlich erstens den Drehim-
puls L =x x m:

dL d

Eza(xxw)zuxw—i—xxd—ﬂ-:xx(qE)zo

dt

; ; ; — [m202 2.4 _ 4 (mi — =490
und zweitens die Gesamtenergie £ = 4/m2c? +mge 5 (mit @ = IR,

die wegen der Zeitunabhéngigkeit der Lagrange-Funktion gleich der Hamilton-
Funktion ist:

dé, Amw- i ade w-(gE)  adr

dt

.~ at = =y
[2¢2 + m2ct 2 dt ymgc? x2 dt

_ u.<_1&)+1dﬁ_i<dj_u.ﬁ)_o
o 2 x2 dt 22 \ dt T
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Im nicht-relativistischen Grenzfall,
ta
SNR = /dt [%’N’LOXQ —q@(x)] ,
ty

in dem 7 = mgu gilt, existiert noch eine dritte Erhaltungsgrofe, der ,Lenz’sche
Vektor*

a=uxL-—-ax , @:0 , a-L=0,
dt
der vom Brennpunkt der elliptischen Bahn zum ,Perihel“ (also zum dem Zen-
trum am néchsten gelegenen Punkt der Umlaufbahn) zeigt. Fiir £ < 0 sind alle
Bahnen im nicht-relativistischen Grenzfall bekanntlich geschlossen.

Wir bestimmen nun die Losung der relativistischen Bewegungsgleichungen.
Genau wie im nicht-relativistischen Fall ist es hierbei vorteilhaft, den Dreh-
impuls in é3-Richtung zu wihlen und die Umlaufbahn, die nun in der (x1, z3)-

Ebene verlauft, mit Hilfe von Polarkoordinaten zu beschreiben:

. . a
L= —moc2\/1 — L (@%+ 229?) + =
Die zu x und ¢ konjugierten Impulse sind

oL . oL 2.
Ty = 5= = YMoL , Tp = 77 = YMoT ¢,

o0& o

und die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

d (0L dr,  OL 9 Q
i (55) =G = et
d (OL\ dm, OL
@(%)_W_%_

Da die Lagrange-Funktion y-unabhéngig (und ¢ daher eine zyklische Variab-
le) ist, stellt 7, eine Erhaltungsgrofe dar; im Wesentlichen ist m, durch den
Drehimpuls gegeben:

L=xXm=9mXx X u="ymex X (£&; + x©é,)

= ymoz’p(é, x &,) =mye3

so dass (wie im nicht-relativistischen Fall) m, = |L| gilt.
Man zeigt nun leicht, dass Kreisbahnen nur dann moglich sind, wenn der
dimensionslose Parameter a = —*— Werte im Intervall 0 < a < 1 annimmt: Fiir
®

dmy
dt

eine Kreisbahn (mit 7, = ymoez = 0 und daher = 0) gilt ndmlich einerseits

a = ymor3$? > 0 und andererseits
3.2 .
a = ymox°P° = TexP = THlu| = fumec

so dass insgesamt 0 < a = 5, < 1 gilt. Man sollte hierbei bedenken, dass der
Parameter a bei geeigneter Wahl der Ladungen ¢ und gg grundsétzlich jeden
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reellen Wert annehmen kann (@ € R). Der Radius der Kreisbahn folgt fiir 0 <
a <1 als:

a|L L
po_ o _allle L e

 ymglul2  ymoc2B2 moca

so dass fiir a 1 1 bei festem |L| offenbar z | 0 gilt.
Um die Form allgemeiner Bahnen zu bestimmen, verwenden wir die Erhal-
tungsgesetze fiir die Gesamtenergie £, und den Drehimpuls L. Wegen

. " L T
T = ymo (L€, + xPé,) = €y + ?ew

gilt fiir die (erhaltene) Gesamtenergie:

&g = /22 + mict — - C\/(Wx)z + % + (mge)? — %

T

und daher fiir den Impuls in radialer Richtung:

2

o1 a2 L
(m)? = (ymoi)? = — (g + =) = =5 = (moc)?

Dividiert man das linke und das rechte Glied nun durch (m,)? = L2, so erhilt
man eine gewOhnliche Differentialgleichung fiir ﬁ:

d(z) 2:<7mo~"b)2: s 2:1(5 S OyP L (e i
dp Ymoz2$ T m2c? S x2 Ty

Wir fiihren einen dimensionslosen Parameter a = ﬁ ein und erhalten:
[

.I‘_l 2 52 —(m CQ 2 a
_ G mee) a1 & )P &
B (mp0)? S ) [m Tec(l — a2)] " (mpc)*(1 —a?)
2 — (moc®)*(1 - a2) L, (1 ga |
T (- @) ‘<‘”){x‘mw&ga%}' 7

Fiihren wir noch die dimensionslose Léange

lalmoz  |almoca

£=—5
LA T

und die dimensionslosen Parameter
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und fiir @2 # 1 aus (4.7):

A 5 [ sgn(@)n]®
(dcp) _1_62_(1—&’){5— 1—&2}

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf attraktive Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den beiden Ladungen, d. h. wir betrachten a > 0. In diesem Fall erhal-
ten wir die Gleichungen:

<d§;1>2 B 2?77 ~(1-7)  @=1 (4.8)
<d§¢1>2_152a2—(1—62) (;_1_77(12)2 0<a#1), (4.9)

die leicht mit Standardmethoden l6sbar sind.
Die Losung von (4.8) folgt aus

i) 1

m: L? 2?”*(1*772)} = £dp = d[x(¢ — o)
(1

als

21 2 2 2 2n
A S A = e g s g
Fiir n < 1 folgt £ | 0 fiir ¢ — o0, so dass sich das Teilchen mit der Ladung ¢ im
Falle a = 1 spiralférmig in das Anziehungszentrum im Ursprung hineinbewegt!
Das gleiche Ergebnis erhilt man fiir n > 1, falls £(0) < 0 (oder &quivalent:
©(0) > o) gilt. Falls n > 1 und ¢(0) > 0 (oder dquivalent: p(0) < o) gilt,
verschwindet das Teilchen ins Unendliche (§ — oo fiir t — 00).
Um Gleichung (4.9) fiir £() mit @ # 1 zu 16sen, fithren wir die Hilfsvariablen

_ 1—a?l /1 n —
=) e yimae

3

. (4.10)

ein und erhalten die Differentialgleichung

(dX1>2 =sgn(l —a?)(1 - X2,

dd
deren Losung fiir schwache Coulomb-Anziehung (0 < @ < 1) die Form
X1 = cos(® — @)

bzw.

% = 1—71(_12 {77 + e cos [m (p— 900)]} (4.11)

und fiir starke Coulomb-Anziehung (a > 1) die Form

X1 = cosh(® — @)
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bzw.

% = 62171 {—77+€cosh [\/62—1 (@—apo)]} (4.12)
hat. Die Losung (4.12) im Falle starker Anziehung zeigt also dasselbe Phénomen
& 10 fiir ¢ — oo, das auch bereits aus der Losung (4.10) fiir @ = 1 hervorging,
allerdings sagt (4.12) keine algebraische Spirale (mit & « ¢ ~?2), sondern exponen-
tielles Verhalten voraus: &€ o e~V ~1%, Interessant an den Losungen (4.10) und
(4.12) fur a > 1 ist noch, dass die Zeit, die das Teilchen der Ladung ¢ benétigt,
um in den Ursprung hineinzufallen, endlich ist. Auflerdem ist interessant, dass
fira > 1 und n > 1 zwar £ — oo gilt (wie man fiir einen Streuzustand erwartet),
falls anfangs ¢ < (g ist; fiir einen Anfangswert ¢ > g folgt jedoch £ | 0 fiir
@ — o0o. Wir schliefen hieraus, dass Zusténde, die man nicht-relativistisch als
Streuzustidnde klassifizieren wiirde, in der Relativitdtstheorie durchaus gebun-
den sein kénnen.

Die Losung fiir schwache Coulomb-Anziehung (@ < 1) zeigt einige Gemein-
samkeiten mit der nicht-relativistischen Losung, aber auch drastische Unter-
schiede. Im nicht-relativistischen Limes (a — 0, n — 1) reduziert sich die Lo-
sung (4.11) auf die bekannte Form der nicht-relativistischen Umlaufbahn,

_.’[7_ 1 . N 26k L2
g_;_lJrECOS(cp—gpo) (p_moa ) 5_\/1—’— 771501712 )

die fiir ¢ < 1 eine Ellipse, fiir ¢ = 1 eine Parabel und fiir € > 1 eine Hyperbel
beschreibt. Allgemein gilt fiir @ < 1 die von der nicht-relativistischen Lésung
bekannte Klassifizierung nach Bindungszustanden (n < 1), fiir die £ immer end-
lich bleibt, und Streuzustinden (n > 1), fiir die im Langzeitlimes £ — oo gilt.
Im Gegensatz zur nicht-relativistischen Losung sind die relativistischen Umlauf-
bahnen jedoch im Allgemeinen nicht geschlossen und somit nicht-periodisch als
Funktion der Zeit!:

E(p +2m) #E(p) -

Es ist klar, dass mit der Nicht-Geschlossenheit der Umlaufbahn auch der Verlust
der dritten Erhaltungsgrofe (also des Lenz’schen Vektors) einhergeht, denn der
Lenz’sche Vektor markiert ja gerade die rdumliche Ausrichtung der periodisch
durchlaufenen Umlaufbahn.

4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchen-
problem

Im vorigen Abschnitt wurde die Dynamik eines Teilchens im fest vorgegebenen
Coulomb-Feld eines (unendlich schweren) anderen Teilchens untersucht. Wenn
man nun versucht, die Dynamik mehrerer Teilchen im gemeinsam erzeugten
Coulomb-Feld zu studieren, stot man sofort auf Probleme. Diese Probleme ha-
ben ihren Ursprung darin, dass wir geladene Teilchen bisher als punktférmig

INur in Ausnahmefillen, z. B. wenn v1 — a2 = % < 1 (mit m, n € N teilerfremd) gilt, er-
halt man geschlossene Bahnen; im angegebenen Beispiel enthélt eine Periode genau n Umléufe
um den Ursprung.
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angesehen haben. Andererseits hat man hierbei keine Wahl: In der Relativitéts-
theorie miissen Elementarteilchen unbedingt als punktformig angesehen wer-
den, da ausgedehnte Objekte wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Wechselwirkung nicht elementar (im Sinne von nicht-zusammengesetzt) sein
konnen.

Konkretisieren wir zunéchst das ,,Problem: Wir wissen bereits, dass die Wir-
kung des Vielteilchensystems durch

to

S — /dt (Lnt + Lyww + J dx L) (4.13)
ty
mit
N " N
Ly ==Y moc*y/1- Cfé o Lww =Y afw - Ay, t) — ®(xi, 1)
=1 =1

£F = %Eo(Ez - 02B2)

und seine Gesamtenergie, die wegen des Fehlens einer expliziten Abhéngigkeit
der Lagrange-Funktion von der Zeit auch gleich der Hamilton-Funktion ist,
durch

N
H= Z Vi +mdict + 1eg / dx (E? + ¢*B?) (4.14)
=1
mit
™ = P1 — @A(X, 1) = Yo, Moy

gegeben ist. Das ,,Problem* ist nun, dass sowohl S in (4.13) als auch H in (4.14)
divergieren. Dies sieht man am einfachsten in der Coulomb-Eichung V - A =
0; da S und H eichinvariant sind, steht uns die Wahl der Eichung frei. Wir
schreiben E = E|+E als Summe eines rotationsfreien und eines divergenzfreien
Anteils:

OA
EH =-Vo EJ_ = _W

VXEHZO V'EJ_:07
so dass das Integral [ dx E* in (4.13) und (4.14) auf die Form:
/de2 :/dx [Ei—2(V<I>)-EL+V<I>-V<I>]

:/dx [E2 +28(V-EL) + V- (2V®) - $AD]

:/dx {Ei—kip@}
€0

N
1
:/dx Eﬁ_—l—g— E a®(x;,t)
0=
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gebracht werden kann. Fiir die Hamilton-Funktion in (4.14) erhélt man daher:
N
w22+ mdct+ 4 Z a®(x;,1) (4.15)

=1
2
—l—%eo/dx [(%?) +c2(V x A)2] .

Hierbei ist auch ®(x,t) explizit bekannt (s. Gleichung (?7?)):

1 p(x',t)
D(x,1 dx’ =
(1) = 47r50/ * |x — x/| 47r50 Z |x—xm\

so dass der zweite Term in (4.15) durch

N N
1 qi1qm
1
= o( .
2 E q®(x,1) = Sreo l;éEm x + zE:1 S

=1 L Xm]

gegeben ist. Die ,Selbstenergie“-Beitriage S; = SMO le x‘ der Teilchen sind
formal divergent, was lediglich zeigt, dass die relativistische klassische Mecha-
nik (oder auch die relativistische Quantenmechanik) nicht imstande ist, die
Selbstwechselwirkung eines geladenen Teilchens zu beschreiben. Diese Selbst-
Wechselwirkung kann erst im Rahmen der Quantenelektrodynamik zufrieden-
stellend behandelt werden. Da man aus Erfahrung weifs, dass geladene Teilchen
eine sehr endliche ,Selbstenergie” besitzen, ist es sinnvoll, S; durch eine endliche

Konstante zu ersetzen:

N
Z S; — endliche Konstante .
=1

Abgesehen von dieser (physikalisch wirkungslosen) Konstanten, die wir im Fol-
genden durch eine geeignete Wahl des Energienullpunkts gleich Null setzen,
erhélt man also die Hamilton-Funktion:

N
2 2 2 4 9i9m 4.16
; i c? +mg ct + o Eo;|X1*Xm| (4.16)

+%€o/dx [(85?)2“2 (V><A>2] .

In der Coulomb-Eichung V - A = 0 enthilt die Hamilton-Funktion als unabhén-
gige Variablen also lediglich die Koordinaten und Impulse der Teilchen {x;, p;}
und die rdumlichen Komponenten des 4-Potentials (also den 3-Vektor A). Das
skalare Potential ® tritt nicht als zusétzliche (unabhingige) dynamische Variable
auf; auflerdem ist die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngig.
Die Wirkung S in (4.13) kann vollig analog modifiziert werden; hierbei sind
Lww und Lg durch

N
1 q1dm
L = E -A t) — 4.17
WWwW £ qiuy (Xl7 ) 871'80 ;’L |Xl — Xm| ( )
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und
Lp = %ao/dx (E3 - *B?)

zu ersetzen.
Im Spezialfall der Elektrostatik (A = 0, w; = 0) ist die Gesamtenergie des
Systems durch

N
1 qi1dm
&, = 2 4.18
g ;molc + Sreg l;;l X1 — %] ( )

gegeben, wobei der erste Term im rechten Glied offensichtlich die Ruheenergie
der Teilchen und der zweite Term die elektrostatische Wechselwirkungsenergie
darstellt.

Wir fiigen noch ein paar abschlieffende Bemerkungen iiber die Grenzen der
Giiltigkeit der klassischen speziellen Relativitdtstheorie hinzu. In diesem Ab-
schnitt haben wir gelernt, dass die Relativitdtstheorie einerseits punktformige
Elementarteilchen verlangt, die Selbstenergie solcher Teilchen andererseits diver-
giert, falls sie eine elektrische Ladung tragen. Nun ist die durch Selbstwechsel-
wirkung verursachte Selbstenergie eines Teilchens natiirlich in der Ruheenergie
enthalten und darf diese Ruheenergie daher auf keinen Fall tibersteigen. Nehmen
wir an, das Elementarteilchen sei nicht punktférmig, sondern habe den Radius
r, dann finden wir also die Ungleichung

2 2

q
5m002 bzw. rzﬁzrq,
dregmoc

q
dmegr

die besagt, dass die klassische Relativitétstheorie fiir r < 7, inkonsistent wird.
Fiir Elektronen (¢ = e) wird 7, als ,klassischer Radius des Elektrons‘ bezeich-
net:?

2 2 2 2

_ e _ e dmeoh” _ o 5 8.10-15

e = 5 = 5 = o ap =~ 4,0 - m .
degmoc dmeghe moe

Bevor die klassische Relativitétstheorie intern inkonsistent wird, bricht sie durch
quantenfeldtheoretische Effekte zusammen: Wenn die kinetische Energie eines
Elektrons die Ruheenergie iibersteigt (Exin 2 moc2)7 also wenn fiir typische
Eigenwerte des Impulsoperators p 2 mgc gilt, kann Paarerzeugung auftreten.
Dies wird insbesondere dann geschehen, wenn man versucht, das elektronische
Wellenpaket in einem Raumbereich mit dem Radius r < m’z - = ACompton = QGB
zusammenzuquetschen (,,Zitterbewegung®).

Deutlich bevor Paarerzeugung einsetzt, wird die klassische Theorie bereits
ungiiltig durch normale Quanteneffekte; man denke an die elektronische Wellen-
funktion im Wasserstoffatom, die auf der Langenskala ap variiert. Insbesondere
kann man die Ergebnisse des ,,Coulomb-Problems eines einzelnen Teilchens” also
ausdriicklich nicht in der Quantenwelt, d. h. zur Beschreibung wasserstoffahnli-
cher Atome, anwenden.

2Der Sprachgebrauch stammt aus einer Theorie von M. Abraham, in der angenommen
wurde, dass die Ruhemasse des Elektrons vollstdndig elektromagnetischen Ursprungs ist. Im
Folgenden bezeichnet a die Feinstrukturkonstante und ag den Bohr’schen Radius.
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Betrachtet man schliefllich Vielteilchensysteme, z. B. Elektronengase in Me-
tallen oder im Inneren von Sternen, so verliert die klassische Nédherung ihre
Giiltigkeit, wenn die Temperatur des Gases zu niedrig ist (niedriger als die
Fermi-Temperatur Tp = ﬁ , wobei £ der mittlere Abstand zwischen Elek-
tronen ist). Anders ausgedriickt wird die klassische N#iherung ungiiltig, wenn ¢

die thermische Wellenldnge \p = ﬁ unterschreitet.

Diese Einschrinkungen der Giiltigkeit der klassischen Relativitétstheorie
sind natiirlich bei Anwendungen (insbesondere im Bereich der Elementarteil-
chenphysik) zu beriicksichtigen.
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Kapitel

Statische elektromagnetische
Felder

Nachdem wir im vorigen Kapitel die Dynamik der Teilchen fiir fest vorgegebene
Feldkonfigurationen und die allgemeine Dynamik des Coulomb-Gases untersucht
haben, widmen wir uns nun der Dynamik der Felder. Zuerst (in diesem Kapi-
tel) betrachten wir die einfachste mogliche Situation, namlich diejenige effektiv
zeitunabhéngiger Felder. Explizit zeitabhingige Felder (insbesondere elektro-
magnetische Wellen) werden in den nachfolgenden Kapiteln diskutiert.

Streng zeitunabhéngige Felder E(x) und B(x) liegen immer dann vor, wenn
die Ladungs- und Stromverteilungen zeitlich konstant sind. In diesem Fall redu-
zieren sich die Maxwell-Gleichungen auf

(V~E)(x):§p(x) , VXE=0

(5.1)

V-B=0 ) (VXB)(X):ﬂOJ(X)a
und man sieht, dass die Gleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik in
diesem Spezialfall entkoppelt sind. Viel interessanter (denn weniger speziell)
ist jedoch, dass dieselben Gleichungen (5.1) auch fiir das zeitgemittelte Verhal-
ten der Felder relevant sind, falls die Ladungs- und Stromverteilung rdumlich
begrenzt ist. In diesem Fall sind ndmlich E(x,t) und B(x,t) (mindestens aufer-
halb dieses Raumbereichs) in ihrer zeitlichen Variation beschrénkt und es gilt
bei einer Zeitmittelung:

__ T
oE . 1 OE . ExT)-E(x,0)
EZTIEEJ/&E(X’”—TIE& T =0
0
und analog;:
B
Z=— =0
ot ’
so dass sich die Maxwell-Gleichungen auf die Form
_ 1 1_
(VE)x) = (V-E)x) =—pxt)=—p(x)
€0 €0
VxE = VxE+ 9B _ 0

ot
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bzw.

VB = V.B=0

OE . .
V x B —copo g = Hoj(x, 1) = 10 j(x)

4
X
vs]
I

reduzieren. Die zeitlich gemittelten Gréfen (E,B, p,j) erfiillen also die Glei-
chungen (5.1) der Elektro- bzw. Magnetostatik. Fiihrt man nun wie iiblich ein
skalares Potential ® und ein Vektorpotential A ein:

E=-V® , B=VxA

und fordert zusétzlich die Coulomb-Eichung V-A = 0, so erhdlt man bekanntlich
die Poisson-Gleichungen

AP =—2p , AA=—poj

R
mit den Loésungen

@@—1Lﬂfmﬂq,A®—ﬁ/ij) (5.2)

 4drmeg |x — x |x — x|’

die fiir x — oo gegen Null streben. Die entsprechenden Felder sind

B = o [ix o) 225

dreg |x —x'|3
(5.3)

- po [, ) x (x— x)

B(x) = L0 [giX/2X_%)

() 47 * |x — x/|3

Die Gleichung fiir E(x) in (5.3) stellt das Coulomb-Gesetz dar, diejenige fiir
B(x) das Biot-Savart’sche Gesetz.

5.1 Das elektrostatische Potential und die
Multipolentwicklung

5.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Wir befassen uns nun etwas ndher mit dem Spezialfall der Elektrostatik, der
durch den Ausdruck fiir ®(x) in (5.2) charakterisiert ist, und untersuchen die
Form des skalaren Potentials in grofem Abstand von den Quellen (|x| — o0).
Diese Fragestellung ist in der Elektrostatik offensichtlich immer dann wichtig,
wenn eine Ladungsverteilung aus der Ferne betrachtet wird oder wenn zwei
Ladungsverteilungen, die weit voneinander entfernt sind, miteinander wech-
selwirken. Hieriiber hinaus ist diese Fragestellung relevant fiir die Untersu-
chung der Wechselwirkung atomarer Ladungsverteilungen in der Quantenme-
chanik (Van-der-Waals-Kréfte) oder nicht-sphérisch-symmetrischer Massenver-
teilungen in der Mechanik (Erde-Mond-System).

Zur Berechnung des skalaren Potentials in groffem Abstand von den Quellen
(x — 00) setzen wir in (5.2) die Taylor-Entwicklung
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1
1 1 1 {1 2% X’+<x’)2} 2
|x — x/| \/xQ —2x-x'+ ()2 % x x
1 x-x' 1 ~T i N\T N2 >
= ;{1—1— . —&—@X [3X(X) — (z") ]l]x
1
+ ﬁjiljiz‘%is [nglx{izw’/ig - x;16i2i3 - .1'225,‘1,‘3 - x;36i1i2] +... }
= D Miriais s e C
£=0

ein, so erhélt man sofort die Multipolentwicklung des skalaren Potentials:

oo A~ ~ ~
Tiy Liy - - &y _
P(x) = ;Mhiz...izw v My = /dX/P(X/)Milz‘z...z‘e (x') (5.4)
mit
M = /dx’ x)=q M;, = /dx’ﬁ(x');v;1 =d;,
My, = /dX' p(x) [3af, 2, — 3(2))0i0,] = Qi
Mi1i2i3 = /dxl ﬁ(xl) [%xilxizxis - %x/iléizig - %x{iZ&iliS - %xgséilh] = Oi1i2i3

Hierbei wurden die Ladung g der Ladungsverteilung, ihr Dipolmoment d, der
Quadrupoltensor @ und der Oktupoltensor O eingefiihrt. Die explizite Form
der héheren Multipolmomente ist recht kompliziert. Dies sieht man bereits am
nachsten Multipolmoment, dem Hexadekapol:

117712771374 1371 12714

My inigi, = /dx’ p(x") {3—;:13{ ol @ wh — 3(a)) (61,0, @0, @), + 6iyin @, @)
+ 51-”-49922%3 + Oigigxy, 5, + 5i2i4x§1x§3 + Oigiy @y, )
+ 2(@) (8113 Oigis + 0irigOiniy + 51'11‘451‘21‘3)} = Hijigigia
Mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten (¢,d, @, O, H,...) erhélt man also die
folgende explizite Entwicklung fiir das skalare Potential:

1 x-d xTQx 1. .
@(X) = 471'501; (q - + I2 + E.’filxhxiSOiliQiS
1.
+ F$i1$i2$i3$i4H2‘1i2i3i4 + .. ) ($ — OO)

Die Multipolentwicklung (5.4) setzt natiirlich voraus, dass die Ladungsvertei-
lung raumlich begrenzt ist. Der Entwicklungsparameter in der Multipolentwick-
lung ist a/x, wobei a die typische Ausdehnung der Ladungsverteilung ist.

Man kann den Monopol exakt realisieren, indem man eine Punktladung ¢
im Ursprung plaziert. Es folgt:

qx
dreqr?

__ 4
dmegx

Po(x) Ey)=-Vo,
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Man kann den Dipol d exakt realisieren, indem man zwei entgegengesetzt gela-
dene Monopole (mit den Ladungen Ag und —\g) an den Orten %a und —%a
aufstellt und den Limes A — oo durchfiihrt. Es folgt:

x-d 3%%T — 1)d

4y (x) , d=ga , E;=-V& =

4ega? 4regas

Man kann den Quadrupol @ exakt realisieren, indem man zwei entgegengesetzt
ausgerichtete Dipole A\d und —Ad an den Orten ia und —ia aufstellt und
den Limes A — oo durchfiihrt. Es folgt:

B0 = Jlim [0 (x= %) - 0 (x4 5)] = lim [-3a-(Ve) ()]
1aT[3%%" — 1](\d)
— lim [ia. — 1 -
= Jim [fa-Bi(x)] JLH;O[A i ]
xT[3ad” — (a-d)1]x  xTQx
dmegxd " Amegxd

mit
Q= g[adT +da’] - (a-d)1.

Allgemeiner kann man den 2/-Pol M) exakt realisieren, indem man zwei ent-
gegengesetzt ausgerichtete 2/~*-Pole AM ‘= und —AM =Y an den Orten 3;a
und —%a aufstellt und den Limes A — oo durchfiihrt. Allgemein folgt:

Oy(x) = /\ILHOIO [Cbg,l (x - %) — Py (X+ %)}
— i [~far (Vo) (0] = im [{a-Beao]

wobei Ey_;(x) das elektrische Feld eines 2°~!-Pols im Ursprung der Grofe
AQy_1 darstellt.
5.1.2 Multipolentwicklung in beliebiger Ordnung

Es ist klar, dass die konkrete Berechnung der Multipolmomente in den héheren
Ordnungen immer langwieriger wird. Dennoch ist es nicht schwierig, die Multi-
polentwicklung zu systematisieren. Hierzu beweisen wir zuerst die Identitét:

2\ 2
X (2) x
x
die aus der Gleichungskette
2 "2 12
[|x—x’|(x’)2] - {xm'|x’ — (%) x} =
2

[x2 —2x-x + (m’)Q] (") — 22 ()2 {(gc’)2 -2 ($—1> x' - x+ (x;)j =0

X
‘X_X/|:7/ )

T x
folgt. Mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung in mehreren Variablen:
ail aiz .. aié

flx+a)= ZT (04,0, ... 05, ] (%),

£=0
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wobei implizit iiber alle i, € 1,2,3 summiert wird (Einstein-Konvention) und
0; = % gilt, erhdlt man nun einen kompakten Ausdruck fiir das skalare Poten-

tial:
w0 = o [ LD L [ P
4meg |x —x/|  4meg zlx — <%>2 x|
_ 1 /—/xloo(_l)z ! 2 / /1
= I /dx p(x ); ;} T (;) Tiy ..o 4,0; ...812;
1 = Tiy Ty -+ - Tiy
= 47750 EZ:% i1%9...9¢ .’L'é+1
mit!

(=1)°

B 1
M;iio. iy = 7 /dx' p(X')(ac/)%"'l@;lagz .. 3;29

Hierbei gilt 9] = a?;'.' Es ist zu beachten, dass die Multipolmomente M; ;,. ;

fir £ > 2 symmetriséh in allen Indizes und spurlos sind:

£

M. . R (_1)Z d ! (! / 2£+1a/ a/ A/l =0
11...00—210 — X p(X )(!L‘ ) i1 Oiy s o = R

2!
wobei die letzte Gleichung aus A’ % = —47§(x’) folgt: Da im Integranden der
Faktor 0] ...0;, | <A’%> hochstens (¢ — 2)-te Ableitungen einer §-Funktion

enthilt, ergibt sein Produkt mit p(x)(2")2‘*! bei Integration sicherlich Null.
Aufgrund der Symmetrie in allen Indizes erhélt man das gleiche Ergebnis fiir
alle anderen Kontraktionen von M;, i, .i,-

5.1.3 Multipolentwicklung in sphirischen Koordinaten

Man fragt sich, ob die Bestimmung der Multipolmomente einer Ladungsver-
teilung nicht systematisiert werden kann. Die Berechnung der Entwicklungs-
koeffizienten M;,;,. s, in Kartesischen Koordinaten bis zu einer hohen Ord-
nung der Multipolentwicklung wére sicherlich recht langwierig. Da die Multi-
polentwicklung (5.4) letztlich eine Entwicklung nach dem Radius x darstellt,
bietet sich jedoch alternativ eine Berechnung in Kugelkoordinaten an. Insbe-
sondere bendtigen wir eine Darstellung (in Kugelkoordinaten) der Funktion
o(x|x’) = m . Diese Funktion erfiillt die Gleichung:

Ag(x|x') = féé(x -x)  (x€R? (5.5)

und stellt also das Potential einer Einheitsladung im Punkte x’ dar. Durch
Uberlagerung erhilt man:

@) = [ dx’ o)l

1Diese Definition der Multipolmomente folgt der in der Literatur recht allgemein akzep-
tierten Buckingham-Konvention und weicht ab von z.B. Jacksons Definition, in der scheinbar
willkiirlich und ohne Systematik andere Vorfaktoren gewihlt werden.
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Das Interessante ist nun, dass (5.5) tiberall im Raum aufser in x’ als Schrédinger-
Gleichung fiir die Wellenfunktion ¢ eines freien Teilchens interpretiert werden
kann. Aufgrund dieser Analogie ist es moglich und hilfreich, einige Konzepte
und Methoden aus der Quantenmechanik zu iibernehmen. Beispielsweise ist der
Laplace-Operator in (5.5) alternativ auch als

r 2
(Lg) } R

A=—(b/h)? =~ |:(ﬁx/h)2 +

darstellbar, wobei L der Drehimpulsoperator ist. Die Eigenfunktionen von (L/k)2

sind die Kugelflichenfunktionen Yp,,:

mit £=0,1,2,... und m=—¢, —(¢{ —1), ..., £ — 1, £. Die Kugelflichenfunk-
tionen sind bekanntlich orthonormal und vollsténdig:

(Vi , Yorme) = / 42 Y () Yy () = Got: G

Die Deltafunktion in (5.5) kann daher sofort nach den Kugelflichenfunktionen
entwickelt werden:

1

d(x—x) = mé(xfx’)c;(gafga’)é(ﬂfﬁ’)
_ %5(95 — )8(¢ — )8(cos 9 — cos )
= %5(10—;2')5(9—9’)

= ZYM )Y () . (5.6)

Wegen der Vollstandigkeit der Yz, kann auch die 2-Abhéngigkeit von ¢(x|x’)
nach diesem Basissatz entwickelt werden:

S(xx') =Y A (ala’, Q) Yem () . (5.7)

l,m

Einsetzen von (5.7) und (5.6) in (5.5) liefert

= [ + ] el ) = — st — @)
d.h.

Aumale!, ) = Rlal#') s (€0) 6:3)
mit

19 e+l , 1 ,

o= Ralety = — ot -0
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Aus (5.8) ist ersichtlich, dass R lediglich von ¢ (und nicht auch explizit von m)
abhangig ist und dass Ry reell gewéhlt werden kann. Wegen der Randbedingun-
gen folgt:

a(x")x’ (x <)

Ry(z]z') = { ,

b(x" )z~ D (2> 2)

und wegen der Symmetrie unter Vertauschung von x und x’ (und daher von x
und ') muss a(z’) = C(z')~“+1) bzw. b(z') = C(z')! gelten:

Ru(ala!) =Cmin{mé (W} .

(33‘/)£+1 ’ .I‘£+1

Multiplikation von (5.8) mit  und Integration iiber das infinitesimale Intervall
(2’ —e) <z < (2 +¢) liefert:

' +e

1 B 9% L +1) _ O(zRy) O(xRy)
g’ / d [W a2 } (Re) = Oz o oz .
1 1
= C[-{—(L+ 1)]; =—(20+ l)C;
und somit C' = m . Insgesamt gilt daher:
1 : 2t (a) .
oxix') = Y- g ez min { e S | Yon @Y

lm

Einsetzen dieses Ergebnisses in ®(x) = [dx' ¢(x[x')p(x’) mit x > 2’ (die
Ladungsverteilung p(x’) soll ja rdumlich begrenzt sein) liefert schlieRlich:

B) = 3 Y D = [ V(@) ) ).

Lm

Hiermit sind im Prinzip alle Ordnungen der Multipolentwicklung von ®(x) be-
kannt. Die Entwicklungskoeffizienten gy, werden als sphdrische Multipolmomen-
te bezeichnet. Wegen der Beziehung Y,!, (2) = (—1)"Yp,_, () gilt

g €R , [gem + (—1)"qt,—m] €R , i[gem — (—1)"qr,—m] €R

so dass die (im Allgemeinen komplexen) sphérischen Multipolmomente gy, fiir
festes £ einen Satz von 2¢ 4+ 1 unabhéngigen reellen Parametern definieren.

Kommentar zu den kartesischen Multipolmomenten

Wir haben also gerade gelernt, dass die Terme von Ofz~“+V] in der Multi-
polentwicklung des skalaren Potentials durch (2¢ + 1) unabhéngige sphérische
Multipolmomente gy, charakterisiert werden. Dies zeigt aber auch, dass der
kartesische Multipoltensor M; ;,. i,, der — wie wir wissen — spurlos und symme-
trisch in allen Indizes ist und ebenfalls die O[z~“*1)] in der Multipolentwicklung
beschreibt, durch genau 2¢ + 1 reelle Parameter festgelegt ist.
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5.2 Das Vektorpotential und das magnetische
Moment

Nun befassen wir uns mit der Magnetostatik, die durch das Vektorpotential

A= [ax I

4w |x — x'|

in Gleichung (5.2) charakterisiert wird. Entwickelt man die Funktion ﬁ fiir

x — 00 in eine Taylor-Reihe (analog zu (5.4)), so erhélt man:

A(x) = Ho {/ dx" j(x') + % + {/ dx’ j(x’)(x’)T} XA+ } . (5.9)

4

Nun gilt generell
/dx'j(x’,t) = —/dx’ x'(V'-j) (x,t) = /dx’ x'%(x t)
= %/dx’ x'p(x', 1), (5.10)

so dass der Zeitmittelwert von [ dx’ j(x',t) und somit der erste Term im rechten
Glied von (5.9) Null ist. Der zweite Term in (5.9) kann mit Hilfe von

Jx 60T =4 [ )T )1 [ ax 6T =X ) 611
umgeschrieben werden, wobei j’ = j(x/, t) definiert wurde. Wegen
%/dx i'xT+xit = —f/dx X' (x)T (V")) (%, 1)
_ /d "X ( Tap(xl7t)

= = [ /dx x'(x) p(x', 1)

liefert der erste Term im rechten Glied von (5.11) jedoch keinen Beitrag zum
Zeitmittel in (5.9). Fithren wir den magnetischen Dipol als

D=1 / dx' [ix)(x)" — ¥ ()]

ein, so lasst sich das Vektorpotentlal flir x — oo analog zum elektrostatischen
Fall, in dem ®(x) = gilt, als

47r5 w2

Dx + -

Alx) = 47Tx2

darstellen. Aus
D;j = —eijpmy, , m= %/dx’ x' x j(x')

ist ersichtlich, dass sich der antisymmetrische (echte) Tensor D mit Hilfe des
Levi-Civita-Tensors €;;;, und des Pseudovektors m darstellen lasst; es folgt

A(x):f4gi2fcxm+~'. (5.12)
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Der Pseudovektor m wird als das magnetische Moment des Systems bezeichnet.
Das Magnetfeld B = V x A des magnetischen Dipols folgt (unter Vernachléds-
sigung der Beitrdge von hoheren Multipolen) aus (5.12) als

B(x) = 4;*;3 3%(x)" — 1]m .

Dieser Ausdruck ist mit dem entsprechenden Ergebnis fiir den elektrischen Di-
pol, E = m[?ﬂ?(f{)qﬂ — 1] d, zu vergleichen.

Wir haben also gelernt, dass eine dynamische, zeitlich veranderliche, jedoch
rdumlich beschrinkte Ladungs- und Stromverteilung effektiv einen magneti-
schen Dipol darstellt, wenn man iiber eine geniigend lange Zeit 7" mittelt. Man
kann sich nun fragen, wie sich das entsprechende magnetische Moment m ver-
halt, wenn man es in ein &ufleres, rdumlich homogenes, zeitunabhingiges Ma-
gnetfeld Bg bringt. In diesem Fall wiirden &dufsere Krafte bzw. Drehmomente auf
den Dipol einwirken und somit seine Ausrichtung allméhlich zeitlich &ndern. Da-
mit zu jeder Zeit ein wohldefiniertes magnetisches Moment m vorliegt, miissen
wir natiirlich fordern, dass das Magnetfeld By so schwach ist, dass die zeitliche
Anderung von m auf einer Zeitskala stattfindet, die lang ist im Vergleich zur
Zeit T, die fiir die Zeitmittelung bendtigt wird.

Nehmen wir also an, das dufiere Magnetfeld By sei geniigend schwach, damit
der Dipol zu jeder Zeit wohldefiniert ist. In diesem Fall findet man zuné&chst,
dass das zeitliche Mittel der auf den Dipol wirkenden Kraft aufgrund von (5.10)
Null ist:

N —
F = quﬁl x By = /dx’j(x’,t) xBg=0.
=1
Auferdem folgt mit Hilfe von
/dx’ x'-j) = —%/dx’ x-x)(V'§) (1) = %/dx’ (x' - x')%(x',t)
4 [%/dx/ (x' 'X/)p(X/,t)} ,

dass das zeitgemittelte Drehmoment in einfacher Weise mit dem magnetischen
Moment m des Systems zusammenhéangt:

N
N = le X (qu; x Bg) = /dx’ x' x [j(x’) X Bo]
=1

/ ax [§x) ()" = (x-3(x)) 1] By
= DB0:—B0><m:m><B0.

Das Drehmoment N wird also eine Prizession des magnetischen Moments m um
die Bg-Achse zur Folge haben. Aufgrund unserer Annahme, dass das Magnetfeld
so schwach ist, dass die Prézession langsam verlduft (verglichen mit der Zeitskala

T), folgt N = %, wobei L der zeitgemittelte mechanische Drehimpuls des

Systems ist und At 2 T gilt. Nehmen wir schlieflich noch an, dass das Verhéltnis
qe/my von Ladung zu Masse fiir alle Teilchen, die signifikant zur Stromdichte
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j(x) beitragen,? denselben Wert ¢/m hat, dann gilt

— 97
m—2/dXX><J quxlxul z}: myp X X u = %L
und somit
AL — B
S N=mxBy= LLxBy=-wxL , w=0,
At 2m 2m
Diese Prizession mit der (Larmor-)Frequenz wy, = “12‘% wird als Larmor-Pra-

zession bezeichnet.

2Man denke z.B. an ein Plasma, das neben den sehr leichten mobilen Elektronen auch

viel schwerere, immobile Atomkerne enthéalt. Die Stromdichte wird in diesem Fall durch die
Elektronen bestimmt werden.
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Kapitel

Die Dynamik der Felder -
elektromagnetische Wellen

In vielen Lebenslagen (z. B. jedes Mal, wenn man sieht, ein Handy benutzt oder
zu Hause Rundfunk- oder Fernsehsignale empféngt), ist die explizite Zeitabhén-
gigkeit elektromagnetischer Felder von entscheidender Bedeutung. Aus Kapitel
2 [siehe Gleichung (2.23)] wissen wir, dass das 4-Potential A* im Allgemeinen
(d. h. ohne Annahmen beziiglich der Eichung) die Gleichung
1
OA* — o*(9,AY) = — 4+ (6.1)
EpC

erfiillt. Wir wissen aulerdem, dass A* durch (6.1) nicht eindeutig bestimmt ist,
denn auch das alternative 4-Potential

Al = AP 4 O A

erfiillt Gleichung (6.1), so dass A* und A* physikalisch fquivalent sind. Eli-
miniert man den Eichfreiheitsgrad in (6.1), z. B. mit Hilfe der Lorenz-Eichung
0d,AY =0, so erhdlt man eine inhomogene Wellengleichung fiir A*,

(A% — 1 G
gocC
die zeigt, dass das zeitabhéngige elektromagnetische Feld den Charakter einer
Welle hat.!

In diesem Kapitel werden wir die Struktur der Losung von Gleichung (6.1)
untersuchen, zuerst in Abwesenheit von Ladungen und Strémen (j# = 0), dann
unter Berticksichtigung méglicher Ladungen und Stréme (j# # 0), und schlie-
lich werden wir (bei unserer Untersuchung von Wellen an Grenzflachen sowie in
Kabeln, Hohlraumresonatoren und Wellenleitern) auch die zusétzliche Anwesen-
heit eines Mediums mitberiicksichtigen miissen. Als Anwendungen der Theorie
werden u. a. der Skineffekt und Wellen in Hohlrdumen mit unterschiedlicher Geo-
metrie diskutiert; als Beispiel elektromagnetischer Wellen in einem Hohlraum

In Kapitel 2 wurde bereits darauf hingewiesen, dass die Lorenz-Eichung den Eichfrei-
heitsgrad nicht vollstdndig eliminiert: Umeichungen mit Hilfe eines Lorentz-Skalars A, der die
homogene Wellengleichung erfiillt (JA = 0), sind immer noch mdoglich.
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mit sphérischer Symmetrie behandeln wir die aus der Physik der Erdatmosphére
bekannten Schumann-Resonanzen.

6.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Falls in Gleichung (6.1) j* = 0 gilt, d. h. falls die Dynamik des elektromagneti-
schen Feldes in Abwesenheit elektrischer Ladungen und Ladungsstrome unter-
sucht wird, bietet sich die Coulomb-FEichung (V - A = 0) als besonders bequem
an, da in dieser Eichung

1 _09
Ad =0 OA=-—=V—
’ 2 ot
gilt und die eindeutige Losung der Gleichung A® = 0, die die Randbedingung
® = 0 im Unendlichen erfiillt, fiir alle x € R durch ®(x,t) = 0 gegeben ist. In
der Coulomb-Eichung gilt daher:

d(x,t)=0 , OA=0, (6.2)

so dass das Vektorpotential A(x,t) in diesem Fall die homogene Wellenglei-
chung erfiillt. Die Losung A(x,t) von (6.2) liegt eindeutig fest, falls auch die
Feldkonfiguration zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 bekannt ist:

0A .
A(x,0) = Ag(x) E(X,O) = Ap(x) . (6.3)
Wir fassen die wohlbekannten Resultate fiir die Losung des Anfangswertpro-
blems (6.2) und (6.3) im Folgenden kurz zusammen.
Am einfachsten sind die quasi-eindimensionalen Lésungen von (6.2), die als
ebene Wellen bezeichnet werden:

A= A((El, t)
und die eindimensionale Wellengleichung

1 02 02 OA .
———-—=—]A=0 A 0)=A — 0)=A
(CQ o012 6:1:%) ) (71,0) o(z1) ot (z1,0) o(z1)
erfiillen. Mit Hilfe der Koordinatentransformation £ = x1 —ct, n = x1 +ct erhilt
man die einfache Gleichung 9:9,A = 0, die allgemein durch

A(zy,t) = a1(&) + az(n) = ar(z1 — ct) + az(x1 + ct)

geldst wird, wobei die (zunéchst beliebigen) Funktionen a; und ap durch die
Anfangsbedingungen festgelegt werden:

x1+ct

A(zy,t) = 5[Ao(z1 —ct) + Ag(z1 + ct)] + % / dy Ao(y) .

x1—ct

Die allgemeine ebene Welle ist also eine Uberlagerung einer nach rechts und
einer nach links laufenden Welle.
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Auch sehr einfach ist die sphdrisch symmetrische Welle der Form A =
A(r,t), wobei wir annehmen, dass die Losung symmetrisch um den fest ge-
wihlten Punkt & € R3 sein soll:

cos(¢) sin(1)
x=€&E—71t , r=|6—x| , = sin(p)sin(d)
cos(19)

Die Wellengleichung lautet in diesem Fall

1 02 1 02 2 290
0 = DA=|{-—=-AlA=|-—=-|=—+-=—1]|A
<02 ot? > [02 ot? ((‘37“2 Jrrar)]
19> 102 1[10* 02
= -_ - _ | —_—— A
[02 oty Oor? T] r LQ ot? 87"2} (rA),

so dass die allgemeine Losung die Form einer Uberlagerung einer ausfallenden
und einer einfallenden Welle hat:

A(rt) = %[al(r —ct)+ay(r+ct)] .

Als Spezialfall ist fiir alle £ > 0 in dieser Losung auch die ausfallende Kugelwelle

A t) = 2%y ok

enthalten, die mit der Amplitude a(£)d€ vom infinitesimalen Volumenelement
dé um ¢ ausgeht. Uberlagerungen solcher Kugelwellen,

/d£ %6(7‘ —ct)

A(x,t)

1 .
i / Q) /dr ra(x + rr)d(r — ct)
= % / dQ a(x + ctf) = tMx [a] (6.4)

mit dQ = sin(J)dddyp, sind wiederum Losungen der homogenen Wellengleichung.
Hierbei ist zu beachten, dass M .t[a] einfach als Mittelwert der Funktion a, be-
rechnet {iber die Oberflache einer Kugel mit dem Radius ¢t und dem Mittelpunkt
X, interpretiert werden kann.

Die Funktion A(x,t) in (6.4), die also vollstandig durch a(€) definiert wird,
zeigt das folgende interessante Verhalten zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0:

A(x,00=0
0A; . da; .
ot (X7 0) = 1;&)1 {Mx,ct[ai] + Cth,ct |:a : I‘:| } = ai(x)
82Ai . 8ai ~ 2 ~T 82ai ~
BT (x,0) = ltlﬁ)l {ZCM&Ct {a—x . r} + c“tMx ot {r 2 r} } =0
oder kurz gefasst:
0A 0’A

A(x,00=0 |, W(X,O) =a(x) , W(X,O) =0. (6.5)
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Aus (6.4) und (6.5) folgt sofort, dass die allgemeine Losung der dreidimensio-
nalen Wellengleichung
0A

OA=0 , A(x,0)=A0x) |, E(X,O):Ao(x)

durch
0 .
A(X> t) = a {th,ct[AO}} + th,ct [AO] (66)

gegeben ist, denn laut Gleichung (6.5) liefert der erste Term im rechten Glied
einen Beitrag Ag(x) zu A(x,0), aber keinen Beitrag zu %—?(x, 0), wahrend der
zweite Term keinen Beitrag zu A(x,0), dafiir aber einen Beitrag Ao(x) zu
%(x, 0) liefert.

Falls die Anfangsbedingungen translationsinvariant in einer Raumrichtung
(z.B. in der és-Richtung) sind: Ag = Ag(x1,22) und Ay = Ag(z1, ), dann
liegt ein quasi-zweidimensionales Problem vor, dessen Losungen als Zylinder-
wellen bezeichnet werden. Fiihren wir Polarkoordinaten (p, ¢) ein:

p=ctsin(d¥) , p= (2?5((:3)

und bezeichnen wir die Ortskoordinaten in der (z1, z2)-Ebene als x| = (z1, z2),
dann erhalten die Beitrige tMx [a] in (6.6) die Form

27 ct
1 A~
tMx,ctla] = o — / dep / dp a(x1 + pp) P
0

e /c2t2 — p2

0

ct

1 2 P
_ / dp M2 [a]

c /212 — 2
0 ¢ P

wobei M,(i),p[a] nun den Mittelwert der Funktion a(€,) iiber einen Kreis mit
Radius p und Mittelpunkt x,; darstellt. Es ist sehr einfach, das qualitative
Verhalten von Zylinderwellen als Funktion der Zeit zu bestimmen. Nehmen wir
an, dass das Feld anfangs in einem Raumbereich D, C R? lokalisiert ist, wobei
fiir alle £, € D, gilt: ¢ty < |€, — x| < cty. Ein Beobachter in x; wird fiir

alle t < t; kein Signal erhalten, da in diesem Fall M,(i)yp[Ao] und M [Ag]

1P
gleich Null sind. Fiir ¢ > ¢; wird er ein Signal erhalten; insbesondere gilt im

Langzeitlimes (¢ > to):

2m ct

1 A~

tMy ctfa]  ~ ngt/dw /dp pa(xi + pp)
0 0

~ ﬁ/dEL a(§,) (a:onAO)

d.h.

A ) ~ o | [ des Aote) - 7 [ deL AoleL)]

Man sieht, dass die Amplitude der Welle in x,; zu jeder endlichen Zeit nicht
verschwindet (Nacheffekt).
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6.2 Der Einfluss von Ladungen und Stromen

In Anwesenheit von Ladungen und Stromen bietet sich die Lorenz-FEichung an;
in dieser Eichung geht Gleichung (6.1) in die inhomogene Wellengleichung

1,
OAF = —jt (6.7)
gocC

fiir das 4-Potential iiber. Das 4-Potential ist nicht eindeutig bestimmt durch
(6.7), da es bekanntlich noch eine Resteichfreiheit der Form A#* — A =
A+ OMA gibt, wobei A die homogene Wellengleichung LA = 0 erfiillt und
ein Lorentz-Skalar ist. Die Anfangsbedingung fiir (6.7) sei durch

A0 = 4500, 2,0 = A4 (63)

gegeben. Die allgemeine Losung des Anfangswertproblems (6.7) und (6.8) kann
als Summe zweier Beitrdge geschrieben werden:

Al = A + AL
wobei A} die Losung der homogenen Wellengleichung

DAY

OAY =0 , Af(x,0)=A45(x) 25

(x,0) = Af (%) (6.9)

ist und A% die Losung der inhomogenen Wellengleichung

o
aag= L a0 =0 9%

o o (x,0) =0 (6.10)

darstellt. Die Losung von (6.9) ist bereits bekannt:
Af(x,1) = % {t Mt [AG]} + tMx,ct [Ag} :

Um den Einfluss der Ladungen und Stréme zu bestimmen, miissen wir also nur
noch das inhomogene Problem (6.10) lésen.

Aber auch die Losung von (6.10) ist im Wesentlichen bereits bekannt, da
sich A% als

t
%@w:/ww@¢ﬂ
0

darstellen lasst, wobei a* die homogene Wellengleichung

Oa" =0 t>1)
Oat
7T =0 (e TiT) = (%)
0

ot

(6.11)

erfiillt. Dies sieht man sofort daraus, dass in diesem Fall sowohl die inhomogene
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Wellengleichung,

t t
10 { Odat -|
Ta— 19 . Ty—
D/dTa (x,t;7) 25 [/dr 5 (x,t;7) 4+ a (x,t,t)J
0

als auch die Anfangsbedingung in (6.10) erfiillt sind. Da die allgemeine Losung
von (6.11) aus Abschnitt [??] bekannt ist, kénnen wir nun auch die allgemeine
Form von A} angeben:

t
A (x,t) = / dr (t =) Meoon [£32] 0 720 = "(x,7) .
0

Fiihrt man nun eine neue Variable r = ¢(t — 7) ein, so ldsst sich dieses Ergebnis
auch als

AL (x,1)

ct
C%/dr rMx , [é]ﬂ]
0

ct
1
— i pr_r
47T€OC/dQ /drrj (x+rt,t—1)
0
; |€=x]|
1 ]N (£at_ ) —
= — [de——"—° Lyt 12
47r500/ ¢ |€ — x| ( € > (6.12)

darstellen, wobei H(y) die Heaviside’sche Stufenfunktion bezeichnet. Die Inter-
pretation von (6.12) ist klar: Da sich elektromagnetische Signale mit der Lichtge-
schwindigkeit ¢ ausbreiten, enthélt A% (x,t) nur Beitrige solcher Ladungen und
Stréme j#(&,7), die sich zum Zeitpunkt 7 in einem Abstand |§ — x| = ¢(t — T)
von x befanden. Die Zeit 7 =t — @ wird als die retardierte Zeit bezeichnet.

Nehmen wir nun an, die Ladungs- und Stromverteilung sei translationsin-

variant in és-Richtung. Es breiten sich dann Zylinderwellen aus, und aufgrund
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von Abschnitt [6.1] hat das 4-Potential nun die Form:

c(t—m)
1 2 ; P
dr = / dp M) , [ 23] o

Ag(XJ_7t) = c

- / dp M0, 25, |

- / /d@ M0t E) b e

27r50c —e, —X¢|2

o\W

(6.13)

Analog kann man das 4-Potential fiir eine Ladungs- und Stromverteilung mit
Translationsinvarianz in €s- und és-Richtung aus der Losung der homogenen
Wellengleichung fiir ebene Wellen bestimmen:

x| te(t—T)

t
1
AY(zy,t) = /dT 3 / déy éj”(ﬁﬁ)
0

z —c(t—T)

ct

25100 dT/dELJ <§Lvt*7) H(r—|{L —x1]). (6.14)
0

Das Langzeitverhalten von A* fiir Zylinderwellen und ebene Wellen weicht wie-
derum stark von dem in (6.12) ab. Nehmen wir an, die Ladungs- und Stromver-
teilung j* ist rdumlich und zeitlich lokalisiert, so dass fiir einen fest vorgegebenen
Punkt x in (6.12) gilt:

jH (&, 1) =0 fir |[€—x|>cT oder 7>T,

und analog fir j#(£€ ,7) in (6.13) bzw. j#(£,,7) in (6.14). Fiir alle ¢t > 2T folgt
AL (x,t) =0 in (6.12). In (6.13) jedoch folgt

AL, t) ~ 5 ct/ de | /dm €.,7)  (t—o0) (6.15)

und in (6.14) sogar

Ab(z,t =5 O/d@_ /dT] (&L,7) (t>2T). (6.16)

Die physikalischen Konsequenzen von (6.15) und (6.16) sind jedoch génzlich
unterschiedlich: Wahrend (6.15) zeigt, dass das elektromagnetische Feld in x;
sogar fir beliebig lange Zeiten ungleich Null ist, sind die rdumlichen und zeitli-
chen Ableitungen von (6.16) rigoros gleich Null, so dass kein elektromagnetisches
Feld erzeugt wird, obwohl A% (z, ,t) selbst ungleich Null ist.

Besonders interessant ist der Fall einer Punktquelle der Form j*(x,t) =
§(x)d(t —07) in (6.12). Es folgt:

Ab(x,t) = ! J(t—2) =Gs(x,1) . (6.17)
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Analog folgt mit j*(x,t) = d(x.)d(t —07) in (6.13):

Mt = o / %M? Hr — fx.)
L ) = Ga(x1,1) (6.18)
2720\ f(ct)? — [xL
und mit j#(z,,t) = 8z )5(t — 0F) in (6.14):
Az, ) = Z—;H(ct CeLl) = Gaa,t) . (6.19)

Die Funktionen G3, G2 und G, erfiillen die Gleichungen

1 0G5
_— J— + =
0G; = 5006<X)6(t 07) , Gs(x,00=0 , o (x,0)=0
19> 9 1 N 0G5
(026152_8)(3) 2—;5(XL)(5(t_0 ) 5 GQ(XJ_,O)—O, W(XL7O)—0
19> 92 1 N lel
(3787~ 7a7) O = 2 f@0i=0%) Guler.0) =0, w0 =0

und werden als Green’sche Funktionen der drei-, zwei- und eindimensionalen
Wellengleichung bezeichnet. Sie sind natiirlich von grofsem praktischen Nutzen,
denn wenn sie explizit bekannt sind, folgt die allgemeine Losung der drei-, zwei-
oder eindimensionalen Wellengleichung als:

Ayt = [ de [ dr Gox— &t =mjtien)

B(x, 1) /dsl /dTGz L€ T)E L)

At /d@ /dml Ty — € t—T)(EL,T)

Vergleicht man die Ausdriicke fiir die Green’schen Funktionen G3, G und G in
(6.17) - (6.19) miteinander, so beobachtet man grofe qualitative Unterschiede:
Die Green’sche Funktion G3 erfiillt das Huygens’sche Prinzip, das (in der mo-
dernen Formulierung) besagt, dass das Signal einer Punktquelle auf dem Rand
{x| |x| = ¢t} des Vorwirts-Lichtkegels konzentriert ist. Das Huygens’sche Prin-
zip gilt gewissermafen auch fiir G, d. h. fiir ebene Wellen, vorausgesetzt, dass
man unter ,Signal* die physikalischen Felder, d. h. die Ableitungen von G nach
den Orts- und Zeitkoordinaten, versteht. Das Huygens’sche Prinzip gilt nicht
fiir Zylinderwellen, d.h. fiir G5, denn in diesem Fall gilt G2 # 0 fiir alle x|
mit |x,| < ct. Allgemeiner kann man zeigen, dass das Huygens’sche Prinzip
in allen ungeraden Dimensionen gilt, und amiisanterweise gilt es nicht in al-
len geraden Raumdimensionen. In geraden Dimensionen verstummt das Signal,
das man von einer Punktquelle (oder durch Uberlagerung: von einer beliebigen
Quelle) empfingt, also nie.
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Alternativ kann die retardierte Green’sche Funktion G(x,t) auch mittels ei-
ner Fourier-Transformation berechnet werden. Als Beispiel behandeln wir den
dreidimensionalen Fall. Die Fourier-Transformierte gs(x,w) von G5(x,t) ist durch

1 : 1 )
g3(x,w) = Wors /dt Ga(x,t)e™ | G3(x,t) = E/dw g3(x,w)e ™t

definiert und erfiillt die inhomogene Helmholtz-Gleichung

<A + w2) = —$5(x)
c? 9= V2mege )

Aus der Ubung ist bereits bekannt, dass g3 allgemein die Form

1 lcos (w%) JrBsin (w%)

gS(Xvw) = \ /27T506 drx 4z

hat, wobei B prinzipiell w-abhéngig sein diirfte. Durch inverse Fourier-Transfor-
mation erhalt man

—iwt

1 . ) 2\1 €
Gs(x,t) = menc /dw [cos <WZ> + Bsin <WZ>] el (6.20)
Die Lésung der inhomogenen Wellengleichung (G = -1 6(x)§(t — 0F) ist natiir-

EpC
lich nicht eindeutig festgelegt: Man kann zu jeder Léstfng G immer eine Losung

der homogenen Wellengleichung addieren. Die Losung wird jedoch eindeutig,
wenn man die Anfangsbedingungen G3(x,0) = 0 und 9;G5(x,0) = 0 auferlegt.
Diese Anfangsbedingungen entsprechen der Wahl B = i in (6.20):

G, 1) = — [ ! /dw e_iw(t_%)} _ M

dmegexr L2 dregcx

Offensichtlich gilt G3(x,t) = 0 fiir alle t < 0, so dass Gg tatséchlich die retar-
dierte Green’sche Funktion darstellt. Fiir die alternative Wahl B = —i erhilt
man analog:

5(t+2)

G5 (x,t) = 4dmegcx

eine Losung, die als die avancierte Green’sche Funktion der (dreidimensionalen)
Wellengleichung bezeichnet wird.

6.3 Wellengleichungen in materiellen Medien

Wie bereits aus der Einfithrung bekannt (s. Gleichung (??)), sind bei der Formu-
lierung der Maxwell-Theorie ,ijm Medium* auch die Effekte der Magnetisierung
M und der Polarisation P zu beriicksichtigen. Mit Hilfe der Definitionen

D=¢E+P , HE;TloB_M
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erhélt man die Maxwell-Gleichungen

LV-D=p III.VxE+aa—]tg:0
(6.21)
ILV-B=0 IV.VxH—%—?:j,

wobei p und j wie iiblich eine Kontinuitatsgleichung erfiillen: % +V.j=
0. Die Theorie (6.21) erhélt erst dann einen physikalischen Inhalt, wenn die
Beziehungen zwischen P und M einerseits und E und B andererseits festgelegt
werden. In einfachen (d.h. konkret: in linearen, isotropen) Medien gelten z. B.
die Materialgleichungen

D:€0E+P:€0€rE:€E y B:,Ll,()(H<|>1\/.[):/LO‘UJrH:,LLH7
die in Leitern noch um das Ohm’sche Gesetz
j=oE

erginzt werden. Die Maxwell-Gleichungen (6.21) ,,im Medium® kénnen mit Hilfe
einer rdumlichen Mittelung aus denjenigen ,im Vakuum® hergeleitet werden (s.
z.B. § 6.7 in Jackson). Die Theorie ,im Medium* ist durch die in der Herleitung
von (6.21) auftretenden N&herungen und durch die Einfithrung der Material-
parameter ¢, g, und o eher phanomenologischer Natur. Sie ist einerseits also
weniger fundamental als die Maxwell-Theorie ,ijm Vakuum®, andererseits offen-
sichtlich von grofem Belang im Hinblick auf praktische Anwendungen.

Die Maxwell-Theorie fiir materielle Medien kann auch Lorentz-kovariant for-
muliert werden. Die E- und B-Felder kénnen — wie iiblich — mit Hilfe des Feld-
tensors F'*Y = (E, ¢B) beschrieben werden. Analog kann man den echten Vek-
tor P und den Pseudovektor M zu einem antisymmetrischen echten 4-Tensor
M* = (—c*P, ¢cM) kombinieren:

0 E 0 0 62113\; M.

nr 0 —cBs ¢Bs nro —ciliz cMa2
F E ¢cBs 0 —cB; o M —c?P cMg 0 —cM; |~

—cBs ¢Bj 0 —cMs cM, 0

Die D- und H-Felder kénnen dann mit Hilfe einer Linearkombination dieser
Tensoren beschrieben werden:

v — 1 v v o__ 1 2 c _ 2
H"Y = L — M = (LE+ P, £B - M) = (¢*D, cH) .
Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind unveréndert und koénnen somit als
D — 0

zusammengefasst werden. Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen, die im Va-
kuum durch 8,,,(%0F HV) = ¢j¥ gegeben sind, erhalten im Medium die Form

O H" = cj” .

Auch die Materialgleichungen kénnen Lorentz-kovariant dargestellt werden, wie
zuerst von Minkowski (1908) gezeigt wurde. Wenn wir annehmen, dass das be-
trachtete Medium eine 3-Geschwindigkeit u und somit eine 4-Geschwindigkeit
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ut = ~,(1,3) relativ zum Beobachter hat, dann kann die Materialgleichung
D = ¢E Lorentz-kovariant als

LH"Pu, =eF""u, ,

die Gleichung B = yH als
F”’)up = pf{”pup

und das Ohm’sche Gesetz als
¥ = (upi?)u” + o F"Pu,

dargestellt werden. Bei der Interpretation der letzten Gleichung ist zu bedenken,
dass der 3-Strom einen konvektiven und einen konduktiven Anteil hat, wobei der
konvektive Teil auf die Bewegung des Mediums mit der 3-Geschwindigkeit u zu-
riickzufiihren ist und der konduktive Anteil vom elektrischen Feld hervorgerufen
wird. Erwéhnt sei noch die Energiebilanzgleichung
dpe
-E-j=—+V .S, 6.22

i=—5t (6.22)
wobei die Energiedichte pg und die Energiestromdichte S fiir lineare, nicht not-
wendigerweise isotrope Medien die Form

pe=L1E.-D+H-B) , S=ExH

hat. Die Bilanzgleichung (6.22) kann wiederum als 0-Komponente einer Tensor-
gleichung der Form (3.39) geschrieben werden.

Wir untersuchen nun die Moglichkeit der Wellenausbreitung in materiellen
Medien. Hierzu gehen wir von den makroskopischen Maxwell-Gleichungen (6.21)
aus und nehmen an, dass die Materialparameter e, und o ortsunabhingig
und raumlich isotrop sind. Des Weiteren nehmen wir an, dass der betrachtete
Raumbereich keine Ladung hat (p = 0). In diesem Fall kann man die (E, B)-
Felder, analog zu Gleichung (6.2), mit Hilfe von Potentialen (®, A) beschreiben,
die in der Coulomb-Eichung V - A = 0 die Gleichungen

1
AP=——p=0 (6.23)

und

AA = —[V(V-A)-AA]=-Vx(VxA)=-VxB
. 0D\ OE
= —uVxH=—pu (J + E) =—/ (O’E + sa) (6.24)

erfiillen. Die eindeutige Losung der Laplace-Gleichung (6.23) zur Randbedin-
gung ® = 0 fiir |x| = oo lautet ®(x,t) = 0 fiir alle x € R3, so dass sich der
Zusammenhang zwischen den Potentialen und den Feldern zu

E--2%  B_v«a (6.25)
ot
vereinfacht. Folglich ldsst sich (6.24) auch als
A oOAY_ 1 (A 10A
o2 e Ot o2 T ot

(6.26)

AAs,u(
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schreiben. Hierbei wurden die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = (s,u)’l/ 2 und
die charakteristische Ddmpfungszeit 7 = £ der Wellen eingefiihrt. Der letzte

Term im rechten Glied von (6.26) wirkt als Reibungs- oder Dampfungsterm. Aus
(6.25) folgt sofort, dass E und B Gleichungen der selben Form wie A erfiillen:

1 (O’E  10E
AE=2 <6t + Tat>
, (6.27)
1 /0B 10B
AB=—=|—5+-——F) .
Z2 <6t2 7 c’)t>
Die Wellengleichungen (6.26) und (6.27) mit zusitzlichem Dampfungsterm sind
Spezialfille der sogenannten Telegraphengleichung,

1 [6211 @

Av=73 g Tty

= + Tlrzv] (r1,72 > 0) ,
die im Allgemeinen neben dem Déampfungsterm auch einen ,Oszillatorterm*
(letzter Term im rechten Glied) enthélt.

Bei der Herleitung von (6.26) und (6.27) wurde angenommen, dass das Me-
dium dispersionslos ist, d.h. dass die Materialparameter o, € und p nicht von
der typischen Frequenz der Wellen A (x,t) bzw. E(x,t) oder B(x, ) abhéngen:
o(w) ~ 0(0) = o (und analog fiir € und p). Wir beschrinken uns also auf nicht
zu grofse Frequenzen. Fiir Isolatoren ist die Relaxationszeit 7 so lang, dass fiir
alle relevanten Frequenzen w gilt: wr > 1. Folglich kann der Dampfungsterm
in (6.26) und (6.27) vernachlissigt werden, und die Felder E und B und das
Vektorpotential A erfiillen die homogenen Wellengleichungen :

1 92A 1 0%E 1 0°B

A_:— = —_———— = —
A c2 o2’ AE ¢z otz AB c2 o2

(6.28)

Im entgegengesetzten (metallischen) Limes ist o grof und 7 daher klein (7 ~
10~ '5s), so dass fiir alle Frequenzen im nicht-dispersiven Bereich wr < 1 gilt.
Es folgt, dass der Ddmpfungsterm dominiert und die zweiten Zeitableitungen
vernachlassigt werden kénnen:

1 0A 1 OE 1 OB
AA= c2r ot AE = c2r ot AB = c2r ot (6.29)
Im metallischen Limes erfiillen die Felder daher Diffusionsgleichungen mit ei-
ner effektiven Diffusionskonstanten é27. Im Zwischenbereich zwischen Isolatoren
und Metallen, also z. B. fiir schlechte Leiter oder Halbleiter, kann im interessie-
renden Frequenzbereich durchaus wr ~ 1 gelten; in diesem Fall sind beide Terme
im rechten Glied von (6.26) bzw. (6.27) relevant.
Wir werden im Folgenden einige wichtige physikalische Anwendungen der
Telegraphengleichungen (6.26) und (6.27) betrachten.

6.4 Skintiefe und Skineffekt

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Amplitude der elektromagnetischen
Felder E und B nahe der Grenzflache zwischen einem Leiter (z.B. einem Me-
tall) und einem Isolator (Dielektrikum). Wir werden sehen, dass ein geniigend
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hochfrequentes elektromagnetisches Feld in einem Leiter auf eine diinne Schicht
nahe der Oberflache (also auf die ,Haut“ oder ,Skin“ des Leiters) beschrénkt
ist. Die Tatsache, dass folglich auch Wechselstrome auf diesen Randbereich des
Leiters beschriankt sind, wird als Skineffekt bezeichnet.

Isolator Metall

(D) (M)

Abbildung 6.1: Eine Welle am Ubergang zwischen einem Isolator und einem
gut leitenden Metall zur Ilustration der ,Skintiefe.

6.4.1 Die Skintiefe in Metallen

Um zu zeigen, dass ein in ein Metall eindringendes, geniigend hochfrequentes,
elektromagnetisches Feld auf eine diinne Grenzschicht beschrankt ist, betrachten
wir eine ebene, monochromatische Welle, die von links entlang der é;-Achse auf
die Grenzflache x1 = 0 zwischen dem Isolator und dem Metall einféllt. Die Welle
wird zum Teil reflektiert und zum Teil transmittiert, so dass im Isolatorbereich
auch eine nach links laufende Komponente anwesend ist. Wir nehmen nach wie
vor an, dass die Ladungsdichte iiberall Null ist, insbesondere auch im Metall,
so dass sich wiederum die Coulomb-FEichung anbietet. In der Coulomb-Eichung
V- A= ‘3‘311 = 0 kann das Vektorpotential A, das also senkrecht auf der é;-
Richtung steht, in és-Richtung gewihlt werden. Im Isolator (d.h. fiir ; < 0)
gilt daher

AI (ml, t) = é2 Re [.AI (1’1, t)] (630)
mit
Ar(z,t) = a,etkri—wt) 4 g e—i(kzitwt) (x1 <0).

Hierbei sind a, und a; zwei (zunéchst beliebige) komplexe Zahlen. Damit das
Vektorpotential Ay in der Isolatorphase die homogene Wellengleichung (6.28)
mit der Lichtgeschwindigkeit ¢; erfiillt, muss fiir alle k& > 0 die Dispersionsre-
lation w = ¢k gelten. In der metallischen Phase [mit den Materialparametern
(em, pt, @), der Ausbreitungsgeschwindigkeit éy = (enpag) ™2 und der DAmp-
fungszeit 7 = e\ /o] gilt die Diffusionsgleichung (6.29); dementsprechend hat das
Vektorpotential die Form

AM = ég Re[.AM (Il, t)] (631)
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mit
x (X
Am(z1,t) = aMe_Tl+’<Tl_wt> ,

wobei im Allgemeinen wiederum ay; € C gilt. Einsetzen der komplexen Losung
éxAn(z1,t) in (6.29) liefert

2 _
=/ VAT ka= Lk (6.32)
quU M

Die Eindringtiefe § in der metallischen Phase wird als Skintiefe bezeichnet.
Da in dieser Phase wr <« 1 gilt, ist § deutlich kleiner als die Wellenlénge des
einfallenden Lichts. Das elektrische Feld folgt aus (6.30) und (6.31) als

_0A
E| = 8; = &y RefiwA(21,t)] , Ey = é; Re[iwAy(z1,1)]
und das Magnetfeld folgt aus:
0A; .
i(kzy—wt) —i(kz1+wt)
VxAI_elxal—egRe{zk[ae t ae ! ]}
bzw.
OAM

BM =V x AM = él X Tm = égRe {%AM(I'ht)} .
In beiden Phasen stehen E,B und k = ké; bzw. kyy = kvé€; also senkrecht
aufeinander. Da die E- und B-Felder auf eine diinne Grenzschicht beschrénkt
sind, gilt das Gleiche auch fiir die Stromdichte j = oE. Stets gilt hierbei V - j =
oV -E = fag(V - A) = 0, so dass aufgrund der Kontinuitéitsgleichung auch
g’t’ = 0 gilt. Dies zeigt, dass die anfangs gemachte Annahme p = 0 konsistent
ist: Falls die Ladungsdichte z.Z. t = 0 iiberall gleich Null ist, wird sie auch zu
jeder spéateren Zeit iiberall gleich Null sein.

Um die Koeffizienten (a;, a,, an) festzulegen, verwenden wir die Randbedin-

gungen, die sofort aus den Maxwell-Gleichungen (6.21) folgen:
é-(Di—Dy)=¢; (etE; —emEn) =X
é1x(Ej—Ey)=0
é-(Bi—By) =0
é1 x (Hy—Hy) =& x (;;Br— - -Bm) =7,

wobei ¥ und J im Allgemeinen die Flidchenladungsdichte an der Grenzflache
bzw. die Flachenstromdichte darstellen. In unserem Fall gilt ¥ = 0 und J = 0,
so dass die normalen Komponenten von D und B und die tangentialen Kom-
ponenten von E und H stetig sind. Die normalen Komponenten von D = ¢E
und B sind in unserem Fall jedoch iiberall Null und daher automatisch stetig,
so dass nur die zweite Bedingung (beziiglich der tangentialen Komponenten)
nicht-triviale Information enthélt. Die Forderung E;(0,t) = Ey(0,¢) liefert:

ar+a;=am , (6.33)
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wéhrend aus der Bedingung iBI(O,t) = uiMBM(O,t) folgt:

1]€( ) 1 -1 1 i—lk
—ik(ay —a)) = — ——ay = — ——kmam ,
i : [V M v V2wt MEM
d. h.
1 1
g —ag =G 13, smplte (6.34)

HMCM /2 ETUM V2w
Durch Kombination von (6.33) und (6.34) erhélt man schlieflich:

1( é‘MMIl—i-i) 1( SM,uIl—i-z)
a.=—-(1+ amy , a=—-1{1-—
2 UM V2T 2 EIMM V2

Der verbleibende Koeffizient ay; bestimmt die Amplitude der Gesamtwelle und
ist natiirlich beliebig.

Als Bemerkung sei noch hinzugefiigt, dass die hier berechnete Eindringtiefe
0= wHQMU nicht speziell fiir die gewédhlte Anordnung, sondern allgemeingiiltig
ist. Im Metall erfiillt A(x,t) eine Diffusionsgleichung, und fiir die Diffusions-

gleichung ist bekannt, dass sich Signale im Zeitintervall ¢ iiber einen Abstand
v2dDt ausbreiten. Im Falle der auf die Grenzflache einfallenden Strahlung ist

die Raumdimension durch d = 1, die Diffusionskonstante durch D = eyt =
LM — % und die charakterlstlsche Diffusionszeit durch ¢t ~ = gegeben

Fu? die leflfblonslange also fiir den typischen Abstand, iiber den smh das Signal

ausbreitet, erhilt man also § = 2
WUMOT

6.4.2 Der Skineffekt im leitenden Draht

Wir diskutieren nun den Skineffekt, d. h. die Verdréngung eines gentigend hoch-
frequenten Stroms aus dem Inneren eines leitenden Drahts. Wir nehmen an,
dass der leitende Draht (Leitfdhigkeit o) in és-Richtung verlduft und einge-
bettet ist in ein isolierendes Medium. Der leitende Draht habe den Radius
R. Wegen der Zylindersymmetrie sind wir besonders an axialsymmetrischen

<l () i=oB -
N/ €3

Abbildung 6.2: Skizze des metallischen Kabels, zur Illustration des Skineffekts.

Losungen interessiert, wobei der Strom
0A
j=0E=—0—
! ot

in és-Richtung zeigt und periodisch mit der Frequenz w ist:

A(p,t) = é3Re [A(p)e_i“’t] , p=/2? + 23

und somit auch:
E(p,t) = ésRe [E(p)e ™|, E(p)iwA(p)
i(p,t) = &sRe [j(p)e ™!, j(p) = iwaAlp) .
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Hierbei bezeichnet p den Abstand zur Achse des leitenden Drahtes. Das Ma-
gnetfeld folgt schliefslich als

dA

B(p,t) = (V x A)(p,t) = &, Re [B(p)e ™| , B(p) = -7

Innerhalb des Drahts (p < R) erfiillt das Vektorpotential eine Diffusionsglei-
chung:

0 = e (8o D) A= (84 2 ) 4w

ey T Ot T
0? 10 02 10
- (9 29 ===+ =+ K ) 6.35
(%2+NM+MMN>A (%QHﬂp+M>A (6.35)
Hierbei gilt
V2i 1+
kM = = )
1) 1)
wobei § = waU die Skintiefe darstellt. Aufserhalb des Drahts, also im isolie-

renden Medium (p > R), gilt eine Wellengleichung fiir A:
. 1 92 , 92 19
0 = et <A—>Apewt: <++k2>A 6.36
C% atg ( ) apQ p 8P 1 ( )

mit

kI = _ﬂ .

Cr

Auf der Grenzflache zwischen dem Isolator und dem Leiter sind schlieflich (we-
gen ¥ = 0 und J = 0) noch die Randbedingungen
&, [e1lE(R+0T,t)—emE(R-0T,8)] =0 , &, [B(R+07,t)-B(R-0T,1)] =0
und

e, x [E(R+0",t) —E(R—-0T,t)]=0
1 1 (6.37)
@x[—B@+0ﬂﬂ——4ﬂR—W¢):0

M1 KM

zu erfiillen. Die ersten zwei Bedingungen stellen wegen E o< €3 und B o €, keine
Einschrankung dar, so dass es ausreicht, die beiden Randbedingungen (6.37) zu
betrachten. Fordern wir noch, dass die Amplitude des Gesamtstroms durch den
Draht durch Iy € R gegeben ist:

R
I(t) = 27r/dp pjlp,t) = é3Re [Ioe_i“’t] = &3] cos(wt) (6.38)
0

mit

R
hz%/@m@7
0
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dann werden das Vektorpotential, die Felder E und B und die Stromdichte j
vollsténdig durch (6.35)-(6.38) festgelegt.

Die Gleichungen (6.35) und (6.36) sind Spezialfélle (zum Index v = 0) der
Bessel’schen Differentialgleichung?. Die Losung, die reguliir in p = 0 ist, lautet:

Alp) = ado(kmp) (p < R)
= b130(/1€\fp) +02Yo(kip)  (p>R), (6.39)

wobei die Proportionalitdtskonstanten a, by und by zunéchst unbestimmt sind.
Es sei daran erinnert, dass das asymptotische Verhalten von Jy und Yj fiir kleine
und grofe |z|-Werte durch

Jo(z)~ 1122+ 42t Vo)~ 2 [ (32) +9] (2= 0)
bzw.
Jo(z) ~ \/gcos (z - iﬂ') , Yo(z) ~ \/gsin (z - iﬂ') (|z| = o)

gegeben ist, wobei |arg(z)| < 7 gilt, falls die Variable z komplex ist. Die Kon-
stante a in (6.39) wird durch (6.38) festgelegt:

R R
Iy = 27r/dp pilp) = 27Tiwaa/dp pJo(kmp)
0 0
ori kmR E kmR
_ 2miwoa / dz 2Jo(2) TIWoaQ / dz—le (2)]
(kwm)? wo
0
2ma

= Rk

wobel J§(z) = —J1(#) in Kombination mit der Bessel’schen Differentialgleichung
verwendet wurde:

0=zJ+J,+2Jo=—(J{+ 1)+ 2Jy = _%(ZJI) +zJg .
Es gilt:
Ji(z) ~ %z(l—%z2+ﬁlzz4+--~) (|z| = 0)
~ \/gcos (z— %’/T) (lz] = o00) .
Insgesamt erhalten wir also innerhalb des Drahts:

pmlo  Jo(kmp)
21 kMRJ1(]€MR)

A(p) =

?Die Bessel’sche Differentialgleichung lautet im Allgemeinen:
d2
P2ee te— + (2P w=0
z

und hat die Bessel-Funktionen J, (z) und Y} (z) als zwei unabhéngige Lésungen.
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Fiir niedrige Frequenzen (§ > R) kann man die Entwicklung der Bessel-Funkti-
onen fiir kleine Argumente verwenden:

pnilod?

Alp) ~ 2miR?

) 1
{1+@(R2f2p2)+@<]¥2 2*%p4*%R4)+:| .

Mit Hilfe von j(p) = iwo A(p) folgt nun
J(p) ~ i [1+L(R2_2p2)+i (RQ 2_lp4_ lR4> _5_}
mR? 442 844 2 3
und daher

. Iy 1
jlp,t) ~ ﬂngg{ {lJr@(Rz 2f%p4f%R4>+-~}cos(wt)
]. 2 2 .
+ @(R *2p)+ Sln(wt) .

Fiir hohe Frequenzen (§ < R) erhilt man aus der Entwicklung der Bessel-
Funktionen fiir groffe Argumente:

1
Alp) ~ tiarly (R>26%<R—p>w pvlo 0 izi(r—y)

- — — Y= & ,
2mikm R\ p 2miv/2i VRp
so dass
. _ Iy, 6 i
= iwogA(p) ~ ——c'5 (Bp)
i(p) (p) ~ —3 N7
~ IO eigl(pr)fiﬂi

wdv/2Rp

gilt. Insgesamt folgt daher fiir hohe Frequenzen:

. . Iy _R—p R—p T
J(p,t)’\‘egme 5 COS (T—wt—z> s

so dass der Strom auf eine diinne Grenzschicht (R — p) = O(d) beschrénkt ist.

Schlieflich bestimmen wir noch die Parameter b; o in (6.39) mit Hilfe der
Randbedingungen (6.37). Die erste der beiden Randbedingungen liefert A(R —
0t)=A(R+0"), d.h.:

leo(kIR) + bQYO(k‘IR) = (lJQ(kMR) .

- - : : 1 dA _ _1dA -
Die zweite Randbedingung liefert — = %H(R—0") = —-- G2(R+0%), d. h. (mit
YO/ = —Yl)I

akM

k
2LbyJi(kiR) + baYi (ki R)] = —2 Jy (kmR)
M1 MM

Zusammenfassend gilt also:

() =e (it i) (ae) - o
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Hiermit sind das Vektorpotential, die E- und B-Felder und die Stromdichte im
ganzen Raum bekannt.
s

Der Spezialfall eines sehr guten Metalls (¢ — oo und daher % | 0) ist

besonders interessant: Bei festem Iy findet man aufgrund von (6.40):
Jo(kmR) I, /0 s
! (,’%Jl(kMR) " 2rR (1) (% 40)
und daher fiir p > R:
Alp) = bido(kip) + b2Yo(kip)

pdo  Jo(kiR)Yo(kip) — Yo(kiRR)Jo(kip) (4 10)
2’/T/€IR Jo (kIR)Yl(kIR) — Yo(kIR)Jl(kIR) R ’

Dieses Ergebnis ist deshalb so interessant, weil es zeigt, dass die Felder aufserhalb
des Drahts in diesem Limes endlich sind. Es gilt £(p) = iw.A(p) und

. d.A ,U,II() Jo(kIR)Yl(lﬁp) - Yo(kIR)Jl (klp)
()=~ )~ R TRV k) ~ Yotk Byh () (7 0)

so dass die tangentiale Komponente des elektrischen Felds an der Grenzfliche
Null ist, E(R+07,¢) = 0, und die tangentiale Komponente des H-Felds an der
Grenzfliche einen Sprung macht, H(R + 0%,¢) = ég,Q;—UR cos(wt). Aufgrund des
Stokes’schen Satzes, angewandt auf die Maxwell-Gleichung

VxH=j+ aa—]t) = é3Re [(1 - iwr)j(p)e "] ~ ] (41 o) ,
muss im Limes sehr guter Leitfahigkeit natiirlich auch §dx - H(x,t) = I(t)
gelten, falls der Integrationsweg einmal um den Draht herumfiihrt. Es ist be-
merkenswert, dass die Felder und der Strom innerhalb des Drahts im Limes
% J 0 alle Null sind und dass die Felder auflerhalb des Drahts von einer reinen
Oberflachenstromdichte hervorgerufen werden. In diesem Limes gilt also (fiir
die hier verwendete Geometrie) ¥ = 0 aber J # 0. Allgemeiner kann im Limes
0 — oo auch ¥ # 0 sein, wie wir im Folgenden sehen werden.

6.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

In diesem Abschnitt betrachten wir Schwingungen des elektromagnetischen Fel-
des in einem isolierenden Medium im Raumbereich D C R3, das in eine perfekt
leitende Matrix eingebettet ist (o — 0o). Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass
der isolierende Hohlraum einfach zusammenhéngend ist. Im Sinne einer Fourier-
Analyse der Felder geniigt es aulerdem, harmonische Losungen mit der Frequenz
w zu untersuchen:

E(x,t) = Re [E(x)e '] , B(x,t) = Re [B(x)e ] .

Aus Abschnitt [6.4] wissen wir bereits, dass die E- und B-Felder und die Strom-
dichte j im Inneren eines perfekten Leiters Null sind und dass elektromagnetische
Wellen im isolierenden Medium eine Oberflachenstromdichte J und eventuell
auch eine Oberflichenladungsdichte ¥ an der Grenzfliche zwischen dem Di-
elektrikum und dem Metall hervorrufen kénnen. Hierbei sind (X, J) vollstdndig
durch die Felder im Isolator bestimmt.
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Da im isolierenden Bereich D keine Ladungen vorliegen, erfiillt das elektro-
magnetische Feld dort die Maxwell-Gleichungen

B
V><E+88—t:0 , V-D=eV-E=0

und somit auch: V x £ = iwB und V - £ = 0. Wir kénnen daher im Isolator
nach wie vor ein komplexes Vektorpotential A(x) = £(x)/iw definieren. Das
reelle Vektorpotential

A(x,t) = Re [A(x)e_i”t]
ist dann gemaéfs

0A

E(X,t) = —E =

Re [iwA(x)e_i“’t]

B(x,t) =V x A =Re [(V x A) (x)e ']
mit den Feldern verkniipft und erfiillt fiir alle x € D die Coulomb-Eichung
—iwt 1 —iwt
VA= Re[(V-A)e ] :Re[,—(V-S)e } —0.

we

Innerhalb des Hohlraums erfiillt A eine Wellengleichung mit der Ausbreitungs-

Isolator

Metall

Abbildung 6.3: Skizze des im Leiter eingebetteten Isolators (Hohlraum).

1
€

geschwindigkeit ¢ =

9

1 02

und somit erfiillt das komplexe Vektorpotential A(x) eine Helmholtz-Gleichung

mit A = k? = -
2
<A+:—2)A= (A+k)A=0 (x€D). (6.41)

Nehmen wir an, der Normalvektor auf dem Rand 9D des Hohlraums, der von
der metallischen in die isolierende Phase zeigt, sei fiir alle x € 9D durch n(x)
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gegeben. Die Randbedingungen n XE = 0 und n-B = 0 (fiir x € D) implizieren
die einzelne Randbedingung

nxA=0 (x € 9D) (6.42)

fiir das Vektorpotential. Aufserdem folgt mit Hilfe des Gauft’schen und des Sto-
kes’schen Satzes aus den beiden Maxwell-Gleichungen V-D = pund V x H =
j+ %—?, dass auf dem Rand des Resonators die Bedingungen > = n - D und
J =n x H bzw.

X = ¢
J

=

‘E = cRe[iw(h- Ae ']

nxB = %Re [ﬁ x (V x A)e—iwt] (643)

==

zu erfiillen sind. Die Randbedingungen (6.43) haben jedoch einen vollig anderen
Charakter als (6.42): Sie stellen keine Einschrinkung der moglichen Losungen
dar, sondern besagen lediglich, dass die Losung des Randwertproblems (6.41)-
(6.42) mit einer Oberflichenladungsdichte ¥ und einer Oberfldchenstromdichte
J einhergeht. Die Dichten (X,J) treten also lediglich als Nebenprodukte auf.
Diese Dichten sind natiirlich nicht unabhéngig, sondern erfiillen eine Kontinui-
tétsgleichung der Form

028—2+Vt-J:8—E—[ﬁx(ﬁxV)]~J (x € 0D) , (6.44)
ot ot

wobei Vi = V —a(n - V) die tangentiale Ableitung darstellt. Es ist tibrigens
zu beachten, dass die durch die Gleichungen (6.41)-(6.43) definierten Wellen
dissipationslos sind. In realen Systemen (mit endlicher Leitfahigkeit auferhalb
des Dielektrikums) wiirden sicherlich Energieverluste auftreten, die zu einer
Démpfung der im Folgenden zu bestimmenden Eigenschwingungen fithren. In
der Realitdt miifte man also sténdig Energie in das System hineinpumpen, um
die Schwingungen aufrechtzuerhalten.

6.5.1 Beispiel: Quaderformiger Hohlraum

Als einfaches Beispiel eines Hohlraumresonators betrachten wir ein quaderférmi-
ges Dielektrikum, D = {x |0 < z; < L;}, eingebettet in eine metallische Matrix.
Durch Variablentrennung erhélt man sofort die folgende Losung des Randwert-
problems (6.41)-(6.42):

A1 = aycos(kyz)sin(kexs) sin(kszs)
Ay = agsin(kyzy) cos(kazs) sin(ksxs)
Az = agsin(kizq)sin(kazs) cos(ksxs) ,

wobei die Komponenten des Wellenvektors k = (kq, ko, k3) durch

gegeben sind. Hierbei darf hochstens eine der Zahlen n; gleich Null sein, da-
mit die Losung nicht-trivial ist. Auflerdem sind nur zwei der drei Zahlen q;
unabhéngig, denn aufgrund der Coulomb-Eichung gilt k - a = 0. Das elektri-
sche Feld im Resonator folgt aus E = Re[iwAe~™!], das Magnetfeld ist durch
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L

L,

Abbildung 6.4: Skizze des quaderférmigen isolierenden Hohlraums D

B = Re[(V x A)e~ ™| mit

sin(klzvl) COS(]CQIQ) COS(kg.’,Eg,)(kQag — kgag)
V x A= | cos(kizy)sin(kozs) cos(ksxs)(ksar — kiag)
cos(kyx1) cos(koxs) sin(ksxs)(k1az — kaaq)

)

gegeben. Die Dichten (X,J) sind z. B. auf der Grenzfliche x1 = 0 durch

Y (t) = wesin(kaws) sin(kszs) Re [ialeﬂ‘m]

bzw.
1 1 0
J==8 xB == —cos(kaza)sin(kszs) Re [(k1a2 — k2a1)e_i‘*’t]
K K Sin(k2$2) COS(kgIg) Re [(kgal — k1a3)67iwt:|

gegeben. Man iiberpriift leicht, dass diese Dichten die Kontinuitétsgleichung
(6.44) erfiillen.

Betrachten wir den Quader nun als einen in és-Richtung ausgerichteten Zy-
linder mit rechteckigem Querschnitt. Bei einer solchen zylindrischen Geometrie
ist es Tradition, die zwei unabhéngigen Lésungen so zu wéhlen, dass bei der
einen die F3- und bei der anderen die Bz-Komponente Null ist. Man spricht
von transversal-elektrischen (TE) bzw. transversal-magnetischen (TM) Moden.
Die TE-Welle wird durch die zwei Bedingungen k-a = 0 und az = 0 (also durch
as = —%al) charakterisiert:

cos(kix1) sin(koza) sin(ksxs)
ATE = —% sin(kyx1) cos(kazo) sin(kszs) | Re [ale_m] )
0
withrend die TM-Welle durch k-a = 0 und kjas—k2a; = 0 (also durch as = %al
kI+k3

und az = — e a1) definiert ist:
cos(kyz1) sin(koxs) sin(ksxs)
A™ — % sin(k1x1) cos(koza) sin(ksxs) Re [ale—iwt] )
_Ki+k3

e sin(kyx1) sin(kax2) cos(kszs)
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Man erhélt Ausdriicke mit groferer Symmetrie, indem man fiir die TE-Welle
a1 — koay und fiir die TM-Welle a; — kiksa; ersetzt. Diese Ausdriicke zeigen
auflerdem, dass niederfrequente TE-Moden mit (n1,ns) = (1,0) und (n1,n2) =
(0,1), aber keine TM-Moden mit solchen Wellenzahlen existieren.

6.5.2 Zylindergeometrien

Betrachten wir nun Zylindergeometrien mit beliebigem Querschnitt. Fiir einen
Zylinder in é3-Richtung mit 0 < z3 < L3 und x; = (z1,22) € D, kann das
Vektorpotential in der Form

ay(x) sin(ksxs)
A(x) = | aa(xy) sin(kszs)
as(x,) cos(ksxs)

geschrieben werden. Die TE-Welle wird durch die Gleichungen

2 ary 0 . 8a1 (3'0,27
(A2+Ii><a2>—(o> s az =0 s 871}14_(97{,62_0 (XLGDL)

mit

[\

K2=k? k2= — K}

Ql

und durch die Randbedingung n x A =0, d.h.
a3 =0 und nga; —niax =0 (x, €9D,)

definiert. Offensichtlich ist nur eine der beiden Komponenten a; und as un-
abhingig. Da a(x,) divergenzfrei ist und az = 0 gilt, kann man a auch als
Rotation eines Vektorfeldes (0,0,(x_)) schreiben:?

aq 0 31/1/6552
a=[a | =VXx|[0]|=[—-00/0x
0 " 0

Das Feld v(x_ ) ist die Losung des Randwertproblems
(A + KDY=\ (xL€D))
mit

(m) Vo= 0 (x.cop),

na on

wobei A eine beliebige reelle Konstante darstellt. Da man diese Gleichungen auch
als (Ag + 52)15 =0 und g—ﬁ =0 mit ¢ = (z/; - %) schreiben kann und sowieso

3Beweis: Der allgemeine Ansatz a(x)) = V x (x1) mit 1 = (¢1,2,9) wiirde az =
012 — 02901 = 0 implizieren, so dass das Differential diyg = ¥1dx1 + Yadzs exakt ist und
Y1 = 0190 sowie Yo = O2tg gilt. Es folgt also 9 = Vg + ¥é€3 und somit a = V x ¢y =
V x (¢é3). Man kann also 0.B.d. A. a =V X (¢é3) annehmen.
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nur die Ableitungen von v physikalische Relevanz haben, kann man o0.B.d.A.
A = 0 wahlen:

M _
on
Im Falle der TE-Welle ist also ein Neumann-Problem fiir die zweidimensionale

Helmholtz-Gleichung zu l6sen.
Die TM-Welle erfiillt fiir x; € D, die Gleichungen

(A2+H2)1/J:0 (x, €Dy) 0 (x.€90D)).

8a1 8@2
A Na=0 bl b A
(A + k%)a I il 0
und
(9@1 80,2
— kas =
6.131 + 61‘2 343 0

und fiir x; € 9D, die Randbedingung n x .A = 0, d. h. wiederum
a3 =0 und mnga; —njaz =0 (x1 €90D)) .

Aus der Gleichung g%,; — g—;’;‘ = 0 folgt, dass das Differential dy) = a1dxy + asdxs

exakt ist, so dass der Vektor a(x ) aus einer einzelnen Funktion ¢ herleitbar
ist:

oy _ oy

= — a2 = —
(9%1 ’ (9$2 ’

Hierbei erfiillt ¢ fiir irgendeine Konstante A; € C die Gleichung
(A + K = A (x1 €Dy1) (6.45)

aq ]ﬂgag = AQQ/} (XJ_ S DJ_) .

und die Randbedingungen

—ngy
n1

Ap=0 ( )-vzwzvztho (x. €D.).

Die zweite Randbedingung, Vo1 = 0, besagt, dass die Ableitung von ¢ entlang
der Kurve 0D, Null ist, so dass fiir irgendeine Konstante Ay € C

’(/JZ/\Q (XJ_E@'DJ_)

gilt. In Kombination mit der Randbedingung Ast) = 0 und mit (6.45) ergibt
diese Gleichung die Relation

A1 :Agw—FIiQw :KQ)\Q (XJ_ € 8’1)1_)
zwischen A\; und \o. Es folgt mit ¢ = 1) — \o:

(Ag+ 650 =0 (x,€Dy) , =0 (x.€dD.).

Da wiederum nur die Ableitungen von 1 physikalische Relevanz haben, kann
man 0.B.d.A. Ay = 0 wihlen, so dass auch

(A +K2)p=0 (xL€Dy) , =0 (x.€0D))

gilt. Im Falle der TM-Welle ist also ein Dirichlet-Problem fiir die zweidimensio-
nale Helmholtz-Gleichung zu 16sen.
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Wellenleiter

Falls das zylinderférmige Dielektrikum, das in die metallische Matrix eingebettet
ist, in é3-Richtung unendlich ausgedehnt ist, spricht man von einem Wellenlei-
ter. Mogliche Losungen haben die Struktur

A(X,t) — Re [a(xL)ei(/%:m—wt)] ,

wobei a(x, ) die zweidimensionale Helmholtz-Gleichung (Ag + x2)a = 0 erfiillt
und w = ¢\/k% + k3 gilt. Bemerkenswert an diesen Losungen ist der drasti-
sche Unterschied zwischen der Phasen- und der Gruppengeschwindigkeit. Die
Phasengeschwindigkeit der Welle ist

w /K2 + k3

ks ks

ol

>c,

und die Gruppengeschwindigkeit folgt als
&J kg _

Rtaly L
akg /I'i2+k’§

so dass der geometrische Mittelwert der beiden Geschwindigkeiten genau gleich

(waoJ)”Q (o,
ks Oks ~ \0k3 N
ist. Fiir den physikalischen Transport von ,Information“ (z.B. von Energie in

Wellenpaketen) ist die Gruppengeschwindigkeit relevant, so dass Uberlichtge-
schwindigkeiten von physikalischen Gréfsen in Wellenleitern nicht auftreten.
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Kapitel

Ausstrahlung
elektromagnetischer Wellen

In diesem Kapitel untersuchen wir das elektromagnetische Feld bewegter gela-
dener Elementarteilchen, wobei die Elementarteilchen - wie iiblich in der ,klas-
sischen“ Feldtheorie - als klassisch und punktférmig beschrieben werden. Aus-
gangspunkt unserer Untersuchungen sind die Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

7 1 - L4 7 9AH

OA* = QJ/ , AP(x,t9) =0 W(X’to) =0,
wobei also lediglich die durch die anwesenden Ladungen und Strome erzeugten
Felder, jedoch keine Feldbeitrage aus anderen Quellen beriicksichtigt werden.
Falls die Zeit, in der die Elementarteilchen beobachtet werden, geniigend lang
ist und ,,Einschaltvorgénge” vernachlassigt werden konnen, kann man tg = —o0
setzen. Das retardierte 4-Potential ist dementsprechend [s. Gleichung (6.12)]
durch

(€t — |§ZX|
Ar(x,t) = fgoc/df ”<|£_X|)H(tto£;=)
1 jH (E,t— IEZXI)
= 4ﬂeoc/d£ T E-x (7.1)

gegeben.

7.1 Das Feld bewegter Punktladungen

Wir berechnen zuerst das 4-Potential eines bewegten Elementarteilchens der
Ladung ¢, das zur Zeit ¢ die Koordinaten x,4(t) hat; aus dem 4-Potential kénnen
dann die E- und B-Felder bestimmt werden. Wir schreiben (7.1) zuerst in der
Form

Aty = /dt’/d{j#(g’t,)5<t’—t+|"c£|>. (7.2)

dmege |x — €|
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Die Ladungs- und Stromdichten der Punktladung sind mit der Definition u(t') =
%(t’ ) durch
p&.t) =qd(§—x4(t) . J(&1t) =qu(t') 6(& —x4(t))
oder in 4-Notation durch

= Lurse —x,(t) . wt = 7(1,8) (7.3)

u

gegeben. Einsetzen von (7.3) in (7.2) liefert:

q ut(t') [x—x, (¢)]
At = /dtli(st/—t—ki" .
dmeg Yulx — Xq(t)] ( ¢ )

Aus diesem Ausdruck geht wiederum klar hervor, dass das am Ort x zur Zeit ¢
empfangene Signal zur retardierten Zeit 7(x,t) mit

X = %¢(7)]

T+ =t (7.4)

Cc

vom Ort x,(7) ausgesandt wurde.! Fiihren wir noch den Relativvektor
R(X7 T) =X- XQ(T) ’ R(X7 T) = ‘R(X7 T)‘
ein, dann kann man (7.4) auch in der Form

Fxt(T)ET+@7t:0 (7.5)

s

schreiben. Da das Elementarteilchen keine Uberlichtgeschwindigkeit haben kann
(B(r) < 1), ist physikalisch klar, dass Gleichung (7.5) eine eindeutige Losung
7(x,t) hat. Es folgt:

c

5 (¢ — 14 By Z 5 (1) = [

Hierbei gilt:

dFyx 10R
DIty 14 22t
dr (7) + c or (x,7)

wobei g—f aus der Identitat R? = R? bestimmt werden kann:

OR 1 0([R?) 1 09R?) R .
or “3R or _oR or kR w="Rew

Insgesamt gilt also

R(xnf')) _ ot — f)

(' —t+ =
1-B(7) - R(x,7)

1In diesem Kapitel bezeichnet T generell die retardierte Zeit, nicht die Eigenzeit.
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und daher
Y VR0 () 6(t —7)
A ( ’t) a 4meg /dt 'Yu(tl)R(th/) 1- ﬂ(T) 'R(X’ T)
0 (r) ! - )

4megvu(T) R(x,7) — B(1) - R(x,7)  4meoR, u”’ (7.6)

wobei R” den 4-Vektor (R,R) = (c(t —7),x—x4(7)) darstellt. Das rechte Glied
von (7.6) ist manifest kovariant. Das 4-Potential kann auch explizit als

q 1 _ 4 B

<I>(R,ﬁ)=4mom , A(R,B) AregcR— B R

(7.7)

geschrieben werden. Die Potentiale ® und A in (7.7) werden als Liénard- Wiechert-
Potentiale bezeichnet.

Insbesondere im Hinblick auf konkrete Anwendungen ist es sehr wichtig, zu
verstehen, dass die retardierten Potentiale ® und A Funktionen der Variablen
R(x,7) und B(7) sind. Sie sind somit unmittelbar von der retardierten Zeit
7(x,t) und nur implizit (mittels 7) von der Zeitvariablen ¢ abhéngig. Diese
implizite Abhéngigkeit der Potentiale von x und ¢ wird z. B. bei der Bestimmung
der E- und B-Felder relevant,

0A
:E)()(7 t) = —VX(I) — E 5 B(X7t) = Vx X A 5
und macht die konkreten Berechnungen einigermafsen langwierig. Die Details der
Berechnung der E- und B-Felder findet man in Appendix A; hier présentieren
wir nur das Ergebnis:

¢ (1-F)R-P)+ IR x[R-P)xf]

= = B: R E .
4’/T€0R2 (1—6R)3 ) C R x ) (7 8)

wobei 3(7) = %(7) definiert wurde. Es gibt also zwei Beitrige zum E-Feld
(und somit auch zum B-Feld), einen Beitrag, der unabhingig von B ist, fiir
grofe Abstéinde wie R™2 abfillt und als statischer Term bekannt ist und einen
Beitrag linear in der Beschleunigung ,6'7 der viel langsamer (niimlich wie R~!)
abfallt fiir groffe Abstdnde und als Strahlungsterm bezeichnet wird.

Als erstes, einfaches Beispiel betrachten wir die Felder eines sich gleichférmig
und geradlinig bewegenden Teilchens (3 = 0), die geméf (7.8) in der Form

g _ A0-F)R-P) _q(1- )R- RP)

dmegR2(1—B-R)3  4meo(R—B-R)3

_ ¢1-p*BxR
~ Admege(R—B-R)3

B = RxE

o=

darstellbar sind. O.B.d.A. kénnen wir den Ursprung des Koordinatensystems so
wahlen, dass das Teilchen sich zur Zeit ¢ in x = 0 befindet; auferdem konnen
wir die €;-Achse in der Geschwindigkeitsrichtung wéahlen. Die Bahn des Teil-
chens ist folglich durch x,(t') = Bc(t' — t)é1 gegeben. Wir versuchen nun, die
E- und B-Felder, die von einem Beobachter, der sich zur Zeit ¢ am Ort x befin-
det, gemessen werden, explizit als Funktionen von x und ¢ darzustellen. Da die
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Messprozedur translationsinvariant in der Zeitrichtung ist, erwartet man, dass
die so gemessenen Felder nur vom Ort abhéngen: E = E(x), B = B(x). Aufer-
dem ist natiirlich klar, dass die zur Zeit ¢ am Ort x empfangenen Signale zur
retardierten Zeit 7 am Ort x,(7) = —fc(t — 7)1 = —fRé; = —R[3 ausgesandt
wurden.

(ct,x)

(er,%,(7)) 0 o

Abbildung 7.1: Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen bei geradlinig-
gleichférmiger Bewegung

Betrachten wir zuerst den Ausdruck fiir das elektrische Feld. Wegen R =
RB + x gilt im Zéhler einfach R — R3 = x. Auferdem kann man den Faktor
R — 3 - R im Nenner mit Hilfe von

(R-B-R)> = R*-2RB-R+(B-R)?
= (RB+x)’—2RB-(RB+x)+(B-R)’
— $2—[R2ﬁ2—(,6'R)2]ZZ‘Q—(ﬁXR)Q
= 2® — (B xx)* = 2*[1 — B%sin*(y)]

umschreiben. Insgesamt erhélt man also das (tatséchlich zeitunabhingige) Er-
gebnis

_ q(1 - B%)x
Bx) = drega3[l — B2 sin?(¢))3/2

Wegen 3 x R = 8 x x folgt aufserdem:

B q(1 - p*)B x x
B0 = o[ = B s (@)

Im nicht-relativistischen Limes (8 < 1) erhélt man die Gesetze von Coulomb
bzw. Biot-Savart fiir eine sich zur Zeit ¢ im Ursprung befindende Punktladung
der Grofse q.

7.2 Geradlinige und kreisformige Bewegung

Wir betrachten nun die beschleunigte Bewegung eines geladenen Teilchens, de-
ren Strahlung an einem weit entfernten Ort (R|3|/c > 1) beobachtet wird.
Aufgrund von (7.8) wissen wir, dass in diesem Fall nur der Strahlungsterm we-
sentlich zum elektrischen Feld und zum Magnetfeld beitragt:

_ 4 Rx[R-pg)xf]
4dmegcR (1—ﬁ~f{)3

, cB:f{xE,
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wobei B(1) = %(T) wiederum die retardierte Beschleunigung der Ladung dar-

stellt. Mit Hilfe von a x (a x b) = (a-b)a — a’b folgt:

1 1 N N R .
S= —ExB=—Ex(RxE)=—¢[(E-R)E - E’R] = ¢ocE°R
Ho HocC
d.h. dass die vom Teilchen ausgestrahlten elektromagnetischen Wellen in ra-
dialer Richtung ausgesandt werden. Die Amplitude der Energiestromdichte in
radialer Richtung ist daher durch
: : [Rx[R-8) %A
S'R:506E2: q | X[( ﬁA)XIBH
1672e9cR? (1-8-R)S

gegeben. Hierbei wird die Energiestromdichte mit Hilfe der im Inertialsystem
des Beobachters definierten Zeit (also t) gemessen. Hiufig ist man eher an der in
retardierter Zeit gemessenen Energiestromdichte (S - f{)% =(S-R)(1-8-R)
interessiert. Der in retardierter Zeit gemessene Energiestrom pro Raumwinkel
ist dann durch

aw o @ Rx[R-B)x8]°

o = FE R R) = =51 (7.9)

gegeben. Im nicht-relativistischen Limes reduziert sich dieses Ergebnis auf

AW _ @PRx RxB)? _ PRxBP _ 2B sin’ (1)

a0 1672¢eqc 16m2¢egc 1672¢eqc

wobei 1 den Winkel zwischen R und B bezeichnet. Eine Integration iiber den
gesamten Raumwinkel:

27 T 1
[ sty = [ [avswtw)=2n [z -0t = F
0 0 —1

liefert fiir die Gesamtleistung;:

aw |3
W /d ds) 6mege (7.10)

Das Ergebnis (7.10) wird als die Larmor-Formel fiir die von beschleunigten La-
dungen ausgestrahlte Leistung bezeichnet. Im Folgenden werden wir, ausgehend
von Gleichung (7.9), fiir zwei wichtige Spezialfiille relativistische Verallgemeine-
rungen der Larmor-Formel herleiten.

Als erstes Beispiel betrachten wir die geradlinige, beschleunigte Bewegung
eines geladenen Teilchens (,3 Il B), wobei die Beschleunigung betragsmafig kei-
neswegs konstant sein muf.? In diesem Fall vereinfacht Gleichung (7.9) sich zu

aw @ RxRxP)’ @R x B

A 16m2c0c (1—B-R)®  16m2c0c(1 — B-R)S
18> sin’(y)
16m2ggc [1 — Bcos(h)]®

(7.11)

2Falls B und B entgegengesetzt gerichtet sind (8- B < 0) und |B| ~ 1 gilt, wird diese
Strahlung als Bremsstrahlung bezeichnet.
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wobei ¢ wiederum den Winkel zwischen R und B bzw. ,6' bezeichnet. Man zeigt
leicht, dass die Strahlungsintensitit maximal ist fiir ¢ = 1nax, wobei der Winkel
Pmax durch

€oS(Ymax) = Vl_F;;BQ_l (7.12)

gegeben ist. Die Gesamtleistung folgt aus (7.11) durch Integration iiber den
gesamten Raumwinkel:

*|B)* /dQ sin®(¢) _ ¢*IB*° (7.13)

~ 16m2eqc [1 — Bcos(y)]® 6mepc

Im nicht-relativistischen Limes erhilt man wiederum die Larmor-Formel (7.10).
Wir betrachten nun den ultrarelativistischen Limes der Gleichungen (7.11)-
(7.13). Mit Hilfe von 2 =1 — %2 und S~ 1— # findet man leicht:

1
max ~ =— — 0 — .
0 2 (y = 0)
Es folgt, dass die elektromagnetischen Wellen {iberwiegend unter einem recht
kleinen Winkel zur gemeinsamen Richtung von 3 und 3 ausgestrahlt werden.
Im ultrarelativistischen Limes kann man daher in (7.11) im Z&hler sin(y)) — 4

und im Nenner cos(¢)) — 1 — %1/12 und 8 — 1 — % ersetzen. Es folgt:

sin®(y) Y? o L 32°()°
[1— Beos(y)]° [1-(1-455) (1- %¢2)]5 (2 + %W)S [T+ (y9)2]?
und somit

AW 202 21248 2
AW 2Bl () .
aQ m2epc  [1 4 (y9)2)°

Mit Hilfe dieses Ergebnisses zeigt man leicht, dass der quadratische Mittelwert
von 1) durch

1 moc?
~ - = (v = 00)
v gg

(¥?)

gegeben ist, wobei &, die Gesamtenergie (kinetische Energie plus Ruheenergie)
der Punktladung darstellt. Die Verteilung der Strahlung iiber die verschiede-
nen Winkel ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Die Leistung pro Raumwinkel als
Funktion von ¢ ist in Abbildung 7.3 angegeben, im linken Bild fiir Teilchen mit
niedrigen Geschwindigkeiten (8 | 0), im rechten Bild im ultrarelativistischen
Limes.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung eines geladenen Teilchens
auf einem Kreis, wobei wir annehmen, dass die Geschwindigkeit 8 und die Be-
schleunigung B L B betragsmikig konstant sind. Wie in Abbildung 7.4 skiz-
ziert, wahlen wir die é3-Richtung entlang der instantanen Geschwindigkeit und
die é;-Richtung entlang der instantanen Beschleunigung, so dass R mit Hilfe
der sphérischen Koordinaten (1, ¢) charakterisiert werden kann. Einsetzen von
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aw
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liniger Bewegung

Abbildung 7.2: Winkelabhéngigkeit der Strahlung bei beschleunigter, gerad-

,l/} ﬂ7ﬂ
. \ /
8.8 ) 7
\
M\ ,}/f-——" \
IR

Abbildung 7.3: Polarplot der Ausstrahlung bei nichtrelativistischen (links)
und relativistischen (rechts) Geschwindigkeiten

(9, ) in (7.9) liefert

aw ¢ Rx[R-8)xF]
dQ  16m2ggc (1-8-R)
)

¢*1B> [L — Beos(¥)]” — (1 — %) sin® () cos® (i)
16m2¢eqc [1 — Bcos(9)]?

. (7.14)
Man erhélt die Gesamtleistung (in retardierter Zeit), indem man dieses Ergebnis
iiber den gesamten Raumwinkel integriert. Eine elementare Rechnung liefert
W = / dQd —

_q 218

6megc

Der Vergleich dieses Ergebnisses fiir die Kreisbahn mit dem Analogon (7.13) fiir

(7.15)
das linear beschleunigte Teilchen fithrt auf interessante (und wichtige) Schluss-
folgerungen: Es sei daran erinnert, dass die Kraft, die auf ein Teilchen wirkt, in
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Abbildung 7.4: Skizze des instantanen Bezugsystems

der Relativitatstheorie durch die Zeitableitung (d.h. hier: durch die Ableitung
beziiglich der retardierten Zeit) des kinetischen Impulses gegeben ist:

_dm d(ymou)  d(ymocPB)

F= =
dr dr dr

Nun ist v konstant fiir die Kreisbahn, so dass in diesem Fall Fy, = *ymocB gilt.
Fiir die lineare Beschleunigung gilt dagegen:

d(ymocp)

Fin = i = mgpC [’716 - %73(_2ﬁ : B)ﬁ]
. 2 .
= mocyS <1 + 1f52) = mocy>8 .

Die Gesamtleistungen der linearen und kreisférmigen Bewegungen kénnen daher
auch in der Form

¢?|Fiin|?

2 2
a°|Fx
6megc(moc)? Wie =7* o

Wiin = =Y
: 6megc(moc)?

dargestellt werden. Offensichtlich ist die Gesamtleistung (und somit der Ener-
gieverlust) im Falle der transversalen Beschleunigung bei betragsméfig gleicher
Kraft um einen Faktor +? gréfer als fiir linear beschleunigte Teilchen.

Im ultrarelativistischen Limes kann man in (7.14) wiederum ersetzen: cos(¥) —

— %192, sin(¢) > dund g — 1 — ﬁ Das Ergebnis lautet:

AW ?|B*7° [1 + (79)%)? — 4(39)* cos? ()
a0 2m2egc [1+ (y9)2]5 (v = 00),

und mit Hilfe dieses Resultats zeigt man leicht, dass der quadratische Mittelwert
des Winkels zwischen R und 8 denselben Wert wie fiir lineare Beschleunigung
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7. AUSSTRAHLUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN

hat:

1 moc?
92) ~ — =
(92) 5T e

(v = 00) .

Im ultrarelativistischen Fall ist die Strahlung eines geladenen Teilchens auf einer
Kreisbahn daher sehr stark um die Geschwindigkeitsrichtung konzentriert.

7.3 Strahlungsfelder lokalisierter oszillierender
Quellen

Wir betrachten ein rdumlich lokalisiertes, zeitlich verdnderliches System von
Ladungen und Stromen, die aufgrund der inhomogenen Maxwell-Gleichungen als
Quellen des elektromagnetischen Feldes wirken. Wir nehmen zunéchst an, dass
das elektromagnetische Feld sich im Vakuum ausbreitet. Im Sinne einer Fourier-
Analyse der Zeitentwicklung des Systems reicht es wiederum aus, die Strahlung
einzelner Fourier-Komponenten zu betrachten. Dementsprechend machen wir
den Ansatz

plx.t) = Re [p(x)e™™]  j(x.1) = Re [j(x)e ']

fiir die Zeitabhéngigkeit der Ladungen und Stréme. Hierbei diirfen die rein orts-
abhéngigen Funktionen p(x) und j(x) durchaus komplexwertig sein. Die Konti-
nuitatsgleichung fir p(x,t) und j(x,t) impliziert die Beziehung

(V- §)(x) = iwp(x)

zwischen p(x) und j(x). Das retardierte 4-Potential der Ladungs- und Strom-
verteilung ist durch Gleichung (7.1) gegeben:
; [x—£]
1 I
Aty = o [ ae ( )

dmege |x — &

so dass die einzelnen Komponenten in der Form

d(x,t) = Re [@(x)e‘i“t] , A(x,t) =Re [.A(X)e_i‘“t]

mit
ple)e ¢ (et
d(x)= [ d¢ ———— = [ d¢ ———— 7.16
&) / ¢ dreolx — €| Alx) / ¢ dmegc?|x — & (7.16)

darstellbar sind. Hierbei gilt k = . Aus der Lorenz-Eichung 0, A" = 0 folgt
noch die Beziehung
_°
ik
so dass ® bekannt ist, sobald A bekannt ist. Aufierhalb der Quellen, also in

dem Raumbereich, in dem p(x) = 0 und j(x) = 0 gilt, sind die E- und B-Felder
durch

D(x) (V- A)(x),

B=VxA y VXB*{:‘O,LLOaaiEt)iO
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bestimmt. Es folgt, dass die Felder ebenfalls eine Zeitabhéngigkeit der Form
B(x,t) = Re [B(x)e—mt] . E(x,t) =Re [g(x)e—iwt]

aufweisen, wobei B und &€ durch
ic
B=VxA , &E€= EV x B

gegeben sind.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Wellenlédnge A der Strahlung grof§ im
Vergleich zur typischen Ausdehnung a der Quellen ist:

2ma
ka=—<x1.
a h <

Betrachtet man als einfaches Beispiel ein geladenes Teilchen, das sich mit der
Winkelfrequenz w auf einem Kreis mit dem Radius a bewegt, so sieht man sofort,
dass die Geschwindigkeit des Teilchens nur nicht-relativistisch sein kann:

lu|  wa

18| = 7:l<:a<<1.

c
Wir beschrénken uns im Folgenden daher auf nicht-relativistische Systeme. Als
konkrete Anwendungen der nachfolgenden Theorie sind die Konstruktion von
Antennen und die Beschreibung von spontanen Ubergéingen in Atomen zu nen-
nen, wobei man im letzteren Fall allerdings eine quantenmechanische Variante
unserer klassischen Uberlegungen benétigt.

Betrachten wir nun eine allgemeine (lokalisierte) Strahlungsquelle. Wir de-
finieren die Mittelwerte

(€)= / d F(Enu(e) “’“)EM?&Q

und withlen den Ursprung so, dass (§),, = 0 gilt. Aukerdem definieren wir die
typische Ausdehnung a der Quellen durch (£?),, = a®. Wir unterscheiden nun
drei mogliche Raumgebiete auterhalb der Quellen (siehe Abbildung 7.5), stets
unter der Bedingung ka < 1:

e die Nahzone oder Statische Zone (mit a < x < A),
e die Zwischen- oder Induktionszone (mit z ~ X) und
e die Fern- oder Strahlungszone (mit x > X).

In allen drei Zonen kann man aufgrund der Annahme a < z in (7.16) entwickeln:

> . AT Ti 2 A~
x—g ~ x{1X$£+X (6629325 ll)x+m
1 1 x-&  xT(3¢eT —1)%
Ix — | - {1—'_ T + 2x2 +}

Es folgt unter Vernachléssigung héherer Ordnungen im kleinen Parameter £:

[aei@e e (1484

ikx

A(x) = Bog

T 4r oz

125



7. AUSSTRAHLUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN

Quellen } } }
} Nahzone } Zwischenzone } Fernzone
} (Statische Zone) } (Induktionszone) } (Strahlungszone)
1 1 1 2= x
} aLr <\ } aLA>r } e AL
p#0,j#0 | | }

Abbildung 7.5: Die Quellen des elektromagnetischen Feldes und die Raumge-
biete aufierhalb der Quellen.

Wir betrachten zuerst die Nahzone, in der ka < 1 und kz < 1 gilt. In diesem
Fall ist das Vektorpotential also durch

A ~ L2 [agie) = -5a <o)

gegeben, wobei das bereits aus Abschnitt [5.1] bekannte elektrische Dipolmo-
ment d eingefithrt wurde:

/ de j(€) = — / dg E(V -§)(€) = —iw / dg €p(€) = —itd .

Die Felder sind daher in der Nahzone durch

B(x) — (VXA)<x)=$xxd
ic xxT —
Ex) = TvxB) = B

gegeben. Das B-Feld ist um einen Faktor kx kleiner als das £-Feld, so dass
das elektromagnetische Feld in der Nahzone iiberwiegend elektrischen Charak-
ter hat. Das (dominante) £-Feld hat genau dieselbe Gestalt wie das Dipolfeld
in der Elektrostatik. Erst in der Induktionszone erlangt das Magnetfeld (die
,magnetische Induktion®) die selbe Grofenordnung wie das E-Feld.

In der Fern- oder Strahlungszone gilt bis auf hohere Ordnungen der kleinen

Parameter ka, £ und é:

Afsg) ~ H0e {/d&j(&) ik [/déj(é)éﬂ xtoo )

4

Wir wissen bereits, dass das erste Integral im rechten Glied gleich —iwd ist. Das
zweite Integral kann wie folgt umgeschrieben werden:

[ it =5 [ae e vie") + 5 [ e fi€" -]

Aus Abschnitt [5.2] wissen wir, dass % [ dg [j¢T — &€j7] den magnetischen Dipol-
tensor darstellt:

3 [ delie" —am=D.
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Auferdem ist aus Abschnitt [5.1] bekannt, dass % Jd¢ (€57 +j€") im Wesentli-
chen durch das elektrische Quadrupolmoment bestimmt ist:

3 [l +ig") = —5 [dee€™(v-i)e) = —giw [ de €€ ole)
= —%iw {Q + % /dé 52,0(5)]1} = —éiw@ .

Insgesamt erhilt man also fiir das Vektorpotential:

ikx

Alx) ~ B [iod — ik (D - iw@) + -]
= Ap+ A+ Apa+ - . (7.17)

Die drei fithrenden Terme werden als elektrische Dipolstrahlung (E1), magneti-
sche Dipolstrahlung (M1) und elektrische Quadrupolstrahlung (E2) bezeichnet.
Natiirlich gibt es auch Multipolstrahlung héherer Ordnung, aber diese ist fiir
viele praktische Anwendungen von untergeordneter Bedeutung.

Betrachten wir zuerst die elektrische Dipolstrahlung (d # 0). Das entspre-
chende Magnetfeld ist:

k2 ikx 1
By = VxAm:%(k,—)kxd
4 ikx
k2’uoceikm§( < d ’
drx

und das elektrische Feld ist durch

Em = %V x By
ike'r” 3\ .. 1
= —_— 3 - — - ) - 1 e
4dega? szx 3 zkx) x> (ka + zkx) ]1} d
erikz T
- dmegx [XX B ]1] d

oder alternativ durch €1 ~ %(zkf( x Bg1) = cBg1 x % gegeben. Der zeitliche
Mittelwert der Leistung pro Raumwinkel,

dW) 1l —— . 5
— =—ExB-xx
(dQ E1 Ko

ist mit Hilfe von

ExB-x = Re[€e ] x Re[Be ™! %
= 1Re(€xB*) -x=<%Re[(Bxx)xB] %
= £Bx x|
durch
dw o L2 cx? (k2uoc . .12
ck* ck*|d|?
_ ‘ ‘2 ‘ ‘ S 2(19)
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gegeben, wobei ¥ den Winkel zwischen den Vektoren X und d bezeichnet. Die
zeitgemittelte Gesamtleistung ist daher:

— AW ck*|d|?
Wgi= [ dQ | —= = .
£ / ( dQ) )El 127T€0

Eine Polardarstellung der zeitgemittelten Leistung pro Raumwinkel ist in
Abbildung 7.6 gegeben.

Abbildung 7.6: Zeitgemittelte Leistung pro Raumwinkel bei Dipolstrahlung

Nehmen wir nun an, dass das elektrische Dipolmoment der Ladungsvertei-
lung Null ist (d = 0), so dass der fithrende Term Ag; in (7.17) verschwindet. In
diesem Fall sind die magnetische Dipol- und die elektrische Quadrupolstrahlung
wichtig:

ikx

. ikﬂo@ 1:- A\ ~
Af AM1+E2 ~ *W (D — g’LCUQ) X .
Bei der Berechnung der Felder beschrinken wir uns auf die fiihrende Ordnung

in der Entwicklung nach Potenzen von 1. Man erhilt fiir das Magnetfeld:

kx*
Buivpe = V X Apiyge ~ kX X Ayviygo
k2uoeikm
~ Wf{ X [(D - %sz) X — %iw/df 52,0(5))2}
k.QMOe'L'kx R R -
~ WXX(MX) , M =D - 3iwQ

und fiir das elektrische Feld:
Evnippr = ¥V X Bayiype ~ —cX X Bai4p2 -

Der zeitliche Mittelwert der Leistung pro Raumwinkel ist nun durch

dw [ cx?
= —ExB-x2’~"—|xxB 2
( dQ >M1+E2 Mo 8 o 2uo |X . M1+E2|
pock® . pock? .
39,2 |x x [%x x (MX)H2 = 59,2 |x x (Mx)|2
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gegeben, und die zeitgemittelte Gesamtleistung ist daher gleich

_ dw uock4 R 12
w = [dQ | —= ~ M .
een= [d0(Gg) B (R

Hierbei bezeichnet (... )q den Mittelwert iiber alle moglichen Raumwinkel. Aus
der Symmetrie von @ und der Antisymmetrie von D folgt nun leicht:

. . 1 w?
(% x (M%)[*)o = < Sp(DD') + = Sp(QQ") .
Fiihren wir wie in Abschnitt [5.2] das magnetische Moment m ein:
1 .
Dij = —eijpmy., m=g /d€ £ (&),

dann kann man noch Sp(DDT) = 2/m|? schreiben. Somit gilt fiir die zeitgemit-
telte Gesamtleistung:

pock?

2

Wangm ~ [|m2 + % SP(QQT)] .
Interessant an diesem Ergebnis ist u.a., dass die Beitrdge der M1- und E2-
Strahlung zur Gesamtleistung nicht mischen, sondern rein additiv sind. Diese
Additivitéat gilt allgemein fiir Multipolstrahlung, nicht nur fiir die hier betrach-
teten flihrenden Momente.

Wir betrachten nun die zeitgemittelte Leistung pro Raumwinkel, zuerst fiir
M1- und dann fiir E2-Strahlung. Fiir M1-Strahlung (D # 0, Q = 0) gilt mit
X-D=—-xxm:

aw pock?® . pock*m|?
(), = S e e mft = PR s ).

wobei ¥ den Winkel zwischen m und % bezeichnet. Das Strahlungsfeld fiir M1-
Strahlung hat also genau dieselbe Winkelabhéngigkeit wie dasjenige der elektri-
schen Dipolstrahlung (E1). Fiir E2-Strahlung (D = 0, Q # 0) gilt allgemein:

aw kS
(E)m = Sagsprg, XX (@R

Hierbei ist ) eine spurlose, symmetrische, komplexe, also nicht notwendigerweise

diagonalisierbare Matrix. Nimmt man jedoch zur Illustration an, dass @ die

einfache Form @ = diag{Qq, Qo, —2Qo} hat, so erhélt man das Strahlungsfeld

(dW) _ ck®|Qol?
E2

2 in2(2
dQ) 2771'25() s ( 19)’

wobei ¢ nun den Winkel zwischen x und der és-Achse bezeichnet. Eine Po-
lardarstellung dieses Strahlungsfeldes ist in Abbildung 7.7 skizziert. Falls das
elektrische Quadrupolmoment () eine andere Form hat, kann natiirlich auch das
zugehorige Strahlungsfeld durchaus komplizierter sein.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass die Dynamik der von lokalisier-
ten, nicht-relativistischen Ladungs- und Stromdichten erzeugten Strahlungsfel-
der mit Hilfe der im Laufe dieser Vorlesung entwickelten Methoden und Ideen
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€3

Abbildung 7.7: Polarplot der gemittelten Quadrupolabstrahlung

im Detail untersucht werden kann. Fiir manche Anwendungen benétigt man un-
ter Umsténden Verfeinerungen des hier behandelten Formalismus: Zum Beispiel
miisste man die Theorie fiir Anwendungen in der Atomphysik quantenmecha-
nisch formulieren und bendtigt man fiir astrophysikalische Zwecke eine relati-
vistische Variante. Fiir solche Erweiterungen sei auf die Literatur verwiesen.

7.3.1 Was andert sich bei Wellenausbreitung im Medium?

Bisher wurde in diesem Abschnitt [7.3] angenommen, dass sich die Strahlungsfel-
der der betrachteten lokalisierten oszillierenden Quellen im Vakuum ausbreiten.
Falls die Wellenausbreitung alternativ durch ein homogenes Medium (mit einer
relativen Permeabilitit p, und einer relativen Permittivitit ,) stattfindet, dn-
dert sich formal sehr wenig: Wie bereits aus der Einfiihrung (Abschnitt [?7?])
bekannt ist, sind in diesem Fall lediglich iiberall die Parameter g und pg durch

€ = go&r bzw. p = o, und somit auch ¢ = \/ﬁ durch ¢ = \/%7 zu ersetzen.

Im Vakuum haben wir sowohl fiir die E1-Strahlung als auch fiir die (M1+ E2)-
Strahlung in der Strahlungszone Beziehungen der Form £ ~ cB x X erhalten.
Im Medium werden diese Beziehungen durch

E~BxXx=pucH xx HE%B

ersetzt. Interessant an dieser verallgemeinerten Beziehung ist, dass das Verhalt-

nis zwischen den Amplituden der elektrischen und magnetischen Felder medi-

umabhdngig wird. Analog wird auch der Proportionalitdtsfaktor im Ausdruck

fiir den zeitlichen Mittelwert der Leistung pro Raumwinkel mediumabhéngig:
aw - cx?

E = Z|BX§(|2: %/.LE[IP |HX)A(|2
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Amiisanterweise hat in den beiden Ausdriicken fiir £ und Z:Vg der Vorfaktor uc
im jeweiligen rechten Glied die physikalische Dimension eines Widerstandes:

. kg m?
[ue] = [poc] = A3 Q

Auferdem gilt [z€] = V und [H x x] = A . Definiert man also:

dw
c=R El=V =17 — =P
pe=R . al€l=V ., e =1 , So=P
so erhalt man die aus der Theorie eines Wechselstroms durch einen Ohm’schen
Widerstand bekannten Ausdriicke:

V=IR , P=3iRI* ,

wobei P die zeitgemittelte (oder effektive) Leistung des Wechselstromkreises
darstellt. Die Analogie mit der elementaren Elektrizitatslehre liegt auf der Hand,
und in der Tat wird das Produkt pc in der Literatur manchmal als der Wellen-
widerstand des Mediums bezeichnet. Der numerische Wert dieses ,,Wellenwider-
stands” hangt von &, und p, und somit vom Medium ab und ist durch

ME:M/;—:/LOC&,/'[;—:X?HG,?BQ

gegeben. Es ist klar, dass man diese formale Analogie nicht iiberinterpretieren
sollte: Mit echter Stromleitung hat die in diesem Abschnitt betrachtete Wellen-
ausbreitung in einem isolierenden Medium natiirlich nichts zu tun.
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Anhang

Retardierte
elektromagnetische Felder

Wir fassen die wichtigsten Rechenschritte zusammen, die von den retardierten
Potentialen,

q 1 q B
PR = - AR,(B) = -
(R.5) dreg R—B-R '’ (R, 5) dregc R—B-R’
zu den retardierten Feldern,
A
E(x,t) = —Vx® — %—t , B(x,t)=VxxA,

fithren. Details und Hintergriinde kann man in Abschnitt [7.1] finden. Wir erin-
nern an die Definitionen des Relativvektors R(x, 7),

R(x,7) =x—x,(7) , R(x7)=[R(x7),
und der retardierten Zeit 7(x,t),

R(x,7)

T+ =t.

Aus den Gleichungen

7(8@) _ Joo <aRj IR, aT) 9% dp; or
i)y OR; \ Ox; = Ot Ox;) ' 0B; dr Ox
(%A (DA0R 05y 0

ot x N (9RJ or 8[% dr ot

und

B o—e, (04 _ |04k (OB, OR Ot  0Aydf Or
PR\ By ), VY [0R, \Ox; T 07 0x;) T 0B dr Oz

ist klar, dass die Berechnung der Felder die Bestimmung einiger partieller Ab-
leitungen erfordert. Am einfachsten sind wohl

LR =L

. . dg
S =), A=

T dr

2X
(r) =22 %0z

c dr?

B(r) =



A. RETARDIERTE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER 133

die nicht explizit von x abhéngig sind. Die Ortsableitung von R(x, 7) = x—x4(7)
folgt als %—fi = 0;;, und die Ableitungen von R(x, 7) folgen durch Ableiten der
Identitét §R* = R

OR R-u . OR R [OR
(E)x__ R BB (axi)T_E_(aR)T'

Zur Berechnung der Ableitungen von 7(x,t) beziiglich x und ¢ verwenden wir
die Identitdt 7 =1¢ — %:

(&), = -5 (5), - remean(G),

), - =G+ (5).G))

Es folgt:
or 1 or —%f{
(&f)xl_ﬁ.f{ ’ (c’ﬂx)t1_ﬁ.1§'
Mit R = erhalten wir also:
_ (9% _ 4 R; — B - 4 (_%RZ)
(&U)t = 47r€0{ o ,3 ){&ﬁ(cﬁj)lﬁ.f{}
LRy (MR
(R-B-R?*71-8.R
g (1-B-R)(Ri-B)+R-B-B)R + LRR PR
dregR? (1-8-R)3
und
A\ q Bi(R; = B;) |
7(875 )x B 477500{(R—]L3-P{J)2(CB])
0ii (-R;)
+[R—ﬁj-R ( - JR)2 BJ}I
g —(R-B)Bi+ B — LR(1-B-R)Bi + (R-B)B]
 dmeoR? (1-B8-R)3

und daher insgesamt:

¢{(1-B)R-B)+LR(R-B)(R-B)-R-(R-B)8]}

Blxf) = dneoR2(1— 8- R)3
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Aufgrund der Identitdt a x (b x ¢) = (a-c)b — (a- b)c ist dies dquivalent zum
Ausdruck (7.8) fiir das elektrische Feld. Fiir das Magnetfeld findet man:

_oa BB
Bi = 47r60c€”k{ (R—B-R)?

Okt Br(—Ry) : <_% R
+[R7B~R_(RfB-R)2}Bl1 ﬂ-R}
¢ —(1=B*)R;Bx — tR[(1 - B R)Bx + (R B)BiR;
dmegcR2 9k (1-8-R)3
= %(RX E)z .

b+ (o L2F)

Interessanterweise steht das Magnetfeld also stets senkrecht auf dem elektrischen
Feld.
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