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Kapitel1
Einführung

Die Elektrodynamik befasst sich mit der Wechselwirkung elektromagnetischer
Felder und geladener materieller Teilchen. Es liegen also zwei miteinander ge-
koppelte Probleme vor: Einerseits sind wir an der Zeitentwicklung der elektro-
magnetischen Felder in Anwesenheit von Ladungen und Strömen interessiert,
andererseits möchten wir die Dynamik der Ladungen und Ströme in Anwesen-
heit der Felder bestimmen. Beide Probleme müssen prinzipiell gemeinsam gelöst
werden.

In dieser Einführung beschäftigen wir uns zuerst kurz mit den elektromag-
netischen Feldern und danach mit der Dynamik geladener Teilchen.

Traditionell konzentriert man sich bei der Untersuchung elektromagnetischer
Phänomene oft auf entweder die Elektrizität oder den Magnetismus. Dass beide
Phänomene lediglich unterschiedliche Aspekte eines einheitlichen Phänomens,
nämlich des Elektromagnetismus, sind, wurde spätestens im Rahmen der spe-
ziellen Relativitätstheorie klar. Auch vorher hatte es insbesondere durch die
Arbeiten von Ørsted, Faraday und Maxwell bereits deutliche Hinweise darauf
gegeben, dass Elektrizität und Magnetismus eng miteinander gekoppelt sind.

Beide Phänomene, sowohl die Elektrizität (Blitze, Elmsfeuer) als auch der
Magnetismus (Magnetit, Bernstein) sind der Menschheit schon lange bekannt.
Den ersten Kompass soll es bereits im 26. Jahrhundert vor Christus in China
gegeben haben. Trotzdem hat es bis zum 19. Jahrhundert gedauert, bevor zu-
erst die Gesetze der Elektrostatik und Magnetostatik und dann die einheitlichen
Gesetze des Elektromagnetismus formuliert wurden. Charles-Augustin de Cou-
lomb zeigte 1785, dass zwei Teilchen mit den Ladungen q1 und q2 sich gemäß

F1 =
q1q2

4πε0r212
r̂12 , F2 = −F1

anziehen bzw. abstoßen, abhängig vom Vorzeichen der beiden Ladungen. Jean-
Baptiste Biot und Felix Savart zeigten Anfang des 19. Jahrhunderts, dass ein
infinitesimales Segment dℓ eines von einem Strom I durchflossenen Stromdrahts
im Abstand r das Magnetfeld

dB =
µ0I

4π

dℓ× r̂

r2
, µ0 ≡ 1

ε0c2
≡ 4π × 10−7 kg m

A2s2

erzeugt, woraus z. B. folgt, dass das Magnetfeld eines unendlich langen geraden
Stromdrahts durch B = µ0I

2πr Î × r̂ gegeben ist, wobei r nun den Relativvektor



---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 1. EINFÜHRUNG 2

zum Stromdraht (mit r ⊥ I) bezeichnet. Die Dynamik (also die Beschreibung
der Zeitabhängigkeit) elektromagnetischer Phänomene und somit die Verschmel-
zung von Elektrizität und Magnetismus wurde hauptsächlich von drei Forschern
begründet: Hans Christian Ørsted entdeckte 1820 (rein zufällig), dass elektrische
Ströme Magnetfelder hervorrufen. Michael Faraday zeigte daraufhin 1831, dass
auch das Umgekehrte gewissermaßen zutrifft: Zeitlich veränderliche Magnetfel-
der induzieren Ströme in Stromkreisen. Schließlich fasste James Clerk Maxwell
die bisherigen Einsichten 1864 in den vier nach ihm benannten mathematischen
Gleichungen zusammen, und aufgrund dieser Theorie machte er die Vorhersa-
ge, dass auch zeitlich veränderliche elektrische Felder Magnetfelder erzeugen.
Eine weitere Vorhersage der Maxwell-Theorie, die Existenz elektromagnetischer
Wellen, die sich im Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit c ≡ 299 792 458m/s
ausbreiten, wurde 1887 von Heinrich Hertz verifiziert.

Die theoretische Beschreibung des zweiten Teils der Elektrodynamik, d. h.
der Dynamik von Ladungen und Strömen in Anwesenheit von Feldern, wurde
erst drei Jahrzehnte nach Maxwell (um 1895) von Hendrik Antoon Lorentz be-
gründet, der sich auch um das Verständnis der Gesamttheorie und ihres Zusam-
menhangs sowie den Nachweis ihrer „Lorentz-Kovarianz“ sehr verdient gemacht
hat.

1.1 Die Maxwell-Gleichungen
Die Form der Maxwell-Gleichungen „im Vakuum“ ist geringfügig einfacher als
diejenige „im Medium“, auf die am Ende dieses Abschnitts näher eingegangen
wird. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum lauten:

I. ∇ ·E =
1

ε0
ρ III. ∇×E+

∂B

∂t
= 0

II. ∇ ·B = 0 IV. ∇×B− ε0µ0
∂E

∂t
= µ0j . (1.1)

Sie bestimmen somit die Zeitentwicklung der elektrischen bzw. magnetischen
Felder E(x, t) und B(x, t) für vorgegebene Ladungs- bzw. Stromdichten ρ(x, t)
und j(x, t). Die Maxwell-Theorie „im Vakuum“ ist im Gegensatz zu derjenigen
„im Medium“ eine fundamentale, mikroskopische, klassische Theorie. Dies be-
deutet insbesondere, dass die geladene Materie, die die Ladungsdichte ρ(x, t)
und die Stromdichte j(x, t) definiert, als aus klassischen Punktteilchen aufge-
baut gedacht wird. Dementsprechend haben die Ladungs- und Stromdichten die
Form

ρ(x, t) =
X
ν

qν δ(x− xν) , j(x, t) =
X
ν

qν ẋν δ(x− xν) ,

wobei ν die verschiedenen Punktteilchen indiziert, qν bzw. xν(t) die Ladung
und die Bahn des ν-ten Punktteilchens darstellen und δ(x) die Dirac’sche Del-
tafunktion ist, die durch die EigenschaftZ

dx′ f(x′) δ(x′ − x) = f(x)

für alle glatten (stetigen) Funktionen f definiert ist. Wir lernen somit zweierlei:
Einerseits ist nun klar, dass der Zusatz „im Vakuum“ die Zeitentwicklung der
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elektromagnetischen Felder im Vakuum zwischen den klassischen Punktteilchen
andeutet. Andererseits basieren die Maxwell-Gleichungen (1.1) offenkundig auf
der Annahme, dass die Materie klassisch behandelt, d. h. dass die reale, quanten-
mechanische Zeitentwicklung im Sinne des Ehrenfest-Theorems durch klassische
Bewegungsgleichungen ersetzt werden kann.

Bevor wir versuchen, die einzelnen Maxwell-Gleichungen zu interpretieren
und mit dem Experiment in Verbindung zu bringen, sei auf einige allgemeine
Eigenschaften der Maxwell-Theorie hingewiesen:

• Die Dynamik der Ladungs- und Stromdichten wird von der Maxwell-
Theorie als bekannt vorausgesetzt und kann nicht aus ihr bestimmt wer-
den. Falls die Ladungen und Ströme explizit durch E und B beeinflusst
werden, ist die Maxwell-Theorie um weitere dynamische Gleichungen für
ρ und j zu ergänzen.

• Die Maxwell-Gleichungen sind linear in ρ und j. Es gilt also ein Superpo-
sitionsprinzip: Der Effekt einer Summe von Ladungs- oder Stromdichten
ist gleich der Summe der Effekte der einzelnen Dichten.

• Aus den Maxwell-Gleichungen I und IV folgt sofort, dass Ladungserhaltung
gilt: ∂ρ∂t +∇ · j = 0 , im Einklang mit dem Experiment. Ladungserhaltung
ist bekanntlich eines der fundamentalen Naturgesetze.

• Die vier Maxwell’schen Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen einer
klassischen Feldtheorie, da die orts- und zeitabhängigen Felder E(x, t) und
B(x, t) reellwertige Vektoren bzw. Pseudovektoren darstellen. Im Quan-
tenbereich, also wenn die Dynamik einzelner Photonen und ihre Wechsel-
wirkung mit geladenen Elementarteilchen relevant werden, sind die reell-
wertigen Felder E und B durch entsprechende hermitesche Operatoren zu
ersetzen.

• Die moderne mikroskopische Beschreibung elektromagnetischer Phänome-
ne wurde stark von H.A. Lorentz mitgeprägt, so dass die entsprechen-
den Grundgleichungen (d. h. die Maxwell-Gleichungen) von A. Einstein
sogar gelegentlich als die „Maxwell-Lorentz-Gleichungen“ bezeichnet wur-
den. Dieser Begriff hat sich in der Literatur jedoch nicht durchgesetzt.

• Die Maxwell-Theorie ist invariant unter der Lorentz- bzw. Poincaré-
Gruppe, wie wir im Folgenden sehen werden, so dass sie ohne weiteres
als Bestandteil einer relativistischen Elektrodynamik übernommen wer-
den kann.

Wir wenden uns nun den einzelnen Maxwell-Gleichungen zu.
Die Maxwell-Gleichung I in (1.1) stellt das Coulomb’sche Gesetz in verall-

gemeinerter Form dar. Dies sieht man mit Hilfe des Gauß’schen Satzes:

1

ε0

Z
D

dx ρ(x, t) =

Z
D

dx ∇ ·E(x, t) =

Z
∂D

dS ·E(x, t) .

Wählt man nun ρ(x, t) = q2δ(x) und D = {x | |x| ≤ r}, so folgt wegen der
sphärischen Symmetrie E = q2

4πε0r2
x̂, so dass die Kraft auf eine Ladung q1 am



---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 1. EINFÜHRUNG 4

Ort x genau durch das Coulomb’sche Gesetz gegeben ist. Die zweite Maxwell-
Gleichung (II) kann analog in der FormZ

∂D

dS ·B(x, t) = 0

geschrieben werden und besagt, dass keine magnetischen Ladungen („Mono-
pole“) existieren. Die dritte Gleichung in (1.1) kann über eine zweidimensionale
Fläche F des dreidimensionalen Raums integriert und mit Hilfe des Stokes’schen
Satzes umgeformt werden:

d

dt

Z
F

dS ·B(x, t) = −
Z
F

dS · (∇×E) = −
I
∂F

dx ·E(x, t) .

Diese Gleichung besagt, dass die zeitliche Änderung des magnetischen Flusses
durch die Fläche F eine Induktionsspannung in der Schleife ∂F (und somit
einen Strom, falls ∂F ein Stromkreis ist) hervorruft. Dies ist das Faraday’sche
Induktionsgesetz. Analog findet man aufgrund der vierten Maxwell-Gleichung:

µ0

Z
F

dS ·
�
j+ ε0

∂E

∂t

�
=

Z
F

dS · (∇×B) =

I
∂F

dx ·B ,

so dass elektrische Ströme und zeitlich veränderliche elektrische Felder tatsäch-
lich Magnetfelder hervorrufen, wie von Ørsted experimentell beobachtet bzw.
von Maxwell theoretisch vorhergesagt wurde. Ørsteds Befund ist heutzutage
übrigens als „Ampère’sches Durchflutungsgesetz“ bekannt, da Ampère den von
Ørsted gemessenen Effekt quantifiziert, formalisiert und systematisch untersucht
hat.

Die Maxwell-Gleichungen „im Medium“ können durch eine räumliche Mitte-
lung (typischerweise über Bereiche der Größenordnung 106 Å3 in einem Fest-
körper) aus denjenigen „im Vakuum“ hergeleitet werden und sind daher weniger
fundamental als die Gleichungen (1.1). Im Medium sind bei der Formulierung der
Maxwell-Gleichungen auch die Effekte der Magnetisierung M und der Polarisa-
tion P der Materie zu berücksichtigen. Führt man nun Hilfsfelder D ≡ ε0E+P
und H ≡ 1

µ0
B − M ein, so erhalten die inhomogenen Maxwell-Gleichungen I

und IV die Form:

I. ∇ ·D = ρ IV. ∇×H− ∂D

∂t
= j , (1.2)

während die homogenen Gleichungen II und III sich überhaupt nicht ändern.
Die Polarisation und die Magnetisierung des Mediums hängen meist in einfacher
Weise mit den Feldern E und H zusammen:

M = χmH ,
1

ε0
P = χeE ,

wobei χm und χe als die magnetische bzw. dielektrische Suszeptibilität bezeich-
net werden. Folglich gilt:

1

µ0
B = (1 + χm)H ≡ µrH ,

1

ε0
D = (1 + χe)E ≡ εrE ,
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mit der relativen Permeabilität µr und der relativen Dielektrizitätskonstante
εr. In linearen, isotropen Medien haben die Maxwell-Gleichungen „im Medium“
und diejenige „im Vakuum“ also dieselbe Struktur: es wird lediglich ε0 durch
ε ≡ εrε0 und µ0 durch µ ≡ µrµ0 ersetzt. Hierbei ist aber stets zu bedenken, dass
die (E,B)-Felder und (ρ, j) „im Medium“ räumlich gemittelte Größen darstel-
len und sich somit fundamental von den (E,B)-Feldern und (ρ, j) „im Vakuum“
unterscheiden.

1.2 Statische elektromagnetische Felder
Streng zeitunabhängige Felder E(x) und B(x) liegen immer dann vor, wenn die
Ladungs- und Stromverteilungen zeitlich konstant sind. In diesem Fall reduzie-
ren sich die Maxwell-Gleichungen auf

(∇ ·E) (x) = 1
ε0
ρ(x) , ∇×E = 0

∇ ·B = 0 , (∇×B) (x) = µ0j(x) ,
(1.3)

und man sieht, dass die Gleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik in
diesem Spezialfall entkoppelt sind. Viel interessanter (denn weniger speziell)
ist jedoch, dass dieselben Gleichungen (1.3) auch für das zeitgemittelte Verhal-
ten der Felder relevant sind, falls die Ladungs- und Stromverteilung räumlich
begrenzt ist. In diesem Fall sind nämlich E(x, t) und B(x, t) (mindestens außer-
halb dieses Raumbereichs) in ihrer zeitlichen Variation beschränkt und es gilt
bei einer Zeitmittelung:

∂E

∂t
≡ lim
T→∞

1

T

TZ
0

dt
∂E

∂t
(x, t) = lim

T→∞

E(x, T )−E(x, 0)

T
= 0

und analog:

∂B

∂t
= 0 ,

so dass sich die Maxwell-Gleichungen auf die Form�
∇ ·E

�
(x) = (∇ ·E) (x) =

1

ε0
ρ(x, t) ≡ 1

ε0
ρ̄(x)

∇×E = ∇×E+
∂B

∂t
= 0

bzw.

∇ ·B = ∇ ·B = 0

∇×B = ∇×B− ε0µ0
∂E

∂t
= µ0 j(x, t) ≡ µ0 j̄(x)

reduzieren. Die zeitlich gemittelten Größen (E,B, ρ̄, j̄) erfüllen also die Glei-
chungen (1.3) der Elektro- bzw. Magnetostatik.
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Bilden wir nun die Rotation beider Glieder der Gleichungen ∇×E = 0 und
∇×B = µ0j unter Verwendung der Vektoridentität

∇× (∇× a) = ∇ (∇ · a)−∆a , (1.4)

so folgt:

∆E = ∇
�
∇ ·E

�
=

1

ε0
∇ρ̄

∆B = ∇
�
∇ ·B

�
− µ0∇× j = −µ0∇× j .

(1.5)

Die Komponenten der E- und B-Felder erfüllen daher Gleichungen der Form

(∆u)(x) = −q(x) , (1.6)

wobei u(x) die Rolle eines allgemeinen Feldes und q(x) diejenige der Quel-
le dieses Feldes spielt. Eine inhomogene Gleichung der Form (1.6) wird als
Poisson-Gleichung bezeichnet, die homogene Variante (∆u)(x) = 0 als Laplace-
Gleichung. Die Poisson-Gleichung (1.6) ist natürlich nicht eindeutig lösbar, da
man zu jeder Lösung u(x) unendlich viele andere Lösungen u′(x) ≡ u(x)+a·x+λ
konstruieren kann, indem man lineare Terme a · x mit a ∈ R3 und Konstanten
λ ∈ R addiert, aber sie wird eindeutig lösbar, wenn man zusätzlich fordert, dass
die Lösung für |x| → ∞ gegen Null strebt:

u(x) → 0 (|x| → ∞) . (1.7)

In diesem Fall lautet die Lösung:

u(x) =
1

4π

Z
dx′ q(x′)

|x− x′|
. (1.8)

Um zu zeigen, dass das Feld (1.8) tatsächlich die Poisson-Gleichung (1.6) mit
der Randbedingung (1.7) erfüllt, weisen wir zuerst darauf hin, dass (1.8) sich in
großem Abstand von der Quelle (d. h. für |x− x′| → ∞) wie

u(x) ∼ 1

4πx

Z
dx′ q(x′) → 0 (x→ ∞)

verhält und somit unter der Voraussetzung

Q ≡
Z
dx′ q(x′) <∞ ,

die für räumlich begrenzte Ladungs- und Stromverteilungen sicherlich erfüllt ist,
in der Tat gegen Null strebt. Außerdem zeigen wir:

∆

�
− 1

4πx

�
= δ(x) , ∆ =

3X
i=1

∂2

∂x2i
, (1.9)

wobei δ(x) die Dirac’sche Deltafunktion,Z
dx′ f(x′)δ(x′ − x) = f(x) ,
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und ∆ den Laplace-Operator darstellt. Aus (1.9) folgt dann sofort:

∆u =
1

4π

Z
dx′ q(x′)∆

1

|x− x′|
= −

Z
dx′ q(x′)δ(x− x′) = −q(x) ,

womit unsere Behauptung bewiesen ist. Um (1.9) zu beweisen, zeigen wir zuerst,
dass für alle x ̸= 0 gilt: ∆(− 1

4πx ) = 0; dies folgt aus:

∆
1

x
=

3X
i=1

∂

∂xi

�
− 1

x2
∂x

∂xi

�
=

3X
i=1

∂

∂xi

�
− xi
x3

�
=

3X
i=1

�
− 1

x3
+

3xi
x4

∂x

∂xi

�
= − 3

x3
+ 3

3X
i=1

x2i
x5

= 0 .

Außerdem gilt bei Integration über einen beliebigen kugelförmigen Bereich
Dε ≡ {x | |x| ≤ ε , ε > 0} mit Mittelpunkt x = 0:Z

Dε

dx ∆

�
− 1

4πx

�
=

Z
Dε

dx ∇ ·∇
�
− 1

4πx

�
=

Z
∂Dε

dS ·∇
�
− 1

4πx

�
=

Z
∂Dε

dS · êx
4πx2

=
1

4πε2

Z
∂Dε

dS · êx = 1 , (1.10)

wobei der Gauß’sche Satz verwendet wurde. Insbesondere gilt (1.10) also auch
für beliebig kleine Kugelradien ε > 0. In Kombination mit der vorher abge-
leiteten Eigenschaft ∆(− 1

4πx ) = 0 für x ̸= 0 schließen wir, dass die „Funktion“
∆(− 1

4πx ) ein Gesamtgewicht gleich Eins hat und dass dieses Gewicht vollständig
im Ursprung lokalisiert ist. Es folgt:Z

dx f(x)∆

�
− 1

4πx

�
= lim

ε↓0

Z
∂Dε

dx f(x)∆

�
− 1

4πx

�
= f(0) lim

ε↓0

Z
∂Dε

dx ∆

�
− 1

4πx

�
= f(0) lim

ε↓0
1 = f(0) ,

womit (1.9) gezeigt wurde. Es sollte noch darauf hingewiesen werden, dass die
Dirac’sche Deltafunktion keine Funktion im üblichen Sinne, sondern eine verall-
gemeinerte Funktion oder Funktional ist.

Aus den Gleichungen (1.5) folgt nun sofort mit Hilfe der allgemeinen Form
(1.8) der Lösung der Poisson-Gleichung:

E(x) = − 1

4πε0

Z
dx′ (∇ρ̄)(x′)

|x− x′|
, B(x) =

µ0

4π

Z
dx′

�
∇× j

�
(x′)

|x− x′|
.

Hiermit ist das allgemeine Problem der Elektro- bzw. Magnetostatik im Prinzip
vollständig gelöst. Mit Hilfe einer partiellen Integration folgt noch

E(x) =
1

4πε0

Z
dx′ ρ̄(x′)

x− x′

|x− x′|3
(1.11)

B(x) =
µ0

4π

Z
dx′ j̄(x

′)× (x− x′)

|x− x′|3
.

Die Gleichung für E(x) in (1.11) stellt das Coulomb-Gesetz dar, diejenige für
B(x) das Biot-Savart’sche Gesetz.
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1.2.1 Analogie zum Gravitationsgesetz
Aus den Gleichungen (2.2) und (2.3) des Theorie-1-Skriptes ist bekannt, dass
eine Massendichte ρ(x, t) auf ein Punktteilchen der schweren Masse m die Kraft
mẍ = mg(x, t) mit

g(x, t) = G
Z
dx′ ρ(x′, t)

x′ − x

|x′ − x|3

ausübt. Man kann die Gravitationsbeschleunigung g(x, t) alternativ auch als

g(x, t) = G
Z
dx′ ρ(x′, t)∇ 1

|x− x′|
= G

Z
dx′ (∇ρ)(x′, t)

|x− x′|

schreiben. Es folgt einerseits

(∆g)(x, t) = G
Z
dx′ (∇ρ)(x′, t)∆

1

|x− x′|

= −4πG
Z
dx′ (∇ρ)(x′, t)δ(x− x′)

= −4πG(∇ρ)(x, t) (1.12)

und andererseits

(∇ · g) (x, t) = G
Z
dx′ ρ(x′, t)∆

1

|x− x′|

= −4πG
Z
dx′ ρ(x′, t)δ(x− x′)

= −4πGρ(x, t) . (1.13)

Offensichtlich sind die physikalischen Größen (g,m,G, ρ) aus der Gravitations-
theorie vollkommen analog zu den Größen (E, q,− 1

4πε0
, ρ) aus der Elektrostatik.

Insbesondere ist (1.12) formal analog zur Poisson-Gleichung (1.5) für E und ist
(1.13) analog zur Maxwell-Gleichung ∇ · E = 1

ε0
ρ. Ein klarer Unterschied zwi-

schen beiden physikalischen Problemen ist, dass die Zeitabhängigkeit von g(x, t)
und ρ(x, t) grundsätzlich beliebig ist, während das elektrische Analogon nur für
zeitgemittelte Größen (E, ρ), d. h. im statischen Grenzfall gezeigt wurde. Eine
Verallgemeinerung des elektrostatischen Grenzfalls auf zeitlich langsam verän-
derliche Quellen und Felder wird im nächsten Abschnitt behandelt.

1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische
Grenzfall

Eine der sehr wichtigen Vorhersagen der Maxwell’schen Theorie des Elektroma-
gnetismus ist die Existenz elektromagnetischer Wellen, ein Phänomen, das 1887
tatsächlich von Heinrich Hertz nachgewiesen werden konnte. Aus den Maxwell-
Gleichungen

I. ∇ ·E =
1

ε0
ρ III. ∇×E+

∂B

∂t
= 0

II. ∇ ·B = 0 IV. ∇×B− ε0µ0
∂E

∂t
= µ0j .
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folgt mit Hilfe der Vektoridentität (1.4) für das Magnetfeld:

1

c2
∂2B

∂t2
= −ε0µ0∇× ∂E

∂t
= ∇× (µ0j−∇×B) = µ0∇× j+∆B

oder mit Hilfe des d’Alembert-Operators � ≡ 1
c2

∂2

∂t2 −∆:

�B = µ0∇× j . (1.14)

Analog folgt für das elektrische Feld:

1

c2
∂2E

∂t2
=

∂

∂t
(∇×B− µ0j) = −∇× (∇×E)− µ0

∂j

∂t

= ∆E−∇ (∇ ·E)− µ0
∂j

∂t

und daher:

�E = − 1

ε0

�
∇ρ+

1

c2
∂j

∂t

�
. (1.15)

Die Gleichungen (1.14) und (1.15) zeigen, dass die E- und B-Felder inhomogene
Wellengleichungen erfüllen. Die Inhomogenitäten im rechten Glied machen klar,
dass die elektromagnetischen Wellen von den Ladungen und Strömen hervorge-
rufen werden, die somit als Quellen des elektromagnetischen Feldes wirken.

Wiederum ist klar, dass die erzeugten E- und B-Felder für den Fall streng
zeitunabhängiger Ladungen und Ströme selbst auch zeitunabhängig sind und
Poisson-Gleichungen der Form

∆E =
1

ε0
∇ρ , ∆B = −µ0∇× j (1.16)

erfüllen. Viel interessanter (denn realistischer) ist jedoch der Fall langsam in
der Zeit variierender Ladungen und Ströme. Wir betrachten daher im Folgen-
den das Strahlungsfeld einer räumlich lokalisierten, mit der typischen Frequenz
ω oszillierenden Quelle. Da aus den Gleichungen (1.14) und (1.15) folgt, dass
elektromagnetische Wellen sich im Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit c aus-
breiten, werden die erzeugten elektrischen und magnetischen Felder durch eine
typische Wellenlänge λ = 2πc

ω charakterisiert sein. Nehmen wir nun an, dass
die Quelle die typische Ausdehnung a und der Experimentator den typischen
Abstand x von der Quelle hat. Falls die Frequenz ω so klein ist, dass sowohl
a ≪ λ als auch x ≪ λ gilt, wird der Experimentator die Wellennatur des Fel-
des nicht sehen können; stattdessen misst er zu jedem Zeitpunkt das (zeitlich
langsam veränderliche) Feld einer effektiv statischen Ladungs- und Stromver-
teilung. Formal äußert sich dies dadurch, dass sich (1.14) und (1.15) nun zu
Poisson-Gleichungen der Form (1.16) reduzieren:

(∆E)(x, t) =
1

ε0
(∇ρ)(x, t) , (∆B)(x, t) = −µ0 (∇× j) (x, t) ,

wobei die Ladungen und Ströme (und daher auch die Felder) langsam in der
Zeit variieren dürfen. Statt der Gleichungen (1.11) erhalten wir nun für das
Coulomb-Gesetz:

E(x, t) =
1

4πε0

Z
dx′ ρ(x′, t)

x− x′

|x− x′|3
(1.17)
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und für das Biot-Savart-Gesetz:

B(x, t) =
µ0

4π

Z
dx′ j(x

′, t)× (x− x′)

|x− x′|3
, (1.18)

wobei - wie bereits mehrmals gesagt - die Ladungsdichte ρ und die Stromdichte
j zeitlich genügend langsam variieren müssen. Der Raumbereich {x | |x| ≪ λ},
in dem diese Ergebnisse gelten, wird in der Elektrodynamik als die Nahzone be-
zeichnet. Interessant ist, dass die Felder E(x, t) und B(x, t) in (1.17) und (1.18)
durch die instantanen Werte der Ladungs- und Stromverteilung bestimmt wer-
den. Dies ist eine Konsequenz davon, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
elektromagnetischen Signale in diesem Problem sehr viel größer als die relevan-
ten Teilchengeschwindigkeiten in den Quellen ist und außerdem λ≫ x gilt.

Als Anwendung betrachten wir den Fall zweier geladener nicht-relativistischer
Teilchen mit den Massen m1 und m2, den Ladungen q1 und q2 und den Ortsko-
ordinaten x1(t) und x2(t). Jedes der beiden Teilchen stellt eine (punktförmige)
Ladungs- und Stromdichte dar und wird daher elektrische und magnetische Fel-
der erzeugen, die auf das andere Teilchen wirken. Insbesondere definiert Teilchen
2 die Ladungs- und Stromdichten:

ρ(x, t) = q2δ(x− x2(t)) , j(x, t) = q2ẋ2(t)δ(x− x2(t)) .

Einsetzen dieser Dichten in (1.17) und (1.18) liefert:

E(x, t) =
q2[x− x2(t)]

4πε0|x− x2(t)|3
, B(x, t) =

q2ẋ2(t)× [x− x2(t)]

4πε0c2|x− x2(t)|3
.

Auf Teilchen 1 wirkt nun aufgrund der Lorentz’schen Bewegungsgleichung im
statischen Grenzfall eine elektrische Kraft q1E(x1, t) sowie eine magnetische
Kraft q1ẋ1 ×B(x1, t):

q1E(x1, t) =
q1q2
4πε0

x12(t)

|x12(t)|3
, q1ẋ1×B(x1, t) =

q1q2
4πε0

ẋ1(t)× [ẋ2(t)× x12(t)]

c2|x12(t)|3
.

Analog wirken auf Teilchen 2 im statischen Grenzfall die elektrischen bzw. ma-
gnetischen Kräfte:

q2Ẽ(x2, t) =
q1q2
4πε0

x21(t)

|x21(t)|3
, q2ẋ2×B̃(x2, t) =

q1q2
4πε0

ẋ2(t)× [ẋ1(t)× x21(t)]

c2|x21(t)|3
.

Erstens ist klar, dass die magnetischen Kräfte, die die beiden Teilchen auf-
einander ausüben, das dritte Newton’sche Gesetz nicht erfüllen. Außerdem ist
offensichtlich, dass die magnetischen Kräfte zwischen zwei nicht-relativistischen
Teilchen sehr klein sind, von Ordnung β1β2 mit β1 ≡ |ẋ1|

c und β2 ≡ |ẋ2|
c . Die ma-

gnetischen Kräfte, die zwei nicht-relativistische Teilchen aufeinander ausüben,
stellen daher eine meist vernachlässigbare relativistische Korrektur zu den do-
minanten elektrischen Kräften dar.

Zu einem vollkommen anderen Schluss kommt man jedoch bei der Untersu-
chung der magnetischen Wechselwirkung eines einzelnen Teilchens mit makro-
skopisch vielen anderen geladenen Teilchen. Als Beispiel betrachten wir einen
möglicherweise geladenen, stromtragenden metallischen Festkörper, also z. B.
einen Draht oder ein Kabel. Nur die Leitungselektronen tragen zum Strom bei;
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die Metallionen sind fest im Kristallgitter eingebunden. Ein Überschuss oder De-
fizit an Elektronen führt zu einer Ladungsdichte ρ(x, t) des Gesamtfestkörpers,
die aufgrund von (1.17) eventuell ein makroskopisches elektrisches Feld erzeu-
gen kann. Ein makroskopischer Strom der Elektronen führt zu einer Stromdichte
j(x, t), die aufgrund von (1.18) ein makroskopisches Magnetfeld erzeugen kann.
Jedes bewegliche Elektron im Festkörper für sich führt zu einem kleinen rela-
tivistischen magnetischen Effekt von Ordnung β1β2, aber makroskopisch viele
Elektronen können magnetische Effekte von Ordnung Nβ1β2 mit N = O(1023)
hervorrufen, die sich auch in der nicht-relativistischen Welt klar manifestieren
können.

1.4 Elektromagnetische Potentiale
Aus den homogenen Maxwell-Gleichungen, die also im Medium und im Vaku-
um dieselbe Form haben, folgt sofort, dass die Felder E und B mit Hilfe von
Potentialen Φ und A darstellbar sind:

E = −∇Φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A . (1.19)

Gleichung II in (1.1), ∇ ·B = 0, impliziert nämlich unter der (meist realisti-
schen) Annahme, dass B(x, t) → 0 gilt für |x| → ∞ :

B = ∇×
Z
dx′ (∇×B)(x′, t)

4π |x− x′|
, (1.20)

so dass B tatsächlich in der Form ∇ ×A darstellbar ist; umgekehrt impliziert
B = ∇×A natürlich ∇·B = 0, so dass wir folgern können, dass beide Ausdrücke
äquivalent sind. Einsetzen von B = ∇×A in die Maxwell-Gleichung III liefert

∇×
�
E+

∂A

∂t

�
= 0 ,

so dass für e ≡ E + ∂A
∂t also ∇ × e = 0 gilt. Nun impliziert die Gleichung

∇ × e = 0 generell (wiederum unter der Bedingung, dass e(x, t) → 0 gilt für
|x| → ∞):

e = −∇
Z
dx′ (∇ · e)(x′, t)

4π |x− x′|
, (1.21)

so dass e in der Form −∇Φ darstellbar ist; umgekehrt folgt aus e = −∇Φ
trivialiter ∇ × e = 0, so dass beide Formen äquivalent sind. Hiermit ist die
Existenz der Potentiale Φ und A in (1.19) nachgewiesen. Die Gleichungen (1.20)
und (1.21) lassen sich leicht mit Hilfe der Identität ∆

�
− 1

4πx

�
= δ(x) beweisen.

Das Vektorpotential A und das skalare Potential Φ in (1.19) sind übrigens
nicht eindeutig durch die Felder E und B bestimmt. Aus B = ∇ ×A ist klar,
dass man zu A einen beliebigen Gradienten addieren kann, ohne das B-Feld zu
ändern; damit auch das E-Feld invariant bleibt, muss zu Φ eine entsprechende
Zeitableitung addiert werden. Die PotentialeÜA = A− 1

c
∇Λ , eΦ = Φ+

1

c

∂Λ

∂t
(1.22)
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beschreiben also dieselben physikalischen Felder E und B wie die Potentia-
le (A,Φ). Die Invarianz der Maxwell-Theorie unter Eichtransformationen der
Form (1.22) ist eng mit dem Gesetz der Ladungserhaltung verknüpft. In kon-
kreten Berechnungen ist es oft vorteilhaft, die Potentiale (A,Φ) durch weitere
Bedingungen („Eichungen“) einzuschränken. Grundsätzlich kann man nur ei-
ne solche Zusatzbedingung fordern, da nur eine einzige Funktion Λ(x, t) für
Eichtransformationen zur Verfügung steht. Als Beispiel sei die Coulomb-Eichung
∇ ·A = 0 erwähnt, die die einfache Beziehung

Φ(x, t) =

Z
dx′ (∇ ·E)(x′, t)

4π|x− x′|
=

1

4πε0

Z
dx′ ρ(x

′, t)

|x− x′|

zwischen dem skalaren Potential Φ und der Ladungsdichte ρ impliziert.
Die Darstellung der Felder E und B mit Hilfe der elektromagnetischen Po-

tentiale (A,Φ) wird z. B. bei der Behandlung der Relativitätstheorie im nächsten
Kapitel sehr wichtig werden.

1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-inva-
riant?

Bei der Behandlung der Lorentz-Kraft in Abschnitt [4.2] des Theorie-1-Skripts
konnten wir feststellen, dass die Lorentz’sche Bewegungsgleichung invariant ist
unter allgemeinen Galilei-Transformationen der Form

x′ = σR(α)−1(x− vαt− ξα) , t′ = t− τ ,

falls die elektrischen und magnetischen Felder gemäß

E′(x′, t′) = σR(α)−1 [E(x, t) + vα ×B(x, t)]

B′(x′, t′) = R(α)−1B(x, t)
(1.23)

mittransformiert werden. Hier untersuchen wir, ob die Maxwell-Gleichungen mit
diesem Transformationsverhalten verträglich sind.

Wir betrachten zuerst die homogenen Maxwell-Gleichungen ∇ ·B = 0 und
∇×E+ ∂B

∂t = 0. Der Nabla-Operator ∇ wird bei einer Galilei-Transformation
x = σR(α)x′ + vα(t

′ + τ) + ξα wie folgt transformiert:

∂

∂x′i
=
∂xj
∂x′i

∂

∂xj
= σ [R(α)]ji

∂

∂xj
= σ

�
R(α)−1

�
ij

∂

∂xj

d. h.

∇′ = σR(α)−1∇ .

Außerdem gilt:

∂

∂t′
=

∂

∂t
+ vα ·∇ .

Es folgt

∇′ ·B′ =
�
σR(α)−1∇

�
·
�
R(α)−1B

�
= σ∇ ·B = 0
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und

∇′ ×E′ +
∂B′

∂t′
=
�
σR(α)−1∇

�
×
¦
σR(α)−1 [E(x, t) + vα ×B(x, t)]

©
+R(α)−1 ∂B

∂t′

= R(α)−1

§
∇× [E(x, t) + vα ×B(x, t)] +

∂B

∂t
+ (vα ·∇)B

ª
= R(α)−1

�
∇×E+

∂B

∂t

�
= R(α)−10 = 0 ,

wobei

∇× (vα ×B) = (∇ ·B)vα − (vα ·∇)B = − (vα ·∇)B

verwendet wurde. Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind also durchaus mit
der Galilei-Invarianz verträglich.

Betrachten wir nun die inhomogenen Maxwell-Gleichungen ∇ ·E = 1
ε0
ρ und

∇ ×B − ε0µ0
∂E
∂t = µ0j. Das Transformationsverhalten der Inhomogenitäten ρ

und j folgt aus ihren Definitionen

ρ ≡
X
i

qi δ(x− xi(t)) , j ≡
X
i

qi ẋi(t)δ(x− xi(t))

und der Rechenregel δ(Ax+ b) = 1
| det(A)| δ(x+A−1b), d. h. insbesondere

δ(x′
1 − x′

2) = δ
�
σR(α)−1(x1 − x2)

�
= δ(x1 − x2) ,

als

ρ′(x′, t′) =
X
i

qi δ
�
x′ − x′

i(t
′)
�
=
X
i

qi δ
�
x− xi(t)

�
= ρ(x, t)

und

j′(x′, t′) =
X
i

qi ẋ
′
i(t

′) δ
�
x′ − x′

i(t
′)
�

=
X
i

qi σR(α)−1 [ẋi(t)− vα] δ
�
x− xi(t)

�
= σR(α)−1

"X
i

qi ẋi(t) δ
�
x− xi(t)

�
− vα

X
i

qi δ
�
x− xi(t)

�#
= σR(α)−1 [j(x, t)− vαρ(x, t)] .

Kurz gefasst gilt also:

ρ′ = ρ , j′ = σR(α)−1(j− vαρ) . (1.24)

Für den Spezialfall einer orthogonalen Transformation (vα = 0 , ξα = 0) folgt
aus diesem Ergebnis, dass die Ladungs- und Stromdichten wie ein Skalar bzw.
wie ein echter Vektor transformiert werden. Die transformierten Ladungs- und
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Stromdichten erfüllen auch im neuen Inertialsystem eine Kontinuitätsgleichung
der Form

∂ρ′

∂t′
+∇′ · j′ =

�
∂

∂t
+ vα ·∇

�
ρ+

�
σR(α)−1∇

�
·
�
σR(α)−1(j− vαρ)

�
=
∂ρ

∂t
+ vα · (∇ρ) +∇ · j− vα · (∇ρ)

=
∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 .

Wir stellen somit fest, dass die Konzepte der Ladungs- und Stromdichten an sich
mit der Galilei-Invarianz der Theorie verträglich sind. Die Unverträglichkeit der
Maxwell-Theorie insgesamt mit der Galilei-Invarianz wird erst ersichtlich, wenn
man das Transformationsverhalten (1.23) der Felder und (1.24) der Ladungs-
und Stromdichten mit den inhomogenen Maxwell-Gleichungen kombiniert. Es
folgt nämlich:

∇′ ·E′ =
�
σR(α)−1∇

�
·
�
σR(α)−1(E+ vα ×B)

�
= ∇ · (E+ vα ×B) = ∇ ·E− vα · (∇×B)

=
1

ε0
ρ− vα · (∇×B) ̸= 1

ε0
ρ′

und analog:

∇′×B′ − ε0µ0
∂E′

∂t′
=
�
σR−1∇

�
×
�
R−1B

�
− ε0µ0σR

−1

�
∂

∂t
+ vα ·∇

�
(E+ vα ×B)

= σR−1

�
∇×B− ε0µ0

�
∂

∂t
+ vα ·∇

�
(E+ vα ×B)

�
= σR−1

§
µ0j− ε0µ0

�
vα × ∂B

∂t
+ (vα ·∇)E+ (vα ·∇)(vα ×B)

�ª
,

d. h.

∇′ ×B′ − ε0µ0
∂E′

∂t′
= µ0j

′ + ε0µ0σR
−1

�
1

ε0
vαρ+ vα × (∇×E)

−(vα ·∇)E− (vα ·∇)(vα ×B)

�
̸= µ0j

′ ,

wobei man den letzten Schritt noch am einfachsten dadurch nachweist, dass
das rechte Glied nur einen einzigen Term von Ordnung |vα|2 enthält, der im
Allgemeinen ungleich Null ist und nicht durch andere Terme kompensiert werden
kann.

Die fehlende Galilei-Invarianz der Maxwell-Theorie zeigt, dass die New-
ton’sche Dynamik der Teilchen und die Maxwell’sche Beschreibung der Felder
nicht kompatibel sind, da sie durch unterschiedliche Symmetrien gekennzeichnet
werden. Die kombinierte Theorie von Teilchen und Feldern hätte eine beobach-
terabhängige Struktur und wäre somit physikalisch unakzeptabel. Heutzutage
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wissen wir, dass die Newton’sche Mechanik nur approximativ korrekt ist (näm-
lich für |ẋ|

c ≪ 1) und dass man für eine einheitliche Theorie von Teilchen und
Feldern einen relativistischen Formalismus benötigt, in dem die Lichtgeschwin-
digkeit (d. h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Signale) eine
zentrale Rolle spielt. Im nächsten Kapitel werden wir uns daher mit einigen ein-
führenden Überlegungen zur Relativitätstheorie auseinandersetzen und einige
wichtige Anwendungen der relativistischen Mechanik diskutieren.



Kapitel2
Spezielle Relativitätstheorie

Die Struktur der speziellen Relativitätstheorie ist derjenigen der nicht-relati-
vistischen Klassischen Mechanik sehr ähnlich: In beiden Fällen beschreibt man
die Dynamik von Körpern mit Hilfe einer (nicht-gekrümmten) vierdimensiona-
len Raum-Zeit. In beiden Fällen ist es sehr hilfreich, sich bei der Beschreibung
dieser Dynamik zunächst auf Punktteilchen zu konzentrieren. In beiden Fällen
gilt das Relativitätsprinzip, das die Existenz von Inertialsystemen postuliert.
Genau wie in der nicht-relativistischen Mechanik sind Inertialsysteme auch in
der Relativitätstheorie durch die zwei Eigenschaften charakterisiert, dass al-
le physikalischen Gesetze in allen Inertialsystemen zu jedem Zeitpunkt gleich
sind und dass alle Koordinatensysteme, die sich relativ zu einem Inertialsystem
in geradlinig-gleichförmiger Bewegung befinden, selbst ebenfalls Inertialsysteme
sind. Die Äquivalenz aller Inertialsysteme impliziert insbesondere auch die Ho-
mogenität und die Isotropie des Raums und der Zeit. Schließlich gilt sowohl für
die Relativitätstheorie als auch für die nicht-relativistische Klassische Mechanik
das deterministische Prinzip, das besagt, dass die auf ein Teilchen einwirkenden
Kräfte nur vom Ortsvektor und von der Geschwindigkeit dieses Teilchens sowie
von der Zeit abhängig sein können.

Neben diesen Gemeinsamkeiten, von denen das Relativitätspostulat beson-
ders wichtig ist, gibt es zwischen der relativistischen (R) und der nicht-relativis-
tischen (NR) Mechanik auch einen wesentlichen Unterschied, der durch ein zwei-
tes Postulat zum Ausdruck gebracht wird:

(R): Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum hat in allen Inertialsystemen den-
selben Wert c = 2, 997925 · 108m/s.

(NR): Die Lichtgeschwindigkeit ist effektiv unendlich groß im Vergleich zu allen
anderen in der Theorie auftretenden Geschwindigkeiten.

Das zweite Postulat bedeutet physikalisch, dass die Wechselwirkung zwischen
Teilchen (z. B. durch Austausch von Strahlungsenergie oder Einwirkung von
elektromagnetischen Kräften) in der nicht-relativistischen Theorie instantan er-
folgt, während die Ausbreitungsgeschwindigkeit c der Wechselwirkung in der
relativistischen Theorie eine endliche universelle Konstante (gültig in jedem In-
ertialsystem) ist. Das zweite Postulat der NR-Mechanik kann auch in der fol-
genden Weise formuliert werden:
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(NR): Die Zeit und der Abstand zweier gleichzeitiger Ereignisse sind in der
nicht-relativistischen klassischen Mechanik absolute (d. h. beobachterun-
abhängige) Größen.

Mathematisch bedeutet das zweite Postulat, dass die Newton’sche nicht-relativis-
tische Mechanik kovariant unter Galilei-Transformationen und die Einstein’sche
relativistische Mechanik kovariant unter Lorentz-Transformationen ist. Das re-
lativistische Pendant der absoluten Größen „Zeit“ und „Abstand“ in der New-
ton’schen Mechanik ist der beobachterunabhängige „infinitesimale Abstand “
ds = [c2(dt)2 − (dx)2]1/2 infinitesimal benachbarter Ereignisse, der somit ei-
ne der zentralen Größen der Relativitätstheorie darstellt.

Eine Bemerkung noch zum Anwendungsbereich der speziellen Relativitäts-
theorie: Die nicht-relativistische Klassische Mechanik beschreibt die Dynamik
physikalischer Objekte unter der Einwirkung von Kräften, die mikroskopisch
auf Gravitationswechselwirkung oder elektromagnetische Wechselwirkung zu-
rückgeführt werden können. Da die spezielle Relativitätstheorie Gravitations-
kräfte bekanntlich nicht beschreiben kann (hierfür benötigt man die allgemeine
Relativitätstheorie), bleiben als ihr Anwendungsbereich nur elektromagnetische
Kräfte übrig. Im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie beschreibt man also
typischerweise die Dynamik elektromagnetischer Felder bei vorgegebenen La-
dungen und Strömen oder die Dynamik von Ladungen und Strömen bei vorge-
gebenen elektromagnetischen Feldern. Die zentralen Gleichungen der speziellen
Relativitätstheorie sind daher die Maxwell-Gleichungen und die Lorentz’sche
Bewegungsgleichung. Da diese beiden Pfeiler der Elektrodynamik Teilsysteme
beschreiben und das Relativitätsprinzip für Teilsysteme - wie wir wissen - nur
dann Sinn macht, wenn zusätzlich angegeben wird, wie die „Außenwelt“ mit-
transformiert wird, ist klar, dass die Bestimmung des Transformationsverhal-
tens von Ladungen, Strömen und Feldern unter Lorentz-Transformationen im
Folgenden von großer Bedeutung sein wird.

Etliche Ergebnisse der speziellen Relativitätstheorie waren bereits vor Ein-
steins Arbeit (1905) bekannt. Erwähnt seien insbesondere die Lorentz-Transfor-
mation in linearer (Lorentz, 1895) und in beliebiger Ordnung (Larmor, 1898;
Lorentz 1899; Poincaré, 1905), die Lorentz- (oder Fitzgerald-Lorentz-)Kontrak-
tion (Fitzgerald, 1889; Lorentz, 1892), die Lorentz-Kraft (Lorentz, 1895), die
Gruppenstruktur der Lorentz-Transformationen, das Relativitätsprinzip, die In-
varianz der Eigenzeit und das Additionsgesetz für Geschwindigkeiten (Poincaré,
1905). Das Großartige von Einsteins Beitrag (1905) ist die Reduktion der Theo-
rie auf zwei Postulate und die Herleitung von alten und auch neuen Ergebnis-
sen aus diesen Postulaten.1 Interessant ist noch, dass neben Lorentz’ Arbeit
(1895) das Fizeau’sche Experiment (1851) und die Aberration von Sternenlicht
(Bradley, 1729) Einsteins Denken beeinflusst haben, das oft zitierte Michelson-
Morley-Experiment jedoch kaum. Für mehr Details sei auf die ausgezeichnete
Einstein-Biografie „Subtle is the Lord“ von Abraham Pais (Oxford University
Press, 1982) verwiesen.

1Neu sind z. B. der transversale Doppler-Effekt , die Fresnel-Formel c′ = c
n
+ v
�
1− 1

n2

�
und das sogenannte „Zwillingsparadoxon“.
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2.1 Erste Konsequenzen der Postulate
Eine sofortige Konsequenz aus den Postulaten der speziellen Relativitätstheorie
ist, dass die Zeit (anders als in der Newton’schen Mechanik) keine absolute
Größe ist. Betrachten wir nämlich zwei Bezugssysteme K ′ und K, wobei K ′ die
Geschwindigkeit vrel(K

′,K) = v relativ zu K hat, und nehmen wir an, dass in
K ′ entlang der x′ · v̂-Achse ein Sender S und (in gleichem Abstand von S) zwei
Empfänger E1 und E2 ruhen (siehe Abbildung 2.1). Zur Zeit t = 0 sendet S
zwei Lichtsignale aus, eins zu E1 und eins zu E2. Beide Empfänger werden ihre
Signale (wegen der Isotropie des Raums) in K ′ gleichzeitig erhalten. Für einen
Beobachter in K jedoch wird der Empfänger E1 sein Signal zuerst erhalten, da
E1 sich auf das Licht, das sich auch in K mit der Geschwindigkeit c ausbreitet,
zubewegt. Ereignisse, die also gleichzeitig sind in K ′, müssen nicht gleichzeitig
sein in K, und Zeitintervalle, die gleich sind in K ′, sind im Allgemeinen ungleich
in K.

SE1 E2
K
K 0 v x0 � v̂

x � v̂
Abbildung 2.1: Gleichzeitigkeit von Ereignissen in zwei Inertialsystemen

Betrachten wir das Transformationsverhalten von Längen im Ortsraum und
von Zeitintervallen etwas genauer. Abstände senkrecht zur Geschwindigkeitsrich-
tung werden in beiden Systemen K und K ′ als gleich groß empfunden. Nehmen
wir z. B. an, im Ursprung 0 von K und im Ursprung 0′ von K ′ stehen zwei
parallel zueinander (und senkrecht zur x · v̂-Achse) ausgerichteten Latten, beide
mit einer Länge ℓ in ihrem Ruhesystem und beide mit einer Kreissäge an ihrem
oberen Ende (siehe Abbildung 6.2). Wir nehmen des Weiteren an, dass 0 und
0′ für t = t′ = 0 zusammenfallen. Nun kann L′ aus der Sicht eines Beobachters
im System K nicht kürzer als L selbst sein, da sonst (im Widerspruch zum
Relativitätsprinzip) L durchgesägt wird und L′ unversehrt bleibt. Umgekehrt
kann L′ aus der Sicht des Beobachters in K auch nicht länger sein. Also sind
beide (aus der Sicht von Beobachtern in K oder K ′) gleich lang.

K
K 0 L

L0
0

00
Abbildung 2.2: Invarianz einer Länge senkrecht zur Geschwindigkeitsrichtung

Befestigen wir nun statt der Kreissäge jeweils zwei Spiegel an den beiden
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Latten, einen am oberen und einen am unteren Ende, und senden wir einen
Lichtstrahl hin und her zwischen beiden Spiegeln (siehe Abbildung 6.3). Wir
haben in dieser Weise zwei identische Uhren konstruiert, die in ihrem jeweiligen
Ruhesystem durch die Periode T = 2ℓ/c charakterisiert werden. Berechnen wir
nun die Periode T ′ der bewegten Uhr in K ′ aus der Sicht eines Beobachters
in K. In einer Periode legt der Lichtstrahl in der an L′ befestigten Uhr – wie
in Abbildung 6.4 dargestellt – aus der Sicht des Beobachters in K einen Weg

2

q
ℓ2 +

�
1
2vT

′
�2

zurück. Da das Licht in K aufgrund des zweiten Postulats die
Geschwindigkeit c hat, muss

T ′ =
2

c

É
ℓ2 +

�
1
2vT

′
�2

d. h.

T ′ =
2ℓ/cq

1−
�
v
c

�2 =
Tp

1− β2
≡ γT

gelten. Aus der Sicht des Beobachters in K dauert die Periode einer bewegten
Uhr also länger als diejenige einer identischen Uhr in K, laufen bewegte Uhren
demnach generell langsamer. Diese Konsequenz der Postulate der Relativitäts-
theorie wird als Zeitdilatation bezeichnet.

K
K 0 L

L0
0

00
Abbildung 2.3: Zwei identische Uhren in den Inertialsystemen K und K ′

`

00 vT 012vT 0

x?

xk
Abbildung 2.4: Berechnung der Periode einer sich relativ zum Beobachter mit
der Geschwindigkeit v bewegenden Uhr

Kippen wir nun die Uhr in K ′, so dass die Latte L′ in Geschwindigkeitsrich-
tung zeigt (siehe Abbildung 6.5). Die Länge und die Periode der Uhr in K ′ sind
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nach wie vor ℓ bzw. T , und die Periode aus der Sicht eines Beobachters in K
ist T ′. Bestimmen wir nun die Länge ℓ′ der bewegten Uhr in K ′ aus der Sicht
des Beobachters in K. Diese Uhr bewegt sich (aus der Sicht von K) mit einer
Geschwindigkeit v nach rechts. Nehmen wir an, dass ein Lichtstrahl eine Zeit
t′LR bzw. t′RL benötigt, um sich von links nach rechts oder rechts nach links zu
bewegen. Aus der Sicht von K gilt:

t′LR =
ℓ′ + vt′LR

c
, t′RL =

ℓ′ − vt′RL
c

d. h.

t′LR =
ℓ′/c

1− β
, t′RL =

ℓ′/c

1 + β

und daher

γT = T ′ = t′LR + t′RL =
ℓ′

c

�
1

1− β
+

1

1 + β

�
=

2ℓ′/c

1− β2
=

2γ2ℓ′

c
.

Es folgt also:

ℓ′ =
Tc

2γ
=
ℓ

γ
,

so dass die Länge eines bewegten Körpers in der Geschwindigkeitsrichtung ver-
kürzt ist (im Vergleich zur Ruhelänge). Diese Konsequenz der Relativitätstheorie
wird Lorentz- (oder Fitzgerald-Lorentz-)Kontraktion genannt.

L0
K
K 0 v

Abbildung 2.5: Zur Lorentz- bzw. Längenkontraktion

2.2 Der Abstand und die Eigenzeit
In der Einführung wurde bereits darauf hingewiesen, dass die nicht-relativisti-
schen absoluten Größen „Zeit“ und „Abstand“ in der Relativitätstheorie durch
den beobachterunabhängigen „infinitesimalen Abstand“ ersetzt werden. Der in-
finitesimale Abstand ist in der Relativitätstheorie von zentraler Bedeutung, da
seine Invarianz unter Koordinatentransformationen zwischen Inertialsystemen
zeigt, dass die physikalischen Gesetze Lorentz-kovariant sind. Im Folgenden füh-
ren wir die Begriffe „Abstand“ und „Eigenzeit“ ein und leiten ein Theorem (Ein-
stein, 1905) über die Eigenzeit bewegter Bezugssysteme ab.

Betrachten wir die Emission eines Lichtsignals am Ort x1 zur Zeit t1 im Be-
zugssystem K und seine Absorption am Ort x2 zur späteren Zeit t2, ebenfalls in
K. Da das Signal sich inK gemäß dem zweiten Postulat mit der Geschwindigkeit
c ausbreitet, gilt offensichtlich

c2(t2 − t1)
2 − (x2 − x1)

2 = 0 .



------------------------------------------------------------------------------- 2. SPEZIELLE RELATIVITÄTSTHEORIE 21

Seien die entsprechenden Koordinaten im Inertialsystem K ′ mit vrel(K
′,K) = v

durch (x′
1, t

′
1) und (x′

2, t
′
2) gegeben, dann gilt analog:

c2(t′2 − t′1)
2 − (x′

2 − x′
1)

2 = 0 ,

da das Lichtsignal in K ′ nach dem zweiten Postulat ebenfalls die Geschwindig-
keit c hat. Die Größe

s ≡ [c2(t2 − t1)
2 − (x2 − x1)

2]
1
2

wird als Abstand zwischen den Ereignissen bei (x1, t1) und (x2, t2) bezeichnet.
Das obige Argument zeigt, dass die Aussage s = 0 in allen Inertialsystemen
gilt, falls sie in irgendeinem Inertialsystem zutrifft. Der Abstand infinitesimal
benachbarter Ereignisse (x, t) und (x+ dx, t+ dt) in K ist durch

ds =
È
c2(dt)2 − (dx)2 (2.1)

gegeben. Analog gilt in einem beliebigen Inertialsystem K ′ für den Abstand
infinitesimal benachbarter Ereignisse: ds′ =

È
c2(dt′)2 − (dx′)2, und wiederum

impliziert ds = 0 in K die Identität ds′ = 0 für alle K ′. Das negative Vorzeichen
von (dx)2 in (2.1) zeigt, dass der Abstand hier nicht gemäß der euklidischen,
sondern nach einer (von Hermann Minkowski eingeführten) pseudoeuklidischen
Geometrie definiert wird. Der Abstand infinitesimal benachbarter Ereignisse
ds wird alternativ auch als Linienelement oder als differentielles (Raum-Zeit-)
Intervall bezeichnet. Es ist übrigens zu beachten, dass die infinitesimale Größe
ds kein exaktes Differential darstellt, so dass die Auswertung von Integralen der
Form

H
ds entlang einer geschlossenen Schleife im Allgemeinen nicht Null ergibt.

Die Invarianz der Aussage ds = 0 unter Koordinatentransformationen, d. h.
die Äquivalenz der Aussagen ds = 0 im Inertialsystem K und ds′ = 0 in K ′, hat
weitreichende Konsequenzen. Um dies zu sehen, versuchen wir, diese Gleichun-
gen geometrisch zu interpretieren. Mit den Notationen dx

dt ≡ u und u
c ≡ βu gilt

in K:

0 = (ds)2 = c2(dt)2 − (dx)2 = c2(dt)2(1− u2

c2
) = c2(dt)2(1− β2

u) .

Die geometrische Interpretation von ds = 0 in K ist daher, dass der dimensions-
lose Geschwindigkeitsvektor βu auf einer Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt
0 liegt, so dass |u| = c gilt. Da die Gleichung ds = 0 die Ausbreitung von Licht-
signalen beschreibt, kann dieses Ergebnis nicht erstaunen. Wir betrachten nun
die Interpretation von ds′ = 0 in K ′: Hierzu nehmen wir an, dass die Orts- und
Zeitkoordinaten (x′, t′) in K ′ gemäß x′ = x′(x, t;v) und t′ = t′(x, t;v) mit den
Koordinaten (x, t) in K verknüpft sind. In diesem Fall gilt die lineare Beziehung�

c dt′

dx′

�
= Λ

�
c dt
dx

�
, Λ(x, t;v) ≡

�
∂t′

∂t c
�
∂t′

∂x

�T
1
c
∂x′

∂t
∂x′

∂x

�
,

wobei die Matrix Λ offensichtlich reell ist.2 Die Gleichung

0 = (ds′)2 = c2(dt′)2 − (dx′)2

2Die Transformationsmatrix Λ, die (c dt, dx) in K mit (c dt′, dx′) in K′ verknüpft, wird
als Lorentz-Transformation bezeichnet. Wir werden später sehen, dass Λ(x, t;v) zwar explizit
von v abhängt, aber unabhängig von (x, t) ist.
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in K ′ kann daher in der Form

0 =

�
c dt′

dx′

�T �
1 0T

0 −11

��
c dt′

dx′

�
=

�
c dt
dx

�T

B

�
c dt
dx

�
= c2(dt)2

�
1
βu

�T

B

�
1
βu

�
mit

B(x, t;v) ≡
∼
Λ

�
1 0T

0 −11

�
Λ (2.2)

geschrieben werden, wobei die Matrix B reell und symmetrisch ist. Diese Glei-
chung für βu in K ′ stellt nur dann eine Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt 0
dar, wenn die Matrix B die Form

B =
1

ε

�
1 0T

0 −11

�
, ε = ε(x, t;v) (2.3)

hat, wobei ε reellwertig (mit ε ̸= 0) ist. Es folgt:

(ds′)2 =
1

ε
c2(dt)2(1− β2

u) =
1

ε
(ds)2

und daher:�
ds

ds′

�2

= ε(x, t;v) .

Hierbei kann ε jedoch wegen der Homogenität des Raums und der Zeit nicht von
(x, t) oder (x′, t′) und wegen der Isotropie des Raums nicht von v̂ abhängen.
Somit ist nur eine Abhängigkeit vom Geschwindigkeitsbetrag v möglich:

(ds)2 = ε(v)(ds′)2 .

Betrachten wir nun umgekehrt eine Koordinatentransformation vom Inertial-
system K ′ zum Inertialsystem K, so dass vrel(K,K

′) = −v gilt, dann erhält
man analog

(ds′)2 = ε(v)(ds)2 .

Kombination der beiden Transformationen liefert

(ds)2 = ε(v)(ds′)2 = [ε(v)]2(ds)2 bzw. [ε(v)]2 = 1 .

Wegen ε(0) = 1 und der Kontinuität von ε(v) als Funktion der Relativgeschwin-
digkeit v kommt nur die Wurzel ε(v) = ε(0) = 1 in Betracht. Wir erhalten somit:

(ds)2 = (ds′)2 (2.4)

und nach einer Integration auch: s = s′. Der Abstand ist also invariant unter
Koordinatentransformation von einem Inertialsystem in ein anderes:

(s21)
2 = c2(t21)

2 − (x21)
2 = c2(t′21)

2 − (x′
21)

2 = (s′21)
2 , (2.5)

wobei t21 ≡ t2 − t1 definiert wurde, usw. Durch Einsetzen des Ergebnisses
ε = 1 in (2.2) und (2.3) können wir außerdem schließen, dass die Lorentz-
Transformation Λ die Matrixgleichung�

1 0T

0 −11

�
=

∼
Λ

�
1 0T

0 −11

�
Λ (2.6)
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erfüllen muss. Diese Konsistenzgleichung schränkt die mögliche Form der Trans-
formationsmatrix Λ stark ein.

Aus (2.5) wird klar, dass man nur dann zu zwei Ereignissen im System K
ein anderes Bezugssystem K ′ finden kann, in dem diese Ereignisse am selben
Ort auftreten (x′

21 = 0), wenn

(s21)
2 = c2(t′21)

2 > 0

ist. Man bezeichnet reelle Abstände, (s21)2 > 0, als zeitartig. Analog kann man
nur dann zu zwei Ereignissen in K ein Bezugssystem K ′ finden, in dem diese
Ereignisse gleichzeitig auftreten (t′21 = 0), falls

(s21)
2 = −(x′

21)
2 < 0

gilt. Imaginäre Abstände, (s21)2 < 0, heißen raumartig. Nullabstände, (s21)2 =
0, werden als lichtartig bezeichnet. Diese Einteilung ist invariant unter Koordi-
natentransformationen und daher absolut. Sie wird häufig mit Hilfe eines ein-
fachen „Weltbilds“ (oder auch „Minkowski-Diagramm“) dargestellt. Neben dem
Lichtkegel (s21)2 = 0, der lichtartige Abstände zwischen Ereignissen repräsen-
tiert, unterscheidet man die absolute Zukunft, (s21)

2 > 0 mit t21 > 0, die
absolute Vergangenheit, (s21)

2 > 0 mit t21 < 0, und das absolut Entfernte,
(s21)

2 < 0. Eine kausale Beziehung zwischen zwei Ereignissen ist nur dann mög-
lich, wenn ihr Abstand zeit- oder eventuell lichtartig ist, d. h. wenn (s21)

2 ≥ 0
gilt.

x21

t21
Zukunft

Vergangenheit

entfernt entfernt

Abbildung 2.6: Weltbild mit Lichtkegel

Mit dem invarianten infinitesimalen Abstand ds ist offensichtlich eine inva-
riante infinitesimale Zeit dτ verknüpft:

dτ ≡ ds

c
=

Ê
1− 1

c2

�
dx

dt

�2

dt =

r
1−

�u
c

�2
dt =

È
1− β2

udt =
dt

γu
. (2.7)

Diese Gleichung besagt, dass in einem bewegten Bezugssystem (z. B. für ein
Teilchen), das sich mit der Geschwindigkeit u(t) relativ zum Inertialsystem K
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bewegt, die Zeit dτ = dt
γu

vergeht, wenn die unbewegte Uhr in K die Zeitdau-
er dt anzeigt. Nur wenn das bewegte Bezugssystem und das Inertialsystem K
identisch sind, so dass ihre Relativgeschwindigkeit verschwindet: u(t) = 0, gilt
dτ = dt; aus diesem Grund wird τ als die „Eigenzeit“ des bewegten Bezugssys-
tems bezeichnet. Integration von (2.7) liefert:

τ2 − τ1 =

t2Z
t1

dt
È
1− βu(t)2 =

t2Z
t1

dt
1

γu(t)
. (2.8)

Man sieht wiederum, dass bewegte Uhren langsamer laufen als ruhende. Wenn
also zwei Uhren U1 und U2 anfangs im InertialsystemK zusammen sind, U1 auch
weiterhin inK verbleibt und U2 sich entlang einer geschlossenen Schleife bewegt,
so dass beide Uhren schließlich wieder zusammen sind, dann ist U2 aufgrund von
(2.7) und (2.8) im Vergleich zu U1 zurückgeblieben. Dieses Resultat geht auf
Einstein (1905) zurück, der es als „Theorem“ bezeichnete. Die Fehlbezeichnung
Uhren- oder Zwillingsparadoxon ist jüngeren Datums (Langevin, 1911).

2.3 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen
Aufgrund der fundamentalen Bedeutung des invarianten Abstands infinitesimal
benachbarter Ereignisse:

(ds)2 = c2(dt)2− (dx)2 =

�
d(ct)
dx

�T �
1 0T

0 −11

��
d(ct)
dx

�
=

�
d(ct)
d(−x)

�
·
�
d(ct)
dx

�
ist klar, dass es vorteilhaft ist, einen kontravarianten 4-Vektor

xµ ≡ (ct, x) (µ = 0, 1, 2, 3) ,

den metrischen Tensor

gµν = gµν ≡
�
1 0T

0 −11

�
und den mit xµ assoziierten kovarianten 4-Vektor

xµ ≡ gµνx
ν = (ct,−x)

einzuführen.3 Generell kann man den metrischen Tensor dazu verwenden, Indi-
zes herunter- oder heraufzuziehen. Es gilt z. B.:

gµνg
νρ = g ρ

µ ≡ δ ρ
µ , gµνgνρ = gµρ = δµρ ,

wobei δ ρ
µ oder δµρ das übliche Kronecker-δ bezeichnet. Hierbei wird implizit

über zweimal (einmal unten und einmal oben) auftretende Indizes summiert
(Einstein-Konvention). Wir führen die ko- bzw. kontravarianten Ableitungen

3Hierbei sollte man den Namen „kontravariant“ und „kovariant“ nicht zu viel Gewicht bei-
messen: In seiner „Theory of Relativity“ plädiert Pauli dafür, diese Bezeichnungen zu vertau-
schen, bzw. sie durch die älteren Namen „kogredient“ und „kontragredient“ zu ersetzen. Wie
man sieht: That which we call a rose by any other name would smell as sweet.
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nach den Raum-Zeit-Koordinaten wie folgt ein:

∂µ ≡ ∂

∂xµ
; ∂µ = gµν∂ν =

∂

∂xµ
.

Der d’Alembert-Operator � kann dementsprechend als Skalarprodukt ∂µ∂µ ge-
schrieben werden:

� =
1

c2
∂2

∂t2
−∆ = gµν∂µ∂ν = ∂µ∂

µ .

Das Quadrat der infinitesimalen Eigenzeit bzw. des Raum-Zeit-Intervalls ds ist
ebenfalls als Skalarprodukt darstellbar:

c2(dτ)2 = (ds)2 = c2(dt)2 − (dx)2 = gµνdx
µdxν = dxµdx

µ .

Die linearen Transformationen des 4-Vektors xµ, die die Eigenzeit dτ invariant
lassen, werden als Poincaré-Transformationen oder als inhomogene Lorentz-
Transformationen bezeichnet:

xµ → (x′)µ = Λµνx
ν + aµ . (2.9)

Hierbei gilt ΛTgΛ = g, denn die Invarianz der Eigenzeit erfordert:

c2(dτ)2 = gµνdx
µdxν = gµνd(x

′)µd(x′)ν = gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σdx

ρ dxσ

d. h. gρσ = (ΛT) µ
ρ gµνΛ

ν
σ oder kurz: g = ΛTgΛ . Die Inverse der Lorentz-Trans-

formation folgt als Λ−1 = gΛTg, oder explizit:

(Λ−1)µν = (gΛTg)µν = gµρ(Λ
T)ρσg

σ
ν = (ΛT)µν = Λ µ

ν .

Hierbei ist zu beachten, dass die transponierte Lorentz-Transformation (ΛT)µν ≡
Λ µ
ν = gνρg

µσΛρσ nicht (wie im Falle einer dreidimensionalen Drehung) der
gespiegelten Matrix (Λ̃)µν ≡ Λνµ entspricht; die gemischt räumlich-zeitlichen
Matrixelemente erhalten ein zusätzliches Minuszeichen. Aufgrund der Identität

gµν = (ΛTgΛ)µν = (ΛT) ρ
µ gρσΛ

σ
ν = Λρµ gρσΛ

σ
ν = (

∼
Λ)

µ
ρ gρσΛ

σ
ν

ist klar, dass die Bestimmungsgleichung g = ΛTgΛ für Lorentz-Transformationen
in 4-Schreibweise genau dem Resultat (2.6) in konventioneller Matrixnotation
entspricht.

2.3.1 Poincaré- und Lorentz-Transformationen
Poincaré-Transformationen bestehen - wie gesagt - aus einem homogenen An-
teil, der als Lorentz-Transformation Λ bezeichnet wird, und einem inhomogenen
Anteil (d.h. einer Translation). Die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen�
Λ|ΛTgΛ = g

	
bildet eine Gruppe, die Lorentz-Gruppe L. Die Gruppenstruktur

der Lorentz-Gruppe folgt direkt aus der Relation ΛTgΛ = g, denn wenn Λ1 und
Λ2 zur Lorentz-Gruppe gehören, gilt dasselbe für das Produkt Λ1Λ2:

(ΛT
2 Λ

T
1 )g(Λ1Λ2) = ΛT

2 (Λ
T
1 gΛ1)Λ2 = ΛT

2 gΛ2 = g .
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Außerdem folgt aus ΛTgΛ = g, dass [det(Λ)]
2
= 1 und daher det(Λ) = ±1

gilt. Innerhalb der Lorentz-Gruppe L ist die eigentliche orthochrone Lorentz-
Gruppe L↑

+, deren Elemente die Bedingungen Λ0
0 ≥ 1 und det(Λ) = 1 erfüllen,

am wichtigsten. Zu dieser Untergruppe L↑
+ von L gehören die gewöhnlichen

Drehungen ΛR(α) um eine feste Achse α̂:

ΛR(α) =

�
1 0T

0 R(α)

�
mit

R(α)x = α̂(α̂ · x)− α̂× (α̂× x) cos(α) + (α̂× x) sin(α)

und die Geschwindigkeitstransformationen ΛB(ϕ, β̂) im Orts-Zeit-Raum, die
auch als „boosts“, bezeichnet werden:

ΛB(ϕ, β̂) = 11 +

 
[cosh(ϕ)− 1] − sinh(ϕ)β̂

T

− sinh(ϕ)β̂ [cosh(ϕ)− 1]β̂β̂
T

!
. (2.10)

Hierbei hängen der Einheitsvektor β̂ und der Parameter ϕ über die Beziehung
v = c tanh(ϕ)β̂ mit der Relativgeschwindigkeit v der Bezugssysteme zusammen.
Das Produkt β̂β̂

T
ist als Dyade aufzufassen. Im Falle der Geschwindigkeits-

transformation lautet die Beziehung zwischen x′ und x also explizit:�
ct′

x′

�
=

�
cosh(ϕ)ct− sinh(ϕ)(x · β̂)

− sinh(ϕ)ctβ̂ + [x− (x · β̂)β̂] + cosh(ϕ)(x · β̂)β̂

�
.

Mit der Relation cosh(ϕ) =
�
1− tanh2(ϕ)

�−1/2
=
�
1− β2

�−1/2
= γ folgt:�

ct′

x′

�
=

�
0
x⊥

�
+ γ

�
ct− βx∥
(x∥ − vt)β̂

�
wobei x∥ ≡ x · β̂ die Projektion von x auf die β̂-Richtung und x⊥ ≡ x−x∥β̂ den
senkrechten Anteil darstellt. Bei fester Geschwindigkeit v erhält man im Limes
c→ ∞ offensichtlich die Galilei-Transformation zurück: t′ = t , x′ = x− vt.

Die Untergruppe L↑
+ der Lorentz-Gruppe ist eine kontinuierliche Gruppe

(Lie-Gruppe) und hat dann auch die entsprechende Struktur: Aufgrund der
expliziten Darstellung von Drehungen und Boosts, s. Gleichung (2.10), zeigt
man leicht, dass mehrmalige Anwendung kleiner Drehungen eine große Drehung
ergibt:

ΛR(α) =
h
ΛR

�α
n

�in
, ΛB(ϕ, β̂) =

�
ΛB

�
ϕ

n
, β̂

��n
(n ∈ N) . (2.11)

Da der Definitionsbereich von ϕ = artanh(v/c) unbegrenzt ist, ist die Lorentz-
Gruppe nicht kompakt. Außerdem folgt aus (2.10) und (2.11), dass man allge-
meine eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformationen als

Λ = e−iα·L−ϕ·M , ϕ ≡ ϕβ̂ , Lk =

�
0 0T

0 ℓk

�
, Mk =

�
0 êTk
êk ∅3

�
(2.12)
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darstellen kann, wobei ∅3 die 3× 3-Nullmatrix ist und ℓ = (ℓ1, ℓ2, ℓ3) die Dreh-
matrizen sind:

ℓ1 =

�
0 0 0
0 0 −i
0 i 0

�
, ℓ2 =

�
0 0 i
0 0 0
−i 0 0

�
, ℓ3 =

�
0 −i 0
i 0 0
0 0 0

�
.

Die Erzeuger L und M der Lie-Gruppe L↑
+ erfüllen die Vertauschungsrelationen

[Li, Lj ] = iεijkLk , [Mi,Mj ] = iεijkLk , [Li,Mj ] = iεijkMk .

Aus der Darstellung (2.12) folgt sofort Λ† ̸= Λ−1, so dass die (nicht-kompakte!)
Lie-Gruppe L↑

+ offensichtlich nicht-unitär ist.

2.4 Physikalische Konsequenzen der
Lorentz-Invarianz

Wir haben oben festgestellt, dass das zweite Einstein’sche Postulat (in Kombi-
nation mit weiteren Annahmen über die Homogenität und Isotropie von Raum
und Zeit) die Lorentz-Invarianz des Skalarprodukts

c2(dτ)2 = (ds)2 = c2(dt)2 − (dx)2 = dxµdxµ (2.13)

bedingt. Umgekehrt impliziert die Invarianz dieses Skalarprodukts das zwei-
te Postulat, also kann (2.13) als die zentrale Gleichung der Relativitätstheorie
angesehen werden. Die Invarianz von (2.13) unter Lorentz-Transformationen be-
deutet, dass alle physikalisch messbaren Größen entweder gemäß der Lorentz-
Gruppe oder zumindest einer geeigneten Darstellung dieser Gruppe transfor-
miert werden. Da Rotationen in der Relativitätstheorie meist unwesentlich sind,
konzentrieren wir uns im Folgenden überwiegend auf Geschwindigkeitstrans-
formationen, so dass die Koordinaten zweier Inertialsysteme K und K ′ mit
vrel(K

′,K) = v, deren Ursprünge zur Zeit t = t′ = 0 zusammenfallen, durch�
ct′

x′

�
=

�
0
x⊥

�
+

�
cosh(ϕ) − sinh(ϕ)

− sinh(ϕ)β̂ cosh(ϕ)β̂

��
ct
x∥

�
=

�
0
x⊥

�
+ γ

�
1 −β
−β β̂

��
ct
x∥

�
(2.14)

verknüpft sind. Da die x⊥-Komponenten invariant sind unter Lorentz-Transfor-
mationen, ist es oft sinnvoll, die zweidimensionale Darstellung�

ct′

x′∥

�
= γ

�
1 −β
−β 1

��
ct
x∥

�
(2.15)

einzuführen. Explizit lautet (2.15):���� t′ = γ(t− v
c2x∥)

x′∥ = γ(x∥ − vt)
bzw.

����� t = γ(t′ + v
c2x

′
∥)

x∥ = γ(x′∥ + vt′)
. (2.16)

Gleichung (2.14) zeigt, dass ein Maßstab, der im Inertialsystem K senkrecht
zu β̂ aufgestellt ist und dort die Länge ℓ hat, inK ′ genauso lang ist. Andererseits
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hat ein Maßstab, parallel zu β̂ in K, aus der Sicht von K ′ eine kleinere Länge:
ℓ′ < ℓ. Nehmen wir nämlich an, der Stab befinde sich in Ruhe zwischen x(1)∥ und

x
(2)
∥ , so dass x(2)∥ − x

(1)
∥ = ℓ gilt. Eine Messung der Länge des Stabs zur Zeit t′

in K ′ ergibt dann:

ℓ′ = x
′(2)
∥ − x

′(1)
∥ =

�
1

γ
x
(2)
∥ − vt′

�
−
�
1

γ
x
(1)
∥ − vt′

�
=
ℓ

γ
. (2.17)

Dies ist die bereits bekannte Lorentz-Kontraktion. In der Herleitung geht also
entscheidend ein, dass die Koordinaten x′(1) und x′(2) der Endpunkte bei dieser
Längenmessung in K ′ gleichzeitig (zur selben Zeit t′) bestimmt werden. Aus
(2.17) folgt noch, dass das Volumen V eines beliebigen Körpers, der in K ruht,
aus der Sicht von K ′ um einen Faktor 1

γ =
p

1− β2 kleiner ist, da es sich bei der
Geschwindigkeitstransformation in der β̂-Richtung um diesen Faktor verringert.

Auch die Zeitdilatation lässt sich mit Hilfe der Lorentz-Transformation leicht
nachweisen. Betrachten wir z. B. eine Uhr, die in K ′ ruht und anzeigt, dass
zwischen zwei Ereignissen, die beide am Ort (x′∥, x

′
⊥) in K ′ stattfanden, die

Zeit ∆t′ = t′2− t′1 vergangen ist. Für einen Beobachter in K ist zwischen beiden
Ereignissen sogar

∆t = t2 − t1 = γ(t′2 +
v

c2
x′∥)− γ(t′1 +

v

c2
x′∥) = γ∆t′

vergangen, so dass er zum Schluss kommt, dass die Uhr in K ′ nachgeht: Bewegte
Uhren laufen langsamer.

Lorentz-Transformationen sind im Allgemeinen nicht-kommutativ, und das
Gleiche gilt für Geschwindigkeitstransformationen. Man überprüft zum Beispiel
leicht, dass

ΛB(ϕ1, ê1)ΛB(ϕ2, ê2) ̸= ΛB(ϕ2, ê2)ΛB(ϕ1, ê1)

gilt. Eine Ausnahme sind Boosts in derselben Richtung:

ΛB(ϕ2, β̂)ΛB(ϕ1, β̂) = ΛB(ϕ1 + ϕ2, β̂) ,

denn Matrixmultiplikation zeigt:�
cosh(ϕ2) − sinh(ϕ2)
− sinh(ϕ2) cosh(ϕ2)

��
cosh(ϕ1) − sinh(ϕ1)
− sinh(ϕ1) cosh(ϕ1)

�
=
�

cosh(ϕ1+ϕ2) − sinh(ϕ1+ϕ2)
− sinh(ϕ1+ϕ2) cosh(ϕ1+ϕ2)

�
.

Die entsprechenden Geschwindigkeiten β1, β2 und β1+2 sind also durch

β1+2 = tanh(ϕ1 + ϕ2) = tanh[artanh(β1) + artanh(β2)]

=
β1 + β2
1 + β1β2

(2.18)

miteinander verknüpft. Hiermit haben wir das Additionsgesetz für (parallel aus-
gerichtete) Geschwindigkeiten erhalten.

Wir betrachten - etwas allgemeiner und aus einem anderen Blickwinkel -
zwei Inertialsysteme K und K ′ mit vrel(K

′,K) = v, deren Koordinaten durch
eine Lorentz-Transformation verbunden sind:�

ct
x

�
=

�
0
x′
⊥

�
+ γ

�
1 β

β β̂

��
ct′

x′∥

�
. (2.19)
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Führen wir noch die Geschwindigkeiten

u ≡ dx

dt
, u′ ≡ dx′

dt′

mit den Geschwindigkeitskomponenten u∥ = u ·β̂ und u⊥ = u−u∥β̂ und analog
für u′ ein. Aus der ersten Zeile in (2.19) folgt:

dt

dt′
= γ

�
1 +

β

c

dx′∥

dt′

�
bzw.

dt′

dt
=

1

γ
�
1 + 1

c2 vu
′
∥

� ,
und die zweite Zeile impliziert:

u =
dx

dt
=

�
dx′

⊥
dt′

+ γ

�
βc+

dx′∥

dt′

�
β̂

�
dt′

dt
=

u′
⊥ + γ(v + u′∥)β̂

γ
�
1 + 1

c2 vu
′
∥

� . (2.20)

Komponentenweise erhält man also:

u∥ =
u′∥ + v

1 + 1
c2 vu

′
∥

, u⊥ =
u′
⊥

γ
�
1 + 1

c2 vu
′
∥

� . (2.21)

Die Nichtkommutativität der Lorentz-Transformationen ist auch in (2.20) klar
ersichtlich, denn u hängt nicht-symmetrisch von u′ und v ab.

Aus (2.21) kann auch das Transformationsverhalten von Winkeln bestimmt
werden. Nehmen wir an, ein Teilchen bewegt sich in K mit der Geschwindigkeit
u, die einen Winkel ϑ mit der β̂-Richtung einschließt: u∥ = u cos(ϑ) , u⊥ =
u sin(ϑ)û⊥; analog gilt dann u′∥ = u′ cos(ϑ′) und u′

⊥ = u′ sin(ϑ′)û⊥. Einsetzen
in (2.21) liefert:

u cos(ϑ) =
u′ cos(ϑ′) + v

1 + 1
c2 vu

′ cos(ϑ′)
, u sin(ϑ) =

u′ sin(ϑ′)

γ
�
1 + 1

c2 vu
′ cos(ϑ′)

� ,
und daher:

tan(ϑ) =
u′ sin(ϑ′)

γ[u′ cos(ϑ′) + v]
.

Falls das „Teilchen“ ein Photon, oder klassisch: ein Lichtstrahl, ist und sich mit
der Geschwindigkeit c bewegt, vereinfacht sich diese Formel auf

tan(ϑ) =
sin(ϑ′)

γ[cos(ϑ′) + β]
. (2.22)

Diese Richtungsänderung des Lichts beim Übergang auf ein anderes Inertial-
system ist als Aberration bekannt und wurde erstmals 1725 von dem britischen
Astronomen James Bradley beobachtet. Bradley entdeckte, dass die Position
der Sterne sich ändert aufgrund der Bewegung der Erde in ihrer Umlaufbahn
um die Sonne. Für kleine β-Werte erhält man aus (2.22):

ϑ− ϑ′

cos2(ϑ′)
∼ [tan(ϑ)− tan(ϑ′)] ∼ tan(ϑ′)

��
1− β

cos(ϑ′)

�
− 1

�
,

und daher:

∆ϑ ≡ ϑ′ − ϑ ∼ β sin(ϑ′) +O(β2) ,

in Übereinstimmung mit Bradleys Ergebnissen.
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2.5 4-Vektoren
Jede physikalische Größe aµ = (a0, a1, a2, a3), die unter Lorentz-Transforma-
tionen genauso transformiert wird wie der 4-Ortsvektor xµ,

(a′)µ = Λµνa
ν ,

heisst kontravarianter 4-Vektor, jede Größe aµ, die wie xµ transformiert wird,

(a′)µ = Λ ν
µ aν , Λ ν

µ = gµρ g
νσΛρσ ,

ein kovarianter 4-Vektor. Mit Hilfe des metrischen Tensors kann man aus ei-
nem kovarianten 4-Vektor immer einen kontravarianten 4-Vektor machen, aµ =
gµνaν , und umgekehrt. Das Quadrat eines 4-Vektors ist als

a2 ≡ aµaµ

definiert; es ist offensichtlich invariant unter Lorentz-Transformationen. Vekto-
ren mit a2 > 0, a2 = 0 oder a2 < 0 werden zeit-, licht- oder raumartig genannt.
Eine Größe, die invariant ist unter Lorentz-Transformationen, wird allgemein
ein (Lorentz-)Skalar genannt. Auch das Skalarprodukt zweier unterschiedlicher
4-Vektoren,

a · b ≡ aµbµ = aµb
µ

ist Lorentz-invariant und daher ein Skalar:

(a′)µ(b
′)µ = gµν(a

′)ν(b′)µ = Λµσ gµνΛ
ν
ρ b

σaρ

= (ΛTgΛ)σρ b
σaρ = gσρb

σaρ = aσ b
σ .

Falls φ(x) ein Skalar ist, dann ist der 4-Gradient

∂µφ =
∂φ

∂xµ
=

�
1

c

∂φ

∂t
,∇φ

�
ein kovarianter 4-Vektor. Dies folgt aus der Form der Poincaré-Transformation:

(x′)µ = Λµν x
ν + aµ bzw. xµ = (Λ−1)µν [(x

′)ν − aν ] ,

die das Transformationsverhalten der Ableitungen:

∂′ν =
∂xµ

∂(x′)ν
∂µ = (Λ−1)µν ∂µ = Λ µ

ν ∂µ

impliziert. Analog ist ∂µφ wegen (∂′)ν = Λνµ∂
µ ein kontravarianter 4-Vektor.

Das Skalarprodukt

∂aµ

∂xµ
= ∂µa

µ = ∂µaµ ≡ ∂ · a

wird als 4-Divergenz bezeichnet; die 4-Divergenz ist also invariant unter Lorentz-
Transformationen.

Ein weiterer 4-Vektor ist die 4-Geschwindigkeit uµ eines Teilchens, das sich
mit der 3-Geschwindigkeit u(t) im Inertialsystem K bewegt,

uµ ≡ dxµ

ds
, ds = cdt

r
1−

�u
c

�2
.
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Es ist zu beachten, dass die so definierte 4-Geschwindigkeit dimensionslos ist,4
da sowohl xµ als auch s die Dimension einer Länge besitzen. Da uµ also als
Ableitung von xµ (einem 4-Vektor) nach dem Abstand s des Teilchens (einem
Skalar) definiert ist, wird uµ selbst ebenfalls wie ein 4-Vektor transformiert. Die
explizite Form von uµ ist:

uµ =
d
dt (ct,x)

c

q
1−

�
u
c

�2 =
1q

1−
�
u
c

�2 �1, uc � ≡ γu(1,βu) .

Entweder aus dieser expliziten Form oder direkt aus dxµdxµ = (ds)2 kann man
nun u2 = uµuµ = 1 folgern. Das Quadrat der 4-Geschwindigkeit ist also auf
Eins normiert; ihre Komponenten sind daher nicht unabhängig.

Analog definiert man die 4-Beschleunigung duµ

ds , die ebenfalls ein 4-Vektor ist
und die physikalische Dimension [Länge−1] hat. Durch Ableiten von uµuµ = 1
findet man, dass die 4-Beschleunigung stets senkrecht auf der 4-Geschwindigkeit
steht: du

µ

ds uµ = 0.
Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten einiger Größen, die in

der Elektrodynamik relevant sind. Als erste Größe betrachten wir die elektrische
Ladung von Elementarteilchen oder ganzen Körpern. Es ist ein experimentelles
Faktum, dass die elektrische Ladung ein Lorentz-Skalar ist. Alles andere wür-
de unserer Alltagserfahrung widersprechen: Obwohl die Ionen und Elektronen
in Festkörpern sehr unterschiedliche Geschwindigkeiten haben und diese außer-
dem temperatur- und materialabhängig sind, sind Alltagsgegenstände - wie wir
wissen - elektrisch neutral.

Es folgt, dass die Ladungsdichte wie ρ′ = γvρ0 transformiert wird, wenn
ρ0 die Ladungsdichte im Ruhesystem K darstellt und ρ′ die Ladungsdichte in
einem Inertialsystem K ′ mit vrel(K

′,K) = v. Dies folgt sofort daraus, dass die
Gesamtladung in einem Volumenelement erhalten ist, ρ0dV = ρ′dV ′, und das
Volumenelement gemäß dV ′ = dV

γv
transformiert wird.

Nehmen wir nun an, die Ladungsdichte ruht nicht in K, sondern bewegt
sich mit der Geschwindigkeit u in diesem Inertialsystem. Sie befindet sich so-
mit offensichtlich in Ruhe im Inertialsystem K ′ mit vrel(K

′,K) = u. Die in K

gemessene Ladungsdichte ist daher ρ = γuρ0 mit γu ≡ (1 − u2

c2 )
−1/2. Neben

der Ladungsdichte misst K auch eine Stromdichte j = ρu = γuρ0u. Insgesamt
verhält

jµ ≡ (cρ, j) = ρ0cγu

�
1,

u

c

�
= ρ0cγu(1,βu) = ρ0cu

µ

sich also wie ein 4-Vektor und wird dementsprechend als 4-Stromdichte bezeich-
net. Folglich wird jµ gemäß der Lorentz-Gruppe transformiert.

In diesem Argument wurde vorausgesetzt, dass alle an ρ beteiligten Ein-
zelladungen die gleiche Geschwindigkeit u haben. Im allgemeinen Fall, in dem
die Ladungsdichte aus Ladungen unterschiedlicher Geschwindigkeit aufgebaut
ist, erreicht man denselben Schluss, dass jµ = (cρ, j) wie ein kontravarianter
4-Vektor transformiert wird, indem man sich die Gesamtladungsdichte aus Teil-

4Wir übernehmen hiermit die Notation von Landau und Lifschitz, Band II. Auch die Kon-
vention uµ = dxµ

dτ
ist üblich. In vielen Büchern sind beide Konventionen sowieso ununter-

scheidbar, da c = 1 gesetzt wird.
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ladungsdichten uniformer Geschwindigkeit aufgebaut denkt. Das Erhaltungsge-
setz für die Gesamtladung, das in differentieller Form als Kontinuitätsgleichung
darstellbar ist, lautet in der 4-Schreibweise

0 =
∂ρ

∂t
+∇ · j = ∂(cρ)

∂(ct)
+

∂

∂xi
ji =

∂

∂x0
j0 +

∂

∂xi
ji = ∂µj

µ .

Die manifeste Lorentz-Invarianz dieser Gleichung zeigt, dass die Gesamtladung
in allen Inertialsystemen erhalten ist, falls sie in irgendeinem Inertialsystem
erhalten ist.

Wir zeigen nun, dass auch das skalare Potential Φ und das Vektorpotential A
zu einem 4-Vektor, dem 4-Potential Aµ = (Φ, cA), kombiniert werden können.
Aus den homogenen Maxwell-Gleichungen ∇ ·B = 0 und ∇×E+ ∂B

∂t = 0 folgt
bekanntlich:

E = −∇Φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A .

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen liefern daher:

1

ε0c
(cρ) =

1

ε0
ρ = ∇ ·E = −∆Φ− ∂

∂t
∇ ·A

=

�
1

c2
∂2

∂t2
−∆

�
Φ− ∂

∂t

�
∇ ·A+

1

c2
∂Φ

∂t

�
= �Φ− ∂

∂(ct)

�
∇ · (cA) +

∂Φ

∂(ct)

�
= �Φ− ∂

∂(ct)
(∂νA

ν)

und
1

ε0c
j = µ0cj = c

�
∇×B− ε0µ0

∂E

∂t

�
= c

�
∇× (∇×A)− 1

c2

�
−∇∂Φ

∂t
− ∂2A

∂t2

��
= c

�
∇(∇ ·A)−∆A+

1

c2
∂2A

∂t2
+

1

c2
∇∂Φ

∂t

�
= ∇

�
∇ · (cA) +

∂Φ

∂(ct)

�
+�(cA) = �(cA)− ∂

∂(−x)
(∂νA

ν) .

Die Kombination dieser beiden Gleichungen liefert in 4-Schreibweise:

1

ε0c
jµ = �Aµ − ∂µ(∂νA

ν) . (2.23)

Die linke Seite dieser Gleichung ist ein 4-Vektor, also muss auch die rechte Seite
wie ein 4-Vektor transformiert werden. Wegen der Eichfreiheit bei der Wahl von
Aµ bedeutet dies noch keineswegs, dass die einzelnen Terme �Aµ und ∂µ(∂νAν)
in (2.23) wie 4-Vektoren transformiert werden; um dies zu erreichen, muss man
die Eichung festlegen. Die Eichtransformation hat in 4-Schreibweise die Form

Aµ −→ Ãµ ≡ Aµ + ∂µΛ ,

wobei Λ eine zunächst beliebige Funktion des 4-Ortsvektors xν ist. Um diese
Eichfreiheit zu eliminieren, wird häufig die Lorenz-Eichung,

∂νA
ν = 0 , (2.24)
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auferlegt. Die Bestimmungsgleichung für das 4-Potential reduziert sich in dieser
Eichung auf:

�Aµ =
1

ε0c
jµ . (2.25)

Die Lorenz-Eichung läßt sich immer realisieren, denn wenn ∂νĀν ̸= 0 gilt, kann
man immer eine Funktion χ und ein neues 4-Potential Aµ einführen:

�χ ≡ −∂µĀµ

Aµ ≡ Āµ + ∂µχ ,

so dass Aµ dieselben physikalischen Felder wie Āµ beschreibt und außerdem
die Lorenz-Bedingung ∂µAµ = 0 erfüllt. Die Lorenz-Bedingung (2.24) legt das
4-Potential nicht eindeutig fest, da auch das alternative Potential

Ãµ = Aµ + ∂µΛ , �Λ = 0 (2.26)

die gleichen physikalischen Felder beschreibt und die Lorenz-Bedingung erfüllt.
Das 4-Potential ist in der Lorenz-Eichung also bis auf eine Lösung der Wellen-
gleichung bestimmt. Für alle möglichen Lorentz-Skalare Λ in (2.26) sind sowohl
Aµ als auch Ãµ physikalisch äquivalente 4-Vektoren.

Gleichung (2.25) zeigt, dass das 4-Potential in der Lorenz-Eichung eine in-
homogene Wellengleichung erfüllt. Genau wie bei der alternativen (und äquiva-
lenten) Formulierung mit Hilfe der Coulomb-Eichung stellen wir fest, dass die
Maxwell-Theorie elektromagnetische Wellen vorhersagt. Falls keine Quellen des
elektromagnetischen Feldes vorhanden sind, also für jµ = 0, genügt Aµ(x) der
homogenen Wellengleichung �Aµ = 0 und kann somit als Überlagerung ebener
Wellen der Form

Aµ(x) = (A0)
µei(k·x−ωt) = (A0)

µe−i(
ω
c ct−k·x)

= (A0)
µe−ikνx

ν

= (A0)
µe−iφ(x) (2.27)

geschrieben werden, wobei die Phase φ(x) = kνx
ν und der 4-Wellenvektor kν =�

ω
c ,k

�
mit der Frequenz ω = c|k| eingeführt wurden. Nehmen wir an, (2.27)

gilt im Inertialsystem K. Im Inertialsystem K ′ mit vrel(K
′,K) = v gilt dann:

(A′)µ(x′) = ΛµνA
ν(x) = Λµν(A0)

νe−iφ(x) = (A′
0)
µe−iφ

′(x′)

mit

(A′
0)
µ ≡ Λµν(A0)

ν

und

φ′(x′) ≡ φ(x) = kνx
ν = kν(Λ

−1)νµ(x
′)µ = kνΛ

ν
µ (x′)µ ≡ (k′)µ(x

′)µ .

Wir stellen also fest, dass die Amplitude des 4-Potentials wie ein 4-Vektor und
die Phase wie ein Lorentz-Skalar transformiert werden. Außerdem haben wir
die wichtige Entdeckung gemacht, dass auch der 4-Wellenvektor kν ein echter
4-Vektor ist, d. h. gemäß der Lorentz-Gruppe transformiert wird: (k′)µ = Λ ν

µ kν
bzw. (k′)µ = Λµνk

ν . Im Falle von Wellenpaketen, d. h. von Überlagerungen
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ebener Wellen, gelten diese Schlussfolgerungen auch für jede einzelne Fourier-
Komponente.

Aus der Quantenmechanik ist bekannt, dass ein Photon mit dem Wellen-
vektor k und der Frequenz ω einen Impuls p = ~k und eine Energie E = ~ω
besitzt. Für den Spezialfall des Photons stellen wir hier also erstmals fest, dass
Impuls und Energie in der Relativitätstheorie zu einem 4-Vektor vereint wer-
den: pµ ≡

�
E
c ,p

�
= ~

�
ω
c ,k

�
= ~kµ. Wir werden später sehen, dass diese enge

Verflechtung von Energie und Impuls auch allgemeiner gilt.
Die Lorentz-Transformation für den 4-Wellenvektor kµ =

�
ω
c ,k

�
mit k∥ ≡

k · β̂ ≡ k cos(ϑ) und k⊥ ≡ k− k∥β̂ ≡ k sin(ϑ)k̂⊥:�
ω′/c
k′

�
=

�
0
k⊥

�
+ γ

�
1 −β
−β β̂

��
ω/c
k∥

�
zeigt, dass die Frequenz ω der Welle abhängig vom Einfallswinkel ϑ wie folgt
transformiert wird:

ω′ = γ(ω − βck∥) = γω

�
1− β

k∥

k

�
= γω[1− β cos(ϑ)] . (2.28)

Hierbei ist das Transformationsgesetz für den Winkel,

tan(ϑ′) =
|k′

⊥|
k′∥

=
|k⊥|

γ
�
k∥ − β ωc

� =
|k⊥|/k

γ
�
k∥
k − β

� =
sin(ϑ)

γ[cos(ϑ)− β]

oder umgekehrt

tan(ϑ) =
sin(ϑ′)

γ[cos(ϑ′) + β]
,

natürlich gleich dem Gesetz (2.22) für die Transformation von Winkeln, das wir
im Rahmen unserer Untersuchung von Aberration von Sternenlicht erhielten.
Gleichung (2.28) beschreibt den relativistischen Doppler-Effekt : Die Frequenz ω
wird nicht nur mit dem winkelabhängigen Faktor 1−βv cos(ϑ) multipliziert, der
bereits vom nicht-relativistischen Doppler-Effekt bekannt ist, sondern auch mit
dem Faktor γv, der also eine relativistische Korrektur darstellt und sogar für
transversal einfallendes Licht (ϑ = π

2 ) einen Doppler-Effekt hervorruft („trans-
versaler Doppler-Effekt“). Beim longitudinalen Doppler-Effekt (ϑ = 0 bzw. ϑ =
π) wird die Frequenz ω wie folgt transformiert:

ω′ =

Ê
1− β

1 + β
ω (ϑ = 0) , ω′ =

Ê
1 + β

1− β
ω (ϑ = π) .

Beim transversalen Doppler-Effekt (ϑ = π
2 ) tritt offensichtlich eine Rotverschie-

bung auf: ω = 1
γv
ω′ < ω′. Als typische Anwendung des transversalen Doppler-

Effekts betrachten wir einen Stern, der im Inertialsystem K ′ ruht und dort Licht
mit der Frequenz ω′ ausstrahlt. Ein Beobachter auf der Erde („Inertialsystem
K“), für den dieses Licht unter dem Winkel ϑ = π

2 relativ zur v-Richtung einfällt,
wird die kleinere Frequenz ω = ω′/γv messen. Der transversale Doppler-Effekt
ist eine Konsequenz der Zeitdilatation, denn für den Beobachter auf der Erde
wird eine in K ′ ruhende Uhr (in diesem Fall also der Licht ausstrahlende Stern)
um einen Faktor 1

γv
langsamer laufen als eine Uhr, die im Inertialsystem K ruht.
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2.6 Masse und Energie
Wegen der einfachen quantenmechanischen Relation E = ~ω für die Energie
eines Photons mit der Frequenz ω kann man aufgrund des Doppler-Effekts,
Gleichung (2.28), sofort das Transformationsgesetz für die Energie elektroma-
gnetischer Strahlung angeben: Sendet ein Körper in seinem Ruhesystem K ins-
gesamt N Photonen der Frequenz ω unter einem Winkel ϑ zur β̂-Achse aus,
so misst ein Beobachter im Inertialsystem K ′ mit vrel(K

′,K) = v = vβ̂ die
ausgestrahlte Energie

E ′ = N~ω′ = γN~ω[1− β cos(ϑ)] = γE [1− β cos(ϑ)] . (2.29)

Betrachten wir nun einen Körper der Massem0 in seinem RuhesystemK, der
in den Richtungen ϑ und ϑ− π jeweils N Photonen der Frequenz ω ausstrahlt,
stets zwei Photonen (eins in jeder Richtung) zur gleichen Zeit. Die Energie des
Körpers vor und nach dem Ausstrahlen sei E(0) bzw. E(0)(0). Schreiben wir
noch: 2N~ω = ε, dann lautet das Gesetz der Energieerhaltung in K:

E(0) = E(0)(0) + 1
2ε+

1
2ε = E(0)(0) + ε .

�̂N�h!#(#� �)N�h! m0
Abbildung 2.7: Ausstrahlung von Photonen in zwei entgegengesetzte Richtun-
gen

Auch inK ′ gilt Energieerhaltung, nun für die Energien des bewegten Körpers
und der Strahlung:

E(v) = E(0)(v) + 1
2εγ[1− β cos(ϑ)] + 1

2εγ[1− β cos(ϑ− π)]

= E(0)(v) + εγ .

Zieht man die Energieerhaltungsgesetze in K und K ′ unter Verwendung von

Ekin(v) ≡ E(v)− E(0) , E(0)
kin(v) ≡ E(0)(v)− E(0)(0)

voneinander ab, so folgt für β = v
c ≪ 1:

E(0)
kin(v) = Ekin(v)− ε(γ − 1) ∼ 1

2m0v
2 − 1

2εβ
2

= 1
2

�
m0 − ε

c2

�
v2 = 1

2m
(0)
0 v2 .

Das Massendefizit µ0 ≡ m0 −m
(0)
0 = ε

c2 entspricht also einer Energie ε:

ε = µ0c
2 .
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Da man prinzipiell die ganze Ruhemasse eines Körpers in Strahlung umwandeln
kann (z. B. durch Annihilation von Materie und Antimaterie), folgt für E(0)(0) =
E(0)(v) = 0 aus den beiden Energieerhaltungsgesetzen:

E(0) = ε = m0c
2 , E(v) = εγ = γm0c

2 = mc2 .

Hierbei wurde die relativistische Masse m ≡ γm0 eingeführt. Masse und Energie
sind demnach äquivalent. Außerdem folgt nun auch für Teilchen, dass der 4-
Impulsvektor

pµ ≡
�E
c
,mu

�
= mc

�
1,

u

c

�
= m0cγu(1,βu) = m0cu

µ

ein 4-Vektor ist, der die physikalischen Größen Energie E und Impuls p = mu =
γum0u untrennbar miteinander verknüpft.

Das hier dargestellte Argument stammt aus einer Arbeit von A. Einstein
(Annalen der Physik, 17, 639 (1905)), in der er übrigens interessanterweise eine
klassische (d. h. nicht-quantenmechanische) Herleitung des Transformationsge-
setzes (2.29) für die Strahlungsenergie gab. Das Konzept des Photons, das er ja
selbst wenige Monate zuvor in seiner Arbeit über den photoelektrischen Effekt
vorgeschlagen hatte, muss ihm wohl noch zu spekulativ erschienen sein.

2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische
Felder

Ein Wort vorab über Zusammensetzungen („tensorielle Produkte“) von Vierer-
vektoren: Das dyadische Produkt Dµν zweier Vierervektoren aµ und bν ,

Dµν ≡ aµbν (2.30)

wird natürlich wie folgt transformiert:

(D′)µν = (a′)µ(b′)ν = ΛµρΛ
ν
σa

ρbσ = ΛµρΛ
ν
σD

ρσ .

Dies folgt sofort aus dem bekannten Transformationsverhalten von Vierervek-
toren. Die Dyade Dµν (mit den Indizes oben) heißt kontravariant , die Dyade
Dµν = gµρgνσD

ρσ = aµbν heißt kovariant , und die Mischformen D ν
µ = gµρD

ρν ,
und Dµ

ν = gνσD
µσ werden als gemischt bezeichnet. Die Verallgemeinerung:

Dν1ν2···νn ≡ aν11 a
ν2
2 · · · aνnn (2.31)

wird analog wie

(D′)µ1µ2···µn = Λµ1
ν1Λ

µ2
ν2 · · ·Λ

µn
νnD

ν1ν2···νn

transformiert, wenn a1, a2, . . . , an alle kontravariante 4-Vektoren sind. Tensoren
sind die Verallgemeinerung von (2.30) und (2.31): Jede Größe Tµν , die genauso
transformiert wird (in unserem Fall unter Lorentz-Transformationen) wie Dµν

heißt (kontravarianter) Tensor 2. Stufe, jede Größe T ν1ν2...νn , die genauso trans-
formiert wird wie Dν1ν2...νn in (2.31) heißt (kontravarianter) Tensor n-ter Stufe.
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Vierervektoren und Skalare sind Tensoren erster bzw. nullter Stufe. Die Bildung
von Skalarprodukten führt zur „Verjüngung“ eines Tensors: So stellen z. B.

dµ ≡ Dµνcν = aµbνcν und tµ ≡ Tµνcν

beide kontravariante 4-Vektoren dar.
Betrachten wir nun die Ableitungen des 4-Potentials nach dem 4-Ortsvektor.

Diese Ableitungen sind physikalisch äußerst relevant, da sie die Komponenten
der elektrischen und magnetischen Felder bilden. Aufgrund der obigen Bemer-
kungen ist klar, dass

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ

die Differenz zweier Dyaden und somit ein antisymmetrischer, kontravarianter
4-Tensor zweiter Stufe ist, der wie folgt transformiert wird:

(F ′)µν = ΛµρΛ
ν
σF

ρσ (2.32)

Die explizite Form von Fµν folgt aus Fµµ = 0 und

F i0 = ∂iA0 − ∂0Ai =

�
−∇Φ− ∂A

∂t

�
i

= Ei

F ij = εijk(−cBk) = −cεijkBk
als

Fµν =

�
0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −cB3 cB2

E2 cB3 0 −cB1

E3 −cB2 cB1 0

�
. (2.33)

Da die Elemente von Fµν durch (E,B) bestimmt werden, heißt Fµν auch elektro-
magnetischer Feldtensor. Da E und A unter Raumspiegelungen (x → x′ = −x)
bekanntlich wie echte Vektoren (E′ = −E,A′ = −A) transformiert werden, das
Magnetfeld B dagegen wie ein Pseudovektor (B′ = B) transformiert wird, folgt
für das Transformationsverhalten des Feldtensors unter Raumspiegelungen

Fµν → (F ′)µν =

�
0 E1 E2 E3

−E1 0 −cB3 cB2

−E2 cB3 0 −cB1

−E3 −cB2 cB1 0

�
.

Der Feldtensor zeigt somit das allgemeine Transformationsverhalten von Tenso-
ren unter Raumspiegelungen, die wir hier als Λµν = σ(µ)δµν mit σ(0) = 1 und
σ(1) = σ(2) = σ(3) = −1 darstellen:

(F ′)µν = ΛµρΛ
ν
σF

ρσ = σ(µ)σ(ν)Fµν .

Antisymmetrische Tensoren 2. Stufe Aµν , wie der Feldtensor, können also ge-
nerell mit Hilfe eines polaren (oder echten) Vektors p und eines axialen (oder
Pseudo-)Vektors a beschrieben werden:

Aµν =

�
0 −p1 −p2 −p3
p1 0 −a3 a2
p2 a3 0 −a1
p3 −a2 a1 0

�
≡ (p,a) ,
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denn man überprüft leicht, dass p und a unter dreidimensionalen Drehungen
wie p′ = R(α)p, a′ = R(α)a transformiert werden. In dieser Notation gilt für
den elektromagnetischen Feldtensor: Fµν = (E, cB).

Das Transformationsverhalten der E- und B-Felder folgt sofort aus (2.32).
Für das E-Feld findet man zunächst (aufgrund von F 00 = 0):

(E′)i = (F ′)i0 = ΛiρΛ
0
σF

ρσ

= ΛijΛ
0
0F

j0 + Λi0Λ
0
jF

0j + ΛijΛ
0
kF

jk

Setzt man hier nun die explizite Form der Lorentz-Transformation Λµν ein:

Λµν =

�
γ −γβT

−γβ 113 + (γ − 1)β̂β̂

�
,

dann folgt für das E-Feld:

(E′)i = γ[δij + (γ − 1)β̂iβ̂j ]Ej + (−γβi)(−γβj)(−Ej)
+[δij + (γ − 1)β̂iβ̂j ](−γβk)εjkl(−cBl)

= γ(Ei + εjklvkBl) + [γ(γ − 1)− γ2β2]β̂i(β̂ ·E)

d. h. (wegen γ2(1− β2) = 1):

E′ = γ(E+ v ×B)− (γ − 1)(β̂ ·E)β̂ ,

während sich für das B-Feld analog:

B′ = γ

�
B− 1

c
β ×E

�
− (γ − 1)(β̂ ·B)β̂

ergibt. Komponentenweise findet man also:

E′
∥ = E∥

E′
⊥ = γ(E⊥ + v ×B⊥)

B′
∥ = B∥

B′
⊥ = γ(B⊥ − 1

cβ ×E⊥) .

Hiermit ist auch das Transformationsverhalten der elektromagnetischen Felder
unter Lorentz-Transformationen bekannt.

Wir befassen uns nun mit der relativistischen Formulierung der Lorentz-
Kraft und definieren hierzu den 4-Vektor

Kµ ≡ qFµνuν ,

der durch Verjüngung von Fµν mittels der 4-Geschwindigkeit uν entsteht. Durch
explizite Berechnung sieht man, dass Kµ eine relativistische Verallgemeinerung
der Lorentz-Kraft darstellt:

Kµ = q(Fµ0u0 + Fµjuj) = qγu[F
µ0 + Fµj(−βj)]

= qγu(E · β , E+ u×B) , (2.34)

wobei benutzt wurde:

F ij(−βj) = (−εijkcBk)(−βj) = c(β ×B)i = (u×B)i .
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Der Zeitanteil von Kµ in (2.34) ist genau die Leistung, die das elektromagneti-
sche Feld am Teilchen verrichtet. Betrachten wir nun die Gleichung

m0
d2xµ

dτ2
= Kµ , dτ =

dt

γu
, (2.35)

dieKµ mit einem anderen 4-Vektor, der 4-Beschleunigung, in Verbindung bringt.
Gleichung (2.35) ist sicherlich korrekt im momentanen Ruhesystem des Teil-
chens, denn dann lautet sie:�

0 , m0
d2x

dt2

�
= (0 , qE) .

Da das Gesetz (2.35) in diesem speziellen Inertialsystem gilt und Lorentz-
kovariant formuliert wurde, muss es nach dem Relativitätsprinzip in jedem In-
ertialsystem gelten. Wir haben somit die relativistische Formulierung der Lo-
rentz’schen Bewegungsgleichung gefunden. Es sei noch daran erinnert, dass die
4-Beschleunigung stets senkrecht auf der 4-Geschwindigkeit stehen muss. Das
Gleiche muss gemäß (2.35) dann natürlich auch für die 4-Kraft Kµ gelten. Auf-
grund der Antisymmetrie von Fµν folgt tatsächlich:

uµ
duµ

dτ
= uµ

�
1

m0c
Kµ

�
=

q

m0c
uµF

µνuν = 0 ,

so dass diese Konsistenzbedingung automatisch erfüllt ist.
Nachdem wir die Dynamik der Teilchen relativistisch formuliert haben, wen-

den wir uns nun der Dynamik der Felder zu. Aus der expliziten Form von Fµν
in (2.33) folgt:

∂µF
µ0 = ∇ ·E =

1

ε0
ρ =

1

ε0c
cρ = µ0cj

0

und

∂µF
µj = ∂0F

0j + ∂iF
ij =

∂(−Ej)
∂(ct)

+
∂

∂xi
(−cεijkBk)

= c

�
εjik

∂

∂xi
Bk −

1

c2
∂Ej
∂t

�
= c

�
∇×B− ε0µ0

∂E

∂t

�
j

= µ0cj
j

und daher insgesamt:

∂µF
µν = µ0cj

ν . (2.36)

Gleichung (2.36) stellt die relativistisch kovariante Form der inhomogenen Max-
well-Gleichungen dar.

Bevor wir die homogenen Maxwell-Gleichungen kovariant formulieren kön-
nen, sind ein paar Bemerkungen über spezielle Tensoren angebracht. Zum Bei-
spiel ist das Kronecker-Delta, gµν = δµν ein Tensor, weil

ΛµρΛ
σ
ν δρσ = ΛµρΛ

ρ
ν = Λµρ(Λ

−1)ρν = δµν

gilt. Hieraus folgt sofort:

ΛµρΛ
ν
σg
ρσ = gντ (ΛµρΛ

σ
τ gρσ) = gντgµτ = gµν ,
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so dass auch der „metrische Tensor“ tatsächlich ein echter kontravarianter Tensor
2. Stufe ist. Analog ist gµν ein kovarianter Tensor. Ein anderer (relativ trivialer)
spezieller Tensor wäre der Nulltensor . Ein weiterer Tensor, der im Folgenden
sehr wichtig wird, ist der Levi-Civita-Tensor εµνρσ, der in allen Inertialsystemen
gleich definiert ist:

εµνρσ ≡
¨
sgn(P) falls (µνρσ) = (P0, P1, P2, P3) ,

0 sonst .

Dass wir es hier, trotz des einfachen Transformationsverhaltens, (ε′)µνρσ ≡
εµνρσ, mit einem Tensor bezüglich eigentlicher, orthochroner Lorentz-Transfor-
mationen zu tun haben, folgt aus der Relation:

Λµµ′Λ
ν
ν′Λ

ρ
ρ′Λ

σ
σ′εµ

′ν′ρ′σ′
= C(Λ)εµνρσ .

Das linke Glied dieser Gleichung ist nämlich vollständig antisymmetrisch in
den Indizes µνρσ und muss daher proportional zu εµνρσ sein. Die Propor-
tionalitätskonstante C(Λ) dürfte selbstverständlich von Λ abhängen. Um die
Konstante C(Λ) zu bestimmen, setzen wir (µνρσ) = (0 1 2 3), so dass das lin-
ke Glied gleich det(Λ) = 1 und das rechte Glied gleich C(Λ) ist. Es folgt
C(Λ) = det(Λ), so dass εµνρσ unter L↑

+-Transformationen (mit det(Λ) = 1)
tatsächlich wie ein Tensor transformiert wird. Im Falle einer Raumspiegelung
am Ursprung (mit det(Λ) = −1) würde man jedoch für einen echten Tensor
(ε′)µνρσ = det(Λ)εµνρσ = −εµνρσ erwarten, während tatsächlich (per definitio-
nem) (ε′)µνρσ ≡ εµνρσ gilt. In diesem Sinne weicht das Transformationsverhalten
von εµνρσ also von demjenigen eines echten Tensors ab. Analog zur Klassifizie-
rung von Vektoren aufgrund ihres Transformationsverhaltens unter Raumspie-
gelungen (z. B. E′ = −E, jedoch B′ = B) unterscheidet man auch echte und
Pseudotensoren: Ein Lorentz-Pseudotensor wird unter L↑

+, jedoch nicht unter
L↑
−, wie ein Tensor transformiert. Im Falle von L↑

−-Transformationen erhält der
Pseudotensor im Vergleich zum Transformationsverhalten des echten Tensors
ein zusätzliches Minuszeichen.

Man kann den Levi-Civita-Tensor auch zur Erzeugung neuer Tensoren ver-
wenden:

ãµνρ = εµνρσaσ , ãµν = 1
2ε
µνρσaρσ , ãµ = 1

6ε
µνρσaνρσ , (2.37)

wobei natürlich nur antisymmetrische Tensoren oder Pseudotensoren aρσ und
aνρσ von Interesse sind5. Falls aσ ein Tensor ist, dann ist ãµνρ ein Pseudotensor
und umgekehrt. Analoges gilt für aρσ und ãµν und aνρσ und ãµ. Die Größen
aσ und ãµνρ heißen dual zueinander, und analog für aρσ und ãµν und für aνρσ
und ãµ. Diese Dualitätstransformation ist umkehrbar: ˜̃aµ = aµ, ˜̃aµν = −aµν
und ˜̃aµνρ = aµνρ. Wendet man die Dualitätstransformation an auf echte anti-
symmetrische Tensoren zweiter Stufe der Form Aµν = (p,a), so erhält man für
den dualen Tensor Ãµν = (a,−p) und für den doppeltdualen Tensor ˜̃Aµν =
(−p,−a) = −Aµν .

Der in Abschnitt [1.4] behandelte Satz von Helmholtz erhält für antisym-
metrische Tensoren zweiter Stufe eine sehr elegante Form: Er besagt, dass aus

5Die Kontraktion symmetrischer und antisymmetrischer Tensoren ist offensichtlich gleich
Null.
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der Divergenzfreiheit ∂µAµν = 0 des Tensors Aµν die Existenz eines 4-Vektors
ξµ mit Aµν = εµνρσ∂ρξσ folgt; falls Aµν ein echter Tensor ist, muss ξµ also ein
4-Pseudovektor sein. Man beweist diese Aussage wie folgt: aus ∂µAµν = 0 mit
Aµν = (p,a) ergibt sich einerseits für ν = 0:

0 = ∂µA
µ0 = ∇ · p ⇐⇒ ∃ ξ mit p = ∇× ξ

und andererseits für die räumlichen Komponenten ν = j:

0 = ∂µA
µj = εjik∂i(ak − ∂0ξk) , ∇× (a− ∂0ξ) = 0 ,

so dass aufgrund des Helmholtz’schen Satzes gilt:

0 = ∂µA
µj ⇐⇒ ∃ ξ0 mit a = ∂0ξ +∇ξ0 .

Mit der Definition ξµ ≡ (ξ0, ξ) folgt daher:

Aµν = (p,a) = (∇× ξ, ∂0ξ +∇ξ0) = εµνρσ∂ρξσ (2.38)

und nach einer Dualitätstransformation:

Ãµν = (a,−p) = (∂0ξ +∇ξ0, −∇× ξ) = −(∂µξν − ∂νξµ) . (2.39)

Man sieht hier bereits den engen Zusammenhang zwischen der Existenz eines
„4-Potentials“ ξµ, das den „Feldtensor“ −Ãµν definiert, und der Divergenzfrei-
heit ∂µ(− ˜̃Aµν) = ∂µA

µν = 0 des zu −Ãµν dualen Feldtensors. Für den echten
elektromagnetischen Feldtensor −Ãµν = Fµν werden wir diese Zusammenhänge
im Folgenden im Detail herstellen.

Wir wenden die in (2.37) definierte Dualitätstransformation daher nun an
auf den elektromagnetischen Feldtensor Fµν :

F̃µν = 1
2ε
µνρσFρσ =

�
0 −cBT

cB
0 E3 −E2

−E3 0 E1

E2 −E1 0

�
. (2.40)

Da Fµν ein „echter“ Tensor und εµνρσ ein Pseudotensor ist, muss auch F̃µν ein
Pseudotensor sein6. F̃µν ist als dualer Feldtensor bekannt. Seine 4-Divergenz
ist für ν = 0 bzw. ν = j = 1, 2, 3 durch

∂µF̃
µ0 = ∇ · (cB) = c(∇ ·B) = 0

und

∂µF̃
µj = ∂0F̃

0j + ∂iF̃
ij = ∂0(−cBj) + ∂i(εijkEk)

= −
�
∂B

∂t
+∇×E

�
j

= 0

und daher insgesamt durch

∂µF̃
µν = 0 (2.41)

6Allgemein gilt, dass das Produkt zweier Pseudotensoren oder zweier echter Tensoren einen
echten Tensor ergibt und das Produkt eines echten und eines Pseudotensors einen Pseu-
dotensor.
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gegeben. Gleichung (2.41) fasst die homogenen Maxwell-Gleichungen in kovari-
anter Form zusammen. Eine Alternativform von (2.41) ist:

1
2ε
µνρσ∂µFρσ = 0 (2.42)

und daher

∂µFρσ + ∂ρFσµ + ∂σFµρ = 0 .

Die kompakte Form (2.41) der homogenen Maxwell-Gleichungen ist jedoch of-
fensichtlich viel bequemer.

Es ist übrigens zu beachten, dass (2.41) nur dann einen nicht-trivialen physi-
kalischen Inhalt hat, wenn man den Feldtensor mit Hilfe der elektromagnetischen
Felder E und B beschreibt: F̃µν = (cB,−E). Drückt man die Felder (und somit
auch Fµν und F̃µν) jedoch mit Hilfe des 4-Potentials aus, Fµν = ∂µAν −∂νAµ,
dann wird Gleichung (2.41) sofort zu einer Trivialität reduziert. Dies sieht man
noch am einfachsten in der Form (2.42), die wegen der Antisymmetrie von εµνρσ
und der Symmetrie von ∂µ∂ρ keinerlei Einschränkungen für das 4-Potential Aσ
beinhaltet:

1
2ε
µνρσ∂µ(∂ρAσ − ∂σAρ) = εµνρσ∂µ∂ρAσ = 0 . (2.43)

Die Erklärung hierfür ist natürlich, dass die Annahme der Existenz eines 4-
Potentials bereits äquivalent zu den homogenen Maxwell-Gleichungen ist. Die
Identität (2.43) drückt also lediglich aus, dass die homogenen Maxwell-Glei-
chungen sich selbst implizieren.



Kapitel3
Kanonischer Formalismus

Nachdem im vorigen Kapitel die Strukturen der relativistischen Klassischen
Mechanik erforscht wurden, lautet unsere nächste Frage, ob dieses neue Ge-
bilde demselben Bauprinzip wie die nicht-relativistische Klassische Mechanik
gehorcht. Insbesondere ist zu klären, ob vertraute Begriffe wie „Hamilton’sches
Prinzip“ „Lagrange-Funktion“ „Hamilton-Funktion“ „kanonisch konjugierter Im-
puls“ usw. auch für die relativistische Variante der Klassischen Mechanik rele-
vant sind. Diese Frage lässt sich auch so formulieren: Kann die Relativitätstheo-
rie aus einem Wirkungsfunktional hergeleitet werden? Die gesuchte Wirkung
müsste dann sowohl die Freiheitsgrade der Teilchen als auch diejenigen der Fel-
der und außerdem die Wechselwirkung zwischen beiden enthalten und hätte
daher die allgemeine Form

S = SM + SWW + SF , (3.1)

wobei „M“ für Materie, „WW“ für Wechselwirkung und „F“ für die elektromag-
netischen Felder steht. Aus dem gesuchten Wirkungsfunktional müssten dann
durch Minimierung bezüglich der möglichen „Bahnen“ der Teilchen und Felder
zum einen die bereits bekannte Dynamik der Teilchen

m0
d2xµ

dτ2
= qFµνuν , (3.2)

und zum anderen die Dynamik der Felder folgen:

∂µF
µν = µ0cj

µ , ∂µF̃
µν = 0 . (3.3)

Im Folgenden werden wir ein solches Wirkungsfunktional konstruieren.

3.1 Kräftefreie Teilchen
Der gesuchte kanonische Formalismus müsste natürlich vor allem imstande sein,
die Dynamik des kräftefreien Teilchens zu reproduzieren. Die Bewegungsglei-
chung eines Teilchens in Abwesenheit von Feldern (Fµν = 0) folgt sofort aus
(3.2) als

m0
d2xµ

dτ2
= 0 bzw. γu

dxµ

dt
= konstant
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und hat die Lösung

γuu = konstant bzw. u = konstant

In diesem Spezialfall liegt also erwartungsgemäß eine geradlinig-gleichförmige
Bewegung vor. Die Energie eines kräftefreien Teilchens folgt aus Einsteins be-
rühmter Formel als E = γum0c

2 = mc2. Auch dieses Resultat ist zu reproduzie-
ren, wobei „Energie“ im kanonischen Formalismus (zumindest für nicht explizit
zeitabhängige Lagrange-Funktionen) mit der Hamilton-Funktion der physikali-
schen Bahn zu identifizieren ist. Schließlich sollen sich alle neuen (relativisti-
schen) Ergebnisse im nicht-relativistischen Limes auf die altbekannten Formeln
reduzieren.

Ein geeignetes Wirkungsfunktional, das alle diese Bedingungen erfüllt und
außerdem Lorentz-invariant ist1, wurde bereits 1906 von Max Planck angegeben:

SM = S2
1 [x] = −m0c

2Z
1

ds = −m0c
2

t2Z
t1

dt′
1

γu(t′)
. (3.4)

Hierbei sind „1“ und „2“ zwei Ereignisse, die wir einfachheitshalber als „Beginn“
und „Ende“ bezeichnen werden und die in jedem Inertialsystem durch wohlde-
finierte Orts- und Zeitkoordinaten xµ1 = (ct1,x1) und xµ2 = (ct2,x2) festgelegt
sind. Bei der Variation von S sind xµ1 und xµ2 - wie üblich - festzuhalten. Die
physikalische Bahn ist - wie üblich - durch Minimierung von SM zu bestimmen,

0 =
δSM

δx(t)
,

und man kann SM in (3.4) - wiederum wie üblich - mit Hilfe einer Lagrange-
Funktion formulieren:

SM =

t2Z
t1

dt′L(x, ẋ; t′)

mit

L(x, ẋ; t) = −m0c
2

γu(t)
= −m0c

2

Ê
1−

�
u(t)

c

�2

= −m0c
2

Ê
1−

�
ẋ(t)

c

�2

. (3.5)

Im nicht-relativistischen Limes erhält man:

L(x, ẋ; t) ∼ −m0c
2

�
1− 1

2

�
ẋ

c

�2

− 1

8

�
ẋ2

c2

�2

+ · · ·
�

∼ 1

2
m0ẋ

2 + vollständige Zeitableitung ,

1In diesem Kapitel wird die Wirkung stets eine Lorentz-invariante Größe sein. Dennoch
ist es vielleicht gut zu beachten, dass die Lorentz-Invarianz der Wirkung logisch nicht zwin-
gend erforderlich ist: Nur die Bewegungsgleichungen (und somit alle Messgrößen) müssen
unbedingt Lorentz-kovariant sein. Wie in der nicht-relativistischen Mechanik gilt auch in
der Relativitätstheorie, dass die Bewegungsgleichungen forminvariant sind unter Transfor-
mationen der Lagrange-Funktion der Form L → L′ = L + d

dt
λ(x, t), da in diesem Fall

S → S′ = S + λ(x2, t2) − λ(x1, t1) gilt. Durch eine „geeignete“ Wahl von λ(x, t) könnte
man die Lorentz-Invarianz von S also prinzipiell zerstören. Es sei auch daran erinnert, dass
die Wirkung in der nicht-relativistischen Mechanik, trotz der Galilei-Kovarianz aller Bewe-
gungsgleichungen, selbst nicht Galilei-invariant ist (s. Gleichung (??)).
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so dass L sich (abgesehen von physikalisch irrelevanten Termen) auf das altbe-
kannte Ergebnis reduziert. Die Bewegungsgleichung des kräftefreien Teilchens
folgt aus (3.5) als:

0 =
∂L

∂x
− d

dt

�
∂L

∂ẋ

�
= − d

dt

24−m0c
2 (−ẋ/c2)È

1− (ẋ2/c2)

35 = −m0
d

dt

�
γu
dx

dt

�
. (3.6)

Die Lösung von (3.6) lautet schlichtweg, dass u = dx
dt und daher auch γu konstant

(d. h. zeitunabhängig) sein müssen, so dass (3.6) auch in der Form

0 = γu
d

dt

�
γu

d

dt
(ct, x)

�
=

d

dτ

�
dxµ

dτ

�
=
d2xµ

dτ2

geschrieben werden kann. Das Wirkungsfunktional (3.4) reproduziert also tat-
sächlich die Bewegungsgleichung des relativistischen kräftefreien Teilchens.

Nach dem Hamilton’schen Prinzip soll die Wirkung für die physikalische
Bahn im Allgemeinen extremal sein. Für das Wirkungsfunktional SM in (3.4)
kann man jedoch unschwer zeigen, dass es für die physikalische Bahn auch wirk-
lich minimal ist. Dies folgt aus der Lorentz-Invarianz von SM: Wir nehmen an,
dass der Abstand zwischen den Ereignissen 1 und 2 zeitartig ist (sonst gäbe es
gar keine Bahn zwischen beiden). In diesem Fall gibt es ein Inertialsystem K ′,
in dem beide Ereignisse am selben Ort auftreten (x′

1 = x′
2). Der Gesamtabstand

zwischen 1 und 2,

2Z
1

ds = c

t′2Z
t′1

dt′
1

γu′(t′)
,

wird nun sicherlich durch ein in K ′ am Ort (x′
1 = x′

2) ruhendes Teilchen (u′ = 0
und daher γu′ = 1) maximiert, denn jede Bewegung (u′ ̸= 0 und daher γu′ > 1)
führt zu einem kleineren Wert des Gesamtabstands. Folglich minimiert das inK ′

ruhende Teilchen das Wirkungsfunktional, zumindest in diesem speziellen Be-
zugssystem. Aus der Lorentz-Invarianz der Wirkung (3.4) und dem gerade her-
geleiteten Ergebnis in K ′ folgt nun mittels einer Lorentz-Transformation, dass
die optimale Bahn in jedem Inertialsystem geradlinig-gleichförmig sein muss.
Hiermit ist gezeigt, dass SM in (3.4) tatsächlich in allen Inertialsystemen durch
die physikalische Bahn minimiert wird.

Wir betrachten nun die Hamilton’sche Variante des kanonischen Formalis-
mus. Der Impuls ist gemäß

p =
∂L

∂ẋ
=

m0ẋÈ
1− (ẋ2/c2)

= γum0u

mit der Geschwindigkeit u des Teilchens verknüpft. Folglich gibt es auch eine
einfache Beziehung zwischen dem 3-Impuls und den räumlichen Komponenten
der 4-Geschwindigkeit uµ = γu(1,βu):

pi = m0γuui = m0cu
i ,
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wobei ui und ui die i-te Komponente von u bzw. uµ darstellen. Die Energie des
Teilchens ist durch

E(ẋ) = p · ẋ− L =
m0ẋ · ẋÈ
1− (ẋ2/c2)

−
�
−m0c

2

r
1− ẋ2

c2

�
= γum0c

2[β2 + (1− β2)] = γum0c
2 = m0c

2u0 (3.7)

gegeben. Kombination mit unserem Ergebnis für den 3-Impuls zeigt, dass

pµ ≡
�
E
c , p

�
= m0cu

µ bzw. pµ =
�
E
c , −p

�
= m0cuµ ,

ein kontra- bzw. kovarianter 4-Vektor, den 4-Impuls darstellt. Aus der Normie-
rung der 4-Geschwindigkeit, uµuµ = 1, folgt noch

(m0c)
2 = (m0c)

2uµu
µ = pµp

µ =
�
E
c

�2
− p2

und daher:

E(p) =
È

p2c2 +m2
0c

4 . (3.8)

Im nicht-relativistischen Limes reduzieren sich (3.7) und (3.8) auf die Ausdrücke

E(ẋ) = m0c
2 + 1

2m0ẋ
2 + · · · , E(p) = m0c

2 +
p2

2m0
+ · · · ,

die neben der altbekannten kinetischen Energie auch die Ruheenergie m0c
2 ent-

halten. Es ist zu beachten, dass der Energienullpunkt eines Teilchens oder eines
Körpers in der Relativitätstheorie exakt festgelegt ist: Wird die Ruhemasse ei-
nes Teilchens vollständig in Strahlung umgewandelt, so ist die Restenergie per
definitionem Null. Dies steht im Gegensatz zur nicht-relativistischen Klassischen
Mechanik, in der der Energienullpunkt eines Körpers beliebig gewählt werden
kann. Die Energie eines ultrarelativistischen Teilchens oder eines „Teilchens“
der Ruhemasse m0 = 0 (z. B. eines Photons) folgt aus (3.8) als E = pc; der
entsprechende Impuls ist daher p = E/c.

Mit der Energie-Impulsrelation (3.8) hat man auch bereits die Form der
Hamilton-Funktion eines kräftefreien Teilchens bestimmt:

H(x,p; t) =
È
p2c2 +m2

0c
4 .

Die Hamilton-Gleichungen lauten:

ṗ = −∂H
∂x

= 0 , ẋ =
∂H

∂p
=

pc2È
p2c2 +m2

0c
4
.

Wir schließen hieraus wiederum, dass u = ẋ für das kräftefreie Teilchen konstant
ist, so dass eine geradlinig-gleichförmige Bewegung vorliegt.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass der kanonische Formalismus nicht nur
für einzelne Teilchen („Elementarteilchen“), sondern auch für ausgedehnte Kör-
per anwendbar ist.

Wir zeigen nun, dass der kanonische Formalismus auch in manifest kovari-
anter Form darstellbar ist. Hierzu gehen wir von der Wirkung

SM = −m0c

2Z
1

ds
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aus und wenden das Prinzip der kleinsten Wirkung an, nach dem die Variation
der Wirkung bei festgehaltenen Endpunkten (δxµ1 = δxµ2 = 0),

δSM = −m0c

2Z
1

δ(ds) = −m0c

2Z
1

δ(
È
dxµdxµ)

= −m0c

2Z
1

dxµ

ds
δ(dxµ) = −m0c

2Z
1

uµd(δxµ)

= −m0cu
µδxµ

���2
1
+m0c

2Z
1

δxµ
duµ

ds
ds (3.9)

Null sein soll für beliebige Variationen δxµ:

δSM = m0c

2Z
1

δxµ
duµ

ds
ds = 0 .

Es folgt duµ

ds = 0, so dass die physikalische Bahn xµϕ wiederum einer geradlinig-
gleichförmigen Bewegung entspricht. Definieren wir nun die Funktion

Σ(x) ≡ Sxx1
[xϕ] ,

die die Wirkung des physikalischen Pfades in Abhängigkeit von den Koordinaten
des Endpunkts (bei festgehaltenem x1 = (ct1,x1)) beschreibt. Wegen m0cu

µ =
pµ folgt aus (3.9): δΣ = −pµδxµ und daher:

∂Σ

∂xµ
= ∂µΣ = −pµ . (3.10)

Die Ableitung des Lorentz-Skalars Σ nach dem 4-Ortsvektor ergibt wiederum
einen 4-Vektor, nämlich den 4-Impulsvektor. Gleichung (3.10) ist die Lorentz-
invariante Verallgemeinerung der nicht-relativistischen Gleichungen (??) und
(??). Aus der Normierung des 4-Impulses ergibt sich eine Bestimmungsgleichung
für Σ(x):

(m0c)
2 = pµp

µ = (∂µΣ)(∂
µΣ) =

1

c2

�
∂Σ

∂t

�2

−
�
∂Σ

∂x

�2

, (3.11)

die die relativistische Verallgemeinerung der Hamilton-Jacobi-Gleichung (??)
darstellt. Da im nicht-relativistischen Limes

−∂ΣNR

∂t
= ENR = E −m0c

2 = − ∂

∂t
(Σ +m0c

2t)

gilt, ist Σ offenbar gemäß

Σ = −m0c
2t+ΣNR (3.12)

mit der nicht-relativistischen Wirkung verknüpft. Einsetzen von (3.12) in (3.11)
liefert im Limes c→ ∞ tatsächlich sofort (??) mit H(p) = p2/2m.
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Aus der nicht-relativistischen Mechanik ist bekannt, dass neben dem Impuls
und der Energie auch der Drehimpuls eines kräftefreien Teilchens (oder eines
Teilchens unter der Einwirkung von Zentralkräften) erhalten ist: Es gilt dL

dt = 0
mit

L ≡ x× p =

�
x2p3 − x3p2
x3p1 − x1p3
x1p2 − x2p1

�
, Li = εijkxjpk .

Man erwartet natürlich, dass dieses Erhaltungsgesetz in irgendeiner Form auch
in der Relativitätstheorie überlebt. Aufgrund der expliziten Gestalt des Pseudo-
vektors L erscheint es plausibel, dass seine Komponenten den räumlich-räumli-
chen Anteil eines antisymmetrischen Tensors bilden könnten, ähnlich der Rolle
des B-Felds im elektromagnetischen Feldtensor Fµν . Der Ansatz

Lµν = xµpν − xνpµ

führt tatsächlich sofort zum Erfolg:

dLµν

ds
=

dxµ

ds
pν + xµ

dpν

ds
− dxν

ds
pµ − xν

dpµ

ds
= uµpν − uνpµ = m0c(u

µuν − uνuµ) = 0 .

Der (echte) antisymmetrische Tensor 2. Stufe Lµν ist daher (im Falle des kräf-
tefreien Teilchens) eine Erhaltungsgröße:

Lµν =

�
0 −XT

X
0 L3 −L2

−L3 0 L1

L2 −L1 0

�
= (X,−L) , X ≡ E

c
x− pct .

Neben dem Drehimpuls ist also auch der Vektor X erhalten, was lediglich be-
deutet, dass das Teilchen sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt:

x =
c

E
X+ ut , u =

c2

E
p =

p

γum0
.

Für den Fall, dass das System N kräftefreie Teilchen enthält, ist der Gesamt-4-
Impuls der Materie (Index M) durch

pµM =

�EM
c
,pM

�
, pM =

NX
l=1

pl , EM =
NX
l=1

El , El =
È
p2
l c

2 +m2
0lc

4

und der Gesamtdrehimpuls-4-Tensor durch

LµνM = (XM,−LM) , XM =
NX
l=1

�El
c
xl − plct

�
, LM =

NX
l=1

Ll

gegeben. Die Erhaltungsgesetze lauten nun:

dpµM
dt

= 0 ,
dLµνM
dt

= 0 .



------------------------------------------------------------------------------------------ 3. KANONISCHER FORMALISMUS 49

Das Erhaltungsgesetz für XM kann nun aufgrund der Erhaltung der Gesamt-
energie auf die Form

1

EM

NX
l=1

Elxl =
c

EM
XM + uMt , uM =

c2

EM
pM

gebracht werden, die besagt, dass der Schwerpunkt des Gesamtsystems (linkes
Glied) sich mit der (konstanten) Geschwindigkeit uM bewegt. Im nicht-relati-
vistischen Limes erhält man die üblichen Formeln zurück.

Wie üblich sind die hier hergeleiteten Erhaltungsgesetze mit Invarianzen
der Wirkung verknüpft. Die Impulserhaltung folgt aus der Translationsinvari-
anz im Ortsraum und die Energieerhaltung aus der Translationsinvarianz in der
Zeit. Die Erhaltung des Drehimpuls-4-Tensors ist eine Konsequenz der Lorentz-
Invarianz. Zusammenfassend läßt sich also sagen, dass die hergeleiteten Erhal-
tungsgesetze die Invarianz der Wirkung des Systems unter Poincaré-Transforma-
tionen widerspiegeln.

3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagneti-
schen Feld

Wir versuchen nun, ein Wirkungsfunktional für die Ankopplung der Teilchen
an das elektromagnetische Feld zu konstruieren. Wir wissen bereits aus Ab-
schnitt [??], s. Gleichung (??), dass der Wechselwirkungsterm in der nicht-
relativistischen Wirkung die Form

SWW = q

t2Z
t1

dt [u ·A(x, t)− Φ(x, t)] (3.13)

hat. Andererseits ist es aufgrund unserer Erfahrungen mit kräftefreien Teil-
chen naheliegend, zu fordern, dass auch der Wechselwirkungsterm im Wirkungs-
funktional Lorentz-invariant sein soll. Interessanterweise ist die Wechselwirkung
SWW in (3.13) bereits Lorentz-invariant. Mit uµ = γu(1,−β) und Aµ = (Φ, cA)
folgt nämlich:

SWW = q

t2Z
t1

dt

γu
[γuβ · (cA)− γuΦ] = −q

c

2Z
1

ds uνA
ν .

Die Gesamtwirkung für das Wechselwirkungsproblem lautet also:

SM+WW =

2Z
1

ds
�
−m0c−

q

c
uνA

ν
�

=

t2Z
t1

dt

�
−m0c

2

q
1− u2

c2 + qu ·A− qΦ

�
, (3.14)

wobei (3.13) mit dem Planck’schen Wirkungsfunktional (3.4) für das kräftefreie
Teilchen kombiniert wurde. Der Integrand in (3.14) stellt die Lagrange-Funktion
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eines geladenen Teilchens in Wechselwirkung mit elektromagnetischen Feldern
dar.

Wir bestimmen zunächst die relevanten Ausdrücke für den kanonischen Im-
puls, die Energie und die Hamilton-Funktion. Der kanonische Impuls folgt aus
der Lagrange-Funktion in (3.14) als

p =
∂L

∂u
= γum0u+ qA = π + qA ,

wobei wir den kinetischen Impuls π ≡ p− qA = γum0u eingeführt haben. Die
entsprechenden 4-Vektoren sind durch

pµ = m0cu
µ +

q

c
Aµ = πµ +

q

c
Aµ , πµ ≡ pµ − q

c
Aµ = m0cu

µ (3.15)

gegeben. Die Hamilton-Funktion folgt in gewohnter Weise aus der Lagrange-
Funktion:

H = u · ∂L
∂u

− L

= u · (γum0u+ qA)−
�
−m0c

2

γu
+ qu ·A− qΦ

�
= γum0c

2

�
u2

c2
+

1

γ2u

�
+ qΦ = γum0c

2 + qΦ(x, t) , (3.16)

wobei allerdings (analog zum nicht-wechselwirkenden Fall) die Geschwindigkeit
u durch den kanonischen Impuls zu ersetzen ist:

H(x,p; t) =
È
π2c2 +m2

0c
4 + qΦ

=
È
(p− qA)

2
c2 +m2

0c
4 + qΦ . (3.17)

Ein Vergleich von (3.16) und (3.15) zeigt, dass die zeitliche Komponente p0 des
4-Impulses nun durch H/c gegeben ist, so dass pµ =

�
H
c ,p

�
gilt. Die Hamilton-

Funktion (3.16) oder (3.17) darf nun jedoch nicht als die Energie des Teilchens
interpretiert werden: Der erste Term im rechten Glied von (3.16) oder (3.17)
stellt zwar - wie im nicht-wechselwirkenden Fall - die kinetische Energie inklusive
der Ruheenergie dar, aber der zweite Term kann nicht als potentielle Energie
interpretiert werden (er ist nicht einmal eichinvariant). Wir folgern hieraus, dass
die Summe von kinetischer Energie und Ruheenergie nach wie vor durch

E(u) = γum0c
2 =

m0c
2È

1− u2/c2

gegeben ist, nun aber im Allgemeinen (wegen der Wechselwirkung mit dem
elektromagnetischen Feld) keine Erhaltungsgröße sein kann.

Wir betrachten noch einmal die Wirkung (3.14) in manifest kovarianter Form
und leiten die Bewegungsgleichung für ein relativistisches geladenes Teilchen im
elektromagnetischen Feld her. Mit Hilfe der Identität ds =

È
dxµdxµ erhalten
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wir aufgrund des Hamilton’schen Prinzips:

0 = δSM+WW = δ

2Z
1

(−m0c ds− q
cA

νdxν)

=

2Z
1

�
−m0c

dxµ

ds
d(δxµ)− q

cA
νd(δxν)− q

c (∂
µAν)(δxµ)dxν

�
= −(m0cu

µ + q
cA

µ)δxµ

���2
1

+

2Z
1

δxµ

�
m0c

d2xµ

ds2
+ q

c (∂
νAµ)

dxν
ds

− q
c (∂

µAν)
dxν
ds

�
ds . (3.18)

Man erhält die Bewegungsgleichung des geladenen Teilchens wie gewohnt durch
Minimierung von SM+WW bei festgehaltenen Endpunkten:

m0
d2xµ

dτ2
= m0c

2 d
2xµ

ds2
= quν(∂

µAν − ∂νAµ) = quνF
µν = Kµ .

Die Wirkung (3.14) beschreibt also tatsächlich die relativistische Dynamik eines
geladenen Teilchens unter der Einwirkung der Lorentz-Kraft. Führen wir wieder
die Funktion

Σ(x) = Sxx1
[xϕ]

ein, so erhalten wir aus (3.18) durch Ableiten nach dem 4-Ortsvektor:

pµ = − ∂Σ

∂xµ
= m0cu

µ + q
cA

µ = πµ + q
cA

µ .

Die Identität πµπµ = (m0c)
2uµuµ = (m0c)

2 liefert nun die relativistische Vari-
ante der Hamilton-Jacobi-Gleichung:

(m0c)
2 = (−πµ)(−πµ) = (∂µΣ+ q

cA
µ)(∂µΣ+ q

cAµ)

=
1

c2

�
∂Σ

∂t
+ qΦ

�2

− (∇Σ− qA)2 .

Man erhält die nicht-relativistische Variante dieser Gleichung wiederum durch
die Substitution Σ = −m0c

2t+ΣNR, wie in (3.12).
Die relativistische Bewegungsgleichung hat also die Form

m0
d2xµ

dτ2
= m0γu

d

dt
(cuµ) = γu

dπµ

dt
= Kµ = qγu(E · βu,E+ u×B) .

Mit πµ = m0cu
µ = γum0c(1,βu) folgt daher einerseits für den dreidimensiona-

len kinetischen Impuls:

dπ

dt
= q(E+ u×B) , π = γum0u (3.19)

und andererseits für die Energieänderung des Teilchens durch die Wechselwir-
kung mit dem elektromagnetischen Feld:

dE
dt

=
d

dt
(γum0c

2) =
d

dt
(π0c) = qE · u , (3.20)
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wobei das rechte Glied die Leistung darstellt, die das elektromagnetische Feld
am Teilchen verrichtet. Interessant ist noch, dass auch die relativistischen Be-
wegungsgleichungen (3.19) und (3.20) invariant sind unter Zeitumkehr , da in
diesem Fall (π, t, u, B) das Vorzeichen wechseln und q und E invariant sind.
Analog findet man, dass (3.19) und (3.20) invariant sind unter einer Raumspiege-
lung am Ursprung, wobei die Felder gemäß E → −E und B → B transformiert
werden.

Abgesehen von diesen diskreten Symmetrien weist die Theorie zwei konti-
nuierliche Symmetrien auf, denn abgesehen von der offensichtlichen Lorentz-
Invarianz der Wirkung liegt wiederum eine Eichinvarianz vor: Ersetzt man das
4-Potential Aµ durch (A′)µ ≡ Aµ + ∂µΛ, wobei Λ - wie wir gesehen haben -
unbedingt ein Lorentz-Skalar sein muss, damit der 4-Vektorcharakter von Aµ

erhalten bleibt, dann wird die Wirkung gemäß

S → S′ =

2Z
1

�
−m0c ds− q

cdxν(A
ν + ∂νΛ)

�
= S − q

c

2Z
1

(∂νΛ)dxν = S − q
c

2Z
1

dΛ = S − q
c [Λ(2)− Λ(1)]

transformiert. Man sieht also einerseits, dass sich bei einer Variation der Wir-
kung bei festgehaltenen Endpunkten nichts ändert: Die von S und S′ vorher-
gesagten physikalischen Bahnen sind identisch. Andererseits ist klar, dass die
Transformationseigenschaften der Wirkung sich nicht durch die Eichtransfor-
mation ändern: Die Wirkung S′ ist Lorentz-invariant, wenn S dies ist, da die
Funktion Λ in der Eichtransformation ein Lorentz-Skalar sein muss. Wir wei-
sen übrigens auf eine Subtilität im obigen Nachweis der Eichinvarianz hin, auf
die im nächsten Abschnitt näher eingegangen werden soll: Implizit wurde in
den verschiedenen Rechenschritten angenommen, dass die Ladung q des Teil-
chens zeitunabhängig und für alle möglichen Bahnen in der Wirkung gleich ist.
Obwohl diese Annahme bei der Beschreibung der Dynamik einzelner Teilchen
extrem plausibel oder gar trivial erscheint, ahnt man bereits hier einen tieferen
Zusammenhang zwischen den Konzepten der Eichinvarianz und der Ladungs-
erhaltung.

3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder
Wir betrachten das elektromagnetische Feld zunächst isoliert, d. h. nicht an die
Teilchen gekoppelt. Die klassische Beschreibung der Teilchen und die klassische
Beschreibung der Felder sind insofern wesentlich voneinander verschieden, als die
Koordinaten der Teilchen - auch wenn diese eine endliche Ausdehnung haben -
wohldefiniert sind, während die Felder sich prinzipiell über den ganzen Ortsraum
ausbreiten können. Jeder Punkt des Ortsraums trägt so zur Lagrange-Funktion
(und somit zur Wirkung) bei, und man erwartet daher ein Wirkungsfunktional
der Form:

SF =

t2Z
t1

dt LF(t) =

t2Z
t1

dt

Z
dx LF , (3.21)
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wobei die Lagrange-Dichte LF nun von den Feldern E(x, t) und B(x, t) oder -
äquivalent - vom 4-Potential Aµ(x) abhängt:

LF = L[Aµ, ∂νAµ] . (3.22)

Wegen der Homogenität der Raum-Zeit erwartet man nicht, dass LF explizit
von xµ abhängig ist. Die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen für die
klassische Feldtheorie (3.21) und (3.22) ist vollkommen analog zur Herleitung
der Lagrange-Gleichungen für ein materielles Teilchen2:

0 = δSF =

t2Z
t1

dt

Z
dx

�
∂LF

∂Aµ
δAµ +

∂LF

∂(∂νAµ)
∂ν(δAµ)

�
=

t2Z
t1

dt

Z
dx

�
∂LF

∂Aµ
− ∂ν

�
∂LF

∂(∂νAµ)

��
δAµ +

∂LF

∂(∂tAµ)
δAµ

�����t2
t1

. (3.23)

Bei der Variation der Wirkung sind die möglichen „Bahnen“ an den Endpunkten,
d. h. für t = t1 und t = t2, für alle x ∈ R3 festzuhalten:

δA(ct1,x) = 0 = δA(ct2,x) .

Der letzte Term in (3.23) ist daher Null, und das Integral im rechten Glied kann
nur dann für alle δAµ Null ergeben, wenn

∂LF

∂Aµ
− ∂ν

�
∂LF

∂(∂νAµ)

�
= 0 (3.24)

gilt. Dies sind - wie angekündigt - die Euler-Lagrange-Gleichungen für das 4-
Potential. Die Maxwell-Gleichungen sind alle linear in den ersten Ableitun-
gen der E- und B-Felder und somit linear in den zweiten Ableitungen des 4-
Potentials. Aus (3.24) folgt nun sofort, dass LF eine quadratische Funktion der
ersten Ableitungen von Aµ sein muss:

LF = aµν,ρσ(∂
µAν)(∂ρAσ) ,

wobei wir (o. B. d. A.) annehmen können, dass aµν,ρσ symmetrisch unter Vertau-
schung der Indexpaare (µν) und (ρσ) ist. Fordert man nun3, dass LF für alle Aµ
invariant ist unter einer Eichtransformation der Form Aµ → Ãµ ≡ Aµ + ∂µΛ:

0 = aµν,ρσ[(∂
µÃν)(∂ρÃσ)− (∂µAν)(∂ρAσ)]

= aµν,ρσ[(∂
µ∂νΛ)(∂ρAσ) + (∂µAν)(∂ρ∂σΛ) + (∂µ∂νΛ)(∂ρ∂σΛ)]

= aµν,ρσ[2(∂
µAν)(∂ρ∂σΛ) + (∂µ∂νΛ)(∂ρ∂σΛ)] ,

so sieht man, dass für alle (µν):

aµν,ρσ(∂
ρ∂σΛ) = 0 (3.25)

2Bei der partiellen Integration bezüglich der Ortsvariablen wird verwendet, dass die Rand-
terme nicht beitragen, da die Felder im Unendlichen Null sind.

3Die schwächere Forderung, dass sich die Lagrange-Funktion LF um eine vollständige Zeit-
ableitung ändern soll, führt nicht zu weiteren Lösungen, da die von der Eichtransformation
erzeugten Zusatzterme in LF im Allgemeinen nicht zu einer vollständigen Zeitableitung kom-
biniert werden können.
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gilt. Nun ist Λ jedoch ein beliebiger Lorentz-Skalar (abgesehen davon, dass er
die homogene Wellengleichung �Λ = 0 erfüllt), so dass alle Koeffizienten in der
partiellen Differentialgleichung (3.25) Null sein müssen, was die Antisymmetrie
von aµν,ρσ unter Vertauschung von ρ und σ erfordert: aµν,ρσ = −aµν,σρ 4. Es
folgt:

LF = 1
4aµν,ρσ(∂

µAν − ∂νAµ)(∂ρAσ − ∂σAρ)

= 1
4aµν,ρσF

µνF ρσ . (3.26)

Wir kommen somit zum wichtigen Schluss, dass LF wegen der Form der Maxwell-
Gleichungen und wegen der zu fordernden Eichinvarianz der Wirkung unbedingt
eine quadratische Funktion des Feldtensors (und somit von E und B) sein muss.

Fordert man schließlich noch die Lorentz-Invarianz der Wirkung, dann muss
wegen der Invarianz des Volumenelements:

dt dx → dt′ dx′ =

����det�∂x′ν∂xµ

����� dt dx = |det(Λ)| dt dx = dt dx

die Lagrange-Dichte LF Lorentz-invariant sein. Dies bedeutet, dass aµν,ρσ in
(3.26) ein echter Tensor unter Lorentz-Transformationen ist. Hierbei darf aµν,ρσ
jedoch nicht von den Koordinaten und Feldern abhängen und ist somit unabhän-
gig vom Koordinatensystem. Der einzige echte Tensor, der dieselbe Gestalt in
allen Inertialsystemen hat, ist jedoch der metrische Tensor gµν (oder äquivalent:
der Einheitstensor gµν), also muss aµν,ρσ aus metrischen Tensoren aufgebaut
sein. Wegen der Symmetrie muss nun für irgendeine Konstante ε:

aµν,ρσ = −1
2ε

����gµρ gµσ
gνρ gνσ

����
und somit

LF = − 1
8ε(gµρgνσ − gνρgµσ)F

µνF ρσ = − 1
4εF

µνFµν (3.27)

gelten. Wir zeigen im Folgenden, dass ε = ε0 erforderlich ist, um aus (3.27) die
inhomogenen Maxwell-Gleichungen herzuleiten.

Zur Herleitung der inhomogenen Maxwell-Gleichungen benötigt man natür-
lich auch die in SWW enthaltenen Teilchenfreiheitsgrade, die gerade die Ladungs-
und Stromdichten

ρ(x, t) =
NX
l=1

qlδ(x− xl(t)) , j(x, t) =
NX
l=1

qlẋl(t)δ(x− xl(t))

liefern. Es folgt für ein N -Teilchen-System:

LWW =
NX
l=1

ql[ẋl ·A(xl(t), t)− Φ(xl(t), t)]

=

Z
dx (j ·A− ρΦ) = − 1

c

Z
dx jµA

µ ,

4Weil aµν,ρσ symmetrisch unter Vertauschung von (µν) ↔ (ρσ) ist, muss aµν,ρσ auch
antisymmetrisch unter Vertauschung von µ ↔ ν sein. Außerdem ist zu beachten, dass die
symmetrische Lösung aµν,ρσ = agµνgρσ , die aufgrund von �Λ = 0 prinzipiell möglich ist,
aufgrund der Lorenz-Eichung physikalisch trivial und daher nicht akzeptabel ist:

LF = agµνgρσ(∂
µAν)(∂ρAσ) = a(∂νA

ν)(∂σA
σ) = 0.
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so dass SWW die Form

SWW =

t2Z
t1

dt

Z
dx LWW , LWW = −1

c jµA
µ (3.28)

hat. Insgesamt gilt also für den hier relevanten Fall, dass jµ(x) fest vorgegeben
ist:

SF+WW =

t2Z
t1

dt

Z
dx LF+WW , LF+WW = − 1

4εF
µνFµν − 1

c jµA
µ .

Die Euler-Lagrange-Gleichungen für Aµ lauten:

0 =
∂L
∂Aρ

− ∂σ
�

∂L
∂(∂σAρ)

�
= −1

c jρ −
�
−1

4ε
�
∂σ(2Fσρ − 2Fρσ)

= −1
c jρ + ε∂σFσρ

oder äquivalent:

∂σF
σρ =

1

εc
jρ .

Vergleichen wir dieses Ergebnis nun mit den inhomogenen Maxwell-Gleichungen
in kovarianter Form: ∂σFσρ = µ0cj

ρ = 1
ε0c
jρ, dann folgt sofort ε = ε0.

3.3.1 Eichinvarianz der Wirkung des Gesamtsystems
Wir untersuchen nun für das Gesamtsystem von Teilchen und Feldern, die mit-
einander wechselwirken, die Frage nach der Eichinvarianz der Theorie, womit
hier konkret gemeint sein soll: die Frage nach dem Transformationsverhalten
der Wirkung unter Eichtransformationen der Form Aµ → (A′)µ ≡ Aµ + ∂µΛ,
wobei Λ ein Lorentz-Skalar ist. Da die Lagrange-Funktion LM der Materie das
4-Potential nicht enthält und LF =

R
dx LF nur von Fµν und somit von den

(invarianten) physikalischen Feldern (E,B) abhängig ist, sind sowohl LM als
auch LF manifest eichinvariant. Zur Beantwortung der Frage nach der Eichin-
varianz der Theorie braucht man daher nur den Wechselwirkungsterm (3.27)
zu untersuchen. Die Lagrange-Funktion LWW =

R
dx LWW ändert sich bei der

Eichtransformation um einen Term

L′
WW − LWW = − 1

c

Z
dx jµ∂

µΛ = −1
c

Z
dx
�
∂0(j0Λ)− Λ(∂µjµ)

�
= 1

c

Z
dx Λ(∂µjµ)− 1

c2
d

dt

Z
dx j0Λ ,

(3.29)

und folglich ändert sich die Wirkung gemäß

S′ − S =

Z t2

t1

dt (L′
WW − LWW)

= 1
c

Z t2

t1

dt

Z
dx Λ(∂µjµ) + Konstante ,

(3.30)

wobei die (wirkungslose) Konstante von der vollständigen Zeitableitung im rech-
ten Glied von (3.29) herrührt. Wir stellen somit fest:
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1. Falls man in der Wirkung nur Bahnen (jµ, Aµ) zulässt, die Ladungserhal-
tung (∂µjµ = 0) erfüllen, dann ändert sich die Wirkung unter Eichtrans-
formationen nur um eine Konstante und ist die Theorie in diesem Sinne
eichinvariant. Hierbei soll die Ladungserhaltung also mittels einer zusätz-
lichen Zwangsbedingung in der Theorie mitberücksichtigt werden.5

Besonders interessant ist nun, dass man diese Feststellung auch umkehren kann:
Falls man von der Wirkung nicht nur Stationarität (δS′ = 0) bezüglich Varia-
tionen (δjµ, δAµ) der Bahn sondern auch Eichinvarianz fordert:

δS′ = 0 ,
δS′

δΛ(x)
= 0 (ct1 < x0 < ct2) ,

so folgt die Ladungserhaltung (∂µjµ = 0) automatisch als zusätzliche Bewe-
gungsgleichung. Wir stellen somit zweitens fest:

2. Die Forderung nach der Eichinvarianz der Wirkung impliziert das Gesetz
der Ladungserhaltung für alle möglichen im Wirkungsfunktional erlaubten
Variationen der physikalischen Bahn.

In diesem Sinne sind die Konzepte der Eichinvarianz und Ladungserhaltung der
Theorie äquivalent.

3.3.2 Zusammenfassung
Insgesamt hat die Wirkung eines Systems N geladener Teilchen in Wechselwir-
kung mit dem elektromagnetischen Feld also die Form

S =

t2Z
t1

dt L , L = LM +

Z
dx (LF + LWW) (3.31)

mit

LM = −
NX
l=1

m0lc
2

Ê
1−

�
ẋl
c

�2

, LF = −1
4ε0F

µνFµν , LWW = −1
c jµA

µ .

Die Bewegungsgleichungen, d. h. die Lorentz’sche Bewegungsgleichung für die
Teilchen6 und die inhomogenen Maxwell-Gleichungen für die Felder7, folgen al-
le aus dem Hamilton’schen Prinzip δS = 0. Die klassische Feldtheorie (3.31) ist
Lorentz-invariant und im Sinne von Abschnitt [3.3.1] eichinvariant und erfüllt
somit alle Bedingungen, die man an eine Theorie des Elektromagnetismus stel-
len sollte. Aus theoretischer Sicht ist die einheitliche Beschreibung (3.31) von
Teilchen und Feldern einer der Höhepunkte dieser Vorlesung.

5Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass Ladungserhaltung bisher nur als Eigenschaft der
physikalischen Bahn des Systems (d. h. der Lösung der Maxwell-Gleichungen) nachgewiesen
wurde und a priori nicht notwendigerweise für allgemeine Bahnen (jµ, Aµ) im Wirkungsfunk-
tional gelten muss.

6Bei der Herleitung der Lorentz’schen Bewegungsgleichung ist es zweckmäßig, die diskrete
Form LWW der Lagrange-Funktion für die Wechselwirkung zu verwenden; die Kontinuums-
beschreibung mit Hilfe der Lagrange-Dichte LWW ist vorteilhaft bei der Herleitung der in-
homogenen Maxwell-Gleichungen. Natürlich ist auch das Caveat in Abschnitt 4.3 über die in
der Theorie auftretenden Divergenzen zu beachten.

7Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind trivialerweise erfüllt, da das elektromagnetische
Feld mit Hilfe des 4-Potentials beschrieben wird.
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3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes
Aufgrund des vorigen Abschnitts ist klar, dass das elektromagnetische Feld ge-
wisse Invarianten aufweist, d. h. durch physikalische Größen gekennzeichnet
ist, die sich unter Lorentz-Transformationen nicht ändern. Solche Invarianten
sind natürlich von größter Bedeutung, da es sich hierbei um Eigenschaften des
elektromagnetischen Feldes handelt, die für alle möglichen Beobachter in allen
möglichen Inertialsystemen quantitativ gleich sind.

Eine mögliche Invariante, die wir bereits kennen gelernt haben (s. Gleichung
(3.27)) ist die Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes:

FµνFµν = F 0iF0i + F i0Fi0 + F ijFij

= (−Ei)Ei + Ei(−Ei) + (−εijkcBk)(−εijlcBl)
= 2c2δklBkBl − 2E2 = −2[E2 − (cB)2] .

Eine andere Invariante wäre:

Fµν F̃µν = F 0iF̃0i + F i0F̃i0 + F ijF̃ij

= (−Ei)cBi + Ei(−cBi) + (−εijkcBk)(εijlEl)
= −2E · (cB)− 2δkl(cBk)El = −4E · (cB) .

Eine dritte naheliegende Möglichkeit:

F̃µν F̃µν = 1
2ε
µνρσFρσF̃µν = Fρσ

�
1
2ε
ρσµν F̃µν

�
= Fρσ

˜̃F ρσ = −FρσF ρσ = 2[E2 − (cB)2]

liefert keine neue Information. Wir schließen hieraus, dass

I1 ≡ E2 − (cB)2 und I2 ≡ E · (cB) (3.32)

invariant sind unter eigentlichen, orthochronen Lorentz-Transformationen
Λ ∈ L↑

+. Hierbei ist zu beachten, dass I1 ein echter Skalar ist, d. h. auch invari-
ant ist unter der vollen Lorentz-Gruppe L, während I2 das Vorzeichen wechselt
unter Raumspiegelungen und somit einen Pseudoskalar darstellt. Außerdem ist
zu beachten, dass die beiden Invarianten lokal definiert sind:

I ′1(x
′, t′) = I1(x, t) , I ′2(x

′, t′) = I2(x, t) ,

so dass tatsächlich ein 4-fach unendlicher Satz von Lorentz-invarianten Mess-
größen vorliegt. Insbesondere folgt aus der Invarianz von (3.32), dass in allen
Inertialsystemen an einem bestimmten Raum-Zeit-Punkt E > cB (oder E < cB
oder E = cB) gilt, falls dies in irgendeinem Inertialsystem gilt, und analog, dass
die E- und B-Felder in allen Inertialsystemen an einem bestimmten Raum-Zeit-
Punkt orthogonal sind, falls dies in irgendeinem Inertialsystem gilt.

Man kann sich nun fragen, ob es neben I1 und I2 noch andere Invarianten der
Felder unter L↑

+-Transformationen gibt. Die Antwort auf diese Frage ist negativ:
I1 und I2 sind die einzigen Invarianten. Dies sieht man z. B. daran, dass sich
das Transformationsverhalten des Feldtensors Fµν unter L↑

+-Transformationen
(s. Gleichung (2.12)):

(F ′)µν = ΛµρΛ
ν
σF

ρσ , Λµν = e−iα·L−ϕ·M (3.33)
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auch als komplexe Drehung des dreidimensionalen komplexen Vektors F ≡ E+
icB darstellen lässt:

F′ = R(α− iϕ)F . (3.34)

Die Äquivalenz von (3.33) und (3.34) lässt sich für infinitesimale Drehungen sehr
einfach nachweisen. Wegen der Lie-Gruppenstruktur von L↑

+ gilt (3.34) dann
auch für endliche komplexe Drehungen. Für reelle Drehungen R(α) = e−iα·ℓ

reeller Vektoren ist bekannt, dass die einzige Invariante das Längenquadrat
eines Vektors ist. Im Falle komplexer Drehungen komplexer Vektoren ändert
sich dies nicht:

F′ · F′ = (RF) · (RF) = F · (RTRF) = F · F .

Da das Längenquadrat von F = E+ icB gerade durch

F2 = F · F = [E2 − (cB)2] + 2iE · (cB) = I1 + 2iI2

gegeben ist, sind I1 = Re(F2) und I2 = 1
2 Im(F2) offenbar die einzigen Invari-

anten des Feldes.
Falls F2 = 0 gilt, sind die E- und cB-Felder betragsmäßig gleich, E = cB,

und stehen orthogonal aufeinander, E · (cB) = 0. Alternativ folgt für F2 ̸= 0,
dass die Felder in der Form

F = F f̂ (f̂ · f̂ = 1 , F ∈ C)

darstellbar sind. Der Einheitsvektor f̂ kann nun mittels einer komplexen Dre-
hung R auf einen beliebigen reellen Einheitsvektor ê abgebildet werden. Es
folgt:

E′ + icB′ = F′ = RF = FRf̂ = F ê ,

so dass die Felder E′ = Re(F )ê und cB′ = Im(F )ê im neuen Inertialsystem
parallel sind. Die parallele Ausrichtung der Felder kann also (außer für F2 =
0) immer mit Hilfe einer geeigneten Lorentz-Transformation realisiert werden.
Die komplexe Rotation mit Rf̂ = ê kann auch leicht geometrisch interpretiert
werden (siehe Abbildung 3.1 auf der nächsten Seite). Schreiben wir f̂ = fR + ifI

fRfI ê1

ê2

ê3 �
Abbildung 3.1: Geometrische Darstellung des komplexen Einheitsvektors f̂
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mit fI ∈ R3, dann folgt aus der Bedingung

f̂ · f̂ = (f2R − f2I ) + 2ifR · fI = 1 ,

dass die beiden reellen Vektoren fR und fI senkrecht aufeinander stehen und
dass der Realteil fR bei fest vorgegebenem Imaginärteil fI ̸= 0 auf einem Kreis
mit Radius |fR| =

È
1 + f2I liegt. Falls f̂ bereits reell ist, so dass fI = 0 gilt, dann

liegt fR auf der Einheitskugel. Insgesamt durchläuft f̂ also eine vierdimensionale
Menge. Es sei nun ein komplexer Vektor f̂ mit fI ̸= 0 gegeben. Wir wählen die
Koordinatenachsen so, dass fR = x1ê1 und fI = x2ê2 gilt. Man überprüft leicht,
dass die komplexe Rotation R(−iϕ) mit ϕ = artanh

�
x2

x1

�
ê3 den Vektor f̂ auf

den reellen Einheitsvektor ê = ê1 abbildet. Nach der komplexen Rotation (oder
äquivalent: nach der Lorentz-Transformation) zeigen die Felder E′ und B′ in
diesem Beispiel also in die ê1-Richtung.

3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen
Feldes

Man erwartet physikalisch, dass der Gesamtimpuls und die Gesamtenergie des
Systems wechselwirkender Teilchen und Felder erhalten sind. Unser Verständnis
der Energie und des Impulses der Teilchen ist mittlerweile recht gut: Aus Ab-
schnitt [3.2] (s. Gleichungen (3.19) und (3.20)) wissen wir, dass sich die Energie
(d. h. die Summe der kinetischen Energie und der Ruheenergie) eines Teilchens
gemäß

dE
dt

= qE(x, t) · u , E = γum0c
2

ändert, wobei das rechte Glied offensichtlich die vom Feld am Teilchen verrich-
tete Leistung darstellt. Außerdem wissen wir, dass der kinetische Impuls die
Bewegungsgleichung

dπ

dt
= q[E(x, t) + u×B(x, t)] , π = γum0u

erfüllt, die einfach besagt, dass die auf das Teilchen wirkende Kraft die Lorentz-
Kraft ist. Da man normalerweise ein elektromagnetisches Feld in Wechselwir-
kung mit vielen geladenen Teilchen betrachtet, benötigen wir eine Verallge-
meinerung der obigen Gleichungen, die auch für Vielteilchensysteme gültig ist.
Hierzu betrachten wir N materielle Teilchen (mit Ladungen ql und Ruhemassen
m0l) in einem elektromagnetischen Feld im dreidimensionalen Raum. Energie
und Impuls dieser Materie erfüllen die Gleichungen:

dEM

dt
=

NX
l=1

qlE(xl, t) · ul , EM =
NX
l=1

El , El = γul
m0lc

2

und

dπM

dt
=

NX
l=1

ql[E(xl, t)+ul×B(xl, t)] , πM =
NX
l=1

πl , πl = γul
m0lul ,
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die sich mit Hilfe der üblichen Definitionen der Strom- und Ladungsdichten,

ρ(x, t) =
NX
l=1

qlδ(x− xl) , j(x, t) =
NX
l=1

qlulδ(x− xl) ,

auch als
dEM

dt
=

Z
R3

dx E · j

und
dπM

dt
=

Z
R3

dx fLor , fLor = ρE+ j×B

schreiben lassen. Hierbei ist E · j die Dichte der vom Feld am Teilchen ver-
richteten Leistung und fLor analog die Lorentz-Kraftdichte. In einem endlichen
Raumbereich D ⊂ R3, der ND ≤ N Teilchen enthält, folgt analog für die Energie
EM,D und den Impuls πM,D der ND Teilchen:

dEM,D

dt
=

Z
D
dx E · j ,

dπM,D

dt
=

Z
D
dx fLor .

Hierbei sollte der Raumbereich D so gewählt werden, dass sich keine Teilchen
genau auf dem Rand ∂D befinden, da in diesem Fall die Integration über die
in ρ und j enthaltenen Deltafunktionen nicht definiert ist. Dies bedeutet phy-
sikalisch, dass man bei Betrachtungen der Energie- und Impulsbilanzen genaue
Information über die Zahl

ND =

Z
D
dx

NX
l=1

δ(x− xl)

der am Energie- bzw. Impulsaustausch beteiligten Teilchen benötigt.
Aufgrund des Energieerhaltungsgesetzes erwartet man, dass die LeistungR

dx E · j dem Felde verloren geht, so dass die zeitliche Ableitung der Energie-
dichte des Feldes einen Term −E · j enthalten sollte. Wir schreiben diesen Term
daher um mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen und der Identität ∇ · (a × b) =
b · (∇ × a)− a · (∇ × b): 8

−E · j = −E ·
�

1

µ0
∇×B− ε0

∂E

∂t

�
= ∇ ·

�
E×B

µ0

�
− 1

µ0
B · (∇×E) + ε0E · ∂E

∂t

= ∇ · S+
1

µ0
B · ∂B

∂t
+ ε0E · ∂E

∂t

= ∇ · S+
∂ρE
∂t

, (3.35)

8Diese Identität kann wie folgt bewiesen werden:

∇ · (a× b) = εijk∂i(ajbk) = εijk(aj∂ibk + bk∂iaj)

= −εjikaj∂ibk + εkijbk∂iaj = b · (∇× a)− a · (∇× b) .
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wobei wir die Energiedichte

ρE = 1
2ε0(E

2 + c2B2)

und den Vektor

S ≡ 1

µ0
E×B ,

der als Poynting-Vektor bezeichnet wird, eingeführt haben. Die Interpretation
von (3.35) ist offensichtlich: Die Energiedichte ρE des Feldes kann sich an einem
fest vorgegebenen Punkt im Ortsraum entweder durch Wechselwirkung mit der
Materie oder durch das Auftreten von Energieströmen zeitlich ändern. Dement-
sprechend ist der Poynting-Vektor auch eindeutig als die Energiestromdichte zu
identifizieren. Mit Hilfe des Gauß’schen Satzes erhält man eine Integraldarstel-
lung von (3.35):

dEM,D

dt
=

Z
D

dx E · j = −
Z
D

dx

�
∇ · S+

∂ρE
∂t

�
,

oder äquivalent9:

d

dt

�
EM,D +

Z
D

dx ρE

�
= −

Z
∂D

dF · S .

Die Summe der Energien von Teilchen und Feldern im Raumbereich D kann
sich also nur dadurch ändern, dass Energieströme durch die Oberfläche dieses
Raumbereichs auftreten.10 Umfasst der Raumbereich D den ganzen Ortsraum,
dann ist das Oberflächenintegral im rechten Glied Null und die obige Gleichung
drückt die Erhaltung der Gesamtenergie des Systems aus:

d

dt

�
EM,R3 +

Z
R3

dx ρE

�
= 0 .

Dieses Energieerhaltungsgesetz wird auch als Poynting-Theorem bezeichnet.
Analog erwarten wir aufgrund der Impulserhaltung, dass das Feld im Raum-

bereich D pro Zeiteinheit den Impuls
R
dx fLor(x, t) an die Materie abgibt, so

dass die zeitliche Ableitung der Impulsdichte des Feldes einen Term −fLor ent-
halten sollte. Wir schreiben diesen Term mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen
um:

−fLor = −(ρE+ j×B) = −ε0(∇ ·E)E−
�

1

µ0
∇×B− ε0

∂E

∂t

�
×B

= ε0[−(∇ ·E)E− c2(∇×B)×B] + ε0

�
∂

∂t
(E×B)−E× ∂B

∂t

�
= ε0[−(∇ ·E)E+E× (∇×E)

−c2(∇ ·B)B+ c2B× (∇×B)] +
1

c2
∂S

∂t
,

9Hierbei bezeichnet dF im Oberflächenintegral das Flächenelement.
10In diesem Argument wird explizit angenommen, dass während der „Messperiode“ keine

Teilchen die Oberfläche ∂D durchqueren.
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verwenden die Identität a× (∇× a) = 1
2∇(a2)− (a ·∇)a und erhalten:

−(fLor)j =
1

c2
∂Sj
∂t

+ ε0[−Ej∂iEi − c2Bj∂iBi − Ei∂iEj − c2Bi∂iBj

+ 1
2∂j(E

2 + c2B2)]

=
1

c2
∂Sj
∂t

+ ε0∂i[−EiEj −BiBj +
1
2δij(E

2 + c2B2)] . (3.36)

Führen wir also die dreidimensionale Matrix

TMw
ij ≡ ε0[EiEj + c2BiBj − 1

2δij(E
2 + c2B2)]

und die Notation (∇ · TMw)j ≡ ∂iT
Mw
ij ein, dann lässt sich (3.36) auch als

−fLor =
1

c2
∂S

∂t
+∇ · (−TMw) (3.37)

schreiben. Wir erhalten insgesamt:

dπM,D

dt
=

Z
D

dx fLor = −
Z
D

dx

�
1

c2
∂S

∂t
+∇ · (−TMw)

�
bzw.

d

dt

24πM,D +

Z
D

dx

�
1

c2
S

�35 = −
Z
D

dx ∇·(−TMw) = −
Z
∂D

dF·(−TMw) . (3.38)

Die Interpretation dieser Gleichungen ist wiederum klar: In Gleichung (3.37)
stellt 1

c2S die Impulsdichte und −TMw die Impulsstromdichte dar. Gleichung
(3.38) besagt, dass sich der Gesamtimpuls der Teilchen und Felder im Raumbe-
reich D lediglich durch Feldimpulsströme durch die Oberfläche dieses Raumbe-
reichs ändern kann.11 Die Matrix TMw wird als der Maxwell’sche Spannungs-
tensor bezeichnet. Umfasst der Raumbereich D den ganzen Ortsraum, so ist das
rechte Glied von (3.38) Null und diese Gleichung reduziert sich auf die einfache
Form

d

dt

24πM,R3 +

Z
R3

dx

�
1

c2
S

�35 = 0 ,

die die Erhaltung des Gesamtimpulses des Systems ausdrückt.
Wir versuchen nun, eine 4-Darstellung der Bilanzgleichungen (3.35) und

(3.37) für die Energie bzw. den Impuls zu konstruieren. Die linken Glieder bilden
zusammen die Komponenten eines 4-Vektors, die 4-Lorentz-Kraftdichte:

fµ ≡ 1
cF

µνjν = 1
c (F

µ0j0 + Fµkjk)

= 1
c ((−Ek)(−jk) , Eicρ+ (−cεiklBl)(−jk))

=
�
1
cE · j , ρE+ j×B

�
=
�
1
cE · j , fLor

�
.

11Auch in diesem Argument wird explizit vorausgesetzt, dass während der „Messperiode“
keine Teilchen von außen oder innen die Oberfläche ∂D durchqueren.
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Da E · j im linken Glied von (3.35) also kein Skalar, sondern die nullte Kompo-
nente eines 4-Vektors ist, kann das rechte Glied von (3.35) nicht als 4-Divergenz
eines 4-Vektors (ρE ,

1
cS) interpretiert werden. Wir lernen hieraus, dass ρE und

1
cS zusammen mit dem Maxwell’schen Spannungstensor die Komponenten eines
symmetrischen 4-Tensors zweiter Stufe bilden! Durch Kombination von (3.35)
und (3.37) erhalten wir:

−fµ = ∂νT
µν = ∂νT

νµ , Tµν =

�
ρE

1
cS

T

1
cS −TMw

�
. (3.39)

Interessanterweise bestimmt der Poynting-Vektor S sowohl die Energiestrom-
dichte als auch die Impulsdichte des Feldes. Es ist recht einfach, eine manifest
kovariante Form für Tµν zu finden:

Tµν = −ε0FµρF νρ − gµνLF = ε0(−FµρF νρ + 1
4g
µνF ρσFρσ) , (3.40)

denn dieser Tensor ist auf jeden Fall symmetrisch und hat als zeitlich-zeitliche
Komponente:

T 00 = ε0[−F 0iF 0
i +

1
4 (−2)(E2 − c2B2)]

= ε0[−(−Ei)Ei − 1
2E

2 + 1
2c

2B2] = 1
2ε0(E

2 + c2B2) = ρE ,

als räumlich-zeitliche Komponenten:

T i0 = −ε0F iρF 0
ρ = −ε0F ijF 0

j = −ε0(−cεijkBk)Ej =
1

µ0c
(E×B)i =

1
cSi

und als räumlich-räumliche Komponenten:

T ij = ε0[−F iρF jρ − (−1
2 )δij(E

2 − c2B2)]

= ε0[−F i0F j0 − F ikF jk +
1
2δij(E

2 − c2B2)]

= ε0[−EiEj − (−cεiklBl)(cεjkmBm) + 1
2δij(E

2 − c2B2)]

= ε0[−EiEj + c2(δijδlm − δimδjl)BlBm + 1
2δij(E

2 − c2B2)]

= ε0[−EiEj − c2BiBj +
1
2δij(E

2 + c2B2)]

= (−TMw)ij .

Der Tensor Tµν in (3.39) und (3.40) wird als (symmetrischer) Spannungstensor
oder auch als Energie-Impuls-Tensor bezeichnet; er enthält alle Informationen
über die Energiedichte, die Energiestromdichte, die Impulsdichte und die Im-
pulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes. Aus

Tµµ = gµνT
µν = ε0(−FµρFµρ + 1

4gµνg
µνF ρσFρσ) = 0

folgt noch, dass der Tensor Tµν spurlos ist.
Koppelt man nun das elektromagnetische Feld von den Teilchen ab, so dass

in (3.39) fµ = 0 ist, dann gilt das Erhaltungsgesetz

0 = ∂νT
µν = ∂νT

νµ , (3.41)

das alternativ durch die Kontinuitätsgleichungen

0 =
∂ρE
∂t

+∇ · S , 0 =
1

c2
∂S

∂t
+∇ · (−TMw)
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oder (nach einer Integration über den Ortsraum) durch

0 =
d

dt

Z
dx Tµ0 =

d

dt

Z
dx T 0µ , d. h. 0 =

d

dt

Z
dx ρE , 0 =

d

dt

Z
dx S

ausgedrückt werden kann. Ähnlich wie für materielle Teilchen ist das Energie-
Impuls-Erhaltungsgesetz auch für das elektromagnetische Feld nicht das einzige
Erhaltungsgesetz. Analog zur Form LµνM = xµpν − xνpµ des Drehimpulstensors
für materielle Teilchen konstruieren wir nun den Tensor

LµνρF ≡ 1
c (x

µT νρ − xνTµρ)

der Drehimpulsdichte des elektromagnetischen Feldes und finden wegen der
Symmetrie von Tµν :

∂ρ(L
µνρ
F ) = 1

c [(∂ρx
µ)T νρ + xµ(∂ρT

νρ)− (∂ρx
ν)Tµρ − xν(∂ρT

µρ)]

= 1
c (δ

µ
ρT

νρ − δνρT
µρ) = 1

c (T
νµ − Tµν) = 0 .

Nach einer Integration über den Ortsraum erhält man das Erhaltungsgesetz:

dLµνF
dt

= 0 , LµνF ≡
Z
dx Lµν0F

für den 4-Drehimpulstensor des elektromagnetischen Feldes. Wir erläutern die
einzelnen Komponenten von LµνF : Erstens, da LµνF offensichtlich antisymmetrisch
ist, gilt LµµF = 0, also insbesondere L00

F = 0. Des Weiteren finden wir für die
räumlich-räumlichen Komponenten von LµνF :

LijF =
1

c

Z
dx (xiT j0 − xjT i0) =

Z
dx

�
xi

�
1

c2
Sj

�
− xj

�
1

c2
Si

��
= εijk

Z
dx

�
x×

�
1

c2
S

��
k

= εijk(LF)k ,

wobei wir den dreidimensionalen Drehimpulsvektor des elektromagnetischen Fel-
des,

LF ≡
Z
dx x×

�
1

c2
S

�
,

eingeführt haben. Die räumlich-zeitlichen Komponenten von LµνF sind schließlich
durch

Li0F =
1

c

Z
dx (xiT 00 − x0T i0) =

1

c

Z
dx (xiρE − tSi)

gegeben. Führen wir noch ein: EF ≡
R
dx ρE , PF ≡

R
dx

�
1
c2S
�

und ⟨x⟩ ≡
1
EF

R
dx xρE , dann folgt:

Li0F =

Z
dx Li00F =

�EF
c
⟨x⟩ − ctPF

�
i

≡ XFi ,

so dass der antisymmetrische Tensor LµνF durch den echten Vektor XF und
den Pseudovektor LF charakterisiert werden kann: LµνF = (XF,−LF). Das Er-
haltungsgesetz für Li0F bzw. für den Vektor XF besagt physikalisch, dass der
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Schwerpunkt ⟨x⟩ des freien elektromagnetischen Feldes sich mit der konstanten
Geschwindigkeit uF ≡ c2PF/EF bewegt.

Auch für die materiellen Teilchen kann man einen Energie-Impuls-Tensor
einführen:

Θµν ≡
NX
l=1

m0lc
2(ul)

µ(ul)
ν 1

γul

δ(x− xl) , uµ = γu(1,β) .

Die explizite Form der Matrixelemente von Θµν zeigt klar, dass der Energie-
Impuls-Tensor der Materie die gleiche Stuktur wie derjenige des elektromagne-
tischen Feldes hat. Man erhält z. B. für die zeitlich-zeitliche Komponente:

Θ00 =
NX
l=1

γul
m0lc2δ(x− xl) =

NX
l=1

Elδ(x− xl) (Energiedichte) ,

für die zeitlich-räumlichen und räumlich-zeitlichen Komponenten (die aufgrund
der Symmetrie von Θµν gleich sind):�

Θ01

Θ02

Θ03

�
=

1

c

NX
l=1

Elulδ(x− xl) ≡ 1
cSM =

NX
l=1

cπlδ(x− xl) =

�
Θ10

Θ20

Θ30

�
und für die räumlich-räumlichen Komponenten:

Θij =
NX
l=1

γul
m0lc2βliβljδ(x− xl) =

1
2

NX
l=1

(ulπ
T
l + πlu

T
l )ijδ(x− xl) .

Hierbei ist SM mit dem Poynting-Vektor des elektromagnetischen Feldes und
−Θij mit dem Maxwell’schen Spannungstensor zu vergleichen. Nun gilt:Z

D

dx (∂νΘ
0ν) =

1

c

d

dt

Z
D

dx Θ00 =
1

c

d

dt

X
{xl∈D}

γul
m0lc

2 =
1

c

dEM,D
dt

und Z
D

dx (∂νΘ
iν) =

1

c

d

dt

Z
D

dx Θi0 =
d

dt

X
{xl∈D}

γul
m0l(ul)i =

�
dπM,D

dt

�
i

,

so dass die Bilanzgleichungen

1

c

dEM,D
dt

=
1

c

Z
D

dx E · j = −
Z
D

dx (∂νT
0ν)

�
dπM,D

dt

�
i

=

Z
D

dx (fLor)i = −
Z
D

dx (∂νT
iν)

für alle möglichen Integrationsbereiche D auch alsZ
D

dx (∂νT µν) = 0 , T µν ≡ Θµν + Tµν
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geschrieben werden können. Wir folgern, dass ∂νT µν = 0 gilt, und interpretieren
Θµν daher als Energie-Impuls-Tensor der Materie und T µν als den Gesamt-
Energie-Impuls-Tensor des Systems. Da Tµν spurlos ist (Tµµ = 0), gilt

T µ
µ = Θµµ =

NX
l=1

m0lc
2(ul)

µ(ul)µ
1

γul

δ(x− xl)

=
NX
l=1

m0lc
2

É
1−

�
ul

c

�2
δ(x− xl) (3.42)

für die Spur des Tensors T .

3.5.1 Drehimpulserhaltung
Wir zeigen nun, dass die Divergenzfreiheit (∂νT µν = 0) des Energie-Impuls-
Tensors T µν die Erhaltung des Drehimpulses des Gesamtsystems von Teilchen
und Feldern impliziert. Die Drehimpulsdichte Lµνρ des Gesamtsystems wird
hierbei (analog zur Konstruktion von LµνρF aus Tµν) als

Lµνρ ≡ 1
c (x

µT νρ − xνT µρ)

definiert. Analog zum Beweis der Identität ∂ρL
µνρ
F = 0 (s. oben) folgt nun aus

der Divergenzfreiheit von T µν die Identität:

∂ρLµνρ = 0 ,

und hieraus folgt sofort das Erhaltungsgesetz

dLµν

dt
= 0 , Lµν ≡

Z
dx Lµν0 ,

das als das Drehimpulserhaltungsgesetz des Gesamtsystems von Teilchen und
Feldern interpretiert werden kann. Diese Interpretation folgt nämlich sofort aus

Lµν = LµνF + LµνM ,

denn die Beiträge des Materientensors Θµν zu Lµν haben genau die Form
LµνM = (XM,−LM) des in Abschnitt [3.1] eingeführten Drehimpuls-4-Tensors
der Materie. Dies sieht man durch explizite Berechnung der Elemente des Ten-
sors LµµM :

LµµM = 0 , insbesondere: L00
M = 0

Li0M =

Z
dx 1

c (x
iΘ00 − ctΘi0) =

1

c

NX
l=1

γul
m0lc2(xli − ctβli)

=
NX
l=1

�El
c
xl − πlct

�
i

= (XM)i

LijM =

Z
dx 1

c (x
iΘj0 − xjΘi0) =

1

c

NX
l=1

γul
m0lc2(xliβlj − xljβli)

=
NX
l=1

(xliπlj − xljπli) ⇒ LM =
NX
l=1

(xlπ
T
l − πlx

T
l )
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Ein Vergleich mit den früheren Ergebnissen für den Drehimpuls-4-Tensor der
Materie zeigt nun, dass in der TatZ

dx 1
c (x

µΘν0 − xνΘµ0) = LµνM = (XM,−LM)

gilt.

3.5.2 Der Virialsatz
Das Ergebnis (3.42) kann dazu verwendet werden, den Virialsatz für relativisti-
sche Materie in Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld zu beweisen.
Der Virialsatz gilt für abgeschlossene Systeme, in unserem Fall also für ein Feld
und für Teilchen, die in einem begrenzten Raumbereich eingesperrt sind. Man
denke hierbei z. B. an einen Hohlraum mit spiegelnden Wänden. Für ein solches
abgeschlossenes System liefert die Zeitmittelung,

A(t) ≡ lim
T→∞

1

T

TZ
0

dt A(t) ,

angewandt auf die Gleichung ∂νT iν = 0:

0 = ∂0T
i0
+ ∂jT

ij
= lim
T→∞

1

T

TZ
0

dt (∂0T i0) + ∂jT i

j

= lim
T→∞

T i0(T )− T i0(0)

cT
+ ∂jT i

j = ∂jT i

j .

Multiplikation mit xi, Summation über den räumlichen Index i und Integration
über den ganzen Ortsraum liefern:

0 =

Z
dx xi∂

jT i

j = −
Z
dx δjiT

i

j = −
Z
dx T i

i

=

Z
dx T 0

0 −
Z
dx T µ

µ = E −
NX
l=1

m0lc
2

É
1−

�
ul

c

�2
,

wobei E die Gesamtenergie des Systems darstellt. Zieht man die Ruheenergie
der Teilchen von E ab, so erhält man die Summe der kinetischen Energie der
Materie und der Feldenergie:

E −
NX
l=1

m0lc
2 =

NX
l=1

m0lc
2

" É
1−

�
ul

c

�2
− 1

#
.

Im nicht-relativistischen Limes reduziert sich dieses Ergebnis auf die Form

ENR = −
NX
l=1

1
2m0l(ul)2 = −Ekin .

Führt man die potentielle Energie der Teilchen als Epot ≡ ENR − Ekin ein, so
findet man Epot = −2Ekin = 2ENR. Dies ist genau dasselbe Ergebnis, das man
im nicht-relativistischen Limes für Teilchen erhält, die gemäß einem −|x12|−1-
Potential miteinander wechselwirken, also insbesondere für das Coulomb-Poten-
tial.



Kapitel4
Die Dynamik der Teilchen

Nachdem wir im letzten und vorletzten Kapitel die Theorie wechselwirkender ge-
ladener Teilchen und elektromagnetischer Felder entwickelt haben, wenden wir
die Theorie nun auf typische Wechselwirkungsprobleme an. Das volle Problem,
in dem die Dynamik der Teilchen und Felder gleichzeitig bestimmt wird, ist
nach wie vor kompliziert. Bevor wir auf die volle Dynamik (inklusive der Rück-
kopplungseffekte der von den Feldern erzeugten Ströme auf die Felder selbst) zu
sprechen kommen, untersuchen wir zunächst die Dynamik relativistischer Teil-
chen in einfachen (fest vorgegebenen) Feldkonfigurationen und dann (in späteren
Kapiteln) die Dynamik der Felder. Wir fangen an mit der Bewegung geladener
Teilchen in räumlich homogenen, zeitunabhängigen elektrischen und magneti-
schen Feldern.

4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und
B-Felder

Für den Spezialfall räumlich und zeitlich konstanter elektromagnetischer Felder
folgt aus unserer Untersuchung möglicher Invarianten des elektromagnetischen
Feldes (s. Abschnitt [3.4]), dass nur vier Möglichkeiten existieren:

(i) Falls E · cB = 0 und E > cB gilt, gibt es eine Lorentz-Transformation
mit der Eigenschaft, dass das Magnetfeld im neuen Inertialsystem Null
ist: E′ =

√
E2 − c2B2, B′ = 0 .

(ii) Falls E · cB = 0 und E < cB gilt, gibt es eine Lorentz-Transformation mit
der Eigenschaft, dass das elektrische Feld im neuen Inertialsystem Null
ist: cB′ =

√
c2B2 − E2, E′ = 0 .

(iii) Falls in irgendeinem Inertialsystem E · cB = 0 und E = cB gilt, werden
diese Beziehungen zwischen den E- und B-Feldern in jedem Inertialsystem
erfüllt sein.

(iv) Falls E · cB ̸= 0 gilt, kann man die Felder bekanntlich mit Hilfe einer
geeigneten Lorentz-Transformation parallel ausrichten, so dass im neuen
Inertialsystem E′ ∥ B′ mit E′ ̸= 0 und B′ ̸= 0 gilt.
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Die ersten beiden Fälle (also B′ = 0 bzw. E′ = 0) wurden bereits in der Übung
angesprochen. Hier konzentrieren wir uns auf die Möglichkeiten (iii) und (iv),
für die keines der beiden Felder wegtransformiert werden kann.

Für den Fall (iii), also wenn E · cB = 0 und E = cB gilt, gehen wir von den
allgemeinen Bewegungsgleichungen:

dπ

dt
= q(E+ u×B) , π = γum0u

(4.1)
dE
dt

= qE · u , E = γum0c
2 =

È
π2c2 +m2

0c
4

aus. Da die Energieänderung sofort aus der Bewegungsgleichung für den kineti-
schen Impuls folgt,

dE
dt

=
c2π · dπdtÈ
π2c2 +m2

0c
4
=

q

γum0
π · (E+ u×B) = qE · u ,

reicht es, sich auf die erste der beiden Gleichungen (4.1) zu beschränken. Führt
man noch die dimensionslose Zeit T ≡ qEt

m0c
ein, so reduziert sich (4.1) mit Ê ≡ ê1

und B̂ ≡ ê2 ⊥ ê1 auf:

d(γuβ)

dT
= ê1 + β × ê2 ,

dγu
dT

= ê1 · β , (4.2)

wobei die zweite Gleichung, wie bereits gesagt, redundant ist.
Bevor wir die relativistisch korrekten Gleichungen (4.2) lösen, untersuchen

wir zuerst den nicht-relativistischen Limes, der hier durch die Näherung π →
m0u definiert sei:

d

dT

�
β1
β2
β3

�
=
dβ

dT
= ê1 + β × ê2 =

�
1− β3

0
β1

�
.

Nochmaliges Ableiten nach T liefert d2β1

dT 2 = −β1 und d2

dT 2 (1− β3) = −(1− β3),
so dass man oszillierende Lösungen erhält: Neben β2 = konstant = β2(0) folgt

β1(T ) = β1(0) cos(T ) +
dβ1
dT

(0) sin(T )

1− β3(T ) = [1− β3(0)] cos(T )−
dβ3
dT

(0) sin(T )

mit den zeitlichen Mittelwerten β1(T ) = 0 und β3(T ) = 1. Die nicht-relativisti-
sche Näherung sagt also eine Driftbewegung in ê3-Richtung mit der Lichtge-
schwindigkeit als mittlerer Geschwindigkeit voraus, wobei also auch durchaus
Überlichtgeschwindigkeiten auftreten werden! Für Zeiten T & 1 bzw. t & m0c

qE
kann diese Vorhersage nicht korrekt sein. Auch für nicht-relativistische Anfangs-
geschwindigkeiten benötigt man zur Bestimmung des Langzeitverhaltens von
π(t) und E(t) also unbedingt die Lösung der relativistisch korrekten Gleichun-
gen (4.2).

Auch die volle Lösung von Gleichung (4.2),

d(γβ1)

dT
= 1− β3 ,

d(γβ2)

dT
= 0 ,

d(γβ3)

dT
= β1 ,

dγ

dT
= β1 ,
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ist recht einfach. Man erhält sofort die Konstanten:

γ(1− β3) = γ(0)(1− β3(0)) ≡ α > 0

γβ2 = γ(0)β2(0) ≡ ±
p
ε2 − 1 (ε > 1)

und wegen γ2 = (γβ)2 + 1 auch

γ(1 + β3) =
γ2(1− β2

3)

γ(1− β3)
= 1

α [(γβ)
2 + 1− γ2β2

3 ]

= 1
α [(γβ1)

2 + (γβ2)
2 + 1] = 1

α [(γβ1)
2 + ε2] ,

so dass sowohl γ als auch β3 explizit als Funktionen von β1 bekannt sind:

γ =
1

2
[γ(1− β3) + γ(1 + β3)] =

1

2
α+

1

2α
[(γβ1)

2 + ε2]

β3 =
1

2γ
[−γ(1− β3) + γ(1 + β3)] = − α

2γ
+

1

2αγ
[(γβ1)

2 + ε2] .

Es folgt:

α = γ(1− β3) = γ
d(γβ1)

dT
=

��
1

2
α+

ε2

2α

�
+

(γβ1)
2

2α

�
d(γβ1)

dT

=
d

dT

��
1

2
α+

ε2

2α

�
γβ1 +

(γβ1)
3

6α

�
,

d. h.

T − T0 =

�
1

2
+

ε2

2α2

�
γβ1 +

(γβ1)
3

6α2
, (4.3)

wobei −T0 durch das rechte Glied von (4.3) zur Zeit T = 0 gegeben ist. Im
Langzeitlimes, d. h. für T → ∞, gilt γβ1 ∼ (6α2T )1/3 → ∞ aufgrund von (4.3).
Daher gilt auch

γ ∼ 1

2α
(γβ1)

2 ∼ 1

2α
(6α2T )2/3 → ∞

und somit

β3 = (1− α

γ
) ↑ 1 , β2 = γ(0)β2(0)/γ → 0

und

β1 = (γβ1)/γ ∼ 2α(6α2T )−1/3 → 0 .

Abweichend von den Vorhersagen der nicht-relativistischen Näherung weist die
exakte Lösung also kein oszillierendes Verhalten der β1- und β3-Komponenten
der Geschwindigkeit auf. Auch die Eigenschaften β1 → 0 und β2 → 0 der exakten
Lösung weichen qualitativ von den entsprechenden nicht-relativistischen Ergeb-
nissen ab. Nur die Tatsache, dass im Mittel eine Driftbewegung in ê3-Richtung
mit (fast-) Lichtgeschwindigkeit auftritt, wird von der nicht-relativistischen Nä-
herung reproduziert.
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Wir betrachten nun Fall (iv), der in einem geeigneten Bezugssystem durch
parallele Felder charakterisiert wird, E ∥ B, und wählen Ê = B̂ = ê1 und
cB/E ≡ b:

d(γβ)

dT
= ê1 + bβ × ê1 ,

dγ

dT
= ê1 · β . (4.4)

In der nicht-relativistischen Näherung γ → 1 mit

dβ1
dT

= 1 ,
d

dT

�
β2
β3

�
= b

�
β3
−β2

�
,

dγ

dT
= β1

steigt β1 linear und γ quadratisch als Funktion von T an:

β1 = β1(0) + T , γ = γ(0) + β1(0)T + 1
2T

2 , (4.5)

während β2 und β3 mit der Frequenz |b| um β2 = 0 bzw. β3 = 0 oszillieren.
Aus (4.5) folgt, dass die nicht-relativistische Näherung für T & 1 bzw. t & m0c

qE

ungültig ist: Die vorhergesagten Überlichtgeschwindigkeiten sind offensichtlich
unphysikalisch.

Aus den relativistisch korrekten Gleichungen (4.4),

d(γβ1)

dT
= 1 ,

d

dT

�
γβ2
γβ3

�
= b

�
β3
−β2

�
,

dγ

dT
= β1 ,

folgt einerseits γβ1 = γ(0)β1(0) + T und andererseits

1 =
2γβ1
2γ

d(γβ1)/dT

dγ/dT
=
d[(γβ1)

2]

d[γ2]
bzw. γ2 = (γβ1)

2 +Konstante .

Kombination dieser beiden Ergebnisse liefert

γ =
È
γ(0)2[1− β1(0)2] + [γ(0)β1(0) + T ]2 .

Um die Gleichungen für γβ2 und γβ3 zu lösen:

d

dT

�
γβ2
γβ3

�
=
b

γ

�
γβ3
−γβ2

�
,

führen wir

Θ ≡ γ(0)β1(0) + T

γ(0)
È
1− β1(0)2

und die neue Zeitvariable ϑ ≡ arsinh(Θ) ein:

dT

γ(T )
=

γ(0)
È
1− β1(0)2dΘ

γ(0)
È
1− β1(0)2

√
1 + Θ2

= d[arsinh(Θ)] = dϑ .

Wir erhalten oszillierende Lösungen mit monoton abklingender Amplitude für
β2 und β3 als Funktion der neuen Zeitvariablen ϑ(T ):

β2 =
γ(0)β2(0)

γ
cos[b(ϑ− ϑ0)] +

γ(0)β3(0)

γ
sin[b(ϑ− ϑ0)]

β3 =
γ(0)β3(0)

γ
cos[b(ϑ− ϑ0)]−

γ(0)β2(0)

γ
sin[b(ϑ− ϑ0)] ,
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wobei

ϑ0 ≡ arsinh[Θ(0)] = arsinh

�
β1(0)È

1− β1(0)2

�
= artanh[β1(0)]

gilt. Aus den Gleichungen

γ = γ(0)
È

1− β1(0)2
p
1 + Θ2 = γ(0)

È
1− β1(0)2 cosh(ϑ)

und

β1 =
γβ1
γ

=
γ(0)β1(0) + T

γ
=

Θ√
1 + Θ2

= tanh(ϑ)

folgt noch: γ → ∞ und β1 ↑ 1 für T → ∞. Im Gegensatz zu den Ergebnissen
der nicht-relativistischen Näherung weist die exakte Lösung selbstverständlich
keine Überlichtgeschwindigkeiten auf.

4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teil-
chen

Wir betrachten nun die Dynamik eines geladenen relativistischen Teilchens (mit
der Ladung q und der Ruhemasse m0) in einem Zentralpotential der Form
Φ(x) = q0

4πε0x
mit x ≡ |x|; das Vektorpotential sei A(x) = 0. Dieses Modell

beschreibt die Bewegung eines geladenen Teilchens im Coulomb-Feld eines an-
deren, immobilen Teilchens der Ladung q0, das sich im Ursprung x = 0 befindet.
Das 4-Potential Aµ = (Φ, cA) erfüllt im Ruhesystem der immobilen Masse so-
wohl die Coulomb- als auch die Lorenz-Eichung. Die Wirkung dieses Problems
ist

S =

t2Z
t1

dt

�
−m0c

2

É
1−

�
ẋ
c

�2
− qΦ(x)

�
,

die Bewegungsgleichung lautet

dπ

dt
= qE , π = γum0u , E = −∇Φ =

q0x̂

4πε0x2
,

und es gibt zwei offensichtliche Erhaltungsgrößen, nämlich erstens den Drehim-
puls L = x× π:

dL

dt
=

d

dt
(x× π) = u× π + x× dπ

dt
= x× (qE) = 0

und zweitens die Gesamtenergie Eg =
È
π2c2 +m2

0c
4 − a

x (mit a ≡ −qq0
4πε0

),
die wegen der Zeitunabhängigkeit der Lagrange-Funktion gleich der Hamilton-
Funktion ist:

dEg

dt
=

c2π · dπdtÈ
π2c2 +m2

0c
4
+

a

x2
dx

dt
=
c2π · (qE)

γm0c2
+

a

x2
dx

dt

= u ·
�
− a

x2
x̂
�
+

a

x2
dx

dt
=

a

x2

�
dx

dt
− u · x̂

�
= 0 .
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Im nicht-relativistischen Grenzfall,

SNR =

t2Z
t1

dt
�
1
2m0ẋ

2 − qΦ(x)
�
,

in dem π = m0u gilt, existiert noch eine dritte Erhaltungsgröße, der „Lenz’sche
Vektor“

a ≡ u× L− ax̂ ,
da

dt
= 0 , a · L = 0 ,

der vom Brennpunkt der elliptischen Bahn zum „Perihel“ (also zum dem Zen-
trum am nächsten gelegenen Punkt der Umlaufbahn) zeigt. Für Eg < 0 sind alle
Bahnen im nicht-relativistischen Grenzfall bekanntlich geschlossen.

Wir bestimmen nun die Lösung der relativistischen Bewegungsgleichungen.
Genau wie im nicht-relativistischen Fall ist es hierbei vorteilhaft, den Dreh-
impuls in ê3-Richtung zu wählen und die Umlaufbahn, die nun in der (x1, x2)-
Ebene verläuft, mit Hilfe von Polarkoordinaten zu beschreiben:

L = −m0c
2
È
1− 1

c2 (ẋ
2 + x2φ̇2) +

a

x
.

Die zu x und φ konjugierten Impulse sind

πx =
∂L

∂ẋ
= γm0ẋ , πφ =

∂L

∂φ̇
= γm0x

2φ̇ ,

und die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

d

dt

�
∂L

∂ẋ

�
=
dπx
dt

=
∂L

∂x
= γm0xφ̇

2 − a

x2

d

dt

�
∂L

∂φ̇

�
=
dπφ
dt

=
∂L

∂φ
= 0 .

Da die Lagrange-Funktion φ-unabhängig (und φ daher eine zyklische Variab-
le) ist, stellt πφ eine Erhaltungsgröße dar; im Wesentlichen ist πφ durch den
Drehimpuls gegeben:

L = x× π = γm0x× u = γm0x× (ẋêx + xφ̇êφ)

= γm0x
2φ̇(êx × êφ) = πφê3 ,

so dass (wie im nicht-relativistischen Fall) πφ = |L| gilt.
Man zeigt nun leicht, dass Kreisbahnen nur dann möglich sind, wenn der

dimensionslose Parameter ā ≡ a
πφc

Werte im Intervall 0 < ā < 1 annimmt: Für
eine Kreisbahn (mit πx = γm0ẋ = 0 und daher dπx

dt = 0) gilt nämlich einerseits
a = γm0x

3φ̇2 > 0 und andererseits

a = γm0x
3φ̇2 = πφxφ̇ = πφ|u| = βuπφc ,

so dass insgesamt 0 < ā = βu < 1 gilt. Man sollte hierbei bedenken, dass der
Parameter ā bei geeigneter Wahl der Ladungen q und q0 grundsätzlich jeden
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reellen Wert annehmen kann (ā ∈ R). Der Radius der Kreisbahn folgt für 0 <
ā < 1 als:

x =
a

γm0|u|2
=

ā|L|c
γm0c2β2

u

=
|L|
m0cā

p
1− ā2 ,

so dass für ā ↑ 1 bei festem |L| offenbar x ↓ 0 gilt.
Um die Form allgemeiner Bahnen zu bestimmen, verwenden wir die Erhal-

tungsgesetze für die Gesamtenergie Eg und den Drehimpuls L. Wegen

π = γm0(ẋêx + xφ̇êφ) = πxêx +
πφ
x
êφ

gilt für die (erhaltene) Gesamtenergie:

Eg =
È
π2c2 +m2

0c
4 − a

x
= c

q
(πx)2 +

L2

x2 + (m0c)2 −
a

x

und daher für den Impuls in radialer Richtung:

(πx)
2 = (γm0ẋ)

2 =
1

c2

�
Eg +

a

x

�2
− L2

x2
− (m0c)

2 .

Dividiert man das linke und das rechte Glied nun durch (πφ)
2 = L2, so erhält

man eine gewöhnliche Differentialgleichung für 1
x(φ) :�

d(x−1)

dφ

�2

=

�
γm0ẋ

γm0x2φ̇

�2

=

�
πx
πφ

�2

=
1

π2
φc

2

�
Eg +

a

x

�2
− 1

x2
−
�
m0c

πφ

�2

.

Wir führen einen dimensionslosen Parameter ā ≡ a
πφc

ein und erhalten:�
d(x−1)

dφ

�2

=
E2
g − (m0c

2)2

(πφc)2
− (1− ā2)

1

x2
+ 2

Egā

πφc

1

x
(4.6)

=
E2
g − (m0c

2)2

(πφc)2
− (1− ā2)

�
1

x
− Egā

πφc(1− ā2)

�2
+

E2
g ā

2

(πφc)2(1− ā2)

=
E2
g − (m0c

2)2(1− ā2)

(πφc)2(1− ā2)
− (1− ā2)

�
1

x
− Egā

πφc(1− ā2)

�2
. (4.7)

Führen wir noch die dimensionslose Länge

ξ ≡ |a|m0x

π2
φ

=
|ā|m0cx

πφ

und die dimensionslosen Parameter

η ≡ Eg

m0c2
, ε ≡

r
1− 1− η2

ā2

ein, dann erhält man für ā2 = 1 aus (4.6):�
dξ−1

dφ

�2

= sgn(ā)
2η

ξ
+ η2 − 1
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und für ā2 ̸= 1 aus (4.7):�
dξ−1

dφ

�2

=
ε2

1− ā2
− (1− ā2)

�
1

ξ
− sgn(ā)η

1− ā2

�2
.

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf attraktive Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den beiden Ladungen, d. h. wir betrachten ā > 0. In diesem Fall erhal-
ten wir die Gleichungen:�

dξ−1

dφ

�2

=
2η

ξ
− (1− η2) (ā = 1) (4.8)�

dξ−1

dφ

�2

=
ε2

1− ā2
− (1− ā2)

�
1

ξ
− η

1− ā2

�2

(0 < ā ̸= 1) , (4.9)

die leicht mit Standardmethoden lösbar sind.
Die Lösung von (4.8) folgt aus

d(ξ−1)È
2η
ξ − (1− η2)

= d

�
1

η

q
2η
ξ − (1− η2)

�
= ±dφ = d[±(φ− φ0)]

als

2η

ξ
= η2(φ− φ0)

2 + (1− η2) bzw. ξ =
2η

η2(φ− φ0)2 + (1− η2)
. (4.10)

Für η < 1 folgt ξ ↓ 0 für φ→ ∞, so dass sich das Teilchen mit der Ladung q im
Falle ā = 1 spiralförmig in das Anziehungszentrum im Ursprung hineinbewegt!
Das gleiche Ergebnis erhält man für η > 1, falls ẋ(0) < 0 (oder äquivalent:
φ(0) > φ0) gilt. Falls η > 1 und ẋ(0) > 0 (oder äquivalent: φ(0) < φ0) gilt,
verschwindet das Teilchen ins Unendliche (ξ → ∞ für t→ ∞).

Um Gleichung (4.9) für ξ(φ) mit ā ̸= 1 zu lösen, führen wir die Hilfsvariablen

X−1 ≡ |1− ā2|
ε

�
1

ξ
− η

1− ā2

�
, Φ ≡

È
|1− ā2| φ

ein und erhalten die Differentialgleichung�
dX−1

dΦ

�2

= sgn(1− ā2)(1−X−2) ,

deren Lösung für schwache Coulomb-Anziehung (0 < ā < 1) die Form

X−1 = cos(Φ− Φ0)

bzw.

1

ξ
=

1

1− ā2

¦
η + ε cos

�p
1− ā2 (φ− φ0)

�©
(4.11)

und für starke Coulomb-Anziehung (ā > 1) die Form

X−1 = cosh(Φ− Φ0)
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bzw.

1

ξ
=

1

ā2 − 1

¦
−η + ε cosh

�p
ā2 − 1 (φ− φ0)

�©
(4.12)

hat. Die Lösung (4.12) im Falle starker Anziehung zeigt also dasselbe Phänomen
ξ ↓ 0 für φ → ∞, das auch bereits aus der Lösung (4.10) für ā = 1 hervorging,
allerdings sagt (4.12) keine algebraische Spirale (mit ξ ∝ φ−2), sondern exponen-
tielles Verhalten voraus: ξ ∝ e−

√
ā2−1φ. Interessant an den Lösungen (4.10) und

(4.12) für ā ≥ 1 ist noch, dass die Zeit, die das Teilchen der Ladung q benötigt,
um in den Ursprung hineinzufallen, endlich ist. Außerdem ist interessant, dass
für ā ≥ 1 und η ≥ 1 zwar ξ → ∞ gilt (wie man für einen Streuzustand erwartet),
falls anfangs φ < φ0 ist; für einen Anfangswert φ > φ0 folgt jedoch ξ ↓ 0 für
φ → ∞. Wir schließen hieraus, dass Zustände, die man nicht-relativistisch als
Streuzustände klassifizieren würde, in der Relativitätstheorie durchaus gebun-
den sein können.

Die Lösung für schwache Coulomb-Anziehung (ā < 1) zeigt einige Gemein-
samkeiten mit der nicht-relativistischen Lösung, aber auch drastische Unter-
schiede. Im nicht-relativistischen Limes (ā → 0, η → 1) reduziert sich die Lö-
sung (4.11) auf die bekannte Form der nicht-relativistischen Umlaufbahn,

ξ =
x

p
=

1

1 + ε cos(φ− φ0)

�
p = L2

m0a
, ε =

q
1 + 2ENRL2

m0a2

�
,

die für ε < 1 eine Ellipse, für ε = 1 eine Parabel und für ε > 1 eine Hyperbel
beschreibt. Allgemein gilt für ā < 1 die von der nicht-relativistischen Lösung
bekannte Klassifizierung nach Bindungszuständen (η < 1), für die ξ immer end-
lich bleibt, und Streuzuständen (η ≥ 1), für die im Langzeitlimes ξ → ∞ gilt.
Im Gegensatz zur nicht-relativistischen Lösung sind die relativistischen Umlauf-
bahnen jedoch im Allgemeinen nicht geschlossen und somit nicht-periodisch als
Funktion der Zeit1:

ξ(φ+ 2π) ̸= ξ(φ) .

Es ist klar, dass mit der Nicht-Geschlossenheit der Umlaufbahn auch der Verlust
der dritten Erhaltungsgröße (also des Lenz’schen Vektors) einhergeht, denn der
Lenz’sche Vektor markiert ja gerade die räumliche Ausrichtung der periodisch
durchlaufenen Umlaufbahn.

4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchen-
problem

Im vorigen Abschnitt wurde die Dynamik eines Teilchens im fest vorgegebenen
Coulomb-Feld eines (unendlich schweren) anderen Teilchens untersucht. Wenn
man nun versucht, die Dynamik mehrerer Teilchen im gemeinsam erzeugten
Coulomb-Feld zu studieren, stößt man sofort auf Probleme. Diese Probleme ha-
ben ihren Ursprung darin, dass wir geladene Teilchen bisher als punktförmig

1Nur in Ausnahmefällen, z. B. wenn
√
1− ā2 = m

n
< 1 (mit m, n ∈ N teilerfremd) gilt, er-

hält man geschlossene Bahnen; im angegebenen Beispiel enthält eine Periode genau n Umläufe
um den Ursprung.
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angesehen haben. Andererseits hat man hierbei keine Wahl: In der Relativitäts-
theorie müssen Elementarteilchen unbedingt als punktförmig angesehen wer-
den, da ausgedehnte Objekte wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Wechselwirkung nicht elementar (im Sinne von nicht-zusammengesetzt) sein
können.

Konkretisieren wir zunächst das „Problem“: Wir wissen bereits, dass die Wir-
kung des Vielteilchensystems durch

S =

t2Z
t1

dt (LM + LWW + ∫ dx LF) (4.13)

mit

LM = −
NX
l=1

m0lc
2

r
1−

u2
l

c2
, LWW =

NX
l=1

ql[ul ·A(xl, t)− Φ(xl, t)]

LF = 1
2ε0(E

2 − c2B2)

und seine Gesamtenergie, die wegen des Fehlens einer expliziten Abhängigkeit
der Lagrange-Funktion von der Zeit auch gleich der Hamilton-Funktion ist,
durch

H =
NX
l=1

È
π2
l c

2 +m2
0lc

4 + 1
2ε0

Z
dx (E2 + c2B2) (4.14)

mit

πl = pl − qlA(xl, t) = γul
m0lul

gegeben ist. Das „Problem“ ist nun, dass sowohl S in (4.13) als auch H in (4.14)
divergieren. Dies sieht man am einfachsten in der Coulomb-Eichung ∇ · A =
0; da S und H eichinvariant sind, steht uns die Wahl der Eichung frei. Wir
schreiben E = E∥+E⊥ als Summe eines rotationsfreien und eines divergenzfreien
Anteils:

E∥ ≡ −∇Φ E⊥ ≡ −∂A
∂t

∇×E∥ = 0 ∇ ·E⊥ = 0 ,

so dass das Integral
R
dx E2 in (4.13) und (4.14) auf die Form:Z

dx E2 =

Z
dx
�
E2

⊥ − 2(∇Φ) ·E⊥ +∇Φ ·∇Φ
�

=

Z
dx
�
E2

⊥ + 2Φ(∇ ·E⊥) +∇ · (Φ∇Φ)− Φ∆Φ
�

=

Z
dx

�
E2

⊥ +
1

ε0
ρΦ

�
=

Z
dx E2

⊥ +
1

ε0

NX
l=1

qlΦ(xl, t)
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gebracht werden kann. Für die Hamilton-Funktion in (4.14) erhält man daher:

H =
NX
l=1

È
π2
l c

2 +m2
0l c

4 + 1
2

NX
l=1

qlΦ(xl, t) (4.15)

+ 1
2ε0

Z
dx

"�
∂A

∂t

�2

+ c2 (∇×A)
2

#
.

Hierbei ist auch Φ(x, t) explizit bekannt (s. Gleichung (??)):

Φ(x, t) =
1

4πε0

Z
dx′ ρ(x

′, t)

|x− x′|
=

1

4πε0

NX
m=1

qm
|x− xm|

,

so dass der zweite Term in (4.15) durch

1
2

NX
l=1

qlΦ(xl, t) =
1

8πε0

X
l ̸=m

qlqm
|xl − xm|

+
NX
l=1

Sl .

gegeben ist. Die „Selbstenergie“-Beiträge Sl = 1
8πε0

· q2l
|xl−xl| der Teilchen sind

formal divergent, was lediglich zeigt, dass die relativistische klassische Mecha-
nik (oder auch die relativistische Quantenmechanik) nicht imstande ist, die
Selbstwechselwirkung eines geladenen Teilchens zu beschreiben. Diese Selbst-
Wechselwirkung kann erst im Rahmen der Quantenelektrodynamik zufrieden-
stellend behandelt werden. Da man aus Erfahrung weiß, dass geladene Teilchen
eine sehr endliche „Selbstenergie“ besitzen, ist es sinnvoll, Sl durch eine endliche
Konstante zu ersetzen:

NX
l=1

Sl → endliche Konstante .

Abgesehen von dieser (physikalisch wirkungslosen) Konstanten, die wir im Fol-
genden durch eine geeignete Wahl des Energienullpunkts gleich Null setzen,
erhält man also die Hamilton-Funktion:

H =
NX
l=1

È
π2
l c

2 +m2
0l c

4 +
1

8πε0

X
l ̸=m

qlqm
|xl − xm|

(4.16)

+ 1
2ε0

Z
dx

��
∂A

∂t

�2

+ c2 (∇×A)
2

�
.

In der Coulomb-Eichung ∇ ·A = 0 enthält die Hamilton-Funktion als unabhän-
gige Variablen also lediglich die Koordinaten und Impulse der Teilchen {xl,pl}
und die räumlichen Komponenten des 4-Potentials (also den 3-Vektor A). Das
skalare Potential Φ tritt nicht als zusätzliche (unabhängige) dynamische Variable
auf; außerdem ist die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit t abhängig.
Die Wirkung S in (4.13) kann völlig analog modifiziert werden; hierbei sind
LWW und LF durch

LWW =
NX
l=1

qlul ·A(xl, t)−
1

8πε0

X
l ̸=m

qlqm
|xl − xm|

(4.17)



------------------------------------------------------------------------------------------- 4. DIE DYNAMIK DER TEILCHEN 79

und

LF = 1
2ε0

Z
dx (E2

⊥ − c2B2)

zu ersetzen.
Im Spezialfall der Elektrostatik (A = 0, πl = 0) ist die Gesamtenergie des

Systems durch

Eg =
NX
l=1

m0lc
2 +

1

8πε0

X
l ̸=m

qlqm
|xl − xm|

(4.18)

gegeben, wobei der erste Term im rechten Glied offensichtlich die Ruheenergie
der Teilchen und der zweite Term die elektrostatische Wechselwirkungsenergie
darstellt.

Wir fügen noch ein paar abschließende Bemerkungen über die Grenzen der
Gültigkeit der klassischen speziellen Relativitätstheorie hinzu. In diesem Ab-
schnitt haben wir gelernt, dass die Relativitätstheorie einerseits punktförmige
Elementarteilchen verlangt, die Selbstenergie solcher Teilchen andererseits diver-
giert, falls sie eine elektrische Ladung tragen. Nun ist die durch Selbstwechsel-
wirkung verursachte Selbstenergie eines Teilchens natürlich in der Ruheenergie
enthalten und darf diese Ruheenergie daher auf keinen Fall übersteigen. Nehmen
wir an, das Elementarteilchen sei nicht punktförmig, sondern habe den Radius
r, dann finden wir also die Ungleichung

q2

4πε0r
. m0c

2 bzw. r & q2

4πε0m0c2
≡ rq ,

die besagt, dass die klassische Relativitätstheorie für r . rq inkonsistent wird.
Für Elektronen (q = e) wird re als „klassischer Radius des Elektrons“ bezeich-
net:2

re =
e2

4πε0m0c2
=

�
e2

4πε0~c

�2
4πε0~2

m0e2
≡ α2aB ≃ 2, 8 · 10−15m .

Bevor die klassische Relativitätstheorie intern inkonsistent wird, bricht sie durch
quantenfeldtheoretische Effekte zusammen: Wenn die kinetische Energie eines
Elektrons die Ruheenergie übersteigt (Ekin & m0c

2), also wenn für typische
Eigenwerte des Impulsoperators p & m0c gilt, kann Paarerzeugung auftreten.
Dies wird insbesondere dann geschehen, wenn man versucht, das elektronische
Wellenpaket in einem Raumbereich mit dem Radius r . ~

m0c
= λ–Compton = αaB

zusammenzuquetschen („Zitterbewegung“).
Deutlich bevor Paarerzeugung einsetzt, wird die klassische Theorie bereits

ungültig durch normale Quanteneffekte; man denke an die elektronische Wellen-
funktion im Wasserstoffatom, die auf der Längenskala aB variiert. Insbesondere
kann man die Ergebnisse des „Coulomb-Problems eines einzelnen Teilchens“ also
ausdrücklich nicht in der Quantenwelt, d. h. zur Beschreibung wasserstoffähnli-
cher Atome, anwenden.

2Der Sprachgebrauch stammt aus einer Theorie von M. Abraham, in der angenommen
wurde, dass die Ruhemasse des Elektrons vollständig elektromagnetischen Ursprungs ist. Im
Folgenden bezeichnet α die Feinstrukturkonstante und aB den Bohr’schen Radius.
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Betrachtet man schließlich Vielteilchensysteme, z. B. Elektronengase in Me-
tallen oder im Inneren von Sternen, so verliert die klassische Näherung ihre
Gültigkeit, wenn die Temperatur des Gases zu niedrig ist (niedriger als die
Fermi-Temperatur TF ≡ ~2

2mkBℓ2
, wobei ℓ der mittlere Abstand zwischen Elek-

tronen ist). Anders ausgedrückt wird die klassische Näherung ungültig, wenn ℓ
die thermische Wellenlänge λT ≡ h√

2πmkBT
unterschreitet.

Diese Einschränkungen der Gültigkeit der klassischen Relativitätstheorie
sind natürlich bei Anwendungen (insbesondere im Bereich der Elementarteil-
chenphysik) zu berücksichtigen.



Kapitel5
Statische elektromagnetische

Felder

Nachdem wir im vorigen Kapitel die Dynamik der Teilchen für fest vorgegebene
Feldkonfigurationen und die allgemeine Dynamik des Coulomb-Gases untersucht
haben, widmen wir uns nun der Dynamik der Felder. Zuerst (in diesem Kapi-
tel) betrachten wir die einfachste mögliche Situation, nämlich diejenige effektiv
zeitunabhängiger Felder. Explizit zeitabhängige Felder (insbesondere elektro-
magnetische Wellen) werden in den nachfolgenden Kapiteln diskutiert.

Streng zeitunabhängige Felder E(x) und B(x) liegen immer dann vor, wenn
die Ladungs- und Stromverteilungen zeitlich konstant sind. In diesem Fall redu-
zieren sich die Maxwell-Gleichungen auf

(∇ ·E) (x) = 1
ε0
ρ(x) , ∇×E = 0

∇ ·B = 0 , (∇×B) (x) = µ0j(x) ,
(5.1)

und man sieht, dass die Gleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik in
diesem Spezialfall entkoppelt sind. Viel interessanter (denn weniger speziell)
ist jedoch, dass dieselben Gleichungen (5.1) auch für das zeitgemittelte Verhal-
ten der Felder relevant sind, falls die Ladungs- und Stromverteilung räumlich
begrenzt ist. In diesem Fall sind nämlich E(x, t) und B(x, t) (mindestens außer-
halb dieses Raumbereichs) in ihrer zeitlichen Variation beschränkt und es gilt
bei einer Zeitmittelung:

∂E

∂t
≡ lim
T→∞

1

T

TZ
0

dt
∂E

∂t
(x, t) = lim

T→∞

E(x, T )−E(x, 0)

T
= 0

und analog:

∂B

∂t
= 0 ,

so dass sich die Maxwell-Gleichungen auf die Form�
∇ ·E

�
(x) = (∇ ·E) (x) =

1

ε0
ρ(x, t) ≡ 1

ε0
ρ̄(x)

∇×E = ∇×E+
∂B

∂t
= 0
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bzw.

∇ ·B = ∇ ·B = 0

∇×B = ∇×B− ε0µ0
∂E

∂t
= µ0 j(x, t) ≡ µ0 j̄(x)

reduzieren. Die zeitlich gemittelten Größen (E,B, ρ̄, j̄) erfüllen also die Glei-
chungen (5.1) der Elektro- bzw. Magnetostatik. Führt man nun wie üblich ein
skalares Potential Φ und ein Vektorpotential A ein:

E = −∇Φ , B = ∇×A

und fordert zusätzlich die Coulomb-Eichung ∇·A = 0, so erhält man bekanntlich
die Poisson-Gleichungen

∆Φ = − 1
ε0
ρ̄ , ∆A = −µ0 j̄

mit den Lösungen

Φ(x) =
1

4πε0

Z
dx′ ρ̄(x′)

|x− x′|
, A(x) =

µ0

4π

Z
dx′ j̄(x′)

|x− x′|
, (5.2)

die für x→ ∞ gegen Null streben. Die entsprechenden Felder sind

E(x) =
1

4πε0

Z
dx′ ρ̄(x′)

x− x′

|x− x′|3
(5.3)

B(x) =
µ0

4π

Z
dx′ j̄(x

′)× (x− x′)

|x− x′|3

Die Gleichung für E(x) in (5.3) stellt das Coulomb-Gesetz dar, diejenige für
B(x) das Biot-Savart’sche Gesetz.

5.1 Das elektrostatische Potential und die
Multipolentwicklung

5.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten
Wir befassen uns nun etwas näher mit dem Spezialfall der Elektrostatik, der
durch den Ausdruck für Φ(x) in (5.2) charakterisiert ist, und untersuchen die
Form des skalaren Potentials in großem Abstand von den Quellen (|x| → ∞).
Diese Fragestellung ist in der Elektrostatik offensichtlich immer dann wichtig,
wenn eine Ladungsverteilung aus der Ferne betrachtet wird oder wenn zwei
Ladungsverteilungen, die weit voneinander entfernt sind, miteinander wech-
selwirken. Hierüber hinaus ist diese Fragestellung relevant für die Untersu-
chung der Wechselwirkung atomarer Ladungsverteilungen in der Quantenme-
chanik (Van-der-Waals-Kräfte) oder nicht-sphärisch-symmetrischer Massenver-
teilungen in der Mechanik (Erde-Mond-System).

Zur Berechnung des skalaren Potentials in großem Abstand von den Quellen
(x→ ∞) setzen wir in (5.2) die Taylor-Entwicklung
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1

|x− x′|
=

1È
x2 − 2x · x′ + (x′)2

=
1

x

�
1− 2x̂ · x′

x
+

�
x′

x

�2
�− 1

2

=
1

x

§
1 +

x̂ · x′

x
+

1

2x2
x̂T
�
3x′(x′)T − (x′)211

�
x̂

+
1

2x3
x̂i1 x̂i2 x̂i3 [5x

′
i1x

′
i2x

′
i3 − x′i1δi2i3 − x′i2δi1i3 − x′i3δi1i2 ] + . . .

ª
≡

∞X
ℓ=0

µi1i2...iℓ(x
′)
x̂i1 x̂i2 . . . x̂iℓ

xℓ+1
(x→ ∞)

ein, so erhält man sofort die Multipolentwicklung des skalaren Potentials:

Φ(x) =
∞X
ℓ=0

Mi1i2...iℓ

x̂i1 x̂i2 . . . x̂iℓ
4πε0xℓ+1

, Mi1i2...iℓ ≡
Z
dx′ρ̄(x′)µi1i2...iℓ(x

′) (5.4)

mit

M =

Z
dx′ ρ̄(x′) ≡ q , Mi1 =

Z
dx′ρ̄(x′)x′i1 ≡ di1

Mi1i2 =

Z
dx′ ρ̄(x′)

�
3
2x

′
i1x

′
i2 −

1
2 (x

′)2δi1i2
�
≡ Qi1i2

Mi1i2i3 =

Z
dx′ ρ̄(x′)

�
5
2x

′
i1x

′
i2x

′
i3 −

1
2x

′
i1δi2i3 −

1
2x

′
i2δi1i3 −

1
2x

′
i3δi1i2

�
≡ Oi1i2i3

Hierbei wurden die Ladung q der Ladungsverteilung, ihr Dipolmoment d, der
Quadrupoltensor Q und der Oktupoltensor O eingeführt. Die explizite Form
der höheren Multipolmomente ist recht kompliziert. Dies sieht man bereits am
nächsten Multipolmoment, dem Hexadekapol:

Mi1i2i3i4 =

Z
dx′ ρ̄(x′)

�
35
8 x

′
i1x

′
i2x

′
i3x

′
i4 −

5
8 (x

′)2(δi1i2x
′
i3x

′
i4 + δi1i3x

′
i2x

′
i4

+ δi1i4x
′
i2x

′
i3 + δi2i3x

′
i1x

′
i4 + δi2i4x

′
i1x

′
i3 + δi3i4x

′
i1x

′
i2)

+ 1
8 (x

′)4(δi1i2δi3i4 + δi1i3δi2i4 + δi1i4δi2i3)

�
≡ Hi1i2i3i4 .

Mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten (q,d, Q,O,H, . . . ) erhält man also die
folgende explizite Entwicklung für das skalare Potential:

Φ(x) =
1

4πε0x

�
q +

x̂ · d
x

+
x̂TQx̂

x2
+

1

x3
x̂i1 x̂i2 x̂i3Oi1i2i3

+
1

x4
x̂i1 x̂i2 x̂i3 x̂i4Hi1i2i3i4 + . . .

�
(x→ ∞)

Die Multipolentwicklung (5.4) setzt natürlich voraus, dass die Ladungsvertei-
lung räumlich begrenzt ist. Der Entwicklungsparameter in der Multipolentwick-
lung ist a/x, wobei a die typische Ausdehnung der Ladungsverteilung ist.

Man kann den Monopol exakt realisieren, indem man eine Punktladung q
im Ursprung plaziert. Es folgt:

Φ0(x) =
q

4πε0x
, E0 = −∇Φ0 =

qx̂

4πε0x2
.
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Man kann den Dipol d exakt realisieren, indem man zwei entgegengesetzt gela-
dene Monopole (mit den Ladungen λq und −λq) an den Orten 1

2λa und − 1
2λa

aufstellt und den Limes λ→ ∞ durchführt. Es folgt:

Φ1(x) =
x̂ · d

4πε0x2
, d = qa , E1 = −∇Φ1 =

[3x̂x̂T − 11]d
4πε0x3

.

Man kann den Quadrupol Q exakt realisieren, indem man zwei entgegengesetzt
ausgerichtete Dipole λd und −λd an den Orten 1

2λa und − 1
2λa aufstellt und

den Limes λ→ ∞ durchführt. Es folgt:

Φ2(x) = lim
λ→∞

�
Φ1

�
x− a

2λ

�
− Φ1

�
x+ a

2λ

��
= lim
λ→∞

�
− 1
λa · (∇Φ1) (x)

�
= lim

λ→∞

�
1
λa ·E1(x)

�
= lim
λ→∞

�
1

λ

aT[3x̂x̂T − 11](λd)
4πε0x3

�
=

x̂T[3adT − (a · d)11]x̂
4πε0x3

=
x̂TQx̂

4πε0x3

mit

Q =
3

2
[adT + daT]− (a · d)11 .

Allgemeiner kann man den 2ℓ-Pol M (ℓ) exakt realisieren, indem man zwei ent-
gegengesetzt ausgerichtete 2ℓ−1-Pole λM (ℓ−1) und −λM (ℓ−1) an den Orten 1

2λa
und − 1

2λa aufstellt und den Limes λ→ ∞ durchführt. Allgemein folgt:

Φℓ(x) = lim
λ→∞

h
Φℓ−1

�
x− a

2λ

�
− Φℓ−1

�
x+

a

2λ

�i
= lim

λ→∞

�
− 1

λ
a · (∇Φℓ−1) (x)

�
= lim
λ→∞

�
1

λ
a ·Eℓ−1(x)

�
,

wobei Eℓ−1(x) das elektrische Feld eines 2ℓ−1-Pols im Ursprung der Größe
λQℓ−1 darstellt.

5.1.2 Multipolentwicklung in beliebiger Ordnung
Es ist klar, dass die konkrete Berechnung der Multipolmomente in den höheren
Ordnungen immer langwieriger wird. Dennoch ist es nicht schwierig, die Multi-
polentwicklung zu systematisieren. Hierzu beweisen wir zuerst die Identität:

|x− x′| = x

x′

�����x′ −
�
x′

x

�2

x

����� ,

die aus der Gleichungskette�
|x− x′|(x′)2

�2
−
�
xx′|x′ −

�
x′

x

�2

x|
�2

=�
x2 − 2x · x′ + (x′)2

�
(x′)4 − x2(x′)2

�
(x′)2 − 2

�
x′

x

�2

x′ · x+
(x′)4

x2

�
= 0

folgt. Mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung in mehreren Variablen:

f(x+ a) =
∞X
ℓ=0

ai1ai2 . . . aiℓ
ℓ!

[∂i1∂i2 . . . ∂iℓf ] (x) ,
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wobei implizit über alle ik ∈ 1, 2, 3 summiert wird (Einstein-Konvention) und
∂i ≡ ∂

∂xi
gilt, erhält man nun einen kompakten Ausdruck für das skalare Poten-

tial:

Φ(x) =
1

4πε0

Z
dx′ ρ̄(x′)

|x− x′|
=

1

4πε0

Z
dx′ ρ̄(x′)x′

x|x′ −
�
x′

x

�2
x|

=
1

4πε0

Z
dx′ ρ̄(x′)

x′

x

∞X
ℓ=0

(−1)ℓ

ℓ!

�
x′

x

�2ℓ

xi1 . . . xiℓ∂
′
i1 . . . ∂

′
iℓ

1

x′

=
1

4πε0

∞X
ℓ=0

Mi1i2...iℓ

x̂i1 x̂i2 . . . x̂iℓ
xℓ+1

mit1

Mi1i2...iℓ =
(−1)ℓ

ℓ!

Z
dx′ ρ̄(x′)(x′)2ℓ+1∂′i1∂

′
i2 . . . ∂

′
iℓ

1

x′
.

Hierbei gilt ∂′i ≡ ∂
∂x′

i
. Es ist zu beachten, dass die Multipolmomente Mi1i2...iℓ

für ℓ ≥ 2 symmetrisch in allen Indizes und spurlos sind:

Mi1...iℓ−2ii =
(−1)ℓ

ℓ!

Z
dx′ ρ̄(x′)(x′)2ℓ+1∂′i1 . . . ∂

′
iℓ−2

�
∆′ 1

x′

�
= 0 ,

wobei die letzte Gleichung aus ∆′ 1
x′ = −4πδ(x′) folgt: Da im Integranden der

Faktor ∂′i1 . . . ∂
′
iℓ−2

�
∆′ 1

x′

�
höchstens (ℓ − 2)-te Ableitungen einer δ-Funktion

enthält, ergibt sein Produkt mit ρ̄(x′)(x′)2ℓ+1 bei Integration sicherlich Null.
Aufgrund der Symmetrie in allen Indizes erhält man das gleiche Ergebnis für
alle anderen Kontraktionen von Mi1i2...iℓ .

5.1.3 Multipolentwicklung in sphärischen Koordinaten
Man fragt sich, ob die Bestimmung der Multipolmomente einer Ladungsver-
teilung nicht systematisiert werden kann. Die Berechnung der Entwicklungs-
koeffizienten Mi1i2...iℓ in Kartesischen Koordinaten bis zu einer hohen Ord-
nung der Multipolentwicklung wäre sicherlich recht langwierig. Da die Multi-
polentwicklung (5.4) letztlich eine Entwicklung nach dem Radius x darstellt,
bietet sich jedoch alternativ eine Berechnung in Kugelkoordinaten an. Insbe-
sondere benötigen wir eine Darstellung (in Kugelkoordinaten) der Funktion
ϕ(x|x′) ≡ 1

4πε0|x−x′| . Diese Funktion erfüllt die Gleichung:

∆ϕ(x|x′) = − 1

ε0
δ(x− x′) (x ∈ R3) (5.5)

und stellt also das Potential einer Einheitsladung im Punkte x′ dar. Durch
Überlagerung erhält man:

Φ(x) =

Z
dx′ ϕ(x|x′)ρ̄(x′) .

1Diese Definition der Multipolmomente folgt der in der Literatur recht allgemein akzep-
tierten Buckingham-Konvention und weicht ab von z.B. Jacksons Definition, in der scheinbar
willkürlich und ohne Systematik andere Vorfaktoren gewählt werden.
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Das Interessante ist nun, dass (5.5) überall im Raum außer in x′ als Schrödinger-
Gleichung für die Wellenfunktion ϕ eines freien Teilchens interpretiert werden
kann. Aufgrund dieser Analogie ist es möglich und hilfreich, einige Konzepte
und Methoden aus der Quantenmechanik zu übernehmen. Beispielsweise ist der
Laplace-Operator in (5.5) alternativ auch als

∆ = −(p̂/~)2 = −
�
(p̂x/~)2 +

(L̂/~)2

x2

�
, p̂x ≡ ~

ix

∂

∂x
x

darstellbar, wobei L̂ der Drehimpulsoperator ist. Die Eigenfunktionen von (L̂/~)2
sind die Kugelflächenfunktionen Yℓm:

(L̂/~)2Yℓm = ℓ(ℓ+ 1)Yℓm , (L̂3/~)Yℓm = mYℓm

mit ℓ = 0, 1, 2, . . . und m = −ℓ, −(ℓ− 1), . . . , ℓ− 1, ℓ. Die Kugelflächenfunk-
tionen sind bekanntlich orthonormal und vollständig:

⟨Yℓm , Yℓ′m′⟩ =
Z
dΩ Y ∗

ℓm(Ω)Yℓ′m′(Ω) = δℓℓ′δmm′X
ℓ,m

Yℓm(Ω)Y ∗
ℓm(Ω′) = δ(Ω− Ω′) .

Die Deltafunktion in (5.5) kann daher sofort nach den Kugelflächenfunktionen
entwickelt werden:

δ(x− x′) =
1

x2 sin(ϑ)
δ(x− x′)δ(φ− φ′)δ(ϑ− ϑ′)

=
1

x2
δ(x− x′)δ(φ− φ′)δ(cosϑ− cosϑ′)

=
1

x2
δ(x− x′)δ(Ω− Ω′)

=
1

x2
δ(x− x′)

X
ℓ,m

Yℓm(Ω)Y ∗
ℓm(Ω′) . (5.6)

Wegen der Vollständigkeit der Yℓm kann auch die Ω-Abhängigkeit von ϕ(x|x′)
nach diesem Basissatz entwickelt werden:

ϕ(x|x′) =
X
ℓ,m

Aℓm(x|x′,Ω′)Yℓm(Ω) . (5.7)

Einsetzen von (5.7) und (5.6) in (5.5) liefert

−
�
(p̂x/~)2 +

ℓ(ℓ+ 1)

x2

�
Aℓm(x|x′,Ω′) = − 1

ε0x2
δ(x− x′)Y ∗

ℓm(Ω′)

d. h.

Aℓm(x|x′,Ω′) = Rℓ(x|x′)Y ∗
ℓm(Ω′) (5.8)

mit �
1

x

∂2

∂x2
x− ℓ(ℓ+ 1)

x2

�
Rℓ(x|x′) = − 1

ε0x2
δ(x− x′) .
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Aus (5.8) ist ersichtlich, dass R lediglich von ℓ (und nicht auch explizit von m)
abhängig ist und dass Rℓ reell gewählt werden kann. Wegen der Randbedingun-
gen folgt:

Rℓ(x|x′) =

(
a(x′)xℓ (x < x′)

b(x′)x−(ℓ+1) (x > x′)
,

und wegen der Symmetrie unter Vertauschung von x und x′ (und daher von x
und x′) muss a(x′) = C(x′)−(ℓ+1) bzw. b(x′) = C(x′)ℓ gelten:

Rℓ(x|x′) = Cmin

�
xℓ

(x′)ℓ+1
,
(x′)ℓ

xℓ+1

�
.

Multiplikation von (5.8) mit x und Integration über das infinitesimale Intervall
(x′ − ε) < x < (x′ + ε) liefert:

− 1

ε0x′
=

x′+εZ
x′−ε

dx

�
∂2

∂x2
− ℓ(ℓ+ 1)

x2

�
(xRℓ) =

∂(xRℓ)

∂x

�����
x′+ε

− ∂(xRℓ)

∂x

�����
x′−ε

= C[−ℓ− (ℓ+ 1)]
1

x′
= −(2ℓ+ 1)C

1

x′

und somit C = 1
(2ℓ+1)ε0

. Insgesamt gilt daher:

ϕ(x|x′) =
X
ℓ,m

1

(2ℓ+ 1)ε0
min

�
xℓ

(x′)ℓ+1
,
(x′)ℓ

xℓ+1

�
Yℓm(Ω)Y ∗

ℓm(Ω′) .

Einsetzen dieses Ergebnisses in Φ(x) =
R
dx′ ϕ(x|x′)ρ̄(x′) mit x > x′ (die

Ladungsverteilung ρ̄(x′) soll ja räumlich begrenzt sein) liefert schließlich:

Φ(x) =
X
ℓ,m

qℓm
(2ℓ+ 1)ε0

Yℓm(Ω)
1

xℓ+1
, qℓm ≡

Z
dx′ Y ∗

ℓm(Ω′)(x′)ℓρ̄(x′) .

Hiermit sind im Prinzip alle Ordnungen der Multipolentwicklung von Φ(x) be-
kannt. Die Entwicklungskoeffizienten qℓm werden als sphärische Multipolmomen-
te bezeichnet. Wegen der Beziehung Y ∗

ℓm(Ω) = (−1)mYℓ,−m(Ω) gilt

qℓ0 ∈ R , [qℓm + (−1)mqℓ,−m] ∈ R , i[qℓm − (−1)mqℓ,−m] ∈ R ,

so dass die (im Allgemeinen komplexen) sphärischen Multipolmomente qℓm für
festes ℓ einen Satz von 2ℓ+ 1 unabhängigen reellen Parametern definieren.

Kommentar zu den kartesischen Multipolmomenten

Wir haben also gerade gelernt, dass die Terme von O[x−(ℓ+1)] in der Multi-
polentwicklung des skalaren Potentials durch (2ℓ + 1) unabhängige sphärische
Multipolmomente qℓm charakterisiert werden. Dies zeigt aber auch, dass der
kartesische Multipoltensor Mi1i2...iℓ , der – wie wir wissen – spurlos und symme-
trisch in allen Indizes ist und ebenfalls die O[x−(ℓ+1)] in der Multipolentwicklung
beschreibt, durch genau 2ℓ+ 1 reelle Parameter festgelegt ist.



------------------------------------------------------- 5. STATISCHE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER 88

5.2 Das Vektorpotential und das magnetische
Moment

Nun befassen wir uns mit der Magnetostatik, die durch das Vektorpotential

A(x) =
µ0

4π

Z
dx′ j̄(x′)

|x− x′|

in Gleichung (5.2) charakterisiert wird. Entwickelt man die Funktion 1
|x−x′| für

x→ ∞ in eine Taylor-Reihe (analog zu (5.4)), so erhält man:

A(x) =
µ0

4πx

§Z
dx′ j̄(x′) +

1

x
+

�Z
dx′ j̄(x′)(x′)T

�
x̂+ · · ·

ª
. (5.9)

Nun gilt generellZ
dx′ j(x′, t) = −

Z
dx′ x′ �∇′ · j

�
(x′, t) =

Z
dx′ x′ ∂ρ

∂t
(x′, t)

=
d

dt

Z
dx′ x′ρ(x′, t) , (5.10)

so dass der Zeitmittelwert von
R
dx′ j(x′, t) und somit der erste Term im rechten

Glied von (5.9) Null ist. Der zweite Term in (5.9) kann mit Hilfe vonZ
dx′ j′(x′)T = 1

2

Z
dx′ [j′(x′)T+x′(j′)T]+ 1

2

Z
dx′ [j′(x′)T−x′(j′)T) (5.11)

umgeschrieben werden, wobei j′ ≡ j(x′, t) definiert wurde. Wegen

1
2

Z
dx′ [j′x′T + x′j′T] = − 1

2

Z
dx′ x′(x′)T

�
∇′ · j

�
(x′, t)

= 1
2

Z
dx′ x′(x′)T

∂ρ

∂t
(x′, t)

=
d

dt

�
1
2

Z
dx′ x′(x′)Tρ(x′, t)

�
liefert der erste Term im rechten Glied von (5.11) jedoch keinen Beitrag zum
Zeitmittel in (5.9). Führen wir den magnetischen Dipol als

D ≡ 1
2

Z
dx′

�̄
j(x′)(x′)T − x′ j̄(x′)T

�
ein, so lässt sich das Vektorpotential für x → ∞ analog zum elektrostatischen
Fall, in dem Φ(x) = x̂·d

4πε0x2 gilt, als

A(x) =
µ0

4πx2
Dx̂+ · · ·

darstellen. Aus

Dij = −εijkmk , m ≡ 1
2

Z
dx′ x′ × j̄(x′)

ist ersichtlich, dass sich der antisymmetrische (echte) Tensor D mit Hilfe des
Levi-Civita-Tensors εijk und des Pseudovektors m darstellen lässt; es folgt

A(x) = − µ0

4πx2
x̂×m+ · · · . (5.12)
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Der Pseudovektor m wird als das magnetische Moment des Systems bezeichnet.
Das Magnetfeld B = ∇ ×A des magnetischen Dipols folgt (unter Vernachläs-
sigung der Beiträge von höheren Multipolen) aus (5.12) als

B(x) =
µ0

4πx3
[3x̂(x̂)T − 11]m .

Dieser Ausdruck ist mit dem entsprechenden Ergebnis für den elektrischen Di-
pol, E = 1

4πε0x3 [3x̂(x̂)
T − 11]d, zu vergleichen.

Wir haben also gelernt, dass eine dynamische, zeitlich veränderliche, jedoch
räumlich beschränkte Ladungs- und Stromverteilung effektiv einen magneti-
schen Dipol darstellt, wenn man über eine genügend lange Zeit T mittelt. Man
kann sich nun fragen, wie sich das entsprechende magnetische Moment m ver-
hält, wenn man es in ein äußeres, räumlich homogenes, zeitunabhängiges Ma-
gnetfeld B0 bringt. In diesem Fall würden äußere Kräfte bzw. Drehmomente auf
den Dipol einwirken und somit seine Ausrichtung allmählich zeitlich ändern. Da-
mit zu jeder Zeit ein wohldefiniertes magnetisches Moment m vorliegt, müssen
wir natürlich fordern, dass das Magnetfeld B0 so schwach ist, dass die zeitliche
Änderung von m auf einer Zeitskala stattfindet, die lang ist im Vergleich zur
Zeit T , die für die Zeitmittelung benötigt wird.

Nehmen wir also an, das äußere Magnetfeld B0 sei genügend schwach, damit
der Dipol zu jeder Zeit wohldefiniert ist. In diesem Fall findet man zunächst,
dass das zeitliche Mittel der auf den Dipol wirkenden Kraft aufgrund von (5.10)
Null ist:

F =
NX
l=1

qlūl ×B0 =

Z
dx′ j(x′, t)×B0 = 0 .

Außerdem folgt mit Hilfe vonZ
dx′ (x′ · j′) = −1

2

Z
dx′ (x′ · x′)

�
∇′ · j

�
(x′, t) = 1

2

Z
dx′ (x′ · x′)

∂ρ

∂t
(x′, t)

= d
dt

�
1
2

Z
dx′ (x′ · x′)ρ(x′, t)

�
,

dass das zeitgemittelte Drehmoment in einfacher Weise mit dem magnetischen
Moment m des Systems zusammenhängt:

N =
NX
l=1

xl × (qlul ×B0) =

Z
dx′ x′ ×

�
j̄(x′)×B0

�
=

Z
dx′

�̄
j(x′)(x′)T −

�
x′ · j̄(x′)

�
11
�
B0

= DB0 = −B0 ×m = m×B0 .

Das Drehmoment N wird also eine Präzession des magnetischen Moments m um
die B0-Achse zur Folge haben. Aufgrund unserer Annahme, dass das Magnetfeld
so schwach ist, dass die Präzession langsam verläuft (verglichen mit der Zeitskala
T ), folgt N = ∆L

∆t , wobei L der zeitgemittelte mechanische Drehimpuls des
Systems ist und ∆t & T gilt. Nehmen wir schließlich noch an, dass das Verhältnis
qℓ/mℓ von Ladung zu Masse für alle Teilchen, die signifikant zur Stromdichte
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j̄(x) beitragen,2 denselben Wert q/m hat, dann gilt

m = 1
2

Z
dx′ x′ × j̄(x′) = 1

2

X
l

ql xl × ul =
q

2m

X
l

ml xl × ul =
q

2m
L

und somit

∆L

∆t
= N = m×B0 =

q

2m
L×B0 = −ω × L , ω ≡ qB0

2m
.

Diese Präzession mit der (Larmor-)Frequenz ωL ≡ |q|B0

2m wird als Larmor-Prä-
zession bezeichnet.

2Man denke z. B. an ein Plasma, das neben den sehr leichten mobilen Elektronen auch
viel schwerere, immobile Atomkerne enthält. Die Stromdichte wird in diesem Fall durch die
Elektronen bestimmt werden.



Kapitel6
Die Dynamik der Felder -

elektromagnetische Wellen

In vielen Lebenslagen (z. B. jedes Mal, wenn man sieht, ein Handy benutzt oder
zu Hause Rundfunk- oder Fernsehsignale empfängt), ist die explizite Zeitabhän-
gigkeit elektromagnetischer Felder von entscheidender Bedeutung. Aus Kapitel
2 [siehe Gleichung (2.23)] wissen wir, dass das 4-Potential Aµ im Allgemeinen
(d. h. ohne Annahmen bezüglich der Eichung) die Gleichung

�Aµ − ∂µ(∂νA
ν) =

1

ε0c
jµ (6.1)

erfüllt. Wir wissen außerdem, dass Aµ durch (6.1) nicht eindeutig bestimmt ist,
denn auch das alternative 4-Potential

Ãµ ≡ Aµ + ∂µΛ

erfüllt Gleichung (6.1), so dass Ãµ und Aµ physikalisch äquivalent sind. Eli-
miniert man den Eichfreiheitsgrad in (6.1), z. B. mit Hilfe der Lorenz-Eichung
∂νA

ν = 0, so erhält man eine inhomogene Wellengleichung für Aµ,

�Aµ =
1

ε0c
jµ ,

die zeigt, dass das zeitabhängige elektromagnetische Feld den Charakter einer
Welle hat.1

In diesem Kapitel werden wir die Struktur der Lösung von Gleichung (6.1)
untersuchen, zuerst in Abwesenheit von Ladungen und Strömen (jµ = 0), dann
unter Berücksichtigung möglicher Ladungen und Ströme (jµ ̸= 0), und schließ-
lich werden wir (bei unserer Untersuchung von Wellen an Grenzflächen sowie in
Kabeln, Hohlraumresonatoren und Wellenleitern) auch die zusätzliche Anwesen-
heit eines Mediums mitberücksichtigen müssen. Als Anwendungen der Theorie
werden u. a. der Skineffekt und Wellen in Hohlräumen mit unterschiedlicher Geo-
metrie diskutiert; als Beispiel elektromagnetischer Wellen in einem Hohlraum

1In Kapitel 2 wurde bereits darauf hingewiesen, dass die Lorenz-Eichung den Eichfrei-
heitsgrad nicht vollständig eliminiert: Umeichungen mit Hilfe eines Lorentz-Skalars Λ, der die
homogene Wellengleichung erfüllt (�Λ = 0), sind immer noch möglich.
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mit sphärischer Symmetrie behandeln wir die aus der Physik der Erdatmosphäre
bekannten Schumann-Resonanzen.

6.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum
Falls in Gleichung (6.1) jµ = 0 gilt, d. h. falls die Dynamik des elektromagneti-
schen Feldes in Abwesenheit elektrischer Ladungen und Ladungsströme unter-
sucht wird, bietet sich die Coulomb-Eichung (∇ ·A = 0) als besonders bequem
an, da in dieser Eichung

∆Φ = 0 , �A = − 1

c2
∇∂Φ

∂t

gilt und die eindeutige Lösung der Gleichung ∆Φ = 0, die die Randbedingung
Φ = 0 im Unendlichen erfüllt, für alle x ∈ R3 durch Φ(x, t) = 0 gegeben ist. In
der Coulomb-Eichung gilt daher:

Φ(x, t) = 0 , �A = 0 , (6.2)

so dass das Vektorpotential A(x, t) in diesem Fall die homogene Wellenglei-
chung erfüllt. Die Lösung A(x, t) von (6.2) liegt eindeutig fest, falls auch die
Feldkonfiguration zum Anfangszeitpunkt t = 0 bekannt ist:

A(x, 0) ≡ A0(x) ,
∂A

∂t
(x, 0) = Ȧ0(x) . (6.3)

Wir fassen die wohlbekannten Resultate für die Lösung des Anfangswertpro-
blems (6.2) und (6.3) im Folgenden kurz zusammen.

Am einfachsten sind die quasi-eindimensionalen Lösungen von (6.2), die als
ebene Wellen bezeichnet werden:

A = A(x1, t)

und die eindimensionale Wellengleichung�
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x21

�
A = 0 , A(x1, 0) ≡ A0(x1) ,

∂A

∂t
(x1, 0) = Ȧ0(x1)

erfüllen. Mit Hilfe der Koordinatentransformation ξ ≡ x1−ct, η ≡ x1+ct erhält
man die einfache Gleichung ∂ξ∂ηA = 0, die allgemein durch

A(x1, t) = a1(ξ) + a2(η) = a1(x1 − ct) + a2(x1 + ct)

gelöst wird, wobei die (zunächst beliebigen) Funktionen a1 und a2 durch die
Anfangsbedingungen festgelegt werden:

A(x1, t) =
1
2 [A0(x1 − ct) +A0(x1 + ct)] +

1

2c

x1+ctZ
x1−ct

dy Ȧ0(y) .

Die allgemeine ebene Welle ist also eine Überlagerung einer nach rechts und
einer nach links laufenden Welle.
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Auch sehr einfach ist die sphärisch symmetrische Welle der Form A =
A(r, t), wobei wir annehmen, dass die Lösung symmetrisch um den fest ge-
wählten Punkt ξ ∈ R3 sein soll:

x = ξ − rr̂ , r = |ξ − x| , r̂ =

�
cos(φ) sin(ϑ)
sin(φ) sin(ϑ)

cos(ϑ)

�
.

Die Wellengleichung lautet in diesem Fall

0 = �A =

�
1

c2
∂2

∂t2
−∆

�
A =

�
1

c2
∂2

∂t2
−
�
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

��
A

=

�
1

c2
∂2

∂t2
− 1

r

∂2

∂r2
r

�
A =

1

r

�
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂r2

�
(rA) ,

so dass die allgemeine Lösung die Form einer Überlagerung einer ausfallenden
und einer einfallenden Welle hat:

A(r, t) =
1

r
[a1(r − ct) + a2(r + ct)] .

Als Spezialfall ist für alle t > 0 in dieser Lösung auch die ausfallende Kugelwelle

A(x, t) =
a(ξ)dξ

4πcr
δ(r − ct) , r = |x− ξ|

enthalten, die mit der Amplitude a(ξ)dξ vom infinitesimalen Volumenelement
dξ um ξ ausgeht. Überlagerungen solcher Kugelwellen,

A(x, t) =

Z
dξ

a(ξ)

4πcr
δ(r − ct)

=
1

4πc

Z
dΩ

Z
dr ra(x+ rr̂)δ(r − ct)

=
t

4π

Z
dΩ a(x+ ctr̂) ≡ tMx,ct[a] (6.4)

mit dΩ ≡ sin(ϑ)dϑdφ, sind wiederum Lösungen der homogenen Wellengleichung.
Hierbei ist zu beachten, dass Mx,ct[a] einfach als Mittelwert der Funktion a, be-
rechnet über die Oberfläche einer Kugel mit dem Radius ct und dem Mittelpunkt
x, interpretiert werden kann.

Die Funktion A(x, t) in (6.4), die also vollständig durch a(ξ) definiert wird,
zeigt das folgende interessante Verhalten zum Anfangszeitpunkt t = 0:

A(x, 0) = 0

∂Ai
∂t

(x, 0) = lim
t↓0

§
Mx,ct[ai] + ctMx,ct

�
∂ai
∂x

· r̂
�ª

= ai(x)

∂2Ai
∂t2

(x, 0) = lim
t↓0

�
2cMx,ct

�
∂ai
∂x

· r̂
�
+ c2tMx,ct

�
r̂T
∂2ai
∂x2

r̂

��
= 0

oder kurz gefasst:

A(x, 0) = 0 ,
∂A

∂t
(x, 0) = a(x) ,

∂2A

∂t2
(x, 0) = 0 . (6.5)
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Aus (6.4) und (6.5) folgt sofort, dass die allgemeine Lösung der dreidimensio-
nalen Wellengleichung

�A = 0 , A(x, 0) = A0(x) ,
∂A

∂t
(x, 0) = Ȧ0(x)

durch

A(x, t) =
∂

∂t
{tMx,ct[A0]}+ tMx,ct[Ȧ0] (6.6)

gegeben ist, denn laut Gleichung (6.5) liefert der erste Term im rechten Glied
einen Beitrag A0(x) zu A(x, 0), aber keinen Beitrag zu ∂A

∂t (x, 0), während der
zweite Term keinen Beitrag zu A(x, 0), dafür aber einen Beitrag Ȧ0(x) zu
∂A
∂t (x, 0) liefert.

Falls die Anfangsbedingungen translationsinvariant in einer Raumrichtung
(z. B. in der ê3-Richtung) sind: A0 = A0(x1, x2) und Ȧ0 = Ȧ0(x1, x2), dann
liegt ein quasi-zweidimensionales Problem vor, dessen Lösungen als Zylinder-
wellen bezeichnet werden. Führen wir Polarkoordinaten (ρ, φ) ein:

ρ ≡ ct sin(ϑ) , ρ̂ ≡
�
cos(φ)
sin(φ)

�
und bezeichnen wir die Ortskoordinaten in der (x1, x2)-Ebene als x⊥ ≡ (x1, x2),
dann erhalten die Beiträge tMx,ct[a] in (6.6) die Form

tMx,ct[a] =
1

2πc

2πZ
0

dφ

ctZ
0

dρ a(x⊥ + ρρ̂)
ρp

c2t2 − ρ2

=
1

c

ctZ
0

dρ M (2)
x⊥,ρ

[a]
ρp

c2t2 − ρ2
,

wobei M (2)
x⊥,ρ[a] nun den Mittelwert der Funktion a(ξ⊥) über einen Kreis mit

Radius ρ und Mittelpunkt x⊥ darstellt. Es ist sehr einfach, das qualitative
Verhalten von Zylinderwellen als Funktion der Zeit zu bestimmen. Nehmen wir
an, dass das Feld anfangs in einem Raumbereich D⊥ ⊂ R2 lokalisiert ist, wobei
für alle ξ⊥ ∈ D⊥ gilt: ct1 ≤ |ξ⊥ − x⊥| ≤ ct2. Ein Beobachter in x⊥ wird für
alle t ≤ t1 kein Signal erhalten, da in diesem Fall M (2)

x⊥,ρ[A0] und M
(2)
x⊥,ρ[Ȧ0]

gleich Null sind. Für t > t1 wird er ein Signal erhalten; insbesondere gilt im
Langzeitlimes (t≫ t2):

tMx,ct[a] ∼ 1

2πc2t

2πZ
0

dφ

ctZ
0

dρ ρa(x⊥ + ρρ̂)

∼ 1

2πc2t

Z
dξ⊥ a(ξ⊥) (a = A0, Ȧ0)

d. h.

A(x⊥, t) ∼
1

2πc2t

�Z
dξ⊥ Ȧ0(ξ⊥)−

1

t

Z
dξ⊥ A0(ξ⊥)

�
.

Man sieht, dass die Amplitude der Welle in x⊥ zu jeder endlichen Zeit nicht
verschwindet (Nacheffekt).
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6.2 Der Einfluss von Ladungen und Strömen
In Anwesenheit von Ladungen und Strömen bietet sich die Lorenz-Eichung an;
in dieser Eichung geht Gleichung (6.1) in die inhomogene Wellengleichung

�Aµ =
1

ε0c
jµ (6.7)

für das 4-Potential über. Das 4-Potential ist nicht eindeutig bestimmt durch
(6.7), da es bekanntlich noch eine Resteichfreiheit der Form Aµ → Ãµ =
Aµ + ∂µΛ gibt, wobei Λ die homogene Wellengleichung �Λ = 0 erfüllt und
ein Lorentz-Skalar ist. Die Anfangsbedingung für (6.7) sei durch

Aµ(x, 0) ≡ Aµ0 (x) ,
∂Aµ

∂t
(x, 0) ≡ Ȧµ0 (x) (6.8)

gegeben. Die allgemeine Lösung des Anfangswertproblems (6.7) und (6.8) kann
als Summe zweier Beiträge geschrieben werden:

Aµ = Aµ1 +Aµ2 ,

wobei Aµ1 die Lösung der homogenen Wellengleichung

�Aµ1 = 0 , Aµ1 (x, 0) = Aµ0 (x) ,
∂Aµ1
∂t

(x, 0) = Ȧµ0 (x) (6.9)

ist und Aµ2 die Lösung der inhomogenen Wellengleichung

�Aµ2 =
1

ε0c
jµ , Aµ2 (x, 0) = 0 ,

∂Aµ2
∂t

(x, 0) = 0 (6.10)

darstellt. Die Lösung von (6.9) ist bereits bekannt:

Aµ1 (x, t) =
∂
∂t {tMx,ct[A

µ
0 ]}+ tMx,ct[Ȧ

µ
0 ] .

Um den Einfluss der Ladungen und Ströme zu bestimmen, müssen wir also nur
noch das inhomogene Problem (6.10) lösen.

Aber auch die Lösung von (6.10) ist im Wesentlichen bereits bekannt, da
sich Aµ2 als

Aµ2 (x, t) =

tZ
0

dτ aµ(x, t; τ)

darstellen lässt, wobei aµ die homogene Wellengleichung

�aµ = 0 (t ≥ τ)

aµ(x, τ ; τ) = 0 ,
∂aµ

∂t
(x, τ ; τ) =

c

ε0
jµ(x, τ)

(6.11)

erfüllt. Dies sieht man sofort daraus, dass in diesem Fall sowohl die inhomogene



------------ 6. DIE DYNAMIK DER FELDER - ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 96

Wellengleichung,

�
tZ

0

dτ aµ(x, t; τ) =
1

c2
∂

∂t

24 tZ
0

dτ
∂aµ

∂t
(x, t; τ) + aµ(x, t; t)

35
−

tZ
0

dτ (∆aµ)(x, t; τ)

=

tZ
0

dτ

�
1

c2
∂2aµ

∂t2
(x, t; τ)− (∆aµ)(x, t; τ)

�
+

1

c2
∂aµ

∂t
(x, t; t)

=
1

ε0c
jµ(x, t) ,

als auch die Anfangsbedingung in (6.10) erfüllt sind. Da die allgemeine Lösung
von (6.11) aus Abschnitt [??] bekannt ist, können wir nun auch die allgemeine
Form von Aµ2 angeben:

Aµ2 (x, t) =

tZ
0

dτ (t− τ)Mx,c(t−τ)
�
c
ε0
jµτ
�

, jµτ (x) ≡ jµ(x, τ) .

Führt man nun eine neue Variable r ≡ c(t− τ) ein, so lässt sich dieses Ergebnis
auch als

Aµ2 (x, t) =
1

c2

ctZ
0

dr rMx,r

�
c
ε0
jµτ
�

=
1

4πε0c

Z
dΩ

ctZ
0

dr rjµ(x+ rr̂, t− r
c )

=
1

4πε0c

Z
dξ

jµ
�
ξ, t− |ξ−x|

c

�
|ξ − x|

H
�
t− |ξ−x|

c

�
(6.12)

darstellen, wobei H(y) die Heaviside’sche Stufenfunktion bezeichnet. Die Inter-
pretation von (6.12) ist klar: Da sich elektromagnetische Signale mit der Lichtge-
schwindigkeit c ausbreiten, enthält Aµ2 (x, t) nur Beiträge solcher Ladungen und
Ströme jµ(ξ, τ), die sich zum Zeitpunkt τ in einem Abstand |ξ − x| = c(t− τ)

von x befanden. Die Zeit τ = t− |ξ−x|
c wird als die retardierte Zeit bezeichnet.

Nehmen wir nun an, die Ladungs- und Stromverteilung sei translationsin-
variant in ê3-Richtung. Es breiten sich dann Zylinderwellen aus, und aufgrund
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von Abschnitt [6.1] hat das 4-Potential nun die Form:

Aµ2 (x⊥, t) =

tZ
0

dτ
1

c

c(t−τ)Z
0

dρ M (2)
x⊥,ρ

�
c
ε0
jµτ
� ρÈ

c2(t− τ)2 − ρ2

=
1

c2

ctZ
0

dr

rZ
0

dρ
ρp

r2 − ρ2
M (2)

x⊥,ρ

�
c
ε0
jµ
t− rc

�
=

1

2πε0c

ctZ
0

dr

Z
dξ⊥

jµ
�
ξ⊥, t− r

c

�È
r2 − |ξ⊥ − x⊥|2

H(r − |ξ⊥ − x⊥|) .

(6.13)

Analog kann man das 4-Potential für eine Ladungs- und Stromverteilung mit
Translationsinvarianz in ê2- und ê3-Richtung aus der Lösung der homogenen
Wellengleichung für ebene Wellen bestimmen:

Aµ2 (x⊥, t) =

tZ
0

dτ
1

2c

x⊥+c(t−τ)Z
x⊥−c(t−τ)

dξ⊥
c

ε0
jµ(ξ⊥, τ)

=
1

2ε0c

ctZ
0

dr

Z
dξ⊥ jµ

�
ξ⊥, t− r

c

�
H(r − |ξ⊥ − x⊥|) . (6.14)

Das Langzeitverhalten von Aµ für Zylinderwellen und ebene Wellen weicht wie-
derum stark von dem in (6.12) ab. Nehmen wir an, die Ladungs- und Stromver-
teilung jµ ist räumlich und zeitlich lokalisiert, so dass für einen fest vorgegebenen
Punkt x in (6.12) gilt:

jµ(ξ, τ) = 0 für |ξ − x| > cT oder τ > T ,

und analog für jµ(ξ⊥, τ) in (6.13) bzw. jµ(ξ⊥, τ) in (6.14). Für alle t ≥ 2T folgt
Aµ2 (x, t) = 0 in (6.12). In (6.13) jedoch folgt

Aµ2 (x⊥, t) ∼
1

2πε0ct

Z
dξ⊥

Z
dτ jµ(ξ⊥, τ) (t→ ∞) (6.15)

und in (6.14) sogar

Aµ2 (x⊥, t) =
1

2ε0

Z
dξ⊥

Z
dτ jµ(ξ⊥, τ) (t ≥ 2T ) . (6.16)

Die physikalischen Konsequenzen von (6.15) und (6.16) sind jedoch gänzlich
unterschiedlich: Während (6.15) zeigt, dass das elektromagnetische Feld in x⊥
sogar für beliebig lange Zeiten ungleich Null ist, sind die räumlichen und zeitli-
chen Ableitungen von (6.16) rigoros gleich Null, so dass kein elektromagnetisches
Feld erzeugt wird, obwohl Aµ2 (x⊥, t) selbst ungleich Null ist.

Besonders interessant ist der Fall einer Punktquelle der Form jµ(x, t) =
δ(x)δ(t− 0+) in (6.12). Es folgt:

Aµ2 (x, t) =
1

4πε0cx
δ
�
t− x

c

�
≡ G3(x, t) . (6.17)
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Analog folgt mit jµ(x⊥, t) = δ(x⊥)δ(t− 0+) in (6.13):

Aµ2 (x⊥, t) =
1

2πε0c

ctZ
0

dr
δ(t− r

c − 0+)È
r2 − |x⊥|2

H(r − |x⊥|)

=
1

2πε0

H(ct− |x⊥|)È
(ct)2 − |x⊥|2

≡ G2(x⊥, t) (6.18)

und mit jµ(x⊥, t) = δ(x⊥)δ(t− 0+) in (6.14):

Aµ2 (x⊥, t) =
1

2ε0
H(ct− |x⊥|) ≡ G1(x⊥, t) . (6.19)

Die Funktionen G3, G2 und G1 erfüllen die Gleichungen

�G3 =
1

ε0c
δ(x)δ(t− 0+) , G3(x, 0) = 0 ,

∂G3

∂t
(x, 0) = 0�

1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
⊥

�
G2 =

1

ε0c
δ(x⊥)δ(t−0+) , G2(x⊥, 0) = 0 ,

∂G2

∂t
(x⊥, 0) = 0�

1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2⊥

�
G1 =

1

ε0c
δ(x⊥)δ(t−0+) , G1(x⊥, 0) = 0 ,

∂G1

∂t
(x⊥, 0) = 0

und werden als Green’sche Funktionen der drei-, zwei- und eindimensionalen
Wellengleichung bezeichnet. Sie sind natürlich von großem praktischen Nutzen,
denn wenn sie explizit bekannt sind, folgt die allgemeine Lösung der drei-, zwei-
oder eindimensionalen Wellengleichung als:

Aµ2 (x, t) =

Z
dξ

Z
dτ G3(x− ξ, t− τ)jµ(ξ, τ)

Aµ2 (x⊥, t) =

Z
dξ⊥

Z
dτ G2(x⊥ − ξ⊥, t− τ)jµ(ξ⊥, τ)

Aµ2 (x⊥, t) =

Z
dξ⊥

Z
dτ G1(x⊥ − ξ⊥, t− τ)jµ(ξ⊥, τ) .

Vergleicht man die Ausdrücke für die Green’schen Funktionen G3, G2 und G1 in
(6.17) - (6.19) miteinander, so beobachtet man große qualitative Unterschiede:
Die Green’sche Funktion G3 erfüllt das Huygens’sche Prinzip, das (in der mo-
dernen Formulierung) besagt, dass das Signal einer Punktquelle auf dem Rand
{x| |x| = ct} des Vorwärts-Lichtkegels konzentriert ist. Das Huygens’sche Prin-
zip gilt gewissermaßen auch für G1, d. h. für ebene Wellen, vorausgesetzt, dass
man unter „Signal“ die physikalischen Felder, d. h. die Ableitungen von G1 nach
den Orts- und Zeitkoordinaten, versteht. Das Huygens’sche Prinzip gilt nicht
für Zylinderwellen, d. h. für G2, denn in diesem Fall gilt G2 ̸= 0 für alle x⊥
mit |x⊥| < ct. Allgemeiner kann man zeigen, dass das Huygens’sche Prinzip
in allen ungeraden Dimensionen gilt, und amüsanterweise gilt es nicht in al-
len geraden Raumdimensionen. In geraden Dimensionen verstummt das Signal,
das man von einer Punktquelle (oder durch Überlagerung: von einer beliebigen
Quelle) empfängt, also nie.
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Alternativ kann die retardierte Green’sche Funktion G(x, t) auch mittels ei-
ner Fourier-Transformation berechnet werden. Als Beispiel behandeln wir den
dreidimensionalen Fall. Die Fourier-Transformierte g3(x, ω) vonG3(x, t) ist durch

g3(x, ω) ≡
1√
2π

Z
dt G3(x, t)e

iωt , G3(x, t) =
1√
2π

Z
dω g3(x, ω)e

−iωt

definiert und erfüllt die inhomogene Helmholtz-Gleichung�
∆+

ω2

c2

�
g3 = − 1√

2πε0c
δ(x) .

Aus der Übung ist bereits bekannt, dass g3 allgemein die Form

g3(x, ω) =
1√

2πε0c

"
cos
�
ω xc

�
4πx

+B
sin
�
ω xc

�
4πx

#
hat, wobei B prinzipiell ω-abhängig sein dürfte. Durch inverse Fourier-Transfor-
mation erhält man

G3(x, t) =
1

2πε0c

Z
dω
�
cos
�
ω xc

�
+B sin

�
ω xc

�� e−iωt
4πx

. (6.20)

Die Lösung der inhomogenen Wellengleichung �G = 1
ε0c
δ(x)δ(t−0+) ist natür-

lich nicht eindeutig festgelegt: Man kann zu jeder Lösung G immer eine Lösung
der homogenen Wellengleichung addieren. Die Lösung wird jedoch eindeutig,
wenn man die Anfangsbedingungen G3(x, 0) = 0 und ∂tG3(x, 0) = 0 auferlegt.
Diese Anfangsbedingungen entsprechen der Wahl B = i in (6.20):

G3(x, t) =
1

4πε0cx

�
1

2π

Z
dω e−iω(t−

x
c )
�
=
δ
�
t− x

c

�
4πε0cx

.

Offensichtlich gilt G3(x, t) = 0 für alle t < 0, so dass G3 tatsächlich die retar-
dierte Green’sche Funktion darstellt. Für die alternative Wahl B = −i erhält
man analog:

Gav
3 (x, t) =

δ
�
t+ x

c

�
4πε0cx

,

eine Lösung, die als die avancierte Green’sche Funktion der (dreidimensionalen)
Wellengleichung bezeichnet wird.

6.3 Wellengleichungen in materiellen Medien
Wie bereits aus der Einführung bekannt (s. Gleichung (??)), sind bei der Formu-
lierung der Maxwell-Theorie „im Medium“ auch die Effekte der Magnetisierung
M und der Polarisation P zu berücksichtigen. Mit Hilfe der Definitionen

D ≡ ε0E+P , H ≡ 1
µ0
B−M
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erhält man die Maxwell-Gleichungen

I. ∇ ·D = ρ III. ∇×E+
∂B

∂t
= 0

(6.21)

II. ∇ ·B = 0 IV. ∇×H− ∂D

∂t
= j ,

wobei ρ und j wie üblich eine Kontinuitätsgleichung erfüllen: ∂ρ
∂t + ∇ · j =

0. Die Theorie (6.21) erhält erst dann einen physikalischen Inhalt, wenn die
Beziehungen zwischen P und M einerseits und E und B andererseits festgelegt
werden. In einfachen (d. h. konkret: in linearen, isotropen) Medien gelten z. B.
die Materialgleichungen

D = ε0E+P = ε0εrE = εE , B = µ0(H+M) = µ0µrH = µH ,

die in Leitern noch um das Ohm’sche Gesetz

j = σE

ergänzt werden. Die Maxwell-Gleichungen (6.21) „im Medium“ können mit Hilfe
einer räumlichen Mittelung aus denjenigen „im Vakuum“ hergeleitet werden (s.
z. B. § 6.7 in Jackson). Die Theorie „im Medium“ ist durch die in der Herleitung
von (6.21) auftretenden Näherungen und durch die Einführung der Material-
parameter εr, µr und σ eher phänomenologischer Natur. Sie ist einerseits also
weniger fundamental als die Maxwell-Theorie „im Vakuum“, andererseits offen-
sichtlich von großem Belang im Hinblick auf praktische Anwendungen.

Die Maxwell-Theorie für materielle Medien kann auch Lorentz-kovariant for-
muliert werden. Die E- und B-Felder können – wie üblich – mit Hilfe des Feld-
tensors Fµν = (E, cB) beschrieben werden. Analog kann man den echten Vek-
tor P und den Pseudovektor M zu einem antisymmetrischen echten 4-Tensor
Mµν = (−c2P, cM) kombinieren:

Fµν =

 
0 −ET

0 −cB3 cB2

E cB3 0 −cB1

−cB2 cB1 0

!
, Mµν =

 
0 c2PT

0 −cM3 cM2

−c2P cM3 0 −cM1

−cM2 cM1 0

!
.

Die D- und H-Felder können dann mit Hilfe einer Linearkombination dieser
Tensoren beschrieben werden:

Hµν ≡ 1
µ0
Fµν −Mµν =

�
1
µ0
E+ c2P, c

µ0
B− cM

�
= (c2D, cH) .

Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind unverändert und können somit als

∂µF̃
µν = 0

zusammengefasst werden. Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen, die im Va-
kuum durch ∂µ( 1

µ0
Fµν) = cjν gegeben sind, erhalten im Medium die Form

∂µH
µν = cjν .

Auch die Materialgleichungen können Lorentz-kovariant dargestellt werden, wie
zuerst von Minkowski (1908) gezeigt wurde. Wenn wir annehmen, dass das be-
trachtete Medium eine 3-Geschwindigkeit u und somit eine 4-Geschwindigkeit
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uµ = γu(1,β) relativ zum Beobachter hat, dann kann die Materialgleichung
D = εE Lorentz-kovariant als

1
c2H

νρuρ = εF νρuρ ,

die Gleichung B = µH als

F̃ νρuρ = µH̃νρuρ

und das Ohm’sche Gesetz als

jν = (uρj
ρ)uν + σF νρuρ

dargestellt werden. Bei der Interpretation der letzten Gleichung ist zu bedenken,
dass der 3-Strom einen konvektiven und einen konduktiven Anteil hat, wobei der
konvektive Teil auf die Bewegung des Mediums mit der 3-Geschwindigkeit u zu-
rückzuführen ist und der konduktive Anteil vom elektrischen Feld hervorgerufen
wird. Erwähnt sei noch die Energiebilanzgleichung

−E · j = ∂ρE
∂t

+∇ · S , (6.22)

wobei die Energiedichte ρE und die Energiestromdichte S für lineare, nicht not-
wendigerweise isotrope Medien die Form

ρE = 1
2 (E ·D+H ·B) , S = E×H

hat. Die Bilanzgleichung (6.22) kann wiederum als 0-Komponente einer Tensor-
gleichung der Form (3.39) geschrieben werden.

Wir untersuchen nun die Möglichkeit der Wellenausbreitung in materiellen
Medien. Hierzu gehen wir von den makroskopischen Maxwell-Gleichungen (6.21)
aus und nehmen an, dass die Materialparameter ε, µ und σ ortsunabhängig
und räumlich isotrop sind. Des Weiteren nehmen wir an, dass der betrachtete
Raumbereich keine Ladung hat (ρ = 0). In diesem Fall kann man die (E,B)-
Felder, analog zu Gleichung (6.2), mit Hilfe von Potentialen (Φ,A) beschreiben,
die in der Coulomb-Eichung ∇ ·A = 0 die Gleichungen

∆Φ = −1

ε
ρ = 0 (6.23)

und

∆A = −[∇(∇ ·A)−∆A] = −∇× (∇×A) = −∇×B

= −µ∇×H = −µ
�
j+

∂D

∂t

�
= −µ

�
σE+ ε

∂E

∂t

�
(6.24)

erfüllen. Die eindeutige Lösung der Laplace-Gleichung (6.23) zur Randbedin-
gung Φ = 0 für |x| = ∞ lautet Φ(x, t) = 0 für alle x ∈ R3, so dass sich der
Zusammenhang zwischen den Potentialen und den Feldern zu

E = −∂A
∂t

, B = ∇×A (6.25)

vereinfacht. Folglich lässt sich (6.24) auch als

∆A = εµ

�
∂2A

∂t2
+
σ

ε

∂A

∂t

�
=

1

c̄ 2

�
∂2A

∂t2
+

1

τ

∂A

∂t

�
(6.26)
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schreiben. Hierbei wurden die Ausbreitungsgeschwindigkeit c̄ ≡ (εµ)−1/2 und
die charakteristische Dämpfungszeit τ ≡ ε

σ der Wellen eingeführt. Der letzte
Term im rechten Glied von (6.26) wirkt als Reibungs- oder Dämpfungsterm. Aus
(6.25) folgt sofort, dass E und B Gleichungen der selben Form wie A erfüllen:

∆E =
1

c̄ 2

�
∂2E

∂t2
+

1

τ

∂E

∂t

�
∆B =

1

c̄ 2

�
∂2B

∂t2
+

1

τ

∂B

∂t

�
.

(6.27)

Die Wellengleichungen (6.26) und (6.27) mit zusätzlichem Dämpfungsterm sind
Spezialfälle der sogenannten Telegraphengleichung ,

∆v =
1

c̄ 2

�
∂2v

∂t2
+ (r1 + r2)

∂v

∂t
+ r1r2v

�
(r1, r2 ≥ 0) ,

die im Allgemeinen neben dem Dämpfungsterm auch einen „Oszillatorterm“
(letzter Term im rechten Glied) enthält.

Bei der Herleitung von (6.26) und (6.27) wurde angenommen, dass das Me-
dium dispersionslos ist, d. h. dass die Materialparameter σ, ε und µ nicht von
der typischen Frequenz der Wellen A(x, t) bzw. E(x, t) oder B(x, t) abhängen:
σ(ω) ≃ σ(0) ≡ σ (und analog für ε und µ). Wir beschränken uns also auf nicht
zu große Frequenzen. Für Isolatoren ist die Relaxationszeit τ so lang, dass für
alle relevanten Frequenzen ω gilt: ωτ ≫ 1. Folglich kann der Dämpfungsterm
in (6.26) und (6.27) vernachlässigt werden, und die Felder E und B und das
Vektorpotential A erfüllen die homogenen Wellengleichungen :

∆A =
1

c̄ 2
∂2A

∂t2
, ∆E =

1

c̄ 2
∂2E

∂t2
, ∆B =

1

c̄ 2
∂2B

∂t2
. (6.28)

Im entgegengesetzten (metallischen) Limes ist σ groß und τ daher klein (τ ≃
10−14 s), so dass für alle Frequenzen im nicht-dispersiven Bereich ωτ ≪ 1 gilt.
Es folgt, dass der Dämpfungsterm dominiert und die zweiten Zeitableitungen
vernachlässigt werden können:

∆A =
1

c̄ 2τ

∂A

∂t
, ∆E =

1

c̄ 2τ

∂E

∂t
, ∆B =

1

c̄ 2τ

∂B

∂t
. (6.29)

Im metallischen Limes erfüllen die Felder daher Diffusionsgleichungen mit ei-
ner effektiven Diffusionskonstanten c̄ 2τ . Im Zwischenbereich zwischen Isolatoren
und Metallen, also z. B. für schlechte Leiter oder Halbleiter, kann im interessie-
renden Frequenzbereich durchaus ωτ ≃ 1 gelten; in diesem Fall sind beide Terme
im rechten Glied von (6.26) bzw. (6.27) relevant.

Wir werden im Folgenden einige wichtige physikalische Anwendungen der
Telegraphengleichungen (6.26) und (6.27) betrachten.

6.4 Skintiefe und Skineffekt
In diesem Abschnitt untersuchen wir die Amplitude der elektromagnetischen
Felder E und B nahe der Grenzfläche zwischen einem Leiter (z. B. einem Me-
tall) und einem Isolator (Dielektrikum). Wir werden sehen, dass ein genügend
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hochfrequentes elektromagnetisches Feld in einem Leiter auf eine dünne Schicht
nahe der Oberfläche (also auf die „Haut“ oder „Skin“ des Leiters) beschränkt
ist. Die Tatsache, dass folglich auch Wechselströme auf diesen Randbereich des
Leiters beschränkt sind, wird als Skineffekt bezeichnet.

Isolator(I) (M)
x10

Metall

Abbildung 6.1: Eine Welle am Übergang zwischen einem Isolator und einem
gut leitenden Metall zur Illustration der „Skintiefe“.

6.4.1 Die Skintiefe in Metallen
Um zu zeigen, dass ein in ein Metall eindringendes, genügend hochfrequentes,
elektromagnetisches Feld auf eine dünne Grenzschicht beschränkt ist, betrachten
wir eine ebene, monochromatische Welle, die von links entlang der ê1-Achse auf
die Grenzfläche x1 = 0 zwischen dem Isolator und dem Metall einfällt. Die Welle
wird zum Teil reflektiert und zum Teil transmittiert, so dass im Isolatorbereich
auch eine nach links laufende Komponente anwesend ist. Wir nehmen nach wie
vor an, dass die Ladungsdichte überall Null ist, insbesondere auch im Metall,
so dass sich wiederum die Coulomb-Eichung anbietet. In der Coulomb-Eichung
∇ · A = ∂A1

∂x1
= 0 kann das Vektorpotential A, das also senkrecht auf der ê1-

Richtung steht, in ê2-Richtung gewählt werden. Im Isolator (d. h. für x1 < 0)
gilt daher

AI(x1, t) = ê2 Re [AI(x1, t)] (6.30)

mit

AI(x1, t) ≡ are
i(kx1−ωt) + ale

−i(kx1+ωt) (x1 < 0) .

Hierbei sind ar und al zwei (zunächst beliebige) komplexe Zahlen. Damit das
Vektorpotential AI in der Isolatorphase die homogene Wellengleichung (6.28)
mit der Lichtgeschwindigkeit c̄I erfüllt, muss für alle k > 0 die Dispersionsre-
lation ω = c̄Ik gelten. In der metallischen Phase [mit den Materialparametern
(εM, µM, σ), der Ausbreitungsgeschwindigkeit c̄M = (εMµM)−1/2 und der Dämp-
fungszeit τ = εM/σ] gilt die Diffusionsgleichung (6.29); dementsprechend hat das
Vektorpotential die Form

AM = ê2 Re[AM(x1, t)] (6.31)
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mit

AM(x1, t) ≡ aMe
−x1

δ +i(x1

δ −ωt) ,

wobei im Allgemeinen wiederum aM ∈ C gilt. Einsetzen der komplexen Lösung
ê2AM(x1, t) in (6.29) liefert

δ =

r
2

ωµMσ
=

√
2ωτ

kM
, kM ≡ c̄I

c̄M
k (6.32)

Die Eindringtiefe δ in der metallischen Phase wird als Skintiefe bezeichnet.
Da in dieser Phase ωτ ≪ 1 gilt, ist δ deutlich kleiner als die Wellenlänge des
einfallenden Lichts. Das elektrische Feld folgt aus (6.30) und (6.31) als

EI = −∂AI

∂t
= ê2 Re[iωAI(x1, t)] , EM = ê2 Re[iωAM(x1, t)] ,

und das Magnetfeld folgt aus:

BI = ∇×AI = ê1 ×
∂AI

∂x1
= ê3 Re

¦
ik
�
are

i(kx1−ωt) − ale
−i(kx1+ωt)

�©
bzw.

BM = ∇×AM = ê1 ×
∂AM

∂x1
= ê3 Re

�
i− 1

δ
AM(x1, t)

�
.

In beiden Phasen stehen E,B und k = kê1 bzw. kM = kMê1 also senkrecht
aufeinander. Da die E- und B-Felder auf eine dünne Grenzschicht beschränkt
sind, gilt das Gleiche auch für die Stromdichte j = σE. Stets gilt hierbei ∇ · j =
σ∇ · E = −σ ∂

∂t (∇ · A) = 0, so dass aufgrund der Kontinuitätsgleichung auch
∂ρ
∂t = 0 gilt. Dies zeigt, dass die anfangs gemachte Annahme ρ = 0 konsistent
ist: Falls die Ladungsdichte z. Z. t = 0 überall gleich Null ist, wird sie auch zu
jeder späteren Zeit überall gleich Null sein.

Um die Koeffizienten (al, ar, aM) festzulegen, verwenden wir die Randbedin-
gungen, die sofort aus den Maxwell-Gleichungen (6.21) folgen:

ê1 · (DI −DM) = ê1 · (εIEI − εMEM) = Σ

ê1 × (EI −EM) = 0

ê1 · (BI −BM) = 0

ê1 × (HI −HM) = ê1 × ( 1
µI
BI − 1

µM
BM) = J ,

wobei Σ und J im Allgemeinen die Flächenladungsdichte an der Grenzfläche
bzw. die Flächenstromdichte darstellen. In unserem Fall gilt Σ = 0 und J = 0,
so dass die normalen Komponenten von D und B und die tangentialen Kom-
ponenten von E und H stetig sind. Die normalen Komponenten von D = εE
und B sind in unserem Fall jedoch überall Null und daher automatisch stetig,
so dass nur die zweite Bedingung (bezüglich der tangentialen Komponenten)
nicht-triviale Information enthält. Die Forderung EI(0, t) = EM(0, t) liefert:

ar + al = aM , (6.33)
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während aus der Bedingung 1
µI
BI(0, t) =

1
µM

BM(0, t) folgt:

1

µI
ik(ar − al) =

1

µM

i− 1

δ
aM =

1

µM

i− 1√
2ωτ

kMaM ,

d. h.

ar − al =
µIc̄I
µMc̄M

1 + i√
2ωτ

aM =

É
εMµI

εIµM

1 + i√
2ωτ

aM . (6.34)

Durch Kombination von (6.33) und (6.34) erhält man schließlich:

ar =
1

2

�
1 +

É
εMµI

εIµM

1 + i√
2ωτ

�
aM , al =

1

2

�
1−

É
εMµI

εIµM

1 + i√
2ωτ

�
aM .

Der verbleibende Koeffizient aM bestimmt die Amplitude der Gesamtwelle und
ist natürlich beliebig.

Als Bemerkung sei noch hinzugefügt, dass die hier berechnete Eindringtiefe
δ =

È
2

ωµMσ
nicht speziell für die gewählte Anordnung, sondern allgemeingültig

ist. Im Metall erfüllt A(x, t) eine Diffusionsgleichung, und für die Diffusions-
gleichung ist bekannt, dass sich Signale im Zeitintervall t über einen Abstand√
2dDt ausbreiten. Im Falle der auf die Grenzfläche einfallenden Strahlung ist

die Raumdimension durch d = 1, die Diffusionskonstante durch D = c̄2Mτ =
1

εMµM

εM
σ = 1

µMσ
und die charakteristische Diffusionszeit durch t ≃ 1

ω gegeben.
Für die Diffusionslänge, also für den typischen Abstand, über den sich das Signal
ausbreitet, erhält man also δ =

È
2

ωµMσ
.

6.4.2 Der Skineffekt im leitenden Draht
Wir diskutieren nun den Skineffekt , d. h. die Verdrängung eines genügend hoch-
frequenten Stroms aus dem Inneren eines leitenden Drahts. Wir nehmen an,
dass der leitende Draht (Leitfähigkeit σ) in ê3-Richtung verläuft und einge-
bettet ist in ein isolierendes Medium. Der leitende Draht habe den Radius
R. Wegen der Zylindersymmetrie sind wir besonders an axialsymmetrischen

2R j = �E ê3
Abbildung 6.2: Skizze des metallischen Kabels, zur Illustration des Skineffekts.

Lösungen interessiert, wobei der Strom

j = σE = −σ∂A
∂t

in ê3-Richtung zeigt und periodisch mit der Frequenz ω ist:

A(ρ, t) = ê3 Re
�
A(ρ)e−iωt

�
, ρ ≡

È
x21 + x22

und somit auch:

E(ρ, t) = ê3 Re
�
E(ρ)e−iωt

�
, E(ρ)iωA(ρ)

j(ρ, t) = ê3 Re
�
j(ρ)e−iωt

�
, j(ρ) = iωσA(ρ) .
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Hierbei bezeichnet ρ den Abstand zur Achse des leitenden Drahtes. Das Ma-
gnetfeld folgt schließlich als

B(ρ, t) = (∇×A)(ρ, t) = êφRe
�
B(ρ)e−iωt

�
, B(ρ) = −dA

dρ
.

Innerhalb des Drahts (ρ < R) erfüllt das Vektorpotential eine Diffusionsglei-
chung:

0 = eiωt
�
∆− 1

c̄2Mτ

∂

∂t

�
A(ρ)e−iωt =

�
∆+

iω

c̄2Mτ

�
A(ρ)

=

�
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+ iωµMσ

�
A =

�
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+ k2M

�
A . (6.35)

Hierbei gilt

kM =

√
2i

δ
=

1 + i

δ
,

wobei δ =
È

2
ωµMσ

die Skintiefe darstellt. Außerhalb des Drahts, also im isolie-
renden Medium (ρ > R), gilt eine Wellengleichung für A:

0 = eiωt
�
∆− 1

c̄ 2I

∂2

∂t2

�
A(ρ)e−iωt =

�
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+ k2I

�
A (6.36)

mit

kI ≡
ω

c̄I
.

Auf der Grenzfläche zwischen dem Isolator und dem Leiter sind schließlich (we-
gen Σ = 0 und J = 0) noch die Randbedingungen

êρ·[εIE(R+0+, t)−εME(R−0+, t)] = 0 , êρ·[B(R+0+, t)−B(R−0+, t)] = 0

und

êρ × [E(R+ 0+, t)−E(R− 0+, t)] = 0

êρ ×
�
1

µI
B(R+ 0+, t)− 1

µM
B(R− 0+, t)

�
= 0

(6.37)

zu erfüllen. Die ersten zwei Bedingungen stellen wegen E ∝ ê3 und B ∝ êφ keine
Einschränkung dar, so dass es ausreicht, die beiden Randbedingungen (6.37) zu
betrachten. Fordern wir noch, dass die Amplitude des Gesamtstroms durch den
Draht durch I0 ∈ R gegeben ist:

I(t) = 2π

RZ
0

dρ ρ j(ρ, t) = ê3 Re
�
I0e

−iωt
�
= ê3I0 cos(ωt) (6.38)

mit

I0 ≡ 2π

RZ
0

dρ ρj(ρ) ,
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dann werden das Vektorpotential, die Felder E und B und die Stromdichte j
vollständig durch (6.35)-(6.38) festgelegt.

Die Gleichungen (6.35) und (6.36) sind Spezialfälle (zum Index ν = 0) der
Bessel’schen Differentialgleichung2. Die Lösung, die regulär in ρ = 0 ist, lautet:

A(ρ) = aJ0(kMρ) (ρ < R)
= b1J0(kIρ) + b2Y0(kIρ) (ρ > R) ,

(6.39)

wobei die Proportionalitätskonstanten a, b1 und b2 zunächst unbestimmt sind.
Es sei daran erinnert, dass das asymptotische Verhalten von J0 und Y0 für kleine
und große |z|-Werte durch

J0(z) ∼ 1− 1
4z

2 + 1
64z

4 , Y0(z) ∼ 2
π

�
ln
�
1
2z
�
+ γ
�

(|z| → 0)

bzw.

J0(z) ∼
È

2
πz cos

�
z − 1

4π
�

, Y0(z) ∼
È

2
πz sin

�
z − 1

4π
�

(|z| → ∞)

gegeben ist, wobei | arg(z)| < π gilt, falls die Variable z komplex ist. Die Kon-
stante a in (6.39) wird durch (6.38) festgelegt:

I0 = 2π

RZ
0

dρ ρj(ρ) = 2πiωσa

RZ
0

dρ ρJ0(kMρ)

=
2πiωσa

(kM)2

kMRZ
0

dz zJ0(z) =
2πiωσa

iωσµM

kMRZ
0

dz
d

dz
[zJ1(z)]

=
2πa

µM
kMRJ1(kMR) ,

wobei J ′
0(z) = −J1(z) in Kombination mit der Bessel’schen Differentialgleichung

verwendet wurde:

0 = zJ ′′
0 + J ′

0 + zJ0 = −(zJ ′
1 + J1) + zJ0 = − d

dz
(zJ1) + zJ0 .

Es gilt:

J1(z) ∼ 1
2z
�
1− 1

8z
2 + 1

192z
4 + · · ·

�
(|z| → 0)

∼
È

2
πz cos

�
z − 3

4π
�

(|z| → ∞) .

Insgesamt erhalten wir also innerhalb des Drahts:

A(ρ) =
µMI0
2π

J0(kMρ)

kMRJ1(kMR)
.

2Die Bessel’sche Differentialgleichung lautet im Allgemeinen:

z2
d2w

dz2
+ z

dw

dz
+ (z2 − ν2)w = 0

und hat die Bessel-Funktionen Jν(z) und Yν(z) als zwei unabhängige Lösungen.
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Für niedrige Frequenzen (δ ≫ R) kann man die Entwicklung der Bessel-Funkti-
onen für kleine Argumente verwenden:

A(ρ) ∼ µMI0δ
2

2πiR2

�
1 +

i

4δ2
(R2 − 2ρ2) +

1

8δ4

�
R2ρ2 − 1

2ρ
4 − 1

3R
4
�
+ · · ·

�
.

Mit Hilfe von j(ρ) = iωσA(ρ) folgt nun

j(ρ) ∼ I0
πR2

�
1 +

i

4δ2
(R2 − 2ρ2) +

1

8δ4

�
R2ρ2 − 1

2ρ
4 − 1

3R
4
�
+ · · ·

�
und daher

j(ρ, t) ∼ I0
πR2

ê3

(�
1 +

1

8δ4

�
R2ρ2 − 1

2ρ
4 − 1

3R
4
�
+ · · ·

�
cos(ωt)

+

�
1

4δ2
(R2 − 2ρ2) + · · ·

�
sin(ωt)

)
.

Für hohe Frequenzen (δ ≪ R) erhält man aus der Entwicklung der Bessel-
Funktionen für große Argumente:

A(ρ) ∼ µMI0
2πikMR

�
R

ρ

� 1
2
e

i−1
δ (R−ρ) ∼ µMI0

2πi
√
2i

δ√
Rρ

e
i−1
δ (R−ρ) ,

so dass

j(ρ) = iωσA(ρ) ∼ I0

πδ2
√
2i

δ√
Rρ

e
i−1
δ (R−ρ)

∼ I0
πδ

√
2Rρ

e
i−1
δ (R−ρ)− 1

4πi

gilt. Insgesamt folgt daher für hohe Frequenzen:

j(ρ, t) ∼ ê3
I0

πδ
√
2Rρ

e−
R−ρ

δ cos
�
R−ρ
δ − ωt− π

4

�
,

so dass der Strom auf eine dünne Grenzschicht (R− ρ) = O(δ) beschränkt ist.
Schließlich bestimmen wir noch die Parameter b1,2 in (6.39) mit Hilfe der

Randbedingungen (6.37). Die erste der beiden Randbedingungen liefert A(R−
0+) = A(R+ 0+), d. h.:

b1J0(kIR) + b2Y0(kIR) = aJ0(kMR) .

Die zweite Randbedingung liefert − 1
µM

dA
dρ (R−0+) = − 1

µI

dA
dρ (R+0+), d. h. (mit

Y ′
0 = −Y1):

kI
µI

[b1J1(kIR) + b2Y1(kIR)] =
akM
µM

J1(kMR) .

Zusammenfassend gilt also:�
b1
b2

�
= a

�
J0(kIR) Y0(kIR)
kI
µI
J1(kIR)

kI
µI
Y1(kIR)

�−1�
J0(kMR)

kM
µM
J1(kMR)

�
. (6.40)
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Hiermit sind das Vektorpotential, die E- und B-Felder und die Stromdichte im
ganzen Raum bekannt.

Der Spezialfall eines sehr guten Metalls (σ → ∞ und daher δ
R ↓ 0) ist

besonders interessant: Bei festem I0 findet man aufgrund von (6.40):

a

�
J0(kMR)

kM
µM
J1(kMR)

�
∼ I0

2πR

�
0
1

� �
δ
R ↓ 0

�
und daher für ρ > R:

A(ρ) = b1J0(kIρ) + b2Y0(kIρ)

∼ µII0
2πkIR

J0(kIR)Y0(kIρ)− Y0(kIR)J0(kIρ)

J0(kIR)Y1(kIR)− Y0(kIR)J1(kIR)

�
δ
R ↓ 0

�
.

Dieses Ergebnis ist deshalb so interessant, weil es zeigt, dass die Felder außerhalb
des Drahts in diesem Limes endlich sind. Es gilt E(ρ) = iωA(ρ) und

B(ρ) = −dA
dρ

(ρ) ∼ µII0
2πR

J0(kIR)Y1(kIρ)− Y0(kIR)J1(kIρ)

J0(kIR)Y1(kIR)− Y0(kIR)J1(kIR)

�
δ
R ↓ 0

�
,

so dass die tangentiale Komponente des elektrischen Felds an der Grenzfläche
Null ist, E(R+0+, t) = 0, und die tangentiale Komponente des H-Felds an der
Grenzfläche einen Sprung macht, H(R + 0+, t) = êφ

I0
2πR cos(ωt). Aufgrund des

Stokes’schen Satzes, angewandt auf die Maxwell-Gleichung

∇×H = j+
∂D

∂t
= ê3 Re

�
(1− iωτ)j(ρ)e−iωt

�
∼ j

�
δ
R ↓ 0

�
,

muss im Limes sehr guter Leitfähigkeit natürlich auch
H
dx · H(x, t) = I(t)

gelten, falls der Integrationsweg einmal um den Draht herumführt. Es ist be-
merkenswert, dass die Felder und der Strom innerhalb des Drahts im Limes
δ
R ↓ 0 alle Null sind und dass die Felder außerhalb des Drahts von einer reinen
Oberflächenstromdichte hervorgerufen werden. In diesem Limes gilt also (für
die hier verwendete Geometrie) Σ = 0 aber J ̸= 0. Allgemeiner kann im Limes
σ → ∞ auch Σ ̸= 0 sein, wie wir im Folgenden sehen werden.

6.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter
In diesem Abschnitt betrachten wir Schwingungen des elektromagnetischen Fel-
des in einem isolierenden Medium im Raumbereich D ⊂ R3, das in eine perfekt
leitende Matrix eingebettet ist (σ → ∞). Wir können o.B.d.A. annehmen, dass
der isolierende Hohlraum einfach zusammenhängend ist. Im Sinne einer Fourier-
Analyse der Felder genügt es außerdem, harmonische Lösungen mit der Frequenz
ω zu untersuchen:

E(x, t) = Re
�
E(x)e−iωt

�
, B(x, t) = Re

�
B(x)e−iωt

�
.

Aus Abschnitt [6.4] wissen wir bereits, dass die E- und B-Felder und die Strom-
dichte j im Inneren eines perfekten Leiters Null sind und dass elektromagnetische
Wellen im isolierenden Medium eine Oberflächenstromdichte J und eventuell
auch eine Oberflächenladungsdichte Σ an der Grenzfläche zwischen dem Di-
elektrikum und dem Metall hervorrufen können. Hierbei sind (Σ,J) vollständig
durch die Felder im Isolator bestimmt.
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Da im isolierenden Bereich D keine Ladungen vorliegen, erfüllt das elektro-
magnetische Feld dort die Maxwell-Gleichungen

∇×E+
∂B

∂t
= 0 , ∇ ·D = ε∇ ·E = 0

und somit auch: ∇ × E = iωB und ∇ · E = 0. Wir können daher im Isolator
nach wie vor ein komplexes Vektorpotential A(x) ≡ E(x)/iω definieren. Das
reelle Vektorpotential

A(x, t) ≡ Re
�
A(x)e−iωt

�
ist dann gemäß

E(x, t) = −∂A
∂t

= Re
�
iωA(x)e−iωt

�
B(x, t) = ∇×A = Re

�
(∇×A) (x)e−iωt

�
mit den Feldern verknüpft und erfüllt für alle x ∈ D die Coulomb-Eichung

∇ ·A = Re
�
(∇ ·A)e−iωt

�
= Re

�
1

iωε
(∇ · E)e−iωt

�
= 0 .

Innerhalb des Hohlraums erfüllt A eine Wellengleichung mit der Ausbreitungs-

D IsolatorMetall

n̂

Abbildung 6.3: Skizze des im Leiter eingebetteten Isolators (Hohlraum).

geschwindigkeit c̄ = 1√
εµ :�

1

c̄ 2
∂2

∂t2
−∆

�
A = 0 (x ∈ D) ,

und somit erfüllt das komplexe Vektorpotential A(x) eine Helmholtz-Gleichung
mit λ = k2 ≡ ω2

c̄ 2 :�
∆+

ω2

c̄ 2

�
A = (∆+ k2)A = 0 (x ∈ D) . (6.41)

Nehmen wir an, der Normalvektor auf dem Rand ∂D des Hohlraums, der von
der metallischen in die isolierende Phase zeigt, sei für alle x ∈ ∂D durch n̂(x)
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gegeben. Die Randbedingungen n̂×E = 0 und n̂·B = 0 (für x ∈ ∂D) implizieren
die einzelne Randbedingung

n̂×A = 0 (x ∈ ∂D) (6.42)

für das Vektorpotential. Außerdem folgt mit Hilfe des Gauß’schen und des Sto-
kes’schen Satzes aus den beiden Maxwell-Gleichungen ∇ ·D = ρ und ∇×H =
j + ∂D

∂t , dass auf dem Rand des Resonators die Bedingungen Σ = n̂ · D und
J = n̂×H bzw.

Σ = ε n̂ ·E = εRe
�
iω(n̂ ·A)e−iωt

�
J = 1

µ n̂×B = 1
µ Re

�
n̂× (∇×A)e−iωt

� (6.43)

zu erfüllen sind. Die Randbedingungen (6.43) haben jedoch einen völlig anderen
Charakter als (6.42): Sie stellen keine Einschränkung der möglichen Lösungen
dar, sondern besagen lediglich, dass die Lösung des Randwertproblems (6.41)-
(6.42) mit einer Oberflächenladungsdichte Σ und einer Oberflächenstromdichte
J einhergeht. Die Dichten (Σ,J) treten also lediglich als Nebenprodukte auf.
Diese Dichten sind natürlich nicht unabhängig, sondern erfüllen eine Kontinui-
tätsgleichung der Form

0 =
∂Σ

∂t
+∇t · J =

∂Σ

∂t
− [n̂× (n̂×∇)] · J (x ∈ ∂D) , (6.44)

wobei ∇t ≡ ∇ − n̂(n̂ · ∇) die tangentiale Ableitung darstellt. Es ist übrigens
zu beachten, dass die durch die Gleichungen (6.41)-(6.43) definierten Wellen
dissipationslos sind. In realen Systemen (mit endlicher Leitfähigkeit außerhalb
des Dielektrikums) würden sicherlich Energieverluste auftreten, die zu einer
Dämpfung der im Folgenden zu bestimmenden Eigenschwingungen führen. In
der Realität müßte man also ständig Energie in das System hineinpumpen, um
die Schwingungen aufrechtzuerhalten.

6.5.1 Beispiel: Quaderförmiger Hohlraum
Als einfaches Beispiel eines Hohlraumresonators betrachten wir ein quaderförmi-
ges Dielektrikum, D = {x | 0 < xi < Li}, eingebettet in eine metallische Matrix.
Durch Variablentrennung erhält man sofort die folgende Lösung des Randwert-
problems (6.41)-(6.42):

A1 = a1 cos(k1x1) sin(k2x2) sin(k3x3)

A2 = a2 sin(k1x1) cos(k2x2) sin(k3x3)

A3 = a3 sin(k1x1) sin(k2x2) cos(k3x3) ,

wobei die Komponenten des Wellenvektors k = (k1, k2, k3) durch

ki =
niπ

Li
(ni ∈ N)

gegeben sind. Hierbei darf höchstens eine der Zahlen ni gleich Null sein, da-
mit die Lösung nicht-trivial ist. Außerdem sind nur zwei der drei Zahlen ai
unabhängig, denn aufgrund der Coulomb-Eichung gilt k · a = 0. Das elektri-
sche Feld im Resonator folgt aus E = Re[iωAe−iωt], das Magnetfeld ist durch
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x1 x2
x3

L1L2

L3

Abbildung 6.4: Skizze des quaderförmigen isolierenden Hohlraums D

B = Re[(∇×A)e−iωt] mit

∇×A =

�
sin(k1x1) cos(k2x2) cos(k3x3)(k2a3 − k3a2)
cos(k1x1) sin(k2x2) cos(k3x3)(k3a1 − k1a3)
cos(k1x1) cos(k2x2) sin(k3x3)(k1a2 − k2a1)

�
gegeben. Die Dichten (Σ,J) sind z. B. auf der Grenzfläche x1 = 0 durch

Σ(t) = ωε sin(k2x2) sin(k3x3)Re
�
ia1e

−iωt
�

bzw.

J =
1

µ
ê1 ×B =

1

µ

�
0

− cos(k2x2) sin(k3x3)Re
�
(k1a2 − k2a1)e

−iωt�
sin(k2x2) cos(k3x3)Re

�
(k3a1 − k1a3)e

−iωt�
�

gegeben. Man überprüft leicht, dass diese Dichten die Kontinuitätsgleichung
(6.44) erfüllen.

Betrachten wir den Quader nun als einen in ê3-Richtung ausgerichteten Zy-
linder mit rechteckigem Querschnitt. Bei einer solchen zylindrischen Geometrie
ist es Tradition, die zwei unabhängigen Lösungen so zu wählen, dass bei der
einen die E3- und bei der anderen die B3-Komponente Null ist. Man spricht
von transversal-elektrischen (TE) bzw. transversal-magnetischen (TM) Moden.
Die TE-Welle wird durch die zwei Bedingungen k ·a = 0 und a3 = 0 (also durch
a2 = −k1

k2
a1) charakterisiert:

ATE =

�
cos(k1x1) sin(k2x2) sin(k3x3)

−k1
k2

sin(k1x1) cos(k2x2) sin(k3x3)

0

�
Re
�
a1e

−iωt
�
,

während die TM-Welle durch k·a = 0 und k1a2−k2a1 = 0 (also durch a2 = k2
k1
a1

und a3 = −k21+k
2
2

k1k3
a1) definiert ist:

ATM =

�
cos(k1x1) sin(k2x2) sin(k3x3)
k2
k1

sin(k1x1) cos(k2x2) sin(k3x3)

−k21+k
2
2

k1k3
sin(k1x1) sin(k2x2) cos(k3x3)

�
Re
�
a1e

−iωt
�
.
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Man erhält Ausdrücke mit größerer Symmetrie, indem man für die TE-Welle
a1 → k2ā1 und für die TM-Welle a1 → k1k3ā1 ersetzt. Diese Ausdrücke zeigen
außerdem, dass niederfrequente TE-Moden mit (n1, n2) = (1, 0) und (n1, n2) =
(0, 1), aber keine TM-Moden mit solchen Wellenzahlen existieren.

6.5.2 Zylindergeometrien
Betrachten wir nun Zylindergeometrien mit beliebigem Querschnitt. Für einen
Zylinder in ê3-Richtung mit 0 < x3 < L3 und x⊥ ≡ (x1, x2) ∈ D⊥ kann das
Vektorpotential in der Form

A(x) =

�
a1(x⊥) sin(k3x3)
a2(x⊥) sin(k3x3)
a3(x⊥) cos(k3x3)

�
geschrieben werden. Die TE-Welle wird durch die Gleichungen�

∆2 + κ2
��a1

a2

�
=

�
0
0

�
, a3 = 0 ,

∂a1
∂x1

+
∂a2
∂x2

= 0 (x⊥ ∈ D⊥)

mit

κ2 = k2 − k23 =
ω2

c̄ 2
− k23

und durch die Randbedingung n̂×A = 0, d. h.

a3 = 0 und n2a1 − n1a2 = 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

definiert. Offensichtlich ist nur eine der beiden Komponenten a1 und a2 un-
abhängig. Da a(x⊥) divergenzfrei ist und a3 = 0 gilt, kann man a auch als
Rotation eines Vektorfeldes (0, 0, ψ(x⊥)) schreiben:3

a =

�
a1
a2
0

�
= ∇×

�
0
0
ψ

�
=

�
∂ψ/∂x2
−∂ψ/∂x1

0

�
.

Das Feld ψ(x⊥) ist die Lösung des Randwertproblems

(∆2 + κ2)ψ = λ (x⊥ ∈ D⊥)

mit �
n1
n2

�
·∇2ψ =

∂ψ

∂n
= 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥) ,

wobei λ eine beliebige reelle Konstante darstellt. Da man diese Gleichungen auch
als (∆2 + κ2)ψ̃ = 0 und ∂ψ̃

∂n = 0 mit ψ̃ ≡
�
ψ − λ

κ2

�
schreiben kann und sowieso

3Beweis: Der allgemeine Ansatz a(x⊥) = ∇ × ψ(x⊥) mit ψ = (ψ1, ψ2, ψ) würde a3 =
∂1ψ2 − ∂2ψ1 = 0 implizieren, so dass das Differential dψ0 ≡ ψ1dx1 + ψ2dx2 exakt ist und
ψ1 = ∂1ψ0 sowie ψ2 = ∂2ψ0 gilt. Es folgt also ψ = ∇ψ0 + ψê3 und somit a = ∇ × ψ =
∇× (ψê3). Man kann also o. B. d.A. a = ∇× (ψê3) annehmen.
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nur die Ableitungen von ψ physikalische Relevanz haben, kann man o.B.d.A.
λ = 0 wählen:

(∆2 + κ2)ψ = 0 (x⊥ ∈ D⊥) ,
∂ψ

∂n
= 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥) .

Im Falle der TE-Welle ist also ein Neumann-Problem für die zweidimensionale
Helmholtz-Gleichung zu lösen.

Die TM-Welle erfüllt für x⊥ ∈ D⊥ die Gleichungen

(∆2 + κ2)a = 0 ,
∂a1
∂x2

− ∂a2
∂x1

= 0

und

∂a1
∂x1

+
∂a2
∂x2

− k3a3 = 0

und für x⊥ ∈ ∂D⊥ die Randbedingung n̂×A = 0, d. h. wiederum

a3 = 0 und n2a1 − n1a2 = 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥) .

Aus der Gleichung ∂a1
∂x2

− ∂a2
∂x1

= 0 folgt, dass das Differential dψ = a1dx1+a2dx2
exakt ist, so dass der Vektor a(x⊥) aus einer einzelnen Funktion ψ herleitbar
ist:

a1 =
∂ψ

∂x1
, a2 =

∂ψ

∂x2
, k3a3 = ∆2ψ (x⊥ ∈ D⊥) .

Hierbei erfüllt ψ für irgendeine Konstante λ1 ∈ C die Gleichung

(∆2 + κ2)ψ = λ1 (x⊥ ∈ D⊥) (6.45)

und die Randbedingungen

∆2ψ = 0 ,

�
−n2
n1

�
·∇2ψ = ∇2tψ = 0 (x⊥ ∈ D⊥) .

Die zweite Randbedingung, ∇2tψ = 0, besagt, dass die Ableitung von ψ entlang
der Kurve ∂D⊥ Null ist, so dass für irgendeine Konstante λ2 ∈ C

ψ = λ2 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

gilt. In Kombination mit der Randbedingung ∆2ψ = 0 und mit (6.45) ergibt
diese Gleichung die Relation

λ1 = ∆2ψ + κ2ψ = κ2λ2 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

zwischen λ1 und λ2. Es folgt mit ψ̃ ≡ ψ − λ2:

(∆2 + κ2)ψ̃ = 0 (x⊥ ∈ D⊥) , ψ̃ = 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥) .

Da wiederum nur die Ableitungen von ψ physikalische Relevanz haben, kann
man o.B.d.A. λ2 = 0 wählen, so dass auch

(∆2 + κ2)ψ = 0 (x⊥ ∈ D⊥) , ψ = 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

gilt. Im Falle der TM-Welle ist also ein Dirichlet-Problem für die zweidimensio-
nale Helmholtz-Gleichung zu lösen.
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Wellenleiter

Falls das zylinderförmige Dielektrikum, das in die metallische Matrix eingebettet
ist, in ê3-Richtung unendlich ausgedehnt ist, spricht man von einem Wellenlei-
ter . Mögliche Lösungen haben die Struktur

A(x, t) = Re
�
a(x⊥)e

i(k3x3−ωt)
�
,

wobei a(x⊥) die zweidimensionale Helmholtz-Gleichung (∆2 + κ2)a = 0 erfüllt
und ω = c̄

È
κ2 + k23 gilt. Bemerkenswert an diesen Lösungen ist der drasti-

sche Unterschied zwischen der Phasen- und der Gruppengeschwindigkeit. Die
Phasengeschwindigkeit der Welle ist

ω

k3
= c̄

È
κ2 + k23

k3
> c̄ ,

und die Gruppengeschwindigkeit folgt als

∂ω

∂k3
= c̄

k3È
κ2 + k23

< c̄ ,

so dass der geometrische Mittelwert der beiden Geschwindigkeiten genau gleich�
ω

k3

∂ω

∂k3

�1/2

=

�
∂ω2

∂k23

�1/2

= c̄

ist. Für den physikalischen Transport von „Information“ (z. B. von Energie in
Wellenpaketen) ist die Gruppengeschwindigkeit relevant, so dass Überlichtge-
schwindigkeiten von physikalischen Größen in Wellenleitern nicht auftreten.



Kapitel7
Ausstrahlung

elektromagnetischer Wellen

In diesem Kapitel untersuchen wir das elektromagnetische Feld bewegter gela-
dener Elementarteilchen, wobei die Elementarteilchen - wie üblich in der „klas-
sischen“ Feldtheorie - als klassisch und punktförmig beschrieben werden. Aus-
gangspunkt unserer Untersuchungen sind die Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

�Aµ =
1

ε0c
jµ , Aµ(x, t0) = 0 ,

∂Aµ

∂t
(x, t0) = 0 ,

wobei also lediglich die durch die anwesenden Ladungen und Ströme erzeugten
Felder, jedoch keine Feldbeiträge aus anderen Quellen berücksichtigt werden.
Falls die Zeit, in der die Elementarteilchen beobachtet werden, genügend lang
ist und „Einschaltvorgänge“ vernachlässigt werden können, kann man t0 = −∞
setzen. Das retardierte 4-Potential ist dementsprechend [s. Gleichung (6.12)]
durch

Aµ(x, t) =
1

4πε0c

Z
dξ

jµ
�
ξ, t− |ξ−x|

c

�
|ξ − x|

H
�
t− t0 − |ξ−x|

c

�
=

1

4πε0c

Z
dξ

jµ
�
ξ, t− |ξ−x|

c

�
|ξ − x|

(7.1)

gegeben.

7.1 Das Feld bewegter Punktladungen
Wir berechnen zuerst das 4-Potential eines bewegten Elementarteilchens der
Ladung q, das zur Zeit t die Koordinaten xq(t) hat; aus dem 4-Potential können
dann die E- und B-Felder bestimmt werden. Wir schreiben (7.1) zuerst in der
Form

Aµ(x, t) =
1

4πε0c

Z
dt′

Z
dξ

jµ(ξ, t′)

|x− ξ|
δ
�
t′ − t+ |x−ξ|

c

�
. (7.2)
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Die Ladungs- und Stromdichten der Punktladung sind mit der Definition u(t′) ≡
dxq

dt (t
′) durch

ρ(ξ, t′) = q δ(ξ − xq(t
′)) , j(ξ, t′) = qu(t′) δ(ξ − xq(t

′))

oder in 4-Notation durch

jµ =
qc

γu
uµδ(ξ − xq(t

′)) , uµ = γu(1,β) (7.3)

gegeben. Einsetzen von (7.3) in (7.2) liefert:

Aµ =
q

4πε0

Z
dt′

uµ(t′)

γu|x− xq(t′)|
δ
�
t′ − t+

|x−xq(t
′)|

c

�
.

Aus diesem Ausdruck geht wiederum klar hervor, dass das am Ort x zur Zeit t
empfangene Signal zur retardierten Zeit τ(x, t) mit

τ +
|x− xq(τ)|

c
≡ t (7.4)

vom Ort xq(τ) ausgesandt wurde.1 Führen wir noch den Relativvektor

R(x, τ) ≡ x− xq(τ) , R(x, τ) ≡ |R(x, τ)|

ein, dann kann man (7.4) auch in der Form

Fx,t(τ) ≡ τ +
R(x, τ)

c
− t = 0 (7.5)

schreiben. Da das Elementarteilchen keine Überlichtgeschwindigkeit haben kann
(β(τ) < 1), ist physikalisch klar, dass Gleichung (7.5) eine eindeutige Lösung
τ(x, t) hat. Es folgt:

δ
�
t′ − t+ R(x,t′)

c

�
= δ(Fx,t(t

′)) =
1���dFx,t

dτ (τ)
��� δ(t′ − τ) .

Hierbei gilt:

dFx,t

dτ
(τ) = 1 +

1

c

∂R

∂τ
(x, τ)

wobei ∂R∂τ aus der Identität R2 = R2 bestimmt werden kann:

∂R

∂τ
=

1

2R

∂(R2)

∂τ
=

1

2R

∂(R2)

∂τ
=

R · ∂R∂τ
R

= R̂ · (−u) = −R̂ · u .

Insgesamt gilt also

δ
�
t′ − t+ R(x,t′)

c

�
=

δ(t′ − τ)

1− β(τ) · R̂(x, τ)

1In diesem Kapitel bezeichnet τ generell die retardierte Zeit, nicht die Eigenzeit.
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und daher

Aµ(x, t) =
q

4πε0

Z
dt′

uµ(t′)

γu(t′)R(x, t′)

δ(t′ − τ)

1− β(τ) · R̂(x, τ)

=
quµ(τ)

4πε0γu(τ)

1

R(x, τ)− β(τ) ·R(x, τ)
=

quµ(τ)

4πε0Rνuν
, (7.6)

wobei Rν den 4-Vektor (R,R) = (c(t− τ),x−xq(τ)) darstellt. Das rechte Glied
von (7.6) ist manifest kovariant. Das 4-Potential kann auch explizit als

Φ(R,β) =
q

4πε0

1

R− β ·R
, A(R,β) =

q

4πε0c

β

R− β ·R
(7.7)

geschrieben werden. Die Potentiale Φ und A in (7.7) werden als Liénard-Wiechert-
Potentiale bezeichnet.

Insbesondere im Hinblick auf konkrete Anwendungen ist es sehr wichtig, zu
verstehen, dass die retardierten Potentiale Φ und A Funktionen der Variablen
R(x, τ) und β(τ) sind. Sie sind somit unmittelbar von der retardierten Zeit
τ(x, t) und nur implizit (mittels τ) von der Zeitvariablen t abhängig. Diese
implizite Abhängigkeit der Potentiale von x und t wird z. B. bei der Bestimmung
der E- und B-Felder relevant,

E(x, t) = −∇xΦ− ∂A

∂t
, B(x, t) = ∇x ×A ,

und macht die konkreten Berechnungen einigermaßen langwierig. Die Details der
Berechnung der E- und B-Felder findet man in Appendix A; hier präsentieren
wir nur das Ergebnis:

E =
q

4πε0R2

(1− β2)(R̂− β) + R
c R̂× [(R̂− β)× β̇]

(1− β · R̂)3
, cB = R̂×E , (7.8)

wobei β̇(τ) ≡ dβ
dτ (τ) definiert wurde. Es gibt also zwei Beiträge zum E-Feld

(und somit auch zum B-Feld), einen Beitrag, der unabhängig von β̇ ist, für
große Abstände wie R−2 abfällt und als statischer Term bekannt ist und einen
Beitrag linear in der Beschleunigung β̇, der viel langsamer (nämlich wie R−1)
abfällt für große Abstände und als Strahlungsterm bezeichnet wird.

Als erstes, einfaches Beispiel betrachten wir die Felder eines sich gleichförmig
und geradlinig bewegenden Teilchens (β̇ = 0), die gemäß (7.8) in der Form

E =
q(1− β2)(R̂− β)

4πε0R2(1− β · R̂)3
=
q(1− β2)(R−Rβ)

4πε0(R− β ·R)3

B = 1
c R̂×E =

q(1− β2)β ×R

4πε0c(R− β ·R)3

darstellbar sind. O.B.d.A. können wir den Ursprung des Koordinatensystems so
wählen, dass das Teilchen sich zur Zeit t in x = 0 befindet; außerdem können
wir die ê1-Achse in der Geschwindigkeitsrichtung wählen. Die Bahn des Teil-
chens ist folglich durch xq(t

′) = βc(t′ − t)ê1 gegeben. Wir versuchen nun, die
E- und B-Felder, die von einem Beobachter, der sich zur Zeit t am Ort x befin-
det, gemessen werden, explizit als Funktionen von x und t darzustellen. Da die
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Messprozedur translationsinvariant in der Zeitrichtung ist, erwartet man, dass
die so gemessenen Felder nur vom Ort abhängen: E = E(x), B = B(x). Außer-
dem ist natürlich klar, dass die zur Zeit t am Ort x empfangenen Signale zur
retardierten Zeit τ am Ort xq(τ) = −βc(t− τ)ê1 = −βRê1 = −Rβ ausgesandt
wurden.

(�;xq(� ))

(t;x)

0  x1
(R;R) = ((t� � );x� xq(� ))

Abbildung 7.1: Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen bei geradlinig-
gleichförmiger Bewegung

Betrachten wir zuerst den Ausdruck für das elektrische Feld. Wegen R =
Rβ + x gilt im Zähler einfach R − Rβ = x. Außerdem kann man den Faktor
R− β ·R im Nenner mit Hilfe von

(R− β ·R)2 = R2 − 2Rβ ·R+ (β ·R)2

= (Rβ + x)2 − 2Rβ · (Rβ + x) + (β ·R)2

= x2 − [R2β2 − (β ·R)2] = x2 − (β ×R)2

= x2 − (β × x)2 = x2[1− β2 sin2(ψ)]

umschreiben. Insgesamt erhält man also das (tatsächlich zeitunabhängige) Er-
gebnis

E(x) =
q(1− β2)x

4πε0x3[1− β2 sin2(ψ)]3/2
.

Wegen β ×R = β × x folgt außerdem:

B(x) =
q(1− β2)β × x

4πε0cx3[1− β2 sin2(ψ)]3/2
.

Im nicht-relativistischen Limes (β ≪ 1) erhält man die Gesetze von Coulomb
bzw. Biot-Savart für eine sich zur Zeit t im Ursprung befindende Punktladung
der Größe q.

7.2 Geradlinige und kreisförmige Bewegung
Wir betrachten nun die beschleunigte Bewegung eines geladenen Teilchens, de-
ren Strahlung an einem weit entfernten Ort (R|β̇|/c ≫ 1) beobachtet wird.
Aufgrund von (7.8) wissen wir, dass in diesem Fall nur der Strahlungsterm we-
sentlich zum elektrischen Feld und zum Magnetfeld beiträgt:

E =
q

4πε0cR

R̂× [(R̂− β)× β̇]

(1− β · R̂)3
, cB = R̂×E ,
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wobei β̇(τ) = dβ
dτ (τ) wiederum die retardierte Beschleunigung der Ladung dar-

stellt. Mit Hilfe von a× (a× b) = (a · b)a− a2b folgt:

S =
1

µ0
E×B =

1

µ0c
E× (R̂×E) = −ε0c[(E · R̂)E−E2R̂] = ε0cE

2R̂ ,

d. h. dass die vom Teilchen ausgestrahlten elektromagnetischen Wellen in ra-
dialer Richtung ausgesandt werden. Die Amplitude der Energiestromdichte in
radialer Richtung ist daher durch

S · R̂ = ε0cE
2 =

q2

16π2ε0cR2

|R̂× [(R̂− β)× β̇]|2

(1− β · R̂)6

gegeben. Hierbei wird die Energiestromdichte mit Hilfe der im Inertialsystem
des Beobachters definierten Zeit (also t) gemessen. Häufig ist man eher an der in
retardierter Zeit gemessenen Energiestromdichte (S · R̂) dtdτ = (S · R̂)(1−β · R̂)
interessiert. Der in retardierter Zeit gemessene Energiestrom pro Raumwinkel
ist dann durch

dW

dΩ
= R2(S · R̂)(1− β · R̂) =

q2

16π2ε0c

|R̂× [(R̂− β)× β̇]|2

(1− β · R̂)5
(7.9)

gegeben. Im nicht-relativistischen Limes reduziert sich dieses Ergebnis auf

dW

dΩ
=
q2|R̂× (R̂× β̇)|2

16π2ε0c
=
q2|R̂× β̇|2

16π2ε0c
=
q2|β̇|2 sin2(ψ)

16π2ε0c
,

wobei ψ den Winkel zwischen R̂ und β̇ bezeichnet. Eine Integration über den
gesamten Raumwinkel:Z

dΩ sin2(ψ) =

2πZ
0

dφ

πZ
0

dψ sin3(ψ) = 2π

1Z
−1

dx (1− x2) =
8π

3

liefert für die Gesamtleistung:

W =

Z
dΩ

dW

dΩ
=
q2|β̇|2

6πε0c
. (7.10)

Das Ergebnis (7.10) wird als die Larmor-Formel für die von beschleunigten La-
dungen ausgestrahlte Leistung bezeichnet. Im Folgenden werden wir, ausgehend
von Gleichung (7.9), für zwei wichtige Spezialfälle relativistische Verallgemeine-
rungen der Larmor-Formel herleiten.

Als erstes Beispiel betrachten wir die geradlinige, beschleunigte Bewegung
eines geladenen Teilchens (β̇ ∥ β), wobei die Beschleunigung betragsmäßig kei-
neswegs konstant sein muß.2 In diesem Fall vereinfacht Gleichung (7.9) sich zu

dW

dΩ
=

q2

16π2ε0c

|R̂× (R̂× β̇)|2

(1− β · R̂)5
=

q2|R̂× β̇|2

16π2ε0c(1− β · R̂)5

=
q2|β̇|2

16π2ε0c

sin2(ψ)

[1− β cos(ψ)]5
, (7.11)

2Falls β und β̇ entgegengesetzt gerichtet sind (β · β̇ < 0) und |β| ≃ 1 gilt, wird diese
Strahlung als Bremsstrahlung bezeichnet.
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wobei ψ wiederum den Winkel zwischen R̂ und β bzw. β̇ bezeichnet. Man zeigt
leicht, dass die Strahlungsintensität maximal ist für ψ = ψmax, wobei der Winkel
ψmax durch

cos(ψmax) =

p
1 + 15β2 − 1

3β
(7.12)

gegeben ist. Die Gesamtleistung folgt aus (7.11) durch Integration über den
gesamten Raumwinkel:

W =
q2|β̇|2

16π2ε0c

Z
dΩ

sin2(ψ)

[1− β cos(ψ)]5
=
q2|β̇|2γ6

6πε0c
. (7.13)

Im nicht-relativistischen Limes erhält man wiederum die Larmor-Formel (7.10).
Wir betrachten nun den ultrarelativistischen Limes der Gleichungen (7.11)-

(7.13). Mit Hilfe von β2 = 1− 1
γ2 und β ∼ 1− 1

2γ2 findet man leicht:

ψmax ∼ 1

2γ
−→ 0 (γ → ∞) .

Es folgt, dass die elektromagnetischen Wellen überwiegend unter einem recht
kleinen Winkel zur gemeinsamen Richtung von β und β̇ ausgestrahlt werden.
Im ultrarelativistischen Limes kann man daher in (7.11) im Zähler sin(ψ) → ψ
und im Nenner cos(ψ) → 1− 1

2ψ
2 und β → 1− 1

2γ2 ersetzen. Es folgt:

sin2(ψ)

[1− β cos(ψ)]5
∼ ψ2�

1−
�
1− 1

2γ2

� �
1− 1

2ψ
2
��5 ∼ ψ2�

1
2γ2 + 1

2ψ
2
�5 ∼ 32γ8(γψ)2

[1 + (γψ)2]5

und somit

dW

dΩ
∼ 2q2|β̇|2γ8

π2ε0c

(γψ)2

[1 + (γψ)2]5
(γ → ∞) .

Mit Hilfe dieses Ergebnisses zeigt man leicht, dass der quadratische Mittelwert
von ψ durchÈ

⟨ψ2⟩ ∼ 1

γ
=
m0c

2

Eg
(γ → ∞)

gegeben ist, wobei Eg die Gesamtenergie (kinetische Energie plus Ruheenergie)
der Punktladung darstellt. Die Verteilung der Strahlung über die verschiede-
nen Winkel ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Die Leistung pro Raumwinkel als
Funktion von ψ ist in Abbildung 7.3 angegeben, im linken Bild für Teilchen mit
niedrigen Geschwindigkeiten (β ↓ 0), im rechten Bild im ultrarelativistischen
Limes.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung eines geladenen Teilchens
auf einem Kreis, wobei wir annehmen, dass die Geschwindigkeit β und die Be-
schleunigung β̇ ⊥ β betragsmäßig konstant sind. Wie in Abbildung 7.4 skiz-
ziert, wählen wir die ê3-Richtung entlang der instantanen Geschwindigkeit und
die ê1-Richtung entlang der instantanen Beschleunigung, so dass R̂ mit Hilfe
der sphärischen Koordinaten (ϑ, φ) charakterisiert werden kann. Einsetzen von
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dWd


(2)�1 �1  
Abbildung 7.2: Winkelabhängigkeit der Strahlung bei beschleunigter, gerad-
liniger Bewegung

�; _�
�; _�

dWd
  
 max

Abbildung 7.3: Polarplot der Ausstrahlung bei nichtrelativistischen (links)
und relativistischen (rechts) Geschwindigkeiten.

R̂(ϑ, φ) in (7.9) liefert:

dW

dΩ
=

q2

16π2ε0c

|R̂× [(R̂− β)× β̇]|2

(1− β · R̂)5

=
q2|β̇|2

16π2ε0c

[1− β cos(ϑ)]2 − (1− β2) sin2(ϑ) cos2(φ)

[1− β cos(ϑ)]5
. (7.14)

Man erhält die Gesamtleistung (in retardierter Zeit), indem man dieses Ergebnis
über den gesamten Raumwinkel integriert. Eine elementare Rechnung liefert:

W =

Z
dΩ

dW

dΩ
=
q2|β̇|2γ4

6πε0c
. (7.15)

Der Vergleich dieses Ergebnisses für die Kreisbahn mit dem Analogon (7.13) für
das linear beschleunigte Teilchen führt auf interessante (und wichtige) Schluss-
folgerungen: Es sei daran erinnert, dass die Kraft, die auf ein Teilchen wirkt, in
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�

_� ê1
ê2

ê3
R̂

#
'

Abbildung 7.4: Skizze des instantanen Bezugsystems

der Relativitätstheorie durch die Zeitableitung (d. h. hier: durch die Ableitung
bezüglich der retardierten Zeit) des kinetischen Impulses gegeben ist:

F =
dπ

dτ
=
d(γm0u)

dτ
=
d(γm0cβ)

dτ
.

Nun ist γ konstant für die Kreisbahn, so dass in diesem Fall Fkr = γm0cβ̇ gilt.
Für die lineare Beschleunigung gilt dagegen:

Flin =
d(γm0cβ)

dτ
= m0c

�
γβ̇ − 1

2γ
3(−2β · β̇)β

�
= m0cγβ̇

�
1 +

β2

1− β2

�
= m0cγ

3β̇ .

Die Gesamtleistungen der linearen und kreisförmigen Bewegungen können daher
auch in der Form

Wlin =
q2|Flin|2

6πε0c(m0c)2
, Wkr = γ2

q2|Fkr|2

6πε0c(m0c)2

dargestellt werden. Offensichtlich ist die Gesamtleistung (und somit der Ener-
gieverlust) im Falle der transversalen Beschleunigung bei betragsmäßig gleicher
Kraft um einen Faktor γ2 größer als für linear beschleunigte Teilchen.

Im ultrarelativistischen Limes kann man in (7.14) wiederum ersetzen: cos(ϑ) →
1− 1

2ϑ
2, sin(ϑ) → ϑ und β → 1− 1

2γ2 . Das Ergebnis lautet:

dW

dΩ
=
q2|β̇|2γ6

2π2ε0c

[1 + (γϑ)2]2 − 4(γϑ)2 cos2(φ)

[1 + (γϑ)2]5
(γ → ∞) ,

und mit Hilfe dieses Resultats zeigt man leicht, dass der quadratische Mittelwert
des Winkels zwischen R̂ und β denselben Wert wie für lineare Beschleunigung
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hat: È
⟨ϑ2⟩ ∼ 1

γ
=
m0c

2

Eg
(γ → ∞) .

Im ultrarelativistischen Fall ist die Strahlung eines geladenen Teilchens auf einer
Kreisbahn daher sehr stark um die Geschwindigkeitsrichtung konzentriert.

7.3 Strahlungsfelder lokalisierter oszillierender
Quellen

Wir betrachten ein räumlich lokalisiertes, zeitlich veränderliches System von
Ladungen und Strömen, die aufgrund der inhomogenen Maxwell-Gleichungen als
Quellen des elektromagnetischen Feldes wirken. Wir nehmen zunächst an, dass
das elektromagnetische Feld sich im Vakuum ausbreitet. Im Sinne einer Fourier-
Analyse der Zeitentwicklung des Systems reicht es wiederum aus, die Strahlung
einzelner Fourier-Komponenten zu betrachten. Dementsprechend machen wir
den Ansatz

ρ(x, t) = Re
�
ρ(x)e−iωt

�
, j(x, t) = Re

�
j(x)e−iωt

�
für die Zeitabhängigkeit der Ladungen und Ströme. Hierbei dürfen die rein orts-
abhängigen Funktionen ρ(x) und j(x) durchaus komplexwertig sein. Die Konti-
nuitätsgleichung für ρ(x, t) und j(x, t) impliziert die Beziehung

(∇ · j)(x) = iωρ(x)

zwischen ρ(x) und j(x). Das retardierte 4-Potential der Ladungs- und Strom-
verteilung ist durch Gleichung (7.1) gegeben:

Aµ(x, t) =
1

4πε0c

Z
dξ

jµ
�
ξ, t− |x−ξ|

c

�
|x− ξ|

,

so dass die einzelnen Komponenten in der Form

Φ(x, t) = Re
�
Φ(x)e−iωt

�
, A(x, t) = Re

�
A(x)e−iωt

�
mit

Φ(x) ≡
Z
dξ

ρ(ξ)eik|x−ξ|

4πε0|x− ξ|
, A(x) ≡

Z
dξ

j(ξ)eik|x−ξ|

4πε0c2|x− ξ|
(7.16)

darstellbar sind. Hierbei gilt k = ω
c . Aus der Lorenz-Eichung ∂νA

ν = 0 folgt
noch die Beziehung

Φ(x) =
c

ik
(∇ ·A)(x) ,

so dass Φ bekannt ist, sobald A bekannt ist. Außerhalb der Quellen, also in
dem Raumbereich, in dem ρ(x) = 0 und j(x) = 0 gilt, sind die E- und B-Felder
durch

B = ∇×A , ∇×B− ε0µ0
∂E

∂t
= 0
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bestimmt. Es folgt, dass die Felder ebenfalls eine Zeitabhängigkeit der Form

B(x, t) = Re
�
B(x)e−iωt

�
, E(x, t) = Re

�
E(x)e−iωt

�
aufweisen, wobei B und E durch

B = ∇×A , E =
ic

k
∇×B

gegeben sind.
Wir nehmen im Folgenden an, dass die Wellenlänge λ der Strahlung groß im

Vergleich zur typischen Ausdehnung a der Quellen ist:

ka =
2πa

λ
≪ 1 .

Betrachtet man als einfaches Beispiel ein geladenes Teilchen, das sich mit der
Winkelfrequenz ω auf einem Kreis mit dem Radius a bewegt, so sieht man sofort,
dass die Geschwindigkeit des Teilchens nur nicht-relativistisch sein kann:

|β| = |u|
c

=
ωa

c
= ka≪ 1 .

Wir beschränken uns im Folgenden daher auf nicht-relativistische Systeme. Als
konkrete Anwendungen der nachfolgenden Theorie sind die Konstruktion von
Antennen und die Beschreibung von spontanen Übergängen in Atomen zu nen-
nen, wobei man im letzteren Fall allerdings eine quantenmechanische Variante
unserer klassischen Überlegungen benötigt.

Betrachten wir nun eine allgemeine (lokalisierte) Strahlungsquelle. Wir de-
finieren die Mittelwerte

⟨f(ξ)⟩w ≡
Z
dξ f(ξ)w(ξ) , w(ξ) ≡ |ρ(ξ)|

∫ dξ |ρ(ξ)|

und wählen den Ursprung so, dass ⟨ξ⟩w = 0 gilt. Außerdem definieren wir die
typische Ausdehnung a der Quellen durch ⟨ξ2⟩w ≡ a2. Wir unterscheiden nun
drei mögliche Raumgebiete außerhalb der Quellen (siehe Abbildung 7.5), stets
unter der Bedingung ka≪ 1:

• die Nahzone oder Statische Zone (mit a≪ x≪ λ),

• die Zwischen- oder Induktionszone (mit x ≃ λ) und

• die Fern- oder Strahlungszone (mit x≫ λ).

In allen drei Zonen kann man aufgrund der Annahme a≪ x in (7.16) entwickeln:

|x− ξ| ∼ x

�
1− x̂ · ξ

x
+

x̂T(ξξT − ξ211)x̂
2x2

+ · · ·
�

1

|x− ξ|
∼ 1

x

�
1 +

x̂ · ξ
x

+
x̂T(3ξξT − ξ211)x̂

2x2
+ · · ·

�
.

Es folgt unter Vernachlässigung höherer Ordnungen im kleinen Parameter a
x :

A(x) =
µ0

4π

eikx

x

Z
dξ j(ξ)e−ik(x̂·ξ+··· )

�
1 +

x̂ · ξ
x

+ · · ·
�
.
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Quellen
Nahzone

(Statische Zone)
Zwischenzone

(Induktionszone)
Fernzone

(Strahlungszone)

a� x� � a� � ' x a� �� x x � jxj
� 6= 0 ; j 6= 0

Abbildung 7.5: Die Quellen des elektromagnetischen Feldes und die Raumge-
biete außerhalb der Quellen.

Wir betrachten zuerst die Nahzone, in der ka ≪ 1 und kx ≪ 1 gilt. In diesem
Fall ist das Vektorpotential also durch

A(x) ∼ µ0

4πx

Z
dξ j(ξ) = − iωµ0

4πx
d (a≪ x≪ λ)

gegeben, wobei das bereits aus Abschnitt [5.1] bekannte elektrische Dipolmo-
ment d eingeführt wurde:Z

dξ j(ξ) = −
Z
dξ ξ(∇ · j)(ξ) = −iω

Z
dξ ξρ(ξ) = −iωd .

Die Felder sind daher in der Nahzone durch

B(x) = (∇×A)(x) =
ik

4πε0cx2
x̂× d

E(x) =
ic

k
(∇×B)(x) =

(3x̂x̂T − 11)d
4πε0x3

gegeben. Das B-Feld ist um einen Faktor kx kleiner als das E-Feld, so dass
das elektromagnetische Feld in der Nahzone überwiegend elektrischen Charak-
ter hat. Das (dominante) E-Feld hat genau dieselbe Gestalt wie das Dipolfeld
in der Elektrostatik. Erst in der Induktionszone erlangt das Magnetfeld (die
„magnetische Induktion“) die selbe Größenordnung wie das E-Feld.

In der Fern- oder Strahlungszone gilt bis auf höhere Ordnungen der kleinen
Parameter ka, ax und 1

kx :

A(x) ∼ µ0e
ikx

4πx

§Z
dξ j(ξ)− ik

�Z
dξ j(ξ)ξT

�
x+ · · ·

ª
.

Wir wissen bereits, dass das erste Integral im rechten Glied gleich −iωd ist. Das
zweite Integral kann wie folgt umgeschrieben werden:Z

dξ j(ξ)ξT =
1

2

Z
dξ [ξjT + jξT] +

1

2

Z
dξ
�
jξT − ξjT

�
.

Aus Abschnitt [5.2] wissen wir, dass 1
2

R
dξ [jξT−ξjT] den magnetischen Dipol-

tensor darstellt:

1

2

Z
dξ [jξT − ξjT] = D .
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Außerdem ist aus Abschnitt [5.1] bekannt, dass 1
2

R
dξ [ξjT + jξT) im Wesentli-

chen durch das elektrische Quadrupolmoment bestimmt ist:

1

2

Z
dξ [ξjT + jξT] = −1

2

Z
dξ ξξT(∇ · j)(ξ) = −1

2
iω

Z
dξ ξξTρ(ξ)

= −1

3
iω

�
Q+

1

2

Z
dξ ξ2ρ(ξ)11

�
≡ −1

3
iωQ̃ .

Insgesamt erhält man also für das Vektorpotential:

A(x) ∼ µ0e
ikx

4πx

�
−iωd− ikx̂ ·

�
D − 1

3 iωQ̃
�
+ · · ·

�
≡ AE1 +AM1 +AE2 + · · · . (7.17)

Die drei führenden Terme werden als elektrische Dipolstrahlung (E1), magneti-
sche Dipolstrahlung (M1) und elektrische Quadrupolstrahlung (E2) bezeichnet.
Natürlich gibt es auch Multipolstrahlung höherer Ordnung, aber diese ist für
viele praktische Anwendungen von untergeordneter Bedeutung.

Betrachten wir zuerst die elektrische Dipolstrahlung (d ̸= 0). Das entspre-
chende Magnetfeld ist:

BE1 = ∇×AE1 =
k2µ0ce

ikx

4πx

�
1− 1

ikx

�
x̂× d

∼ k2µ0ce
ikx

4πx
x̂× d ,

und das elektrische Feld ist durch

EE1 =
ic

k
∇×BE1

=
ikeikx

4πε0x2

��
ikx− 3 +

3

ikx

�
x̂x̂T −

�
ikx− 1 +

1

ikx

�
11
�
d

∼ −k
2eikx

4πε0x

�
x̂x̂T − 11

�
d

oder alternativ durch EE1 ∼ ic
k (ikx̂× BE1) = cBE1 × x̂ gegeben. Der zeitliche

Mittelwert der Leistung pro Raumwinkel,�
dW

dΩ

�
E1

=
1

µ0
E×B · x̂x2

ist mit Hilfe von

E×B · x̂ = Re [Ee−iωt]× Re [Be−iωt] · x̂
= 1

2 Re (E ×B∗) · x̂ = c
2 Re [(B × x̂)×B∗] · x̂

= c
2 |B × x̂|2

durch�
dW

dΩ

�
E1

=
cx2

2µ0
|BE1 × x̂|2 =

cx2

2µ0

�
k2µ0c

4πx

�2

|(x̂× d)× x̂|2

=
ck4

32π2ε0
|x̂× d|2 =

ck4|d|2

32π2ε0
sin2(ϑ)
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gegeben, wobei ϑ den Winkel zwischen den Vektoren x̂ und d bezeichnet. Die
zeitgemittelte Gesamtleistung ist daher:

WE1 =

Z
dΩ

�
dW

dΩ

�
E1

=
ck4|d|2

12πε0
.

Eine Polardarstellung der zeitgemittelten Leistung pro Raumwinkel ist in
Abbildung 7.6 gegeben.

�dWd
 �E1 #
d

Abbildung 7.6: Zeitgemittelte Leistung pro Raumwinkel bei Dipolstrahlung

Nehmen wir nun an, dass das elektrische Dipolmoment der Ladungsvertei-
lung Null ist (d = 0), so dass der führende Term AE1 in (7.17) verschwindet. In
diesem Fall sind die magnetische Dipol- und die elektrische Quadrupolstrahlung
wichtig:

A = AM1+E2 ∼ − ikµ0e
ikx

4πx

�
D − 1

3 iωQ̃
�
x̂ .

Bei der Berechnung der Felder beschränken wir uns auf die führende Ordnung
in der Entwicklung nach Potenzen von 1

kx . Man erhält für das Magnetfeld:

BM1+E2 = ∇×AM1+E2 ∼ ikx̂×AM1+E2

∼ k2µ0e
ikx

4πx
x̂×

��
D − 1

3 iωQ
�
x̂− 1

3 iω

Z
dξ ξ2ρ(ξ)x̂

�
∼ k2µ0e

ikx

4πx
x̂× (M x̂) , M ≡ D − 1

3 iωQ

und für das elektrische Feld:

EM1+E2 = ic
k∇×BM1+E2 ∼ −cx̂×BM1+E2 .

Der zeitliche Mittelwert der Leistung pro Raumwinkel ist nun durch�
dW

dΩ

�
M1+E2

=
1

µ0
E×B · x̂x2 ∼ cx2

2µ0
|x̂×BM1+E2|2

∼ µ0ck
4

32π2
|x̂× [x̂× (M x̂)]|2 =

µ0ck
4

32π2
|x̂× (M x̂)|2
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gegeben, und die zeitgemittelte Gesamtleistung ist daher gleich

WM1+E2 =

Z
dΩ

�
dW

dΩ

�
M1+E2

∼ µ0ck
4

8π
⟨|x̂× (M x̂)|2⟩Ω .

Hierbei bezeichnet ⟨. . . ⟩Ω den Mittelwert über alle möglichen Raumwinkel. Aus
der Symmetrie von Q und der Antisymmetrie von D folgt nun leicht:

⟨|x̂× (M x̂)|2⟩Ω =
1

3
Sp(DD†) +

ω2

45
Sp(QQ†) .

Führen wir wie in Abschnitt [5.2] das magnetische Moment m ein:

Dij = −εijkmk , m =
1

2

Z
dξ ξ × j(ξ) ,

dann kann man noch Sp(DD†) = 2|m|2 schreiben. Somit gilt für die zeitgemit-
telte Gesamtleistung:

WM1+E2 ∼ µ0ck
4

12π

�
|m|2 + ω2

30
Sp(QQ†)

�
.

Interessant an diesem Ergebnis ist u. a., dass die Beiträge der M1- und E2-
Strahlung zur Gesamtleistung nicht mischen, sondern rein additiv sind. Diese
Additivität gilt allgemein für Multipolstrahlung, nicht nur für die hier betrach-
teten führenden Momente.

Wir betrachten nun die zeitgemittelte Leistung pro Raumwinkel, zuerst für
M1- und dann für E2-Strahlung. Für M1-Strahlung (D ̸= 0, Q = 0) gilt mit
x̂ ·D = −x̂×m:�

dW

dΩ

�
M1

=
µ0ck

4

32π2
|x̂× (x̂×m)|2 =

µ0ck
4|m|2

32π2
sin2(ϑ) ,

wobei ϑ den Winkel zwischen m und x̂ bezeichnet. Das Strahlungsfeld für M1-
Strahlung hat also genau dieselbe Winkelabhängigkeit wie dasjenige der elektri-
schen Dipolstrahlung (E1). Für E2-Strahlung (D = 0, Q ̸= 0) gilt allgemein:�

dW

dΩ

�
E2

=
ck6

3225π2ε0
|x̂× (Qx̂)|2 .

Hierbei istQ eine spurlose, symmetrische, komplexe, also nicht notwendigerweise
diagonalisierbare Matrix. Nimmt man jedoch zur Illustration an, dass Q die
einfache Form Q = diag{Q0,Q0,−2Q0} hat, so erhält man das Strahlungsfeld�

dW

dΩ

�
E2

=
ck6|Q0|2

27π2ε0
sin2(2ϑ) ,

wobei ϑ nun den Winkel zwischen x̂ und der ê3-Achse bezeichnet. Eine Po-
lardarstellung dieses Strahlungsfeldes ist in Abbildung 7.7 skizziert. Falls das
elektrische Quadrupolmoment Q eine andere Form hat, kann natürlich auch das
zugehörige Strahlungsfeld durchaus komplizierter sein.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die Dynamik der von lokalisier-
ten, nicht-relativistischen Ladungs- und Stromdichten erzeugten Strahlungsfel-
der mit Hilfe der im Laufe dieser Vorlesung entwickelten Methoden und Ideen
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ê3
#

Abbildung 7.7: Polarplot der gemittelten Quadrupolabstrahlung

im Detail untersucht werden kann. Für manche Anwendungen benötigt man un-
ter Umständen Verfeinerungen des hier behandelten Formalismus: Zum Beispiel
müsste man die Theorie für Anwendungen in der Atomphysik quantenmecha-
nisch formulieren und benötigt man für astrophysikalische Zwecke eine relati-
vistische Variante. Für solche Erweiterungen sei auf die Literatur verwiesen.

7.3.1 Was ändert sich bei Wellenausbreitung im Medium?
Bisher wurde in diesem Abschnitt [7.3] angenommen, dass sich die Strahlungsfel-
der der betrachteten lokalisierten oszillierenden Quellen im Vakuum ausbreiten.
Falls die Wellenausbreitung alternativ durch ein homogenes Medium (mit einer
relativen Permeabilität µr und einer relativen Permittivität εr) stattfindet, än-
dert sich formal sehr wenig: Wie bereits aus der Einführung (Abschnitt [??])
bekannt ist, sind in diesem Fall lediglich überall die Parameter ε0 und µ0 durch
ε ≡ ε0εr bzw. µ ≡ µ0µr und somit auch c = 1√

ε0µ0
durch c̄ = 1√

εµ zu ersetzen.
Im Vakuum haben wir sowohl für die E1-Strahlung als auch für die (M1+E2)-
Strahlung in der Strahlungszone Beziehungen der Form E ∼ cB × x̂ erhalten.
Im Medium werden diese Beziehungen durch

E ∼ c̄B × x̂ = µc̄H× x̂ , H ≡ 1
µB

ersetzt. Interessant an dieser verallgemeinerten Beziehung ist, dass das Verhält-
nis zwischen den Amplituden der elektrischen und magnetischen Felder medi-
umabhängig wird. Analog wird auch der Proportionalitätsfaktor im Ausdruck
für den zeitlichen Mittelwert der Leistung pro Raumwinkel mediumabhängig:

dW

dΩ
=
c̄x2

2µ
|B × x̂|2 = 1

2µc̄x
2 |H× x̂|2 .
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Amüsanterweise hat in den beiden Ausdrücken für E und dW
dΩ der Vorfaktor µc̄

im jeweiligen rechten Glied die physikalische Dimension eines Widerstandes:

[µc̄] = [µ0c] =
kg m2

A2s3
= Ω .

Außerdem gilt [xE ] = V und [H× x] = A . Definiert man also:

µc̄ ≡ R , x|E| ≡ V , x|H| ≡ I ,
dW

dΩ
≡ P ,

so erhält man die aus der Theorie eines Wechselstroms durch einen Ohm’schen
Widerstand bekannten Ausdrücke:

V = IR , P = 1
2RI

2 ,

wobei P die zeitgemittelte (oder effektive) Leistung des Wechselstromkreises
darstellt. Die Analogie mit der elementaren Elektrizitätslehre liegt auf der Hand,
und in der Tat wird das Produkt µc̄ in der Literatur manchmal als der Wellen-
widerstand des Mediums bezeichnet. Der numerische Wert dieses „Wellenwider-
stands“ hängt von εr und µr und somit vom Medium ab und ist durch

µc̄ =

É
µr

εr
µ0c ≃

É
µr

εr
× 376, 73Ω

gegeben. Es ist klar, dass man diese formale Analogie nicht überinterpretieren
sollte: Mit echter Stromleitung hat die in diesem Abschnitt betrachtete Wellen-
ausbreitung in einem isolierenden Medium natürlich nichts zu tun.



AnhangA
Retardierte

elektromagnetische Felder

Wir fassen die wichtigsten Rechenschritte zusammen, die von den retardierten
Potentialen,

Φ(R,β) =
q

4πε0

1

R− β ·R
, A(R,β) =

q

4πε0c

β

R− β ·R
,

zu den retardierten Feldern,

E(x, t) = −∇xΦ− ∂A

∂t
, B(x, t) = ∇x ×A ,

führen. Details und Hintergründe kann man in Abschnitt [7.1] finden. Wir erin-
nern an die Definitionen des Relativvektors R(x, τ),

R(x, τ) ≡ x− xq(τ) , R(x, τ) ≡ |R(x, τ)| ,

und der retardierten Zeit τ(x, t),

τ +
R(x, τ)

c
≡ t .

Aus den Gleichungen

−
�
∂Φ

∂xi

�
t

= −
�
∂Φ

∂Rj

�
∂Rj
∂xi

+
∂Rj
∂τ

∂τ

∂xi

�
+
∂Φ

∂βj

dβj
dτ

∂τ

∂xi

�
−
�
∂Ai
∂t

�
x

= −
�
∂Ai
∂Rj

∂Rj
∂τ

+
∂Ai
∂βj

dβj
dτ

�
∂τ

∂t

und

Bi = εijk

�
∂Ak
∂xj

�
t

= εijk

�
∂Ak
∂Rl

�
∂Rl
∂xj

+
∂Rl
∂τ

∂τ

∂xj

�
+
∂Ak
∂βl

dβl
dτ

∂τ

∂xj

�
ist klar, dass die Berechnung der Felder die Bestimmung einiger partieller Ab-
leitungen erfordert. Am einfachsten sind wohl

β(τ) = −1

c

∂R

∂τ
(x, τ) =

1

c

dxq
dτ

(τ) , β̇(τ) ≡ dβ

dτ
(τ) =

1

c

d2xq
dτ2

(τ) ,
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die nicht explizit von x abhängig sind. Die Ortsableitung von R(x, τ) = x−xq(τ)

folgt als ∂Rj

∂xi
= δij , und die Ableitungen von R(x, τ) folgen durch Ableiten der

Identität 1
2R

2 = 1
2R

2:�
∂R

∂τ

�
x

= −R · u
R

= −cR̂ · β ,

�
∂R

∂xi

�
τ

=
Ri
R

=

�
∂R

∂Ri

�
τ

.

Zur Berechnung der Ableitungen von τ(x, t) bezüglich x und t verwenden wir
die Identität τ = t− R

c :�
∂τ

∂t

�
x

= 1− 1

c

∂R

∂τ

�
∂τ

∂t

�
x

= 1 + (R̂ · β)
�
∂τ

∂t

�
x�

∂τ

∂xi

�
t

= −1

c

��
∂R

∂xi

�
τ

+

�
∂R

∂τ

�
x

�
∂τ

∂xi

�
t

�
.

Es folgt:�
∂τ

∂t

�
x

=
1

1− β · R̂
,

�
∂τ

∂x

�
t

=
−1
c R̂

1− β · R̂
.

Mit R̂i ≡ Ri

R erhalten wir also:

−
�
∂Φ

∂xi

�
t

= − q

4πε0

(
− R̂j − βj

(R− β ·R)2

�
δij + (−cβj)

(−1
c R̂i)

1− β · R̂

�
− (−Rj)
(R− β ·R)2

β̇j
(−1

c R̂i)

1− β · R̂

)
=

q

4πε0R2

(1− β · R̂)(R̂i − βi) + (R̂ · β − β2)R̂i +
1
cR(R̂ · β̇)R̂i

(1− β · R̂)3

und

−
�
∂Ai
∂t

�
x

= − q

4πε0c

(
− βi(R̂j − βj)

(R− β ·R)2
(−cβj)

+

�
δij

R− β ·R
− βi(−Rj)

(R− β ·R)2

�
β̇j

)
1

1− β · R̂

=
q

4πε0R2

−(R̂ · β)βi + β2βi − 1
cR[(1− β · R̂)β̇i + (R̂ · β̇)βi]

(1− β · R̂)3

und daher insgesamt:

E(x, t) =
q
¦
(1− β2)(R̂− β) + 1

cR[(R̂ · β̇)(R̂− β)− R̂ · (R̂− β)β̇]
©

4πε0R2(1− β · R̂)3
.
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Aufgrund der Identität a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c ist dies äquivalent zum
Ausdruck (7.8) für das elektrische Feld. Für das Magnetfeld findet man:

Bi =
q

4πε0c
εijk

(
− βk(R̂l − βl)

(R− β ·R)2

"
δlj + (−cβl)

�
−1
c R̂j

�
1− β · R̂

#
+

�
δkl

R− β ·R
− βk(−Rl)

(R− β ·R)2

�
β̇l

�
− 1
c R̂j

�
1− β · R̂

)
=

q

4πε0cR2
εijk

−(1− β2)R̂jβk − 1
cR[(1− β · R̂)β̇k + (R̂ · β̇)βk]R̂j
(1− β · R̂)3

= 1
c (R̂×E)i .

Interessanterweise steht das Magnetfeld also stets senkrecht auf dem elektrischen
Feld.
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