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Aufgabe 5. Die Deltafunktion (Präsenzaufgabe)

Die Deltafunktion δ(x) ist dadurch definiert, dass sie in Integralen, in Kombination mit einer
beliebigen, jedoch genügend glatten Funktion f(x), die folgende Wirkung hat:∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x− a) = f(a) (a ∈ R) .

Insbesondere gilt also
∫
dxf(x) δ(x) = f(0). Die

”
Deltafunktion“ ist keine Funktion im üblichen

Sinne, sondern eine verallgemeinerte Funktion oder Distribution. Wie in der Vorlesung gezeigt,
kann sie im Limes n → ∞ aus der Funktionenfolge ∆n(x) erhalten werden, wobei ∆n(x) ≡ n
für |x| ≤ 1

2n und ∆n(x) ≡ 0 für |x| > 1
2n gilt.

(a) Zeigen Sie, dass man die Deltafunktion alternativ im Limes n → ∞ aus der Folge
√

n
πe

−nx2

erhält.

(b) Beweisen Sie die Eigenschaften:

(i) δ(λx) =
1

|λ|
δ(x) und (ii) δ(f(x)) =

∑
i

δ(x− xi)

|f ′(xi)|
,

wobei angenommen wird, dass f(x) nur einfache Nullstellen xi hat und an diesen jeweils
differenzierbar ist.

Die Verallgemeinerung der Deltafunktion auf beliebige Dimensionen d = 1, 2, ..... ist:

δ(d)(x− a) = δ(x1 − a1) . . . δ(xd − ad) =

d∏
ℓ=1

δ(xℓ − aℓ)

und hat (s. Vorlesung) die Eigenschaft
∫
Rd dx f(x) δ(d)(x− a) = f(a) .

(c) Beweisen Sie (für ε > 0 und λ ̸= 0) die weiteren Eigenschaften:

(i)

∫
{|x−a|≤ε}

dx δ(d)(x− a) = 1 , (ii) δ(d)(λx) = |λ|−d δ(d)(x) .

(d) Zeigen Sie außerdem für eine nicht-singuläre Matrix A:

δ(Ax+ b) =
1

| det(A)|
δ(x+A−1b) .

Aufgabe 6. Die Grundlösung der Laplace-Gleichung (Hausaufgabe, 7 Punkte)

Die Grundlösung der Laplace-Gleichung ist die Lösung der Gleichung

∆U(x) = −δ(x) (x ∈ Rd) , (1)



wobei ∆ =
d∑

ℓ=1

∂2

∂x2
ℓ
den d-dimensionalen Laplace-Operator bezeichnet. Hier beschränken wir uns

auf den dreidimensionalen Fall (d = 3) und nehmen an, dass U(x) die Randbedingung U → 0
für |x| → ∞ erfüllt. Aufgrund der sphärischen Symmetrie des Problems beschränken wir uns
des Weiteren auf Lösungen der Form U(x) = u(x) mit x ≡ |x|.

(a) Leiten Sie aus (1) eine gewöhnliche Differentialgleichung für u(x) her. Zeigen Sie, dass die
Lösung die Form u(x) = A 1

x hat.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Gauß’schen Satzes, dass A = 1
4π und somit ∆(− 1

4πx) = δ(x) gilt.

(c) Zeigen Sie, dass

Φ(x, t) =
1

4πε0

∫
dx′ ρ(x′, t)

|x− x′|

eine Lösung der Poisson-Gleichung ∆Φ = − 1
ε0
ρ(x, t) zu der Randbedingung Φ(x, t) → 0

für |x| → ∞ ist.

(d) Nehmen wir nun an, es gäbe eine weitere Lösung Φ2 ̸= Φ1 der Poisson-Gleichung zur
Randbedingung Φ(x, t) → 0 für |x| → ∞. Leiten Sie unter Anwendung des Gauß’schen
Satzes auf ∇1

2w
2(x) mit w(x) = Φ2(x) − Φ1(x) und D = R3 einen Widerspruch her

und schließen Sie auf die Eindeutigkeit der Lösung der Poisson-Gleichung (zur genannten
Randbedingung).

Aufgabe 7. Der Helmholtz’sche Satz (Hausaufgabe, 6 Punkte)

In dieser Aufgabe befassen wir uns mit divergenz- und wirbelfreien Vektorfeldern im R3 und
außerdem mit dem Helmholtz’schen Satz, der besagt, dass ein beliebiges Vektorfeld im dreidi-
mensionalen Raum als Summe eines wirbelfreien und eines divergenzfreien Anteils darstellbar ist.
Voraussetzung ist stets, dass die betrachteten Vektorfelder genügend schnell gegen Null gehen
für x ≡ |x| → ∞. Es wird mehrmals die Identität ∆(− 1

4πx) = δ(x) verwendet.

(a) Zeigen Sie für Vektorfelder B(x, t) mit ∇ ·B = 0:

B(x, t) = ∇×
∫

dx′ (∇×B)(x′, t)

4π|x− x′|
.

(b) Zeigen Sie für Vektorfelder e(x, t) mit ∇× e = 0:

e(x, t) = −∇
∫

dx′ (∇ · e)(x′, t)

4π|x− x′|
.

(c) Beweisen Sie als Verallgemeinerung von (a) und (b) den Helmholtz’schen Satz:

a(x, t) = −∇
∫

dx′ (∇ · a)(x′, t)

4π|x− x′|
+∇×

∫
dx′ (∇× a)(x′, t)

4π|x− x′|
.


