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Aufgabe 5. Die Deltafunktion (Prisenzaufgabe)

Die Deltafunktion §(z) ist dadurch definiert, dass sie in Integralen, in Kombination mit einer
beliebigen, jedoch geniigend glatten Funktion f(x), die folgende Wirkung hat:

/_OO dz f(z) 6@ —a) = f(a) (acR).

Insbesondere gilt also [ dx f(z) 6(x) = f(0). Die ,Deltafunktion® ist keine Funktion im {iblichen
Sinne, sondern eine verallgemeinerte Funktion oder Distribution. Wie in der Vorlesung gezeigt,
kann sie im Limes n — oo aus der Funktionenfolge A, (x) erhalten werden, wobei A, (z) = n
fiir [z] < 5= und Ay (z) =0 fiir [z > 5 gilt.

(a) Zeigen Sie, dass man die Deltafunktion alternativ im Limes n — oo aus der Folge \/26_”’”2
erhélt.

(b) Beweisen Sie die Eigenschaften:

i

wobei angenommen wird, dass f(z) nur einfache Nullstellen z; hat und an diesen jeweils
differenzierbar ist.

Die Verallgemeinerung der Deltafunktion auf beliebige Dimensionen d = 1,2, ..... ist:
d9(x—a)=6d(z1 —a1)...0(xq — aq) = H d(xp — ay)
(=1
und hat (s. Vorlesung) die Eigenschaft [pq dx f(x) 5D (x —a) = f(a).

(¢) Beweisen Sie (fiir € > 0 und A # 0) die weiteren Eigenschaften:

(i) / dx5D(x—a)=1 , (i) 0Dx) = A"46@(x) .

{lx—al|<e}
(d) Zeigen Sie auBerdem fiir eine nicht-singuldre Matrix A:
1
§(Ax+b)=———35(x+A7'D
(AxHb) = ey O T4 P)

Aufgabe 6. Die Grundlosung der Laplace-Gleichung (Hausaufgabe, 7 Punkte)
Die Grundlésung der Laplace-Gleichung ist die Losung der Gleichung

AU(x) = —6(x) (x € RY) (1)



wobei A = Z a2 den d-dimensionalen Laplace-Operator bezeichnet. Hier beschrdnken wir uns
=1 """
auf den dreidimensionalen Fall (d = 3) und nehmen an, dass U(x) die Randbedingung U — 0

fiir |x| — oo erfiillt. Aufgrund der sphérischen Symmetrie des Problems beschrinken wir uns
des Weiteren auf Losungen der Form U(x) = u(z) mit z = |x|.

(a) Leiten Sie aus (1) eine gewohnliche Differentialgleichung fiir u(z) her. Zeigen Sie, dass die
Losung die Form u(z) = AL hat.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Gauf’schen Satzes, dass A = = und somit A(—41-) = 6(x) gilt.

T
]' /dx/ p(X,’ t)
dmeg |x — x/|
eine Losung der Poisson-Gleichung A® = —%p(x,t) zu der Randbedingung ®(x,t) — 0
fiir |x| — oo ist.

(c) Zeigen Sie, dass
@(X, t) =

(d) Nehmen wir nun an, es gibe eine weitere Losung ®o # ®; der Poisson-Gleichung zur
Randbedingung ®(x,¢) — 0 fiir [x| — oo. Leiten Sie unter Anwendung des Gauf’schen
Satzes auf Viw?(x) mit w(x) = ®2(x) — ®1(x) und D = R3 einen Widerspruch her
und schliefen Sie auf die Eindeutigkeit der Losung der Poisson-Gleichung (zur genannten
Randbedingung).

Aufgabe 7. Der Helmholtz’sche Satz (Hausaufgabe, 6 Punkte)

In dieser Aufgabe befassen wir uns mit divergenz- und wirbelfreien Vektorfeldern im R? und
auBerdem mit dem Helmholtz’schen Satz, der besagt, dass ein beliebiges Vektorfeld im dreidi-
mensionalen Raum als Summe eines wirbelfreien und eines divergenzfreien Anteils darstellbar ist.
Voraussetzung ist stets, dass die betrachteten Vektorfelder geniigend schnell gegen Null gehen
fiir = |x| — co. Es wird mehrmals die Identitit A(—;1-) = 6(x) verwendet.

(a) Zeigen Sie fiir Vektorfelder B(x,t) mit V- B = 0:

(VxB)(x,t)

4r|x — x/|

B(x,t) = V x /dx’

(b) Zeigen Sie fiir Vektorfelder e(x,?) mit V x e = 0:

/ 1)
V/d 47T|X x| ’

(c) Beweisen Sie als Verallgemeinerung von (a) und (b) den Helmholtz’schen Satz:

V/d") Vx/dx’(vxa)(xl’t).

4r|x — x/|



