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I Scheinvergabe aufgrund der Teilnahme an Übungen & Klausur

I ≥ 60% der Punkte aus der Übung (Prüfungsvorleistung)
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Modalitäten der Übung?
I Übungsblätter werden am Montag während der Vorlesung auf der
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I Fragen an Übungsgruppenleiter über neue Aufgaben möglich und
erwünscht.

I Die Anwesenheit in den Übungen ist erwünscht.

I Vorrechnen durch Teilnehmer von gelösten Übungsaufgaben in der Übung

ist erwünscht (→ wissenschaftliche Präsentationen!).
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Kurze Inhaltsangabe der Vorlesung:
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Kapitel 1: Einführung in die
Elektrodynamik

Inhaltsverzeichnis

I 1.0 Einführende Bemerkungen

I 1.1 Die Maxwell-Gleichungen

I 1.2 Statische elektromagnetische Felder

I 1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall

I 1.4 Elektromagnetische Potentiale

I 1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?
1.0
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1.0 Einführende Bemerkungen

Basisprinzipien

Basisprinzipien:

Elektrodynamik:

elektromagnetische Felder
WW←→ geladene materielle Teilchen

Lorentz-Kovarianz: (SRT!)

Elektrizität + Magnetismus < Elektromagnetismus

Extremalprinzipien:

Klassische Mechanik für Teilchen
Klassische Feldtheorie für elektromagnetische Felder



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

1.0 Einführende Bemerkungen

Basisgesetze der Statik

Basisgesetze der Statik: Elektrostatik

Coulombs Drehwaage
(
”
elektrische Balance“)

Charles-Augustin de Coulomb (1785)

F1 =
q1q2

4πε0x2
12

x̂12 , x12 ≡ x1 − x2

F2 = −F1 , x̂12 ≡
x12

x12
, x12 ≡ |x12|

SI-Einheiten
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1.0 Einführende Bemerkungen

Basisgesetze der Statik

Basisgesetze der Statik: Magnetostatik

B-Feld eines
geraden Stromdrahts

Jean-Baptiste Biot, Felix Savart ('1820)

dB =
µ0I

4π

d`× x̂

x2
, x ≡ x x̂

Magnetfeld eines

(
unendlich

langen,
geraden

)
Stromdrahts?

B =
µ0I

2πx⊥
Î× x̂⊥ , x⊥ = |x⊥|

(x⊥ ⊥ I ist Relativvektor zum Stromdraht)
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1.0 Einführende Bemerkungen

Basisgesetze der Dynamik

Basisgesetze der Dynamik:

I Hans Christian Ørsted (1820):

Elektrische Ströme → Magnetfelder

I Michael Faraday (1831):

Zeitlich veränderliche Magnetfelder → Ströme in Stromkreisen

I James Clerk Maxwell (1864):

Zeitlich veränderliche elektrische Felder → Magnetfelder

Weitere Vorhersage der Maxwell-Theorie:

Existenz elektromagnetischer Wellen (Experiment: Heinrich Hertz, 1887)

I Hendrik Antoon Lorentz (1892/95/99, 1906):

Lorentz-Kraft, Entwicklung der SRT,
”
Medium“ ↔

”
Vakuum“
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1.1 Die Dynamik der Felder

Maxwell-Gleichungen
”
im Vakuum“

Maxwell-Gleichungen
”
im Vakuum“: Warum

”
Vakuum“?

I. ∇ · E =
1

ε0
ρ II. ∇ · B = 0

III. ∇× E +
∂B

∂t
= 0 IV. ∇× B− ε0µ0

∂E

∂t
= µ0j

Allgemeine Eigenschaften der Maxwell-Theorie:

I Logik: (ρ, j) vorgegeben → (E,B) zu bestimmen

I Falls (E,B)-Felder (∂tρ, ∂t j) beeinflussen:
dann sind weitere dynamische Gleichungen für (ρ, j) benötigt!

I Maxwell-Gleichungen linear in ρ, j – daher: Superpositionsprinzip!

I Maxwell-Gln. I + IV → Ladungserhaltung: ∂ρ
∂t

+ ∇ · j = 0 Beweis

I Maxwell-Theorie = klassische Feldtheorie [E(x, t), B(x, t) ∈ R3]

I Maxwell-Theorie stark von H. A. Lorentz mit geprägt, daher manchmal

”
Maxwell-Lorentz-Gleichungen“ (A. Einstein)

I Maxwell-Theorie invariant unter Lorentz-/Poincaré-Gruppe:
Bestandteil einer relativistischen Elektrodynamik!
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1.1 Die Dynamik der Felder

Interpretation der Maxwell-Gleichungen

Interpretation der Maxwell-Gleichungen:

I Maxwell-Gl. I: ∇ ·E = 1
ε0
ρ (verallgemeinertes Coulomb-Gesetz)

1

ε0

∫
D

dx ρ(x, t) =

∫
D

dx ∇ · E(x, t) =

∫
∂D

dS · E(x, t)

Wähle: ρ(x, t) = q2δ(x) , D = {x | |x| ≤ r}

Konsequenz: Coulomb-Gesetz E(r) = q2
4πε0r2 r̂ , |r| = r

I Maxwell-Gl. II: ∇ · B = 0 (keine magnetischen
”
Monopole“)∫

∂D
dS · B(x, t) = 0

Magnetische Monopole
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1.1 Die Dynamik der Felder

Interpretation der Maxwell-Gleichungen

Interpretation der Maxwell-Gleichungen:

I Maxwell-Gl. III: ∇× E + ∂B
∂t = 0 → Konsequenz:

dΦF
dt

=
d

dt

∫
F

dS · B(x, t) = −
∫
F

dS · (∇× E) = −
∮
∂F

dx · E(x, t)

Fazit: Zeitliche Änderung des magnetischen Flusses durch F →
Induktionsspannung in Schleife ∂F (

”
Faraday’sches Induktionsgesetz“)

I Maxwell-Gl. IV: ∇× B− ε0µ0
∂E
∂t = µ0j → Konsequenz:

µ0

∫
F

dS ·
(
j + ε0

∂E

∂t

)
=

∫
F

dS · (∇× B) =

∮
∂F

dx · B

Fazit: Elektrische Ströme/zeitlich veränderliche elektrische Felder →
Magnetfelder (

”
Ampère’sches Durchflutungsgesetz“; Ørsted, Maxwell)
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1.1 Die Dynamik der Felder

Maxwell-Gleichungen
”
im Medium“

Maxwell-Gleichungen
”
im Medium“

Herleitung der Maxwell-Gleichungen
”
im Medium“

durch räumliche Mittelung der Gleichungen
”
im Vakuum“:

I. ∇ · E =
1

ε0
ρ II. ∇ · B = 0

III. ∇× E +
∂B

∂t
= 0 IV. ∇× B− ε0µ0

∂E

∂t
= µ0j

über Bereiche ' (102 Å)3

Im Medium: Effekte der

ß
Polarisation P
Magnetisierung M

Definiere Hilfsfelder: D ≡ ε0E + P , H ≡ 1
µ0
B−M ⇒

I. ∇ ·D = ρ II. ∇ · B = 0

III. ∇× E +
∂B

∂t
= 0 IV. ∇×H− ∂D

∂t
= j
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1.1 Die Dynamik der Felder

Materialgleichungen

Materialgleichungen
Polarisation, Magnetisierung in linearen, isotropen Medien:

H = 1
µ0
B−M

D = ε0E + P

™
mit M = χmH ,

1

ε0
P = χeE

(χm, χe = magnetische bzw. dielektrische Suszeptibilität)

Konsequenz:
1

µ0
B = (1 + χm)H ≡ µrH ,

1

ε0
D = (1 + χe)E ≡ εrE

(relative Permeabilität µr, relative Dielektrizitätskonstante εr)

Beziehung Maxwell-Gleichungen
”
im Medium“ und

”
im Vakuum“:

Ersetze: µ0 → µ ≡ µrµ0 , ε0 → ε ≡ εrε0 → Konsequenz:

I. ∇ · E =
1

ε
ρ IV. ∇× B− εµ∂E

∂t
= µj
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

Streng zeitunabhängige Felder

1.2 Statische elektromagnetische Felder

Maxwell-Gleichungen
”
im Vakuum“:

I. ∇ · E =
1

ε0
ρ II. ∇ · B = 0

III. ∇× E +
∂B

∂t
= 0 IV. ∇× B− ε0µ0

∂E

∂t
= µ0j

Streng zeitunabhängige Felder E(x), B(x) nur falls

®
∂tρ = 0
∂t j = 0

⇒

(∇ · E) (x) =
1

ε0
ρ(x) & ∇× E = 0

∇ · B = 0 & (∇× B) (x) = µ0j(x)

Viel interessanter:

zeitgemitteltes Verhalten von (E,B) für (ρ, j) räumlich begrenzt
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Statische elektromagnetische Felder

Zeitmittelung:

∂E

∂t
≡ lim

T→∞

1

T

∫ T

0

dt
∂E

∂t
(x, t) = lim

T→∞

E(x,T )− E(x, 0)

T
= 0

Analog: ∂B
∂t = 0 → Maxwell-Gleichungen:(
∇ · E

)
(x) = (∇ · E) (x) =

1

ε 0
ρ(x, t) ≡ 1

ε0
ρ̄(x)

∇× E = ∇× E +
∂B

∂t
= 0

∇ · B = ∇ · B = 0

∇× B = ∇× B− ε0µ0
∂E

∂t
= µ0 j(x, t) ≡ µ0 j̄(x)

Fazit: (E,B, ρ̄, j̄) erfüllen Gleichungen der Elektro- bzw. Magnetostatik!
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Statische elektromagnetische Felder

”
Wirbelgleichungen“: Vektoridentität ∇× (∇× a) =∇ (∇ · a)−∆a →

0 = ∇× (∇× E) = ∇(∇ · E)−∆E

∇× (µ0j) = ∇× (∇× B) = ∇(∇ · B)−∆B
Daher:

∆E = ∇
(
∇ · E

)
=

1

ε0
∇ρ̄ , ∆B = ∇

(
∇ · B

)
− µ0∇× j = −µ0∇× j

Fazit: (E,B) - Komponenten erfüllen Poisson-Gleichungen:

(∆u)(x) = −q(x) [ u(x) Feld , q(x) Quelle des Feldes ]

Poisson-Gleichung i. A. nicht eindeutig lösbar:
I u(x) Lösung ⇒ (∀ a ∈ R3, λ ∈ R) auch ũ(x) ≡ u(x) + a · x + λ Lösung

I Fordere daher: u(x)→ 0 (|x| → ∞)

Explizite Form der Lösung mit u → 0 für |x| → ∞:

u(x) =
1

4π

∫
dx′

q(x′)

|x− x′| (Behauptung)
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Statische elektromagnetische Felder
Lösung von (∆u)(x) = −q(x) mit u → 0 für |x| → ∞:

u(x) =
1

4π

∫
dx′

q(x′)

|x− x′| (Behauptung)

Beweis:

1. Bedingung u → 0 (x →∞) ist erfüllt:

u(x) ∼ 1

4πx

∫
dx′ q(x′)→ 0 (x →∞)

da
Q ≡

∫
dx′ q(x′) <∞ [Quellen lokalisiert]

2. Es gilt:

∆
(
− 1

4πx

)
= δ(x) , ∆ =

3∑
i=1

∂2

∂x2
i

(Behauptung)

[Dirac’sche Deltafunktion:
∫

dx′ f (x′)δ(x′ − x) = f (x)] und daher:

∆u =
1

4π

∫
dx′ q(x′)∆

1

|x− x′|
!
= −

∫
dx′ q(x′)δ(x− x′) = −q(x)
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Statische elektromagnetische Felder
Beweis von ∆

Ä
− 1

4πx

ä
= δ(x): Für alle x 6= 0 gilt

∆
1

x
=

3∑
i=1

∂

∂xi

(
− 1

x2

∂x

∂xi

)
=

3∑
i=1

∂

∂xi

Ä
− xi

x3

ä
=

3∑
i=1

(
− 1

x3
+

3xi

x4

∂x

∂xi

)
= − 3

x3
+ 3

3∑
i=1

x2
i

x5
= 0

Außerdem, mit Dε ≡ {x | |x| ≤ ε , ε > 0}:∫
Dε

dx ∆
(
− 1

4πx

)
=

∫
Dε

dx ∇ ·∇
(
− 1

4πx

)
=

∫
∂Dε

dS ·∇
(
− 1

4πx

)
=

∫
∂Dε

dS · x̂

4πx2
=

1

4πε2

∫
∂Dε

dS · x̂ = 1

Daher: [ Deltafunktion ist verallgemeinerte Funktion, Funktional ]∫
dx f (x)∆

(
− 1

4πx

)
= lim

ε↓0

∫
Dε

dx f (x)∆
(
− 1

4πx

)
= f (0) lim

ε↓0

∫
Dε

dx ∆
(
− 1

4πx

)
= f (0) lim

ε↓0
1 = f (0) 2
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

Lösung der Gleichungen der Statik

Lösung der Gleichungen der Statik
Resultate:

∆E =
1

ε0
∇ρ̄ , ∆B = −µ0∇× j

(∆u)(x) = −q(x) , u(x) =
1

4π

∫
dx′

q(x′)

|x− x′|
Konsequenzen für E- und B-Felder:

E(x) = − 1

4πε0

∫
dx′

(∇ρ̄)(x′)

|x− x′| , B(x) =
µ0

4π

∫
dx′

(
∇× j

)
(x′)

|x− x′|

(Allgemeines Problem der Elektro-/Magnetostatik vollständig gelöst!)

Partielle Integration:

E(x) =
1

4πε0

∫
dx′ ρ̄(x′)

x− x′

|x− x′|3 (Coulomb-Gesetz)

B(x) =
µ0

4π

∫
dx′

j̄(x′)× (x− x′)

|x− x′|3 (Biot-Savart-Gesetz)
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

Analogie zum Gravitationsgesetz

Analogie zum Gravitationsgesetz
Massendichte ρ(x, t) → Gravitationskraft

Beispiel: Gravitationskraft auf Punktteilchen der schweren Masse m

mẍ = mg(x, t)
mit

g(x, t) = G
∫

dx′ ρ(x′, t)
x′ − x

|x′ − x|3 = G
∫

dx′ ρ(x′, t)∇ 1

|x− x′| = G
∫

dx′
(∇ρ)(x′, t)

|x− x′|
Einerseits:

(∆g)(x, t) = G
∫

dx′ (∇ρ)(x′, t)∆
1

|x− x′| = −4πG
∫

dx′ (∇ρ)(x′, t)δ(x− x′)

= −4πG(∇ρ)(x, t)

Andererseits:

(∇ · g) (x, t) = ∇ ·
ï
G
∫

dx′ ρ(x′, t)∇ 1

|x− x′|

ò
= G

∫
dx′ ρ(x′, t)∆

1

|x− x′|

= −4πG
∫

dx′ ρ(x′, t)δ(x− x′) = −4πGρ(x, t)
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

Analogie zum Gravitationsgesetz

Analogie zum Gravitationsgesetz

Einerseits:
(∆g)(x, t) = −4πG(∇ρ)(x, t)

Andererseits:
(∇ · g) (x, t) = −4πGρ(x, t)

Fazit: Analogie Gravitationstheorie ↔ Elektrostatik !

(g,m,G, ρ) ↔ (E, q,− 1

4πε0
, ρ)

∆g = −4πG∇ρ ↔ ∆E =
1

ε0
∇ρ̄

∇ · g = −4πGρ ↔ ∇ · E =
1

ε0
ρ̄

[Unterschied: Zeitabhängigkeit von g(x, t) und ρ(x, t) grundsätzlich beliebig]
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1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall

Wellengleichungen für das E- und das B-Feld

1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall
Maxwell-Gleichungen:

I. ∇ · E =
1

ε0
ρ III. ∇× E +

∂B

∂t
= 0

II. ∇ · B = 0 IV. ∇× B− ε0µ0
∂E

∂t
= µ0j

Konsequenz für B-Feld: [ Vektoridentität ∇× (∇× a) =∇ (∇ · a)−∆a ]

1

c2

∂2B

∂t2
= −ε0µ0∇×

∂E

∂t
= ∇× (µ0j−∇× B) = µ0∇× j + ∆B

Definition des d’Alembert-Operators:

� ≡ 1

c2

∂2

∂t2
−∆ ⇒ �B = µ0∇× j

Analog für E-Feld: [Wellengleichungen! (Maxwell, Hertz)]

1

c2

∂2E

∂t2
=

∂

∂t
(∇× B− µ0j) = −∇× (∇× E)− µ0

∂j

∂t

= ∆E−∇ (∇ · E)− µ0
∂j

∂t
⇒ �E = − 1

ε0

(
∇ρ+

1

c2

∂j

∂t

)
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1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall

Wellengleichungen und der statische Grenzfall

Wellengleichungen und der statische Grenzfall

Wellengleichungen: �B = µ0∇× j , �E = − 1
ε0

(
∇ρ+ 1

c2
∂j
∂t

)
Streng zeitunabhängige Ladungen und Ströme ⇒
I E, B ebenfalls zeitunabhängig

I E, B erfüllen Poisson-Gleichungen:

∆E =
1

ε0
∇ρ , ∆B = −µ0∇× j

Viel interessanter: langsam in der Zeit variierende Ladungen und Ströme
I Betrachte räumlich lokalisierte, mit typischer Frequenz ω oszillierende Quelle

I Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im Vakuum: c

I E, B durch typische Wellenlänge λ = 2πc
ω

charakterisiert

I Typische Ausdehnung der Quelle: a

I Typischer Abstand des Experimentators von der Quelle: x

I Falls ω klein (a� λ, x � λ) ⇒ Wellennatur des Feldes nicht sichtbar!

I Stattdessen: zeitlich langsam veränderliches Feld einer effektiv statischen

Ladungs- und Stromverteilung!
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1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall

Wellengleichungen und der statische Grenzfall

Wellengleichungen und der statische Grenzfall

Formal: Wellengleichungen → Poisson-Gleichungen:

(∆E)(x, t) =
1

ε0
(∇ρ)(x, t) , (∆B)(x, t) = −µ0 (∇× j) (x, t)

Coulomb-Gesetz: [ ρ zeitlich langsam veränderlich ]

E(x, t) =
1

4πε0

∫
dx′ ρ(x′, t)

x− x′

|x− x′|3

Biot-Savart-Gesetz: [ j zeitlich langsam veränderlich ]

B(x, t) =
µ0

4π

∫
dx′

j(x′, t)× (x− x′)

|x− x′|3

Raumbereich {x | |x| � λ}: Nahzone, instantane Wechselwirkungen!

Elektromagnetische Potentiale
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1.4 Elektromagnetische Potentiale

Existenz elektromagnetischer Potentiale

1.4 Elektromagnetische Potentiale

Maxwell-Gln. II + III → (E, B) mit Potentialen (Φ, A) darstellbar:

E = −∇Φ− ∂A

∂t
, B = ∇× A

denn:

I Maxwell-Gleichung II (∇ · B = 0) ⇔

B = ∇×
∫

dx′
(∇× B)(x′, t)

4π |x− x′| → B = ∇× A

I Einsetzen von B = ∇× A in Maxwell-Gl. III (∇× E + ∂B
∂t

= 0) →

∇×
(
E +

∂A

∂t

)
= 0 ⇒ ∇× e = 0 , e ≡ E +

∂A

∂t
Generell:

∇× e = 0 ⇔ e = −∇
∫

dx′
(∇ · e)(x′, t)

4π |x− x′| → e = −∇Φ

[Beweis: verwende Identität ∆
(
− 1

4πx

)
= δ(x)]
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1.4 Elektromagnetische Potentiale

Helmholtz’scher Satz

Verallgemeinerung für allgemeine Vektorfelder a(x, t)

Satz (Stokes 1849, Helmholtz 1858)
a(x, t) differenzierbar/integrierbar, für |x| → ∞ genügend schnell abfallend ⇒

a(x, t) = −∇
∫

dx′
(∇ · a)(x′, t)

4π |x− x′| + ∇×
∫

dx′
(∇× a)(x′, t)

4π |x− x′|

Beweis.
Basiert wiederum auf ∆

Ä
− 1

4πx

ä
= δ(x). (Siehe Übung!)
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1.4 Elektromagnetische Potentiale

Eichungen

Eichungen

Potentiale (A, Φ) nicht eindeutig durch (E, B) bestimmt:

Äquivalente Potentiale: Ã = A− 1
c
∇Λ , Φ̃ = Φ + 1

c
∂Λ
∂t

denn: Ẽ = −∇Φ̃− ∂Ã

∂t
= E , B̃ = ∇× Ã = B

Kommentare:

I Eichinvarianz =̂ Gesetz der Ladungserhaltung

I Oft vorteilhaft: Zusatzbedingung an (A,Φ) (
”
Eichung“)

I Beispiele: Coulomb-Eichung, Lorenz-Eichung, ...

Beispiel: Coulomb-Eichung (daher auch: Transversalitätsbedingung)

∇ · A(x, t) = 0

[Vorteil z. B. bei Fourier-Entwicklung: k · A(k, t) = 0]
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1.4 Elektromagnetische Potentiale

Coulomb-Eichung

Beispiel: Coulomb-Eichung (Transversalitätsbedingung)
Coulomb-Eichung: (auch: Transversalitätsbedingung)

∇ · A(x, t) = 0

[Vorteil z. B. bei Fourier-Entwicklung: k · A(k, t) = 0]

Coulomb-Eichung lässt sich immer realisieren:

∇ · Ã 6= 0 ⇒ χ(x, t) ≡ − c

4π

∫
dx′

(∇ · Ã)(x′, t)

|x− x′|

Die neuen Potentiale A ≡ Ã− 1
c
∇χ , Φ ≡ Φ̃ + 1

c
∂χ
∂t

erfüllen:

I Transversalitätsbedingung ∇ · A = 0 [verwende ∆ 1
x

= −4πδ(x)]

I Poisson-Gleichung ∆Φ = − 1
ε0
ρ(x, t)

Fordere Φ(x, t)→ 0 für |x| → ∞ ⇒ eindeutige Lösung:

Φ(x, t) =
1

4πε0

∫
dx′

ρ(x′, t)

|x− x′| (instantanes Coulomb-Potential)
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1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Transformationsverhalten von Ableitungen

1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Lorentz’sche Bewegungsgleichung invariant unter

x′ = σR(α)−1(x− vαt − ξα) , t′ = t − τ
falls:

E′(x′, t′) = σR(α)−1 [E(x, t) + vα × B(x, t)]

B′(x′, t′) = R(α)−1B(x, t)

Zu untersuchen: Kovarianz der Maxwell-Gleichungen?

Ableitungen: wegen x = σR(α)x′ + vα(t′ + τ) + ξα , t = t′ + τ gilt

∂

∂x ′i
=
∂xj

∂x ′i

∂

∂xj
= σ [R(α)]ji

∂

∂xj
= σ

[
R(α)−1

]
ij

∂

∂xj
⇒ ∇′ = σR(α)−1∇

und
∂

∂t′
=

∂

∂t
+ vα ·∇
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1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Kovarianz der homogenen Maxwell-Gleichungen

Kovarianz der homogenen Maxwell-Gleichungen

Homogene Maxwell-Gleichungen:

0
?
= ∇′ · B′ =

[
σR(α)−1∇

]
·
[
R(α)−1B

]
= σ∇ · B !

= 0

0
?
= ∇′ × E′ +

∂B′

∂t′
=
[
σR(α)−1∇

]
×
{
σR(α)−1 [E(x, t) + vα × B(x, t)]

}
+ R(α)−1 ∂B

∂t′

= R(α)−1
{
∇× [E(x, t) + vα × B(x, t)] +

∂B

∂t
+ (vα ·∇)B

}
= R(α)−1

[
∇× E +

∂B

∂t

]
= R(α)−10

!
= 0

mit:
∇× (vα × B) = (∇ · B) vα − (vα ·∇)B = − (vα ·∇)B

Fazit: homogene Maxwell-Gleichungen mit Galilei-Kovarianz verträglich!
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1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Transformationsverhalten der Ladungen und Ströme

Transformationsverhalten der Ladungen und Ströme
Quellen ρ und j:

ρ ≡
∑

i

qi δ(x− xi (t)) , j ≡
∑

i

qi ẋi (t) δ(x− xi (t))

Rechenregel: δ(Ax + b) = 1
| det(A)| δ(x + A−1b) ⇒

δ(x′1 − x′2) = δ
(
σR(α)−1(x1 − x2)

)
= δ(x1 − x2)

Konsequenzen:

ρ′(x′, t′) =
∑

i

qi δ
(
x′ − x′i (t′)

)
=
∑

i

qi δ
(
x− xi (t)

)
= ρ(x, t) , ρ′ = ρ

j′(x′, t′) =
∑

i

qi ẋ
′
i (t′) δ

(
x′ − x′i (t′)

)
=
∑

i

qi σR(α)−1 [ẋi (t)− vα] δ
(
x− xi (t)

)
= σR(α)−1

ï∑
i

qi ẋi (t) δ
(
x− xi (t)

)
− vα

∑
i

qi δ
(
x− xi (t)

)ò
= σR(α)−1 [ j(x, t)− vαρ(x, t) ] , j′ = σR(α)−1(j− vαρ)
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1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Kontinuitätsgleichung erfüllt?

Kontinuitätsgleichung erfüllt?
Transformationsverhalten der Ladungen und Ströme, kurz:

ρ′ = ρ , j′ = σR(α)−1(j− vαρ)

Orthogonale Transformation (vα = 0 , ξα = 0) ⇒
®
ρ Skalar

j echter Vektor

Kovarianz der Kontinuitätsgleichung:

0
?
=
∂ρ′

∂t′
+ ∇′ · j′ =

(
∂

∂t
+ vα ·∇

)
ρ+

[
σR(α)−1∇

]
·
[
σR(α)−1(j− vαρ)

]
=
∂ρ

∂t
+ vα · (∇ρ) + ∇ · j− vα · (∇ρ)

=
∂ρ

∂t
+ ∇ · j !

= 0

Fazit:

Konzept von

®
Ladungs-

Strom-

´
dichten an sich mit Galilei-Kovarianz verträglich!
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1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Kovarianz der inhomogenen Maxwell-Gleichungen?

Kovarianz der inhomogenen Maxwell-Gleichungen?

Transformation der inhomogenen Maxwell-Gleichungen:

1

ε0
ρ′

?
= ∇′ · E′ =

[
σR(α)−1∇

]
·
[
σR(α)−1(E + vα × B)

]
= ∇ · (E + vα × B) = ∇ · E− vα · (∇× B)

=
1

ε0
ρ− vα · (∇× B) 6= 1

ε0
ρ′

und:

µ0j
′ ?

= ∇′ × B′ − ε0µ0
∂E′

∂t′
=
(
σR−1∇

)
×
(

R−1B
)

− ε0µ0σR−1
(
∂

∂t
+ vα ·∇

)
(E + vα × B)

= σR−1
[
∇× B− ε0µ0

(
∂

∂t
+ vα ·∇

)
(E + vα × B)

]
= σR−1

{
µ0j− ε0µ0

[
vα ×

∂B

∂t
+ (vα ·∇)E + (vα ·∇)(vα × B)

]}
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1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Kovarianz der inhomogenen Maxwell-Gleichungen?

Kovarianz der inhomogenen Maxwell-Gleichungen?

Transformation der inhomogenen Maxwell-Gleichungen:

∇′ · E′ =
1

ε0
ρ− vα · (∇× B) 6= 1

ε0
ρ′

und [ verwende j = σR(α)j′ + vαρ ]

µ0j
′ ?

= ∇′ × B′ − ε0µ0
∂E′

∂t′

= σR−1
{
µ0j− ε0µ0

[
vα ×

∂B

∂t
+ (vα ·∇)E + (vα ·∇)(vα × B)

]}
= µ0j

′ + ε0µ0σR−1
[

1

ε0
vαρ+ vα × (∇× E)

− (vα ·∇)E− (vα ·∇)(vα × B)

ò
6= µ0j

′

Fazit: Inhomogene Maxwell-Gleichungen unverträglich mit Galilei-Kovarianz!

Gesucht: Konstruktion einer einheitlichen Theorie von Teilchen und Feldern

Gefunden: Spezielle Relativitätstheorie! (S. Kapitel 2)
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Kapitel 2: Spezielle Relativitätstheorie
Inhaltsverzeichnis

I 2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

I 2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

I 2.3 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

I 2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

I 2.5 4-Vektoren

I 2.6 Masse und Energie

I 2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder
2.1
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Die Postulate

Die Postulate

Postulate der Speziellen Relativitätstheorie (SRT):

1. Relativitätspostulat (wie für Newton’sche Mechanik)

2. Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum hat in allen
Inertialsystemen denselben Wert c = 299 792 458 m/s

Alternativ:

2. Der infinitesimale Abstand ds = [c2(dt)2 − (dx)2]1/2 ist in der
SRT eine absolute (d.h. beobachterunabhängige) Größe

Weitere (implizite) Annahmen der SRT:
I (nicht-gekrümmte) vierdimensionale Raum-Zeit ⇒

I Anwendungsbereich: nur elektromagnetische Kräfte

I Maxwell-Gleichungen! Lorentz’sche Bewegungsgleichung!

I Punktteilchen

I Homogenität/Isotropie/Inversionssymmetrie des Raums
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Die Postulate

Eine Kurze Geschichte der Raum-Zeit
[Quelle: Abraham Pais,

”
Subtle is the Lord“ (Oxford University Press, 1982)]

I Lorentz-Transformation in linearer Ordnung (Lorentz, 1895)

I . . . in beliebiger Ordnung (Larmor, 1898; Lorentz 1899; Poincaré, 1905)

I (Fitzgerald-)Lorentz-Kontraktion (Fitzgerald, 1889; Lorentz, 1892)

I Lorentz-Kraft (Lorentz, 1895)

I Kovariante Formulierung der Elektrodynamik (Lorentz, 1904)

I Poincaré, 1905:
I Gruppenstruktur der Lorentz-Transformationen
I Relativitätsprinzip
I Invarianz der Eigenzeit
I Additionsgesetz für Geschwindigkeiten

I Einstein, 1905:
I Reduktion der Theorie auf zwei Postulate
I Transversaler Doppler-Effekt
I

”
Zwillingsparadoxon“

I Fresnel-Formel c ′ = c
n

+ v
(

1− 1
n2

)
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Erste Konsequenzen der Postulate

Direkte Konsequenzen: (
”
Gedankenexperimente“)

[Bezugssysteme K ′ und K mit Relativgeschwindigkeit vrel(K ′,K) = v]

I Beobachterabhängigkeit der Gleichzeitigkeit

I Invarianz von Längen ⊥ v

I Transformation von Zeitintervallen (
”
Zeitdilatation“)

I Transformation von Längen ‖ v (
”
Lorentz-Kontraktion“)
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Beobachterabhängigkeit der Gleichzeitigkeit

v̂

SE1 E2

x′ · v̂

x · v̂

K ′

K

Gedankenexperiment mit
Sender und Empfängern

[Bezugssysteme K ′ und K mit Relativ-
geschwindigkeit vrel(K ′,K) = v]

Gedankenexperiment:
I ∃ in K ′:

I ein Sender S (ruht)
I zwei Empfänger E1 und E2

(ruhen in gleichem Abstand

von S in v̂-Richtung)

I Zur Zeit t = 0:

S sendet zwei Lichtsignale aus,

eins zu E1 und eins zu E2

Wer empfängt das Signal zuerst?
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Gedanken
”
messergebnis“

v̂

SE1 E2

x′ · v̂

x · v̂

K ′

K

Gedankenexperiment mit
Sender und Empfängern

2. Postulat:
Lichtgeschwindigkeit = c in K und K ′

⇒ Gedankenmessergebnis:

I Beide Empfänger erhalten ihre
Signale gleichzeitig in K ′

I In K erhält E1 sein Signal zuerst,
da E1 sich auf das Licht zubewegt

Fazit:

I Gleichzeitige Ereignisse in K ′

sind i.A. nicht gleichzeitig in K

I Gleiche Zeitintervalle in K ′

sind i.A. ungleich in K
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Invarianz von Längen ⊥ v

v̂ L

0

L′

0′
K ′

K

Invarianz einer Länge
senkrecht zur

Geschwindigkeitsrichtung

[Bezugssysteme K ′ und K mit Relativ-
geschwindigkeit vrel(K ′,K) = v]

Gedankenexperiment:
I ∃ in Ursprüngen von K und K ′:

I jeweils 1 Latte (L bzw. L′),

Ruhelänge `,

Ausrichtung ⊥ v,

Kreissäge am oberen Ende

I 0 und 0′ fallen für t = t′ = 0

zusammen

Welche Latte wird abgesägt?
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Gedanken
”
messergebnis“

v̂ L

0

L′

0′
K ′

K

Invarianz einer Länge
senkrecht zur

Geschwindigkeitsrichtung

1. Postulat: (Relativitätsprinzip)

Alle physikalischen Gesetze für

Beobachter in K und K ′ gleich

⇒ Gedankenmessergebnis in K :
I L′ nicht kürzer als L
I L′ nicht länger als L

Fazit: L und L′ gleich lang!
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Transformation von Zeitintervallen (
”
Zeitdilatation“)

v̂

L

0

L′

0′
K ′

K

Zwei identische Uhren in den
Inertialsystemen K und K ′

[Bezugssysteme K ′ und K mit Relativ-
geschwindigkeit vrel(K ′,K) = v]

Gedankenexperiment:
I ∃ in Ursprüngen von K und K ′:

I jeweils 1 Latte ⊥ v (L bzw. L′),
Ruhelänge `,
mit jeweils 1 Spiegel am
oberen & unteren Ende

I sende Lichtstrahl hin und her
zwischen beiden Spiegeln
(→ 2 identische Uhren)

I Periode dieser Uhren im jeweiligen
Ruhesystem: T = 2`/c

Gesucht:
Periode T ′ der bewegten Uhr in K ′

aus der Sicht eines Beobachters in K
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Gedanken
”
messergebnis“

`

0

0 1
2

vT ′ vT ′
x‖

|x⊥|

Berechnung der Periode
einer sich relativ zum Beobachter

mit der Geschwindigkeit v
bewegenden Uhr

2. Postulat:
Lichtgeschwindigkeit = c in K und K ′

⇒ Gedankenmessergebnis in K :
I In 1 Periode vom Licht aus der Sicht

des Beobachters in K zurückgelegter
Weg:

2
»
`2 +

(
1
2
vT ′
)2 !

= cT ′

I Lichtgeschwindigkeit = c in K →

T ′ =
2`/c»

1−
(

v
c

)2
≡ T√

1− β2
≡ γT

Fazit: T ′ > T ⇒ bewegte Uhren

laufen langsamer! (Zeitdilatation)
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Transformation von Längen ‖ v (
”
Lorentz-Kontraktion“)

v̂

L′

K ′

K

Zur Lorentz-Kontraktion

[Bezugssysteme K ′ und K mit Relativ-
geschwindigkeit vrel(K ′,K) = v]

Gedankenexperiment:
I ∃ in K ′:

I 1 Latte ‖ v (also nur L′),
Ruhelänge `,

”
Uhr“ mit 2

Spiegeln, Periode in K ′

und K ist T bzw. T ′

I Definition:

[Reisezeiten eines Lichtstrahls
zwischen beiden Spiegeln (in K -Zeit)]

t′LR bzw. t′RL (t′LR + t′RL = T ′)

Gesucht:
Länge `′ der Uhr (gemessen in K)



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

Erste Konsequenzen der Postulate

Gedanken
”
messergebnis“

v̂

L′

K ′

K

Zur Lorentz-Kontraktion

2. Postulat:
Lichtgeschwindigkeit = c in K und K ′

⇒ Gedankenmessergebnis in K :

t′LR =
`′ + vt′LR

c
, t′RL =

`′ − vt′RL

c

t′LR =
`′/c

1− β , t′RL =
`′/c

1 + β

Daher Periode in K -Zeit:

γT = T ′ = t′LR + t′RL =
`′

c

Å
1

1− β +
1

1 + β

ã
=

2`′/c

1− β2
=

2γ2`′

c

Fazit: `′ = Tc
2γ = `

γ ⇒
bewegte Längen ‖ v sind verkürzt im

Vergleich zur Ruhelänge!

Å
Lorentz-

Kontraktion

ã
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2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

Definition des Abstandes

Der Abstand

Lichtsignal im Inertialsystem K : (x1, t1) → (x2, t2) ⇒

c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2 = 0

Koordinaten in K ′ mit vrel(K ′,K ) = v: (x′1, t
′
1) → (x′2, t

′
2)

⇒ analog: c2(t′2 − t′1)2 − (x′2 − x′1)2 = 0

Definition des Abstands zwischen Ereignissen bei (x1, t1) und (x2, t2):

s ≡ [c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2]
1
2

Aufgrund der Postulate: Aussage s = 0 beobachterunabhängig
(d.h. gültig in allen Inertialsystemen, falls in irgendeinem)
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2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

Definition des infinitesimalen Abstandes

Der infinitesimale Abstand

Definition: Abstand infinitesimal benachbarter Ereignisse

bei (x, t) und (x + dx, t + dt) in K :

ds =
√

c2(dt)2 − (dx)2 (kein exaktes Differential!)

[alternativ: Linienelement, differentielles (Raum-Zeit-)Intervall]

Analog in K ′: ds ′ =
√

c2(dt′)2 − (dx′)2

Aufgrund der Postulate: ds = 0 in K ⇒ ds ′ = 0 (∀K ′)

Geometrische Interpretation in K : ( dx
dt
≡ u , u

c
≡ βu )

(ds)2 = c2(dt)2 − (dx)2 = c2(dt)2

Å
1− u2

c2

ã
= c2(dt)2(1− β2

u)

Daher: ds = 0 in K ⇔ βu auf Kugel mit

ß
Radius 1

Mittelpunkt 0

™
⇔ |u| = c
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2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

Geometrische Interpretation von ds′ = 0 in K ′

Geometrische Interpretation von ds ′ = 0 in K ′

Annahme: x′ = x′(x, t; v) und t ′ = t ′(x, t; v) ⇒Å
c dt′

dx′

ã
= Λ

Å
c dt
dx

ã
, Λ(x, t; v) ≡

Ç
∂t′

∂t
c
Ä
∂t′

∂x

äT
1
c
∂x′

∂t
∂x′

∂x

å
(reell)

Konsequenz:

(ds ′)2 = c2(dt′)2 − (dx′)2 =

Å
c dt′

dx′

ãT Å
1 0T

0 −11

ãÅ
c dt′

dx′

ã
=

Å
c dt
dx

ãT
B

Å
c dt
dx

ã
= c2(dt)2

Å
1
βu

ãT
B

Å
1
βu

ã
mit

B(x, t; v) ≡
∼
Λ

Å
1 0T

0 −11

ã
Λ (reell, symmetrisch)

Fordere nun:
ds ′ = 0 ⇔ Gleichung für βu in K ′ ist Kugel mit Radius 1, Mittelpunkt 0 !
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2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

Geometrische Interpretation von ds′ = 0 in K ′

Geometrische Interpretation von ds ′ = 0 in K ′

Forderung: ds ′ = 0 in K ′ ⇔ βu ∈ Kugel mit Radius 1, Mittelpunkt 0

Konsequenz: B =
1

ε

Å
1 0T

0 −11

ã
, ε = ε(x, t; v) ∈ R\{0}

Daher infinitesimaler Abstand in K ′:

(ds ′)2 =
1

ε
c2(dt)2(1− β2

u) =
1

ε
(ds)2 ⇒

(
ds

ds ′

)2

= ε(x, t; v)

Homogenität des Raums und der Zeit, Isotropie des Raums →

(ds)2 = ε(v)(ds ′)2

Umgekehrt: Transformation K ′ → K mit vrel(K ,K ′) = −v →

(ds ′)2 = ε(v)(ds)2 ⇒ (ds)2 = [ε(v)]2(ds)2 ⇒ [ε(v)]2 = 1

Kontinuität → ε(v) = 1 ⇒ (ds)2 = (ds ′)2 !
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2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

Lorentz-Transformationen und das Uhrenparadoxon

Konsequenzen

I Bestimmungsgleichung für Koordinatentransformationen:

ε = 1 ⇒ B =

Å
1 0T

0 −11

ã
=
∼
Λ

Å
1 0T

0 −11

ã
Λ

Å
Lorentz-

Transformationen!

ã
I Invarianter infinitesimaler Abstand ds ⇔

Å
invariante infinite-

simale Zeit dτ

ã
:

dτ ≡ ds

c
=

…
1− 1

c2

(
dx

dt

)2

dt =

…
1−
Äu

c

ä2
dt =

√
1− β2

udt =
dt

γu

Nomenklatur: τ ist
”
Eigenzeit“ des bewegten Bezugssystems

Integration →

τ2 − τ1 =

∫ t2

t1

dt
√

1− βu(t)2 =

∫ t2

t1

dt
1

γu(t)

Einstein (1905):
”
Theorem“ , populär:

ß
Uhren-

Zwillings-

™
paradoxon
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2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

4-Schreibweise

4-Schreibweise
Startpunkt: invarianter Abstand infinitesimal benachbarter Ereignisse:

(ds)2 = c2(dt)2−(dx)2 =

Å
d(ct)

dx

ãT Å
1 0T

0 −11

ãÅ
d(ct)

dx

ã
=

Å
d(ct)
d(−x)

ã
·
Å

d(ct)
dx

ã
Definitionen:

I kontravarianter 4-Ortsvektor:

xµ ≡ (ct, x) (µ = 0, 1, 2, 3)

I metrischer Tensor:
gµν = gµν ≡

Å
1 0T

0 −11

ã
I kovarianter 4-Ortsvektor:

xµ ≡ gµνxν = (ct,−x)

Eigenschaften des metrischen Tensors:

gµνgνρ = g ρ
µ ≡ δ ρ

µ , gµνgνρ = gµρ = δµρ

Å
δ ρ
µ , δ

µ
ρ : Kronecker-δ

Einstein-Konvention

ã
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2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

4-Schreibweise

4-Schreibweise - Fortsetzung
I kontravarianter 4-Ortsvektor: xµ ≡ (ct, x) (µ = 0, 1, 2, 3)

I metrischer Tensor: gµν = gµν ≡
Å

1 0T

0 −11

ã
I kovarianter 4-Ortsvektor: xµ ≡ gµνxν = (ct,−x)

I Eigenschaften: gµνgνρ = g ρ
µ ≡ δ ρ

µ , gµνgνρ = gµρ = δµρ

Ko- bzw. kontravariante Ableitungen:

∂µ ≡
∂

∂xµ
, ∂µ = gµν∂ν

!
=

∂

∂xµ

d’Alembert-Operator � = Skalarprodukt ∂µ∂
µ :

� =
1

c2

∂2

∂t2
−∆ = gµν∂µ∂ν = ∂µ∂

µ

Quadrat des Raum-Zeit-Intervalls ds:

c2(dτ)2 = (ds)2 = c2(dt)2 − (dx)2 = gµνdxµdxν = dxµdxµ
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2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

Poincaré-Transformationen

Poincaré- oder inhomogene Lorentz-Transformationen
. . . sind lineare Transformationen von xµ, die dτ invariant lassen:

xµ → (x ′)µ = Λµνxν + aµ

mit ΛTgΛ = g , denn:

c2(dτ)2 = gµνdxµdxν = gµνd(x ′)µd(x ′)ν = gµνΛµρΛνσdxρdxσ
!
= gρσdxρdxσ

⇒ gρσ = gµνΛµρΛνσ ≡ (ΛT) µ
ρ gµνΛνσ ⇒ g = ΛTgΛ

Inverse Lorentz-Transformation: Λ−1 = gΛTg ⇒
(Λ−1)µν = (gΛTg)µν = gµρ(ΛT)ρσgσν = (ΛT)µν = Λ µ

ν

Achtung: [ daher: det(ΛT) = det(Λ̃) = det(Λ) ]

transponiert [ (ΛT)µν ≡ Λ µ
ν = gνρgµσΛρσ ] 6= gespiegelt [ (Λ̃)µν ≡ Λνµ ]

Beziehung Poincaré- ↔ Lorentz-Transformationen:

Poincaré-Transformation =

(
Lorentz-Transformation

+
Translation

)
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2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

Poincaré- und Lorentz-Transformationen

Lorentz-Transformationen als Gruppe
Lorentz-Transformationen bilden Gruppe: die Lorentz-Gruppe L
I L =

{
Λ | ΛTgΛ = g

}
I Λ1, Λ2 ∈ L ⇒ Produkt Λ1Λ2 ∈ L :

g
?
= (ΛT

2 ΛT
1 )g(Λ1Λ2) = ΛT

2 (ΛT
1 gΛ1)Λ2 = ΛT

2 gΛ2
!
= g

I ΛTgΛ = g ⇒ [det(Λ)]2 = 1 ⇒ det(Λ) = ±1

I Untergruppe: [ 1 = g 0
0 = (ΛT)0

ρgρσΛσ0 = (Λ0
0)2 −

∑3
i=1(Λi

0)2 ]

eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe L↑+ mit Λ0
0 ≥ 1 und det(Λ) = 1

L↑+ enthält . . .

1. die Drehungen ΛR(α) um eine feste Achse α̂:

ΛR(α) =

Å
1 0T

0 R(α)

ã
mit

R(α)x = α̂(α̂ · x)− α̂× (α̂× x) cos(α) + (α̂× x) sin(α)
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2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

Untergruppe L↑
+

L↑+ enthält ....

1. die Drehungen ΛR(α) um eine feste Achse α̂

2. die Geschwindigkeitstransformationen ΛB(φ, β̂) (
”
boosts“):

ΛB(φ, β̂) = 11+

Ç
[cosh(φ)− 1] − sinh(φ)β̂

T

− sinh(φ)β̂ [cosh(φ)− 1]β̂β̂
T

å
, v = c tanh(φ)β̂

Explizite Form der Geschwindigkeitstransformation: KonsequenzenÅ
ct′

x′

ã
=

Å
cosh(φ)ct − sinh(φ)(x · β̂)

− sinh(φ)ctβ̂ + [x− (x · β̂)β̂] + cosh(φ)(x · β̂)β̂

ã
Vereinfachung: Relation cosh(φ) =

[
1− tanh2(φ)

]−1/2
=
[

1− β2
]−1/2

= γ →Å
ct′

x′

ã
=

Å
0
x⊥

ã
+ γ

Å
ct − βx‖

(x‖ − vt)β̂

ã
, x‖ ≡ x · β̂ , x⊥ ≡ x− x‖β̂

Limes c →∞ : Galilei-Transformation! t′ = t , x′ = x− vt
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2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

Untergruppe L↑
+

Eigenschaften der Untergruppe L↑+
Untergruppe L↑+: kontinuierliche Gruppe (Lie-Gruppe)

ΛR(α) =
î

ΛR

Äα
n

äón
, ΛB(φ, β̂) =

[
ΛB

(
φ

n
, β̂
)]n

(n ∈ N)

φ = artanh(v/c) ∈ R ⇒ Lorentz-Gruppe nicht kompakt:

Λ = e−iα·L−φ·M , φ ≡ φβ̂ , Lk =

Å
0 0T

0 `k

ã
, Mk =

Å
0 êTk
êk ∅3

ã
` = (`1, `2, `3) : Drehmatrizen ; ∅3 : 3× 3-Nullmatrix

Drehmatrizen:

`1 =

(
0 0 0
0 0 −i
0 i 0

)
, `2 =

(
0 0 i
0 0 0
−i 0 0

)
, `3 =

(
0 −i 0
i 0 0
0 0 0

)
Erzeuger L und M von L↑+ erfüllen Vertauschungsrelationen:

[Li , Lj ] = iεijk Lk , [Mi ,Mj ] = iεijk Lk , [Li ,Mj ] = iεijk Mk

Λ† 6= Λ−1 ⇒ (nicht-kompakte!) Lie-Gruppe L↑+ nicht-unitär !
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2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

2-dimensionale Darstellung der Lorentz-Transformation

Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Invariante Eigenzeit ↔ Lorentz-Transformationen:

c2(dτ)2 = (ds)2 = c2(dt)2 − (dx)2 = dxµdxµ

Betrachte: Geschwindigkeitstransformation K , K ′ mit vrel(K ′,K) = v,
Koordinatenursprünge fallen zur Zeit t = t′ = 0 zusammen ⇒Å

ct′

x′

ã
=

Å
0
x⊥

ã
+

Å
cosh(φ) − sinh(φ)

− sinh(φ)β̂ cosh(φ)β̂

ãÅ
ct
x‖

ã
=

Å
0
x⊥

ã
+ γ

Å
1 −β
−β β̂

ãÅ
ct
x‖

ã
x⊥-Komponenten invariant ⇒ wähle 2-dimensionale Darstellung:Å

ct′

x ′‖

ã
= γ

Å
1 −β
−β 1

ãÅ
ct
x‖

ã
=

Å
cosh(φ) − sinh(φ)
− sinh(φ) cosh(φ)

ãÅ
ct
x‖

ã
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2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Lorentz-Kontraktion

Lorentz-Kontraktion

Explizite Form der 2-dimensionalen Darstellung:∣∣∣∣ t′ = γ(t − v
c2 x‖)

x ′‖ = γ(x‖ − vt)
bzw.

∣∣∣∣ t = γ(t′ + v
c2 x ′‖)

x‖ = γ(x ′‖ + vt′)

Konsequenz: Lorentz-Kontraktion!

Was ist das? Maßstab ‖ β̂ in K hat laut K ′ kleinere Länge: `′ < `

Was misst K? Betrachte ruhenden Stab in K zwischen x
(1)

‖ und x
(2)

‖ = x
(1)

‖ + `

Was misst K ′? Messung der Länge des Stabs zur Zeit t′ in K ′ →

`′ = x
′(2)

‖ − x
′(1)

‖ =

Å
1

γ
x

(2)

‖ − vt′
ã
−
Å

1

γ
x

(1)

‖ − vt′
ã

=
`

γ
Korollar:

ruhendes Volumen V in K ist laut K ′ um Faktor 1
γ

=
√

1− β2 kleiner
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2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Zeitdilatation

Zeitdilatation

Noch einmal: die 2-dimensionale Darstellung:∣∣∣∣ t′ = γ(t − v
c2 x‖)

x ′‖ = γ(x‖ − vt)
bzw.

∣∣∣∣ t = γ(t′ + v
c2 x ′‖)

x‖ = γ(x ′‖ + vt′)

Konsequenz: Zeitdilatation!

Was ist das? Bewegte Uhren laufen langsamer!

Was misst K ′? Betrachte in K ′ ruhende Uhr ⇒ zwischen zwei Ereignissen
[beide am Ort (x ′‖, x

′
⊥) in K ′] vergangene Zeit: ∆t′ = t′2 − t′1

Was misst K? Für Beobachter in K vergangene Zeit:

∆t = t2 − t1 = γ(t′2 +
v

c2
x ′‖)− γ(t′1 +

v

c2
x ′‖) = γ∆t′

Fazit: K kommt zum Schluss, dass Uhr in K ′ nachgeht!
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2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Deformation
”
starrer“ Körper

Deformation
”
starrer“ Körper

Die 2-dimensionale Darstellung:∣∣∣∣ t′ = γ(t − v
c2 x‖)

x ′‖ = γ(x‖ − vt)
bzw.

∣∣∣∣ t = γ(t′ + v
c2 x ′‖)

x‖ = γ(x ′‖ + vt′)

K
x‖

v̂

K ′
x ′‖

L′

0 `

a = a ê⊥

Zur Deformation
”
starrer“ Körper

Was ist das? Beschleunigte Körper in K ′

sind in K deformiert

Was misst K ′? Einen geraden Stab mit
x′⊥ = 1

2
a(t′)2ê⊥ zum

Zeitpunkt t′

Was misst K? Einen Körper mit
x⊥ = 1

2
aγ2(t − v

c2 x‖)
2ê⊥,

also eine Parabel, zum
Zeitpunkt t
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2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Tachyonen?

Tachyonen?
Die 2-dimensionale Darstellung:∣∣∣∣ t′ = γ(t − v

c2 x‖)
x ′‖ = γ(x‖ − vt)

&

∣∣∣∣ ∆t′ = γ(∆t − v
c2 ∆x‖)

∆x ′‖ = γ(∆x‖ − v∆t)
mit

Å
c∆t
∆x

ã
≡
Å

ct1

x1

ã
−
Å

ct2

x2

ã
Daher:

∆x‖
∆t

> c ⇒ ∆t′ = γ∆t
(

1− v
c2

∆x‖
∆t

)
< 0 für c2

∆x‖/∆t
< v < c

v̂

K−
0 ∆x‖

∆t′ < 0

v̂

K+

0−∆x‖

2∆t′ < 0

K ′ ∗Schreibe

Brief

Gibt es Tachyonen?

I Annahme: ∃ Kanone mit
∆x‖
∆t

> c

I Schreibe einen Brief in K ′

I Verschicke den Brief sofort in K− mit
vrel(K ′,K−) = v

I Retourniere den Brief sofort in K+

mit vrel(K ′,K+) = −v

I Empfang in K ′ des retournierten
Briefs 2|∆t′| vor Versand!

I Verletzung der Kausalität!
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2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Additionsgesetz für Geschwindigkeiten

Additionsgesetz für (parallele) Geschwindigkeiten
Generell: Geschwindigkeitstransformationen nicht-kommutativ , z.B.:

ΛB(φ1, ê1)ΛB(φ2, ê2) 6= ΛB(φ2, ê2)ΛB(φ1, ê1)

Ausnahme: Boosts mit β̂1 = β̂2: [β = tanh(φ) ]

ΛB(φ2, β̂)ΛB(φ1, β̂) = ΛB(φ1+φ2, β̂) , ΛB(φ, β̂) = 11+
Ä

cosh(φ)−1 − sinh(φ)β̂
T

− sinh(φ)β̂ [cosh(φ)−1]β̂β̂
T

ä
. . . denn Matrixmultiplikation → (2-dimensionale Darstellung)(

cosh(φ2) − sinh(φ2)
− sinh(φ2) cosh(φ2)

)(
cosh(φ1) − sinh(φ1)
− sinh(φ1) cosh(φ1)

)
=
(

cosh(φ1+φ2) − sinh(φ1+φ2)
− sinh(φ1+φ2) cosh(φ1+φ2)

)
Daher Beziehung zwischen Geschwindigkeiten β1, β2, β1+2 :

β1+2 = tanh(φ1 + φ2) = tanh[artanh(β1) + artanh(β2)] =
β1 + β2
1 + β1β2

[Additionsgesetz für (parallel ausgerichtete) Geschwindigkeiten!]
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2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Additionsgesetz für Geschwindigkeiten

Verallgemeinertes Additionsgesetz (β1 6= β2)
Betrachte K und K ′ mit vrel(K ′,K) = v ⇒Å

ct
x

ã
=

Å
0
x′⊥

ã
+ γ

Å
1 β

β β̂

ãÅ
ct′

x ′‖

ã
Definition der Geschwindigkeiten:

u ≡ dx

dt
, u′ ≡ dx′

dt′

Geschwindigkeitskomponenten:

u‖ = u · β̂ , u⊥ = u− u‖β̂ (& analog für u′)

Beziehung zwischen u und u′ :

dt

dt′
= γ

Å
1 +

β

c

dx ′‖
dt′

ã
bzw.

dt′

dt
=

1

γ
Ä

1 + 1
c2 vu′‖

ä
u =

dx

dt
=

ï
dx′⊥
dt′

+ γ

Å
βc +

dx ′‖
dt′

ã
β̂

ò
dt′

dt
=

u′⊥ + γ(v + u′‖)β̂

γ
Ä

1 + 1
c2 vu′‖

ä
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Transformationsverhalten von Winkeln

Verallgemeinertes Additionsgesetz (β1 6= β2)
Komponentenweise:

u =
u′⊥ + γ(v + u′‖)β̂

γ
Ä

1 + 1
c2 vu′‖

ä ⇒ u‖ =
u′‖ + v

1 + 1
c2 vu′‖

, u⊥ =
u′⊥

γ
Ä

1 + 1
c2 vu′‖

ä
[allgemeines Additionsgesetz für Geschwindigkeiten]

Korollar: Transformationsverhalten von Winkeln:
I Betrachte Teilchen in K mit Geschwindigkeit u (in K ′ mit u′)

I Definiere:
u‖ = u cos(ϑ) , u⊥ = u sin(ϑ)û⊥

u′‖ = u′ cos(ϑ′) , u′⊥ = u′ sin(ϑ′)û⊥

I Einsetzen →

u cos(ϑ) =
u′ cos(ϑ′) + v

1 + 1
c2 vu′ cos(ϑ′)

, u sin(ϑ) =
u′ sin(ϑ′)

γ
[
1 + 1

c2 vu′ cos(ϑ′)
]

I Beziehung ϑ↔ ϑ′:

tan(ϑ) =
u′ sin(ϑ′)

γ[u′ cos(ϑ′) + v ]
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2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Transformationsverhalten von Winkeln

Transformationsverhalten von Winkeln

I Beziehung ϑ↔ ϑ′:

tan(ϑ) =
u′ sin(ϑ′)

γ[u′ cos(ϑ′) + v ]

Spezialfall:
”
Teilchen“ = Photon/Lichtstrahl (u = u′ = c) ⇒

tan(ϑ) =
sin(ϑ′)

γ[cos(ϑ′) + β]

⇒ Richtungsänderung des Lichts bei Übergang auf anderes Inertialsystem!

Aberration! (1725, James Bradley)

Für kleine β-Werte: [ϑ = ϑ′ + (ϑ− ϑ′) ]

ϑ− ϑ′

cos2(ϑ′)
∼ [ tan(ϑ)− tan(ϑ′) ] ∼ tan(ϑ′)

ïÅ
1− β

cos(ϑ′)

ã
− 1

ò
∼ −β tan(ϑ′)

cos(ϑ′)

⇒ ∆ϑ ≡ ϑ′ − ϑ ∼ β sin(ϑ′) + O(β2) (=̂ Bradley)
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2.5 4-Vektoren

Definitionen

2.5 4-Vektoren

Definitionen:

I kontravarianter 4-Vektor:
jede physikalische Größe aµ = (a0, a1, a2, a3), die unter
Lorentz-Transformationen transformiert wird wie xµ:

(a′)µ = Λµνaν

I kovarianter 4-Vektor: jede Größe aµ, die wie xµ transformiert wird:

(a′)µ = Λ ν
µ aν , Λ ν

µ = gµρ gνσΛρσ

Umwandlung kovariant ↔ kontravariant: aµ = gµνaν

I Quadrat eines 4-Vektors:

a2 ≡ aµaµ

Nomenklatur:

Vektoren mit a2 > 0, a2 = 0 oder a2 < 0 heißen zeit-, licht- oder raumartig
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2.5 4-Vektoren

Definitionen

”
Weltbild“ mit Lichtkegel: s2 > 0 , s2 = 0 , s2 < 0

Quadrat eines Relativ-4-Ortsvektors:

s2 = c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2

= (ct21)2 − (x21)2

Nomenklatur:

Å
t1 =̂ Ereignis 1

t2 =̂ Ereignis 2

ã
s2 > 0, t2 > t1 (Zukunft)

s2 > 0, t2 < t1 (Vergangenheit)

s2 = 0 (Lichtkegel)

s2 < 0 (entfernt)

s2 = 0, t2 = t1 (hier & jetzt)

x21

ct21

Licht-
KegelZu kunft

Vergan genheit

entfernt

entfernt
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2.5 4-Vektoren

Definitionen

Weitere Definitionen ...

I (Lorentz-)Skalar : jede Invariante unter Lorentz-Transformationen

I Beispiel: das
”
Skalarprodukt“ zweier 4-Vektoren:

a · b ≡ aµbµ = aµbµ

ist Lorentz-invariant und somit ein Skalar :

(a′)µ(b′)µ = gµν(a′)ν(b′)µ = Λµσ gµνΛνρ bσaρ

= (ΛTgΛ)σρ bσaρ = gσρbσaρ = aσ bσ

I Korollar:

ϕ(x) Skalar ⇒ 4-Gradient = kovarianter 4-Vektor! Beweis

∂µϕ =
∂ϕ

∂xµ
=
(

1

c

∂ϕ

∂t
,∇ϕ

)
Analog: wegen (∂′)ν = Λνµ∂

µ ist ∂µϕ ein kontravarianter 4-Vektor
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2.5 4-Vektoren

Definitionen

Weitere Definitionen ...

I 4-Divergenz:

∂aµ

∂xµ
= ∂µaµ = ∂µaµ ≡ ∂ · a (Lorentz-invariant ⇒ Skalar)

I 4-Geschwindigkeit:
3-Geschwindigkeit u(t) in K → 4-Geschwindigkeit uµ:

uµ ≡ dxµ

ds
, ds = cdt

…
1−
Äu

c

ä2

Explizite Form von uµ:

uµ =
d
dt

(ct, x)

c
»

1−
(

u
c

)2
=

1»
1−

(
u
c

)2

Ä
1,

u

c

ä
≡ γu (1,βu)

Konsequenz: u2 = uµuµ = 1 [ alternativ aus dxµdxµ = (ds)2 ]

I 4-Beschleunigung ≡ duµ

ds : uµuµ = 1 ⇒ duµ

ds
uµ = 0
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2.5 4-Vektoren

Definitionen

Weitere Definitionen ...
I 4-Stromdichte:

experimentelles Faktum: elektrische Ladung = Lorentz-Skalar

Konsequenz:

Ladungsdichte wird wie ρ′ = γvρ0 transformiert, denn:

ρ0dV = ρ′dV ′ mit dV ′ = dV
γv

[ ρ0 im Ruhesystem K , ρ′ in K ′ mit vrel(K ′,K) = v ]

Verallgemeinerung:
Ladungsdichte bewegt sich in K mit Geschwindigkeit u

⇒ ruht in K ′ mit vrel(K ′,K) = u

⇒ in K gemessene

®
Ladungsdichte: ρ= γuρ0 mit γu ≡ (1− u2

c2 )−1/2

Stromdichte: j = ρu = γuρ0u

⇒ jµ ≡ (cρ, j) = ρ0cγu

Ä
1,

u

c

ä
= ρ0cγu(1,βu) = ρ0cuµ

[ wird wie 4-Vektor transformiert: 4-Stromdichte ]
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2.5 4-Vektoren

4-Stromdichte, Verallgemeinerung

Allgemeine 4-Stromdichte

Für allgemeine Ladungs- + Stromdichte: Überlagerung!

Fazit:

jµ = (cρ, j) wird i. A. wie kontravarianter 4-Vektor transformiert!

Ladungserhaltung in kovarianter Form:

Erhaltungsgesetz für Gesamtladung =̂ Kontinuitätsgleichung, in 4-Schreibweise:

0 =
∂ρ

∂t
+ ∇ · j =

∂(cρ)

∂(ct)
+

∂

∂x i
j i =

∂

∂x0
j0 +

∂

∂x i
j i = ∂µjµ = ∂ · j
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2.5 4-Vektoren

Das 4-Potential Aµ

Das 4-Potential

Weiterer 4-Vektor: Φ und A → 4-Potential Aµ = (Φ, cA)

Argument:
homogene Maxwell-Gleichungen ∇ · B = 0 , ∇× E + ∂B

∂t
= 0 →

E = −∇Φ− ∂A

∂t
, B = ∇× A

Außerdem: inhomogene Maxwell-Gleichungen →
1

ε0c
(cρ) =

1

ε0
ρ = ∇ · E = −∆Φ− ∂

∂t
∇ · A

=

Å
1

c2

∂2

∂t2
−∆

ã
Φ− ∂

∂t

(
∇ · A +

1

c2

∂Φ

∂t

)
= �Φ− ∂

∂(ct)

ï
∇ · (cA) +

∂Φ

∂(ct)

ò
= �Φ− ∂

∂(ct)
(∂νAν)
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2.5 4-Vektoren

Das 4-Potential Aµ

Das 4-Potential
Inhomogene Maxwell-Gleichungen →

jµ = (cρ, j) ,
1

ε0c
(cρ) = �Φ− ∂

∂(ct)
(∂νAν) , Aν = (Φ, cA)

sowie
1

ε0c
j = µ0cj = c

(
∇× B− ε0µ0

∂E

∂t

)
= c

ï
∇× (∇× A)− 1

c2

Å
−∇∂Φ

∂t
− ∂2A

∂t2

ãò
= c

ï
∇(∇ · A)−∆A +

1

c2

∂2A

∂t2
+

1

c2
∇∂Φ

∂t

ò
= ∇

ï
∇ · (cA) +

∂Φ

∂(ct)

ò
+�(cA) = �(cA)− ∂

∂(−x)
(∂νAν)

Kombination → in 4-Schreibweise:

1

ε0c
jµ = �Aµ − ∂µ(∂νAν)

linke Seite = 4-Vektor ⇒ auch rechte Seite = 4-Vektor , aber ....

Hilfreich: Eichtransformation Aµ −→ Ãµ ≡ Aµ + ∂µΛ
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2.5 4-Vektoren

Das 4-Potential Aµ

Das 4-Potential
Bisheriges Ergebnis: 1

ε0c
jµ = �Aµ− ∂µ(∂νAν) ⇒ Wähle Lorenz-Eichung:

∂νAν = 0 ⇒ �Aµ =
1

ε0c
jµ (elektromagnetische Wellen!)

Lorenz-Eichung immer realisierbar: ∂νĀν 6= 0 ⇒ definiere (χ, Aµ) mit:

�χ ≡ −∂µĀµ

Aµ ≡ Āµ + ∂µχ ⇒ ∂µAµ = 0

Lorenz-Bedingung legt Aµ nicht eindeutig fest! Alternatives 4-Potential:

Ãµ = Aµ + ∂µΛ , �Λ = 0

⇒ Aµ in Lorenz-Eichung bis auf Lösung der Wellengleichung bestimmt

Spezialfall: jµ = 0 ⇒ �Aµ = 0 ⇒ im Inertialsystem K :

Aµ(x) = (A0)µe i(k·x−ωt) = (A0)µe−i(ω
c

ct−k·x)

= (A0)µe−ikνxν = (A0)µe−iϕ(x)
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2.5 4-Vektoren

Transformationsverhalten der Phase, des 4-Wellenvektors

Der 4-Wellenvektor
Ebene Welle: Aµ(x) = (A0)µe−ikνxν ⇒ Definitionen:

ϕ(x) = kνxν , ω = c|k| , kν =
Äω

c
, k
ä Å

Phase, Frequenz
4-Wellenvektor

ã
In K ′ mit vrel(K ′,K) = v gilt:

(A′)µ(x ′) = ΛµνAν(x) = Λµν(A0)νe−iϕ(x) = (A′0)µe−iϕ′(x′)

mit (A′0)µ ≡ Λµν(A0)ν und

ϕ′(x ′) ≡ ϕ(x) = kνxν = kν(Λ−1)νµ(x ′)µ = kνΛ ν
µ (x ′)µ ≡ (k ′)µ(x ′)µ

Fazit: (A0)µ = 4-Vektor , ϕ(x) = Lorentz-Skalar , kµ = 4-Vektor:

(k ′)µ = Λ ν
µ kν , (k ′)µ = Λµνkν

Quantenmechanik → für Photonen: p = ~k , E = ~ω
⇒ Impuls und Energie (für Photonen) bilden 4-Vektor!

pµ ≡
(E

c
, p
)

= ~
Äω

c
, k
ä

= ~kµ (später: gilt auch allgemeiner)
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2.5 4-Vektoren

Transformationsverhalten von Winkeln

Der 4-Wellenvektor

Lorentz-Transformation für kµ =
(
ω
c
, k
)

:Å
ω′/c
k′

ã
=

Å
0
k⊥

ã
+γ

Å
1 −β
−β β̂

ãÅ
ω/c
k‖

ã ï
k‖ ≡ k · β̂ ≡ k cos(ϑ)

k⊥ ≡ k− k‖β̂ ≡ k sin(ϑ)k̂⊥

ò
→ Transformationsverhalten der Frequenz ω :

ω′ = γ(ω − βck‖) = γω

Å
1− β

k‖
k

ã
= γω[1− β cos(ϑ)]

. . . und des Winkels ϑ :

tan(ϑ′) =
|k′⊥|
k ′‖

=
|k⊥|

γ
(

k‖ − β ωc
) =

|k⊥|/k

γ
Ä

k‖
k
− β
ä =

sin(ϑ)

γ[cos(ϑ)− β]

oder umgekehrt:

tan(ϑ) =
sin(ϑ′)

γ[cos(ϑ′) + β]

[wie vorher für Aberration von Sternenlicht, relativistischer Doppler -Effekt!]
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2.5 4-Vektoren

Der Doppler-Effekt

Longitudinaler/transversaler Doppler-Effekt

Transformationsverhalten der Frequenz ω:

ω′ = γω[1− β cos(ϑ)]

Longitudinaler Doppler-Effekt: (ϑ = 0 bzw. ϑ = π)

ω′ =

…
1− β
1 + β

ω (ϑ = 0) , ω′ =

…
1 + β

1− β ω (ϑ = π)

Transversaler Doppler-Effekt: (ϑ = π
2

) → Rotverschiebung

ω =
1

γv
ω′ < ω′ (Konsequenz der Zeitdilatation)
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2.6 Masse und Energie

Masse und Energie, die Idee

2.6 Masse und Energie
[A. Einstein, Annalen der Physik 17, 639 (1905)]

Energie von N Photonen im Inertialsystem K :

E = N~ω

Transformationsgesetz für die Energie elektro-
magnetischer Strahlung:

E ′ = N~ω′ = γN~ω[1− β cos(ϑ)]

= γE[1− β cos(ϑ)]

[ E ′ = Energie im Inertialsystem K ′

mit vrel(K ′,K) = v = v β̂ ]

β̂

N~ω

N~ω

m0
θ

θ − π

Definitionen:
I Energie des Körpers in K vor Emission ≡ E(0) [in K ′ : ≡ E(v)]

I Energie des Körpers in K nach Emission ≡ E (0)(0) [in K ′ : ≡ E (0)(v)]

I 2N~ω ≡ ε ⇒ Energieerhaltung in K :

E(0) = E (0)(0) + 1
2
ε+ 1

2
ε = E (0)(0) + ε
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2.6 Masse und Energie

Äquivalenz von Masse und Energie

Äquivalenz von Masse und Energie
Definitionen:

I Energie des Körpers in K vor Emission ≡ E(0) [in K ′ : ≡ E(v)]

I Energie des Körpers in K nach Emission ≡ E (0)(0) [in K ′ : ≡ E (0)(v)]

I 2N~ω ≡ ε ⇒ Energieerhaltung in K : E(0) = E (0)(0) + ε

Energieerhaltung in K ′ :

E(v) = E (0)(v) + 1
2
εγ[1− β cos(ϑ)] + 1

2
εγ[1− β cos(ϑ− π)] = E (0)(v) + εγ

Definiere:
Ekin(v) ≡ E(v)− E(0)

E (0)
kin(v) ≡ E (0)(v)− E (0)(0)

E (0)
kin(v) für β = v

c
� 1 :

E (0)
kin(v) = Ekin(v)− ε(γ − 1)

∼ 1
2
m0v 2 − 1

2
εβ2

= 1
2

(
m0 − ε

c2

)
v 2 = 1

2
m

(0)
0 v 2

β̂

N~ω

N~ω

m0
θ

θ − π

Äquivalenz: Massendefizit µ0 ≡ m0 −m
(0)
0 = ε

c2 =̂ Energie ε = µ0c2
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2.6 Masse und Energie

4-Impulsvektor = 4-Vektor

Äquivalenz von Masse und Energie
Bisherige Ergebnisse:

E(0) = E (0)(0) + ε , E(v) = E (0)(v) + εγ , µ0 ≡ m0 −m
(0)
0 =

ε

c2

Wandle ganze Ruhemasse in Strahlung um: [ E (0)(0) = E (0)(v) = m
(0)
0 c2 = 0 ]

⇒ E(0) = ε = m0c2 , E(v) = εγ = γm0c2 = mc2 (m ≡ γm0)

Fazit: Masse und Energie äquivalent!

Außerdem nun auch für Teilchen:

4-Impulsvektor = 4-Vektor!

. . . denn:

pµ ≡
(E

c
,mu

)
= mc

Ä
1,

u

c

ä
= m0cγu(1,βu) = m0cuµ

β̂

N~ω

N~ω

m0
θ

θ − π
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Tensoren höherer Stufe

Tensoren höherer Stufe

Allgemeine Begriffe:

I Das dyadische Produkt Dµν zweier 4-Vektoren aµ und bν :

Dµν ≡ aµbν

. . . wird wie folgt transformiert:

(D ′)µν = (a′)µ(b′)ν = ΛµρΛνσaρbσ = ΛµρΛνσDρσ

Nomenklatur:
I Dyade Dµν : kontravariant

I Dyade Dµν = gµρgνσDρσ = aµbν : kovariant

I Dyaden D ν
µ = gµρDρν , Dµ

ν = gνσDµσ : gemischt
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Tensoren höherer Stufe

Tensoren höherer Stufe
Allgemeine Begriffe:
I Verallgemeinerung:

Dν1ν2···νn ≡ aν1
1 aν2

2 · · · a
νn
n (kontravariant)

Transformationsverhalten:

(D ′)µ1µ2···µn = Λµ1
ν1

Λµ2
ν2
· · ·Λµn

νn
Dν1ν2···νn

I Verallgemeinerung: Tensoren
I Wird Tµν genauso transformiert wie Dµν

⇒ (kontravarianter) Tensor 2. Stufe

I Wird T ν1ν2...νn genauso transformiert wie Dν1ν2...νn

⇒ (kontravarianter) Tensor n-ter Stufe

I Bildung von Skalarprodukten →
”
Verjüngung“ eines Tensors:

dµ ≡ Dµνcν = aµbνcν , tµ ≡ Tµνcν (kontravariante 4-Vektoren)
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Der elektromagnetische Feldtensor

Der elektromagnetische Feldtensor
Ableitungen des 4-Potentials nach dem 4-Ortsvektor:

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ (Differenz zweier Dyaden)

⇒ antisymmetrischer, kontravarianter 4-Tensor 2. Stufe:

(F ′)µν = ΛµρΛνσF ρσ

Komponenten von Fµν :

Fµµ = 0

F i0 = ∂ i A0 − ∂0Ai =
[
−∇Φ− ∂A

∂t

]
i

= Ei

F ij = εijk (−cBk ) = −cεijk Bk

Als Matrix:

Fµν =

Ö
0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −cB3 cB2

E2 cB3 0 −cB1

E3 −cB2 cB1 0

è
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Der elektromagnetische Feldtensor

Transformationsverhalten unter Raumspiegelungen

Transformationsverhalten von Fµν unter Raumspiegelungen:

Fµν → (F ′)µν =

Ö
0 E1 E2 E3

−E1 0 −cB3 cB2

−E2 cB3 0 −cB1

−E3 −cB2 cB1 0

è
Raumspiegelungen:

Λµν = σ(µ)δµν mit σ(0) = 1 , σ(1) = σ(2) = σ(3) = −1

Transformationsverhalten echter Tensoren unter Raumspiegelungen:

(F ′)µν = ΛµρΛνσF ρσ = σ(µ)σ(ν)Fµν
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Der elektromagnetische Feldtensor

Allgemeine antisymmetrische Tensoren 2. Stufe

Allgemeine Darstellung antisymmetrischer Tensoren 2. Stufe Aµν :

Aµν =

Ö
0 −p1 −p2 −p3

p1 0 −a3 a2

p2 a3 0 −a1

p3 −a2 a1 0

è
≡ (p, a)

Polarer (oder echter) Vektor p, axialer (oder Pseudo-)Vektor a:

p′ = R(α)p , a′ = R(α)a

In dieser Notation gilt: Fµν = (E, cB)
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Transformationsverhalten der E- und B-Felder

Transformationsverhalten des E-Feldes
Beziehung E′ ↔ (F ′)µν :

(E ′)i = (F ′)i0 = Λi
ρΛ0

σF ρσ

= Λi
j Λ

0
0F j0 + Λi

0Λ0
j F

0j + Λi
j Λ

0
k F jk (da F 00 = 0)

Explizite Form von Λµν :

Λµν =

Å
γ −γβT

−γβ 113 + (γ − 1)β̂β̂
T

ã
Daher für E-Feld:

(E ′)i = γ[δij + (γ − 1)β̂i β̂j ]Ej + (−γβi )(−γβj )(−Ej )

+ [δij + (γ − 1)β̂i β̂j ](−γβk )εjkl (−cBl )

= γ(Ei + εikl vk Bl ) + [γ(γ − 1)− γ2β2]β̂i (β̂ · E)

Identität γ2(1− β2) = 1 →
E′ = γ(E + v × B)− (γ − 1)(β̂ · E)β̂
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Transformationsverhalten der E- und B-Felder

Transformationsverhalten der E- und B-Felder

Transformationsverhalten des E-Feldes:

E′ = γ(E + v × B)− (γ − 1)(β̂ · E)β̂

Analog für B-Feld:

B′ = γ
(
B− 1

c
β × E

)
− (γ − 1)(β̂ · B)β̂

Komponentenweise:

E ′‖ = E‖ B ′‖ = B‖

E′⊥ = γ(E⊥ + v × B⊥) B′⊥ = γ(B⊥ −
1

c
β × E⊥)
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Definiere 4-Vektor:
Kµ ≡ qFµνuν

Explizite Berechnung:

Kµ = q(Fµ0u0 + Fµj uj ) = qγu[Fµ0 + Fµj (−βj )]

= qγu(E · β , E + u× B)

[mit F ij (−βj ) = (−εijk cBk )(−βj ) = c(β × B)i = (u× B)i ]

Fazit: Kµ relativistische Verallgemeinerung der Lorentz-Kraft!
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Betrachte nun die Bewegungsgleichung:

m0
d2xµ

dτ 2
= Kµ , dτ =

dt

γu

Eigenschaften:

I Sicherlich korrekt im momentanen Ruhesystem des Teilchens:Å
0 , m0

d2x

dt2

ã
= (0 , qE)

I Lorentz-kovariant formuliert!

⇒ nach Relativitätsprinzip gültig in jedem Inertialsystem!

⇒ relativistische Formulierung der Lorentz’schen Bewegungsgleichung!

4-Kraft Kµ ⊥ uµ:

uµ
duµ

dτ
= uµ

(
1

m0c
Kµ
)

=
q

m0c
uµFµνuν = 0
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Beispiel für die Wirkung der Lorentz-Kraft: Bahn eines
relativistischen Teilchens in einem konstanten E-Feld

Definitionen:

π = γum0u

π0‖ ≡ π(0) · Ê !
= 0

π0⊥ = π(0)− π0‖Ê
!
= π(0)

π̂0⊥ ≡ π0⊥/|π0⊥|

y ≡ (π0⊥/m0c)2

x‖ ≡ x · Ê

x⊥ ≡ x · π̂0⊥

qEx‖
m0c2

qEx⊥
|π0⊥|c

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3
NR

y = 0+

y = 1.5
y = 5

y = 25
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Geschwindigkeit eines Teilchens im elektrischen Feld

Definitionen:

u ≡ dx

dt

β =
u

c

|β| ≡ β(θ; y)

y ≡ (π0⊥/m0c)2

βNR(θ) ≡ lim
y↓0

βNewton(θ; y)

θ

β

0 .25 .5 .75 1 1.25
0

.25

.5

.75

1

βNR(θ)

y = 0+
y = .4
y = 1.5
y = 15
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Energiegewinn eines Teilchens im elektrischen Feld

Definitionen:

E(θ) = γu(t)m0c2

δE(θ) ≡ E − E(0)

E(0)

ENR(θ) ≡ m0c2 + 1
2
m0u

2

δENR(θ) ≡ lim
y↓0

ENR − ENR(0)

ENR(0)

y ≡ (π0⊥/m0c)2

θ

δE

0 .5 1 1.5 2 2.5
0

.5

1

1.5

2

δENR(θ)

δE(θ)



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Dynamik der Felder

Kovariante Form der inhomogenen Maxwell-Gleichungen

Explizite Form von Fµν →
∂µFµ0 = ∇ · E =

1

ε0
ρ =

1

ε0c
cρ = µ0cj0

und

∂µFµj = ∂0F 0j + ∂i F
ij =

∂(−Ej )

∂(ct)
+

∂

∂xi
(−cεijk Bk )

= c
(
εjik

∂

∂xi
Bk −

1

c2

∂Ej

∂t

)
= c

(
∇× B− ε0µ0

∂E

∂t

)
j

= µ0cj j

Daher insgesamt:
∂µFµν = µ0cjν

(relativistisch kovariante Form der inhomogenen Maxwell-Gleichungen)
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Spezielle Tensoren

Spezielle Tensoren (benötigt für homogene Maxwell-Gleichungen)

I Kronecker -Delta gµν = δµν ist ein Tensor:

ΛµρΛ σ
ν δρσ = ΛµρΛ ρ

ν = Λµρ(Λ−1)ρν = δµν

I ⇒
”
metrischer Tensor“ ist echter kontravarianter Tensor 2. Stufe:

ΛµρΛνσgρσ = gντ (ΛµρΛ σ
τ gρσ) = gντgµτ = gµν

Analog: gµν ist kovarianter Tensor

I Nulltensor: Nµν = 0

I Levi-Civita-Tensor εµνρσ :

εµνρσ ≡
®
sgn(P) falls (µνρσ) = (P0,P1,P2,P3)

0 sonst

mit (ε′)µνρσ ≡ εµνρσ (in allen Inertialsystemen gleich)
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Spezielle Tensoren

Zum Levi-Civita-Tensor εµνρσ

Konsistenzcheck:

Λµµ′Λ
ν
ν′Λ

ρ
ρ′Λ

σ
σ′ε

µ′ν′ρ′σ′ = C(Λ)εµνρσ (∀Λ ∈ L↑+)

wähle (µνρσ) = (0 1 2 3) ⇒ C(Λ) = det(Λ) = 1

Raumspiegelung am Ursprung:

I Erwartung für echten Tensor:

(ε′)µνρσ = det(Λ)εµνρσ = −εµνρσ

I Tatsächlich (per definitionem):

(ε′)µνρσ ≡ εµνρσ ⇒ Pseudotensor!
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Dualitätstransformationen

Dualitätstransformationen
Levi-Civita-Tensor → Erzeugung neuer Tensoren:

ãµνρ = εµνρσaσ , ãµν = 1
2
εµνρσaρσ , ãµ = 1

6
εµνρσaνρσ

(nur antisymmetrische Tensoren/Pseudotensoren aρσ, aνρσ)

aσ Tensor ⇒ ãµνρ Pseudotensor (& umgekehrt)

[Analog für (aρσ, ãµν) und (aνρσ, ãµ)]

Nomenklatur:

(aσ, ãµνρ) , (aρσ, ãµν) , (aνρσ, ãµ) heißen dual zueinander

Dualitätstransformation umkehrbar:

˜̃aµ = aµ , ˜̃aµν = −aµν , ˜̃aµνρ = aµνρ
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Dualitätstransformationen

Insbesondere: Eine Dualitätstransformation ....

.... für echte antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe:

Aµν = (p, a) ⇒ Ãµν = (a,−p) ⇒ ˜̃Aµν = (−p,−a) = −Aµν

Satz von Helmholtz für antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe:

∂µAµν = 0 ⇔ ∃ξµ mit Aµν = εµνρσ∂ρξσ Beweis

Resultat:

Aµν = (p, a) = (∇× ξ, ∂0ξ + ∇ξ0) = εµνρσ∂ρξσ

Daher nach Dualitätstransformation:

Ãµν = (a,−p) = (∂0ξ + ∇ξ0, −∇× ξ) = −(∂µξν − ∂νξµ)
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Der duale Feldtensor

Der duale Feldtensor

F̃µν = 1
2
εµνρσFρσ =

Ö
0 −cBT

cB
0 E3 −E2

−E3 0 E1

E2 −E1 0

è
(dualer Feldtensor)

[ Fµν
”
echter“ Tensor, εµνρσ Pseudotensor ⇒ F̃µν Pseudotensor ]

4-Divergenz von F̃µν :

∂µF̃µ0 = ∇ · (cB) = c(∇ · B) = 0

und

∂µF̃µj = ∂0F̃ 0j + ∂i F̃
ij = ∂0(−cBj ) + ∂i (εijk Ek )

= −
(
∂B

∂t
+ ∇× E

)
j

= 0

Daher insgesamt: ∂µF̃µν = 0

(homogene Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form)
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Der duale Feldtensor

Die homogenen Maxwell-Gleichungen:

Kompakte Formulierung:

∂µF̃µν = 0
Alternativform:

1
2
εµνρσ∂µFρσ = 0 ⇒ ∂µFρσ + ∂ρFσµ + ∂σFµρ = 0

Achtung: ∂µF̃µν = 0 ist

I nicht-trivial für F̃µν = (cB,−E)

I trivial für F̃µν = 1
2
εµνρσFρσ mit Fµν = ∂µAν − ∂νAµ :

1
2
εµνρσ∂µ(∂ρAσ − ∂σAρ) = εµνρσ∂µ∂ρAσ = 0

(Annahme der Existenz eines 4-Potentials ⇔ homogene Maxwell-Gleichungen)
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2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

Zusammenfassung

Der elektromagnetische Feldtensor, Zusammenfassung

Definition: Fµν [A] ≡ ∂µAν − ∂νAµ

Eigenschaften: Fµν [A] = (E, cB) ≡ Fµν(E,B) , ∂µFµν(E,B) = µ0cjν

Verhalten unter Lorentz-Transformationen:

I In Lorenz-Eichung: (F ′)µν [A′] = ΛµρΛνσF ρσ[A]

I Daher als Funktion der Felder: (F ′)µν(E′,B′) = ΛµρΛνσF ρσ(E,B)

Äquivalenz: HomMaxwGln ⇔ Existenz Aµ

⇒ Wähle

{
entweder: HomMaxwGln , 0 = ∂µF̃µν(E,B)

oder: Existenz Aµ , Fµν [A] = ∂µAν − ∂νAµ

Frage: Kovariante Form für Maxwell-Theorie + magnetische Monopole ?
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Kapitel 3: Kanonischer Formalismus
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3.0 Einführende Bemerkungen

Zentrale Fragestellung: Wirkung? Eigenschaften?

Zentrale Fragestellung: Wirkung? Eigenschaften?

Gibt es für das Gesamtsystem von

ß
relativistischen Teilchen und
elektromagnetischen Feldern

™
:

• eine
”
Lagrange-Funktion“?

• einen
”
kanonisch konjugierten Impuls“?

• eine
”
Hamilton-Funktion“?

• ein
”
Hamilton’sches Prinzip“?

• eine
”
Wirkung“?

Struktur der gesuchten Wirkung: S = SM + SWW + SF

Diese Wirkung soll also beschreiben:

I sowohl die Dynamik der Teilchen:

m0
d2xµ

dτ 2
= qFµνuν

I als auch die Dynamik der Felder:

∂µFµν = µ0cjµ , ∂µF̃µν = 0
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3.1 Kräftefreie Teilchen

Das Planck’sche Wirkungsfunktional

3.1 Kräftefreie Teilchen

Bewegungsgleichung eines Teilchens für Fµν = 0:

m0
d2xµ

dτ 2
= 0 ⇒ dxµ

dτ
= γu

dxµ

dt
= konstant

Lösung:

γuu = konst. ⇒ u = konst. (geradlinig-gleichförmige Bewegung)

Energie: E = γum0c2 = mc2

Geeignetes Wirkungsfunktional: (Lorentz-invariant, 1906, Max Planck)

SM = S2
1 [x ] = −m0c

∫ 2

1

ds = −m0c2

∫ t2

t1

dt′
1

γu(t′)

1 =̂ xµ1 = (ct1, x1) , 2 =̂ xµ2 = (ct2, x2)

(bei Variation von S festzuhalten!)

Physikalische Bahn durch Minimierung von SM bestimmt!
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3.1 Kräftefreie Teilchen

Das Planck’sche Wirkungsfunktional

Kräftefreie Teilchen
Geeignetes Wirkungsfunktional: (Max Planck, 1906)

SM = S2
1 [x ] = −m0c

∫ 2

1

ds = −m0c2

∫ t2

t1

dt′
1

γu(t′)

Physikalische Bahn durch Minimierung von SM bestimmt:

0 =
δSM

δx(t)
, SM =

∫ t2

t1

dt′ L(x, ẋ; t′)

mit

L(x, ẋ; t) = −m0c2

γu(t)
= −m0c2

 
1−
Å
u(t)

c

ã2

= −m0c2

 
1−
Å
ẋ(t)

c

ã2

Nicht-relativistischer Limes:

L(x, ẋ; t) ∼ −m0c2

ñ
1− 1

2

(
ẋ

c

)2

− 1

8

Å
ẋ2

c2

ã2

+ · · ·
ô
∼ 1

2
m0ẋ

2+

Å
vollständige

Zeitableitung

ã
Bewegungsgleichung des kräftefreien Teilchens:

0 =
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= − d

dt

ñ
−m0c2 (−ẋ/c2)√

1− (ẋ2/c2)

ô
= −m0

d

dt

(
γu

dx

dt

)
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3.1 Kräftefreie Teilchen

Bewegungsgleichung und Energie des kräftefreien Teilchens

Kräftefreie Teilchen
Bewegungsgleichung des kräftefreien Teilchens: 0 = −m0

d
dt

(
γu

dx
dt

)
Lösung: u = dx

dt
= konstant ⇒ γu = konstant ⇒

0 = γu
d

dt

[
γu

d

dt
(ct, x)

]
=

d

dτ

(
dxµ

dτ

)
=

d2xµ

dτ 2

Hamilton-Formulierung:

p =
∂L

∂ẋ
=

m0ẋ√
1− (ẋ2/c2)

= γum0u (u ≡ ẋ)

Beziehung 3-Impuls ↔ 4-Geschwindigkeit uµ = γu(1,βu):

pi = m0γuui = m0cui

Energie des Teilchens:

E(ẋ) = p · ẋ− L =
m0ẋ · ẋ√

1− (ẋ2/c2)
−
Å
−m0c2

…
1− ẋ2

c2

ã
= γum0c2[β2 + (1− β2)] = γum0c2 = m0c2u0

Kombination → (kontra- bzw. kovarianter) 4-Vektor: 4-Impuls

pµ ≡
(E

c
, p
)

= m0cuµ bzw. pµ =
(E

c
, −p

)
= m0cuµ
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3.1 Kräftefreie Teilchen

Hamilton-Funktion & -Gleichungen des kräftefreien Teilchens

Kräftefreie Teilchen
Kombination → (kontra- bzw. kovarianter) 4-Vektor: 4-Impuls

pµ ≡
(E

c
, p
)

= m0cuµ bzw. pµ =
(E

c
, −p

)
= m0cuµ

Normierung uµuµ = 1 →
(m0c)2 = (m0c)2uµuµ = pµpµ =

(E
c

)2 − p2 ⇒ E(p) =
√

p2c2 + m2
0c4

Nicht-relativistischer Limes:

E(ẋ) = m0c2 + 1
2
m0ẋ

2 + · · · , E(p) = m0c2 +
p2

2m0
+ · · ·

Hamilton-Funktion eines kräftefreien Teilchens:

H(x, p; t) =
√

p2c2 + m2
0c4

Hamilton-Gleichungen:

ṗ = −∂H

∂x
= 0 , ẋ =

∂H

∂p
=

pc2√
p2c2 + m2

0c4
⇒

(
geradlinig-

gleichförmige
Bewegung

)
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3.1 Kräftefreie Teilchen

Kanonischer Formalismus in manifest kovarianter Form

Kanonischer Formalismus in manifest kovarianter Form

Wirkung:
SM = −m0c

∫ 2

1

ds

Hamilton’sches Prinzip: (δxµ1 = δxµ2 = 0)

δSM = −m0c

∫ 2

1

δ(ds) = −m0c

∫ 2

1

δ(
√

dxµdxµ) = −m0c

∫ 2

1

dxµ

ds
δ(dxµ)

= −m0c

∫ 2

1

uµd(δxµ) = −m0cuµδxµ

∣∣∣2
1

+ m0c

∫ 2

1

δxµ
duµ

ds
ds

!
= 0

Konsequenz für Bewegungsgleichung:

δSM = m0c

∫ 2

1

δxµ
duµ

ds
ds = 0 ⇒ duµ

ds
= 0

Lösung: xµφ =̂ geradlinig-gleichförmige Bewegung Drehimpuls
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3.1 Kräftefreie Teilchen

Kanonischer Formalismus in manifest kovarianter Form

Hamilton’sche Wirkungsfunktion

Definition:
Σ(x) ≡ Sx

x1
[xφ] [x1 = (ct1, x1) fest]

4-Ortsableitung von Σ→ 4-Impulsvektor:

m0cuµ = pµ ⇒ δΣ = −pµδxµ ⇒ ∂Σ

∂xµ
= ∂µΣ = −pµ

Normierung des 4-Impulses → Bestimmungsgleichung für Σ(x):

(m0c)2 = pµpµ = (∂µΣ)(∂µΣ) =
1

c2

(
∂Σ

∂t

)2

−
(
∂Σ

∂x

)2
(

Hamilton-
Jacobi-

Gleichung

)
nicht-relativistischer Limes:

−∂ΣNR

∂t
= ENR = E −m0c2 = − ∂

∂t
(Σ + m0c2t) , Σ = −m0c2t + ΣNR

Im Limes c →∞: ∂Σ
∂t

+ H
(
∂Σ
∂x

)
= 0 mit H(p) = p2/2m
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3.1 Kräftefreie Teilchen

Der relativistische Drehimpuls

Der relativistische Drehimpuls
Nicht-relativistisch: auch Drehimpuls eines kräftefreien Teilchens erhalten!

dL

dt
= 0 , L ≡ x× p =

Ç
x2p3 − x3p2

x3p1 − x1p3

x1p2 − x2p1

å
, Li = εijk xj pk

Relativistische Verallgemeinerung:

Lµν = xµpν − xνpµ [(echter) antisymmetrischer Tensor 2. Stufe]

Bewegungsgleichung:

dLµν

ds
=

dxµ

ds
pν + xµ

dpν

ds
− dxν

ds
pµ − xν

dpµ

ds

= uµpν − uνpµ = m0c(uµuν − uνuµ) = 0

Lµν ist Erhaltungsgröße:
î

auch X erhalten: x = c
EX + ut , u = c2

E p = p
γum0

ó
Lµν =

Ñ
0 −XT

X
0 L3 −L2

−L3 0 L1

L2 −L1 0

é
= (X,−L) , X ≡ E

c
x− pct
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3.1 Kräftefreie Teilchen

Der relativistische Drehimpuls

System N kräftefreier Teilchen
Gesamt-4-Impuls N kräftefreier Teilchen:

pµM =
(EM

c
, pM

)
, pM =

N∑
l=1

pl , EM =

N∑
l=1

El , El =
√

p2
l c2 + m2

0l c
4

Gesamtdrehimpuls-4-Tensor:

LµνM = (XM,−LM) , XM =

N∑
l=1

(El

c
xl − pl ct

)
, LM =

N∑
l=1

Ll

Erhaltungsgesetze:
dpµM
dt

= 0 ,
dLµνM

dt
= 0

Erhaltungsgesetz für XM impliziert:

1

EM

N∑
l=1

Elxl =
c

EM
XM + uMt , uM =

c2

EM
pM

Interpretation:

Schwerpunkt des Gesamtsystems hat konstante Geschwindigkeit uM
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3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

Das Wirkungsfunktional der Wechselwirkung

3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld
Wechselwirkungsterm in der nicht-relativistischen Wirkung:

SWW = q

t2∫
t1

dt [u · A(x, t)− Φ(x, t)]

SWW ist bereits Lorentz-invariant! Mit uµ = γu(1,−β) und Aµ = (Φ, cA):

SWW = q

t2∫
t1

dt

γu
[γuβ · (cA)− γuΦ] = −

q

c

2∫
1

ds uνAν

Gesamtwirkung für Wechselwirkungsproblem:

SM+WW =

2∫
1

ds
Ä
−m0c −

q

c
uνAν
ä

=

t2∫
t1

dt

(
−m0c2

»
1− u2

c2 + qu · A− qΦ

)
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3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

Die Hamilton-Funktion

Impuls, Hamilton-Funktion und Energie
kanonischer Impuls: p = ∂L

∂u
= γum0u + qA = π + qA

kinetischer Impuls: π ≡ p− qA = γum0u

´
⇒ 4-Vektoren :

pµ = m0cuµ +
q

c
Aµ = πµ +

q

c
Aµ , πµ ≡ pµ −

q

c
Aµ = m0cuµ

Hamilton-Funktion:

H = u ·
∂L

∂u
− L = u · (γum0u + qA)−

Å
−m0c2

γu
+ qu · A− qΦ

ã
= γum0c2

Å
u2

c2
+

1

γ2
u

ã
+ qΦ = γum0c2 + qΦ(x, t)

!
= cp0

ersetze u durch p:

H(x, p; t) =
√
π2c2 + m2

0c4 + qΦ =

»
(p− qA)2 c2 + m2

0c4 + qΦ

Summe von kinetischer Energie und Ruheenergie:

E(u) = γum0c2 =
m0c2√

1− u2/c2
(i. A. keine Erhaltungsgröße)
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3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

3.2.1 Bewegungsgleichung für relativistisches geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Lorentz’sche Bewegungsgleichung (relativistisch)
Identität ds =

√
dxµdxµ + Hamilton’sches Prinzip →

0 = δSM+WW = δ

2∫
1

(−m0c ds − q
c

Aνdxν)

=

2∫
1

[
−m0c

dxµ

ds
d(δxµ)− q

c
Aνd(δxν)− q

c
(∂µAν)(δxµ)dxν

]
= −(m0cuµ + q

c
Aµ)δxµ

∣∣∣2
1

+

2∫
1

δxµ

ï
m0c

d2xµ

ds2
+ q

c
(∂νAµ)

dxν

ds
− q

c
(∂µAν)

dxν

ds

ò
ds

Bewegungsgleichung durch Minimierung von SM+WW:

m0
d2xµ

dτ2
= m0c2 d2xµ

ds2
= quν(∂µAν − ∂νAµ) = quνFµν = Kµ

überspringe
”
Wirkungsfunktion“
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3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

3.2.1 Bewegungsgleichung für relativistisches geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Hamilton’sche Wirkungsfunktion

Definition:
Σ(x) = Sx

x1
[xφ]

Ableiten nach 4-Ortsvektor:

pµ = −
∂Σ

∂xµ
= m0cuµ + q

c
Aµ = πµ + q

c
Aµ

Identität πµπµ = (m0c)2uµuµ = (m0c)2 → Hamilton-Jacobi-Gleichung:

(m0c)2 = (−πµ)(−πµ) = (∂µΣ + q
c

Aµ)(∂µΣ + q
c

Aµ)

=
1

c2

(
∂Σ

∂t
+ qΦ

)2

− (∇Σ− qA)2

[ Substitution Σ = −m0c2t + ΣNR → nicht-relativistische Variante ]
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3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

3.2.1 Bewegungsgleichung für relativistisches geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Relativistische Bewegungsgleichung
Explizite Form der Bewegungsgleichung:

m0
d2xµ

dτ2
= m0γu

d

dt
(cuµ) = γu

dπµ

dt

= Kµ = qγu(E · βu ,E + u× B)

Beziehung: πµ = m0cuµ = γum0c(1,βu)→ komponentenweise:

dπ

dt
= q(E + u× B) , π = γum0u

und

dE
dt

=
d

dt
(γum0c2) =

d

dt
(π0c) = qE · u , E = γum0c2 =

√
π2c2 + m2

0c4

dE
dt -Gleichung übrigens redundant wegen:

dE
dt

=
c2π · dπ

dt√
π2c2 + m2

0c4
=

q

γum0
π · (E + u× B) = qE · u

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

3.2.1 Bewegungsgleichung für relativistisches geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Diskrete/kontinuierliche Symmetrien
Bewegungsgleichungen:

dπ

dt
= q(E + u× B) ,

dE
dt

= qE · u

diskrete Symmetrien der Bewegungsgleichungen:

I Zeitumkehr [(π, t, u, B)→ (−π,−t,−u,−B) ; (q,E) invariant]
I Raumspiegelung am Ursprung (E→ −E, B→ B)

kontinuierliche Symmetrien der Wirkung/Bewegungsgleichungen:

I Lorentz-Invarianz der Wirkung , -Kovarianz der Bewegungsgleichungen
I Bewegungsgleichungen manifest eichinvariant

Eichinvarianz der Wirkung? (A′)µ ≡ Aµ + ∂µΛ , Λ = Lorentz-Skalar →

S → S ′ =

2∫
1

[
−m0c ds − q

c
dxν(Aν + ∂νΛ)

]
= S − q

c

2∫
1

(∂νΛ)dxν = S − q
c

2∫
1

dΛ = S − q
c

[Λ(2)− Λ(1)]
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3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

Mögliche Struktur des Wirkungsfunktionals

3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

Wirkungsfunktional, Erwartung:

SF =

t2∫
t1

dt LF(t) =

t2∫
t1

dt

∫
dx LF

Lagrange-Dichte LF: LF = L[Aµ, ∂νAµ]

(Homogenität der Raum-Zeit ⇒ LF nicht explizit xµ-abhängig)

Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen:

0 = δSF =

t2∫
t1

dt

∫
dx

[
∂LF
∂Aµ

δAµ +
∂LF

∂(∂νAµ)
∂ν(δAµ)

]
=

t2∫
t1

dt

∫
dx

[
∂LF
∂Aµ

− ∂ν
(

∂LF
∂(∂νAµ)

)]
δAµ +

∂LF
∂(∂t Aµ)

δAµ

∣∣∣∣t2

t1

Variation der
”
Bahnen“ an den Endpunkten (t = t1, t = t2) festhalten!
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3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

Mögliche Struktur des Wirkungsfunktionals

Variation der
”
Bahnen“ an den Endpunkten (t = t1, t = t2) festhalten:

δA(ct1, x) = 0 = δA(ct2, x)

Konsequenz:
∂LF
∂Aµ

− ∂ν
(

∂LF
∂(∂νAµ)

)
= 0

Maxwell-Gleichungen linear in ∂µE, ∂µB, ∂µ∂νAρ ⇒ Form von LF:

LF = aµν,ρσ(∂µAν)(∂ρAσ) (aµν,ρσ = aρσ,µν)

Fordere Invarianz von LF unter Eichtransformation Aµ → Ãµ ≡ Aµ + ∂µΛ:

0 = aµν,ρσ[(∂µÃν)(∂ρÃσ)− (∂µAν)(∂ρAσ)]

= aµν,ρσ[(∂µ∂νΛ)(∂ρAσ) + (∂µAν)(∂ρ∂σΛ) + (∂µ∂νΛ)(∂ρ∂σΛ)]

= aµν,ρσ[2(∂µAν)(∂ρ∂σΛ) + (∂µ∂νΛ)(∂ρ∂σΛ)]

Fordere daher:
aµν,ρσ(∂ρ∂σΛ) = 0 (∀µ, ν)

�Λ = 0, ansonsten Λ = beliebiger Lorentz-Skalar ⇒ aµν,ρσ = −aµν,σρ ⇒

LF = 1
4

aµν,ρσ(∂µAν − ∂νAµ)(∂ρAσ − ∂σAρ)

= 1
4

aµν,ρσFµνFρσ



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

Mögliche Struktur des Wirkungsfunktionals

Lagrange-Dichte:
LF = 1

4
aµν,ρσFµνFρσ

Fordere Lorentz-Invarianz der Wirkung; Invarianz des Volumenelements:

dt dx→ dt′ dx′ =

∣∣∣∣det

(
∂x ′ν

∂xµ

)∣∣∣∣ dt dx = | det(Λ)| dt dx = dt dx

⇒ LF Lorentz-invariant ⇒ aµν,ρσ echter Tensor unter Lorentz-Transformationen

Weitere Einschränkungen:

I aµν,ρσ unabhängig vom Koordinatensystem!

I aµν,ρσ aus gµν , gµν aufgebaut!

I aµν,ρσ = − 1
2
ε

∣∣∣gµρ gµσ
gνρ gνσ

∣∣∣
⇒ Lagrange-Dichte:

LF = − 1
8
ε(gµρgνσ − gνρgµσ)FµνFρσ = − 1

4
εFµνFµν

Im Folgenden: Gültigkeit der inhomogenen Maxwell-Gleichungen erfordert ε = ε0
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3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

Mögliche Struktur des Wirkungsfunktionals

Wechselwirkungsterm im Wirkungsfunktional
Ladungs- und Stromdichten:

ρ(x, t) =

N∑
l=1

qlδ(x− xl (t)) , j(x, t) =

N∑
l=1

ql ẋl (t)δ(x− xl (t))

Für N-Teilchen-System:

LWW =

N∑
l=1

ql [ẋl · A(xl (t), t)− Φ(xl (t), t)] =

∫
dx (j · A− ρΦ) = − 1

c

∫
dx jµAµ

Form der Wirkung SWW:

SWW =

t2∫
t1

dt

∫
dx LWW , LWW = − 1

c
jµAµ

Insgesamt: [jµ(x) fest vorgegeben]

SF+WW =

t2∫
t1

dt

∫
dx LF+WW , LF+WW = − 1

4
εFµνFµν − 1

c
jµAµ
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3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

Mögliche Struktur des Wirkungsfunktionals

Euler-Lagrange-Gleichungen für Aµ:

0 =
∂L
∂Aρ

− ∂σ
(

∂L
∂(∂σAρ)

)
= − 1

c
jρ −

(
− 1

4
ε
)
∂σ(2Fσρ − 2Fρσ)

= − 1
c

jρ + ε∂σFσρ ⇒ ∂σFσρ =
1

εc
jρ

Vergleich mit inhomogenen Maxwell-Gleichungen:

∂σFσρ = µ0cjρ =
1

ε0c
jρ ⇒ ε = ε0

Fazit: Gesamtwirkung eines N-Teilchensystems + elektromagnetisches Feld:

S =

t2∫
t1

dt L, L = LM +

∫
dx (LF + LWW)

LM = −
N∑

l=1

m0l c
2

…
1−
(
ẋl

c

)2

, LF = − 1
4
ε0FµνFµν , LWW = − 1

c
jµAµ

Bewegungsgleichungen folgen alle aus dem Hamilton-Prinzip δS = 0
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3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

3.3.1 Eichinvarianz der Wirkung des Gesamtsystems

Eichinvarianz der Wirkung des Gesamtsystems
Verhalten der Wirkung unter Eichtransformationen?

Aµ → (A′)µ ≡ Aµ + ∂µΛ (Λ = Lorentz-Skalar)

Nur Lagrange-Funktion LWW =
∫

dx LWW ändert sich:

L′WW − LWW = − 1
c

∫
dx jµ∂

µΛ = − 1
c

∫
dx
[
∂0(j0Λ)− Λ(∂µjµ)

]
= 1

c

∫
dx Λ(∂µjµ)− 1

c2

d

dt

∫
dx j0Λ

⇒ Änderung der Wirkung:

S ′ − S =

∫ t2

t1

dt (L′WW − LWW)

= 1
c

∫ t2

t1

dt

∫
dx Λ(∂µjµ) + Konstante
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3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

3.3.1 Eichinvarianz der Wirkung des Gesamtsystems

Eichinvarianz ⇔ Ladungserhaltung??

Änderung der Wirkung unter Eichtransformationen:

S ′ − S = 1
c

∫ t2

t1

dt

∫
dx Λ(∂µjµ) + Konstante

Daher:

⇐ Die Forderung: in Wirkungsfunktional nur Bahnen (jµ,Aµ) mit ∂µjµ = 0

impliziert Eichinvarianz der Wirkung (Ladungserhaltung
∧
= Zwangsbedingung)

⇒ Die Forderung nach Eichinvarianz der Wirkung:

δS ′

δΛ(x)
= 0 (ct1 < x0 < ct2)

impliziert Ladungserhaltung für alle erlaubten (δjµ, δAµ)

(Nur) in diesem Sinne: Eichinvarianz ⇔ Ladungserhaltung

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

Bereits bekannte Invarianten

3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes
Bereits bekannte Invariante: (

∧
= Lagrange-Dichte des e.m. Feldes)

FµνFµν = F 0i F0i + F i0Fi0 + F ij Fij

= (−Ei )Ei + Ei (−Ei ) + (−εijk cBk )(−εijl cBl )

= 2c2δkl Bk Bl − 2E2 = −2[E2 − (cB)2]

Zweite Invariante:

Fµν F̃µν = F 0i F̃0i + F i0F̃i0 + F ij F̃ij

= (−Ei )cBi + Ei (−cBi ) + (−εijk cBk )(εijl El )

= −2E · (cB)− 2δkl (cBk )El = −4E · (cB)

Dritte Möglichkeit:

F̃µν F̃µν = 1
2
εµνρσFρσF̃µν = Fρσ

(
1
2
ερσµν F̃µν

)
= Fρσ

˜̃Fρσ = −FρσFρσ = 2[E2 − (cB)2]
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3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

Weitere Invarianten?

Fazit:
I I1 ≡ E2 − (cB)2 und I2 ≡ E · (cB) invariant unter Λ ∈ L↑+
I I1 echter Skalar, invariant unter L; I2 Pseudoskalar

I I1,2 lokal definiert: I ′1(x′, t′) = I1(x, t) , I ′2(x′, t′) = I2(x, t)

Weitere Invarianten? Nein! Beweis

Längenquadrat von F = E + icB:

F2 = F · F = [E2 − (cB)2] + 2iE · (cB) = I1 + 2iI2

Spezialfälle:

I F2 = 0 ⇒ E = cB ∧ E · (cB) = 0

I Alternativ für F2 6= 0:

F = F f̂ (f̂ · f̂ = 1 , F ∈ C)

Wähle α,φ so, dass R(α− iφ)f̂ = ê ⇒

E′ + icB′ = F′ = RF = FR f̂ = F ê

⇒ E′ = Re(F )ê und cB′ = Im(F )ê parallel
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3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

Interpretation des komplexen Einheitsvektors f̂

Interpretation von R f̂ = ê

Schreibe f̂ = fR + ifI mit fI ∈ R3 ⇒

f̂ · f̂ = (f2
R − f2

I ) + 2ifR · fI = 1 ⇒ fR ⊥ fI mit |fR| =
√

1 + f2
I

Kommentare:

I Speziell: fI = 0 ⇒ fR auf Einheitskugel

I Allgemein durchläuft f̂ eine 4-dimensionale Menge

I Wähle fR = x1ê1 , fI = x2ê2 ⇒

R f̂ = ê mit R = R(−iφ)

φ = artanh
Ä
x2
x1

ä
ê3 und ê = ê1

´
⇒ E′ , B′ ‖ ê1
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3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

Interpretation des komplexen Einheitsvektors f̂

Geometrische Darstellung des komplexen Einheitsvektors f̂

fRfI ê1

ê2

ê3 �
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Bewegungsgleichungen für Energie/Impuls eines Teilchens

3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
Erwartung: Gesamtimpuls, Gesamtenergie von Teilchen + Felder erhalten

[ Energie eines Teilchens = kinetische Energie + Ruheenergie ]

Bewegungsgleichung für Energie eines Teilchens:
dE
dt

= qE(x, t) · u , E = γum0c2

Bewegungsgleichung für kinetischen Impuls eines Teilchens:
dπ

dt
= q[E(x, t) + u× B(x, t)] , π = γum0u

Verallgemeinerung für Vielteilchensysteme:

dEM
dt

=

N∑
l=1

qlE(xl , t) · ul , EM =

N∑
l=1

El , El = γul m0l c
2

und

dπM

dt
=

N∑
l=1

ql [E(xl , t) + ul × B(xl , t)] , πM =

N∑
l=1

πl , πl = γul m0lul



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Bewegungsgleichungen für Energie/Impuls eines Teilchens

Alternative Formulierung mit Strom-/Ladungsdichten
Bewegungsgleichungen:

dEM
dt

=

N∑
l=1

qlE(xl , t) · ul ,
dπM

dt
=

N∑
l=1

ql [E(xl , t) + ul × B(xl , t)]

Strom- und Ladungsdichten:

ρ(x, t) =

N∑
l=1

qlδ(x− xl ) , j(x, t) =

N∑
l=1

qlulδ(x− xl )

⇒ Alternative Formulierungen:

dEM,D
dt

=

∫
D

dx E · j ,
dπM,D

dt
=

∫
D

dx fLor , fLor = ρE + j× B

(E · j = Dichte der vom Feld am Teilchen verrichteten Leistung)
(fLor = Lorentz-Kraftdichte)
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Bilanzgleichung für Energie

Bilanzgleichung für Energie
Alternative Formulierung der Leistungsdichte mit:
I Identität ∇ · (a× b) = b · (∇× a)− a · (∇× b)
I Maxwell-Gleichungen III/IV:

− E · j = −E ·
(

1

µ0
∇× B− ε0

∂E

∂t

)
=∇ ·

(
E× B

µ0

)
−

1

µ0
B · (∇× E) + ε0E ·

∂E

∂t

=∇ · S +
1

µ0
B ·

∂B

∂t
+ ε0E ·

∂E

∂t
= ∇ · S +

∂ρE
∂t

Definitionen:
I Energiedichte:

ρE ≡ 1
2
ε0(E2 + c2B2)

I Poynting-Vektor:

S ≡
1

µ0
E× B (Interpretation: Energiestromdichte!)
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Bilanzgleichung für Energie

Das Poynting-Theorem

Leistungsdichte:

−E · j =∇ · S +
∂ρE
∂t

Gauß’scher Satz → Integraldarstellung:

dEM,D
dt

=

∫
D

dx E · j = −
∫
D

dx

(
∇ · S +

∂ρE
∂t

)

⇒
d

dt

Ñ
EM,D +

∫
D

dx ρE

é
= −

∫
∂D

dF · S

Spezialfall: D = R3 ⇒ d
dt

Ä
EM,R3 +

∫
R3 dx ρE

ä
= 0

[ Energieerhaltungsgesetz! Poynting -Theorem ]
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Bilanzgleichung für Impuls

Analog: Impulserhaltung?

− fLor = −(ρE + j× B) = −ε0(∇ · E)E−
(

1

µ0
∇× B− ε0

∂E

∂t

)
× B

= ε0[−(∇ · E)E− c2(∇× B)× B] + ε0

[
∂

∂t
(E× B)− E×

∂B

∂t

]
= ε0[−(∇ · E)E + E× (∇× E)− c2(∇ · B)B + c2B× (∇× B)] +

1

c2

∂S

∂t

Identität: a× (∇× a) = 1
2
∇(a2)− (a ·∇)a →

− (fLor)j =
1

c2

∂Sj

∂t
+ ε0[−Ej∂i Ei − c2Bj∂i Bi − Ei∂i Ej − c2Bi∂i Bj + 1

2
∂j (E

2 + c2B2)]

=
1

c2

∂Sj

∂t
+ ε0∂i [−Ei Ej − c2Bi Bj + 1

2
δij (E

2 + c2B2)]

Definition: TMw
ij ≡ ε0[Ei Ej + c2Bi Bj − 1

2
δij (E

2 + c2B2)]

(
Maxwell’scher

Spannungstensor

)
Notation: (∇ · TMw)j ≡ ∂i T

Mw
ij ⇒ −fLor = 1

c2
∂S
∂t

+∇ · (−TMw)
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Bilanzgleichung für Impuls

Lorentz-Kraftdichte: −fLor = 1
c2
∂S
∂t + ∇ · (−TMw)

⇒ Bewegungsgleichungen:

dπM,D

dt
=

∫
D

dx fLor = −
∫
D

dx

[
1

c2

∂S

∂t
+∇ · (−TMw)

]
⇒

d

dt

πM,D +

∫
D

dx

(
1

c2
S

) = −
∫
D

dx∇ · (−TMw) = −
∫
∂D

dF · (−TMw)

Interpretation: 1
c2 S = Impulsdichte ; −TMw = Impulsstromdichte

Spezialfall: D = R3 ⇒

d

dt

πM,R3 +

∫
R3

dx

(
1

c2
S

) = 0

[ Erhaltung des Gesamtimpulses des Systems! ]
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

4-Darstellung der Bilanzgleichungen für Energie bzw. Impuls

4-Darstellung der Bilanzgleichungen für Energie/Impuls
Bilanzgleichungen:

−E · j =∇ · S +
∂ρE
∂t

; −fLor =
1

c2

∂S

∂t
+∇ · (−TMw)

linke Glieder: bilden 4-Vektor (4-Lorentz-Kraftdichte)

f µ ≡ 1
c

Fµν jν = 1
c

(Fµ0j0 + Fµk jk )

= 1
c

((−Ek )(−jk ) , Ei cρ+ (−cεikl Bl )(−jk ))

=
(

1
c
E · j , ρE + j× B

)
=
(

1
c
E · j , fLor

)
rechte Glieder: bilden 4-Divergenz eines symmetrischen 4-Tensors 2. Stufe!

−f µ = ∂νTµν = ∂νTνµ , Tµν =

Ç
ρE

1
c
ST

1
c
S −TMw

å
[ Energie-Impuls-Tensor, (symmetrischer) Spannungstensor ]
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

4-Darstellung der Bilanzgleichungen für Energie bzw. Impuls

Energie-Impuls-Tensor 1
Energie-Impuls-Tensor, (symmetrischer) Spannungstensor:

Tµν =

Ç
ρE

1
c
ST

1
c
S −TMw

å
Manifest kovariante Form für Tµν :

Tµν = −ε0FµρFνρ − gµνLF = ε0(−FµρFνρ + 1
4

gµνFρσFρσ)

I Zeitlich-zeitliche Komponente:

T 00 = ε0[−F 0i F 0
i + 1

4
(−2)(E2 − c2B2)]

= ε0[−(−Ei )Ei − 1
2
E2 + 1

2
c2B2] = 1

2
ε0(E2 + c2B2) = ρE

I Räumlich-zeitliche Komponenten:

T i0 = −ε0F iρF 0
ρ = −ε0F ij F 0

j = −ε0(−cεijk Bk )Ej =
1

µ0c
(E× B)i = 1

c
Si
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

4-Darstellung der Bilanzgleichungen für Energie bzw. Impuls

Energie-Impuls-Tensor 2

Energie-Impuls-Tensor, (symmetrischer) Spannungstensor:

Tµν =

Ç
ρE

1
c
ST

1
c
S −TMw

å
I Räumlich-räumliche Komponenten:

T ij = ε0[−F iρF j
ρ − (− 1

2
)δij (E

2 − c2B2)]

= ε0[−F i0F j
0 − F ik F j

k + 1
2
δij (E

2 − c2B2)]

= ε0[−Ei Ej − (−cεikl Bl )(cεjkmBm) + 1
2
δij (E

2 − c2B2)]

= ε0[−Ei Ej + c2(δijδlm − δimδjl )Bl Bm + 1
2
δij (E

2 − c2B2)]

= ε0[−Ei Ej − c2Bi Bj + 1
2
δij (E

2 + c2B2)]

= (−TMw)ij

Tµ
ν spurlos: Tµ

µ = gµνTµν= ε0(−FµρFµρ + 1
4

gµνgµνFρσFρσ)= 0
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

4-Darstellung der Bilanzgleichungen für Energie bzw. Impuls

Für freie Felder: (f µ = 0)

Energie-Impuls-Erhaltungsgesetz für freie Felder: (f µ = 0)

0 = ∂νTµν = ∂νTνµ

explizit, Kontinuitätsgleichungen:

0 =
∂ρE
∂t

+∇ · S , 0 =
1

c2

∂S

∂t
+∇ · (−TMw)

Integration über Ortsraum →

0 =
d

dt

∫
dx Tµ0 =

d

dt

∫
dx T 0µ

⇒ 0 =
d

dt

∫
dx ρE , 0 =

d

dt

∫
dx S
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes

Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes
Analog zu LµνM = xµpν − xνpµ konstruieren wir

LµνρF ≡ 1
c

(xµTνρ − xνTµρ)

Ç
LµνρF = Tensor der
Drehimpulsdichte
des e.m. Feldes

å
f µ = 0 , Tµν = T νµ ⇒

∂ρ(LµνρF ) = 1
c

[(∂ρxµ)Tνρ + xµ(∂ρTνρ)− (∂ρxν)Tµρ − xν(∂ρTµρ)]

= 1
c

(δµρTνρ − δνρTµρ) = 1
c

(Tνµ − Tµν) = 0

Integration über Ortsraum →

dLµνF
dt

= 0 , LµνF ≡
∫

dx Lµν0
F

Ç
LµνF = 4-Dreh-
impulstensor

des e.m. Feldes

å
[ Erhaltungsgesetz des 4-Drehimpulstensors! ]
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes

4-Drehimpulstensor:

LµνF ≡
∫

dx Lµν0
F , LµνρF ≡ 1

c
(xµTνρ − xνTµρ)

Bedeutung der einzelnen Komponenten von LµνF :

I Antisymmetrie → LµµF = 0, L00
F = 0 (zeitlich-zeitliche Komponente)

I Räumlich-räumliche Komponenten:

Lij
F =

1

c

∫
dx (x i T j0 − x j T i0) =

∫
dx

[
xi

(
1

c2
Sj

)
− xj

(
1

c2
Si

)]
= εijk

∫
dx

[
x×
(

1

c2
S

)]
k

= εijk (LF)k

Definition:

LF ≡
∫

dx x×
(

1

c2
S

) Ç
LF = 3-dim.

Drehimpulsvektor
des e.m. Feldes

å
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes

4-Drehimpulstensor:

LµνF ≡
∫

dx Lµν0
F , LµνρF ≡ 1

c
(xµTνρ − xνTµρ)

I Räumlich-zeitliche Komponenten:

Li0
F =

1

c

∫
dx (x i T 00 − x0T i0) =

1

c

∫
dx (xiρE − tSi )

Notation: EF ≡
∫

dx ρE , PF ≡
∫

dx
(

1
c2 S
)

, 〈x〉 ≡ 1
EF

∫
dx xρE ⇒

Li0
F =

∫
dx Li00

F =

[EF
c
〈x〉 − ctPF

]
i

≡ XFi ⇒ LµνF = (XF,−LF)

[ echter Vektor XF , Pseudovektor LF ]

Interpretation von
dLi0

F
dt = 0:

Schwerpunkt 〈x〉 des freien elektromagnetischen Feldes
bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit uF ≡ c2PF/EF
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Energie-Impuls-Tensor für materielle Teilchen

Energie-Impuls-Tensor für materielle Teilchen
Definition:

Θµν ≡
N∑

l=1

m0l c
2(ul )

µ(ul )
ν 1

γul

δ(x− xl ) , uµ = γu(1,β)

Komponenten:

Θ00 =

N∑
l=1

γul m0l c
2δ(x− xl ) =

N∑
l=1

Elδ(x− xl ) (Energiedichte)Ç
Θ01

Θ02

Θ03

å
=

1

c

N∑
l=1

Elulδ(x− xl ) ≡ 1
c
SM =

N∑
l=1

cπlδ(x− xl ) =

Ç
Θ10

Θ20

Θ30

å
Θij =

N∑
l=1

γul m0l c
2βliβljδ(x− xl ) = 1

2

N∑
l=1

(ulπ
T
l + πlu

T
l )ijδ(x− xl )
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Energie-Impuls-Tensor für materielle Teilchen

Eigenschaften des Energie-Impuls-Tensors der Materie
Definition und einige Komponenten:

Θµν ≡
N∑

l=1

m0l c
2(ul )

µ(ul )
ν 1

γul

δ(x− xl ) , uµ = γu(1,β)

Θ00 =

N∑
l=1

Elδ(x− xl ) , Θi0 =

N∑
l=1

c(πl )iδ(x− xl )

Eigenschaften:∫
D

dx (∂νΘ0ν) =
1

c

d

dt

∫
D

dx Θ00 =
1

c

d

dt

∑
{xl∈D}

El =
1

c

dEM,D
dt

und ∫
D

dx (∂νΘiν) =
1

c

d

dt

∫
D

dx Θi0 =
d

dt

∑
{xl∈D}

(πl )i =

(
dπM,D

dt

)
i
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Energie-Impuls-Tensor für materielle Teilchen

Kombination mit Bilanzgleichungen
Eigenschaften:∫

D

dx (∂νΘ0ν) =
1

c

dEM,D
dt

,

∫
D

dx (∂νΘiν) =

(
dπM,D

dt

)
i

⇒ Bilanzgleichungen

1

c

dEM,D
dt

=
1

c

∫
D

dx E · j = −
∫
D

dx (∂νT 0ν)

(
dπM,D

dt

)
i

=

∫
D

dx (fLor)i = −
∫
D

dx (∂νT iν)

alternativ ∀D darstellbar als:∫
D

dx (∂νT µν) = 0 , T µν ≡ Θµν + Tµν
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Energie-Impuls-Tensor für materielle Teilchen

Interpretation
Integraldarstellung: (∀D!)∫

D

dx (∂νT µν) = 0 , T µν ≡ Θµν + Tµν

Konsequenz: ∂νT µν = 0 → Interpretation von:

I Θµν als Energie-Impuls-Tensor der Materie

I T µν als Gesamt-Energie-Impuls-Tensor des Systems

Tµ
µ = 0 ⇒ Spur des Tensors T :

T µµ = Θµµ =

N∑
l=1

m0l c
2(ul )

µ(ul )µ
1

γul

δ(x− xl )

=

N∑
l=1

m0l c
2
»

1−
(
ul
c

)2
δ(x− xl )
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

3.5.1 Drehimpulserhaltung

Drehimpulserhaltung
Drehimpulsdichte Lµνρ des Gesamtsystems:

Lµνρ ≡ 1
c (xµT νρ − xνT µρ)

Divergenzfreiheit (∂νT µν = 0) des Energie-Impuls-Tensors T µν →

∂ρLµνρ = 0

⇒ Erhaltungsgesetz:

dLµν

dt
= 0 , Lµν ≡

∫
dx Lµν0

Drehimpulserhaltungsgesetz des Gesamtsystems von Teilchen und Feldern!

Denn: Lµν !
= LµνF + LµνM , LµνM = (XM,−LM)
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

3.5.1 Drehimpulserhaltung

Komponenten des 4-Drehimpulstensors der Materie
Zu überprüfen:∫

dx 1
c

(xµΘν0 − xνΘµ0)
?
= LµνM = (XM,−LM)

Komponenten:

LµµM = 0 , insbesondere: L00
M = 0

Li0
M =

∫
dx 1

c
(x i Θ00 − ctΘi0) =

1

c

N∑
l=1

γul m0l c
2(xli − ctβli )

=

N∑
l=1

(El

c
xl − πl ct

)
i

= (XM)i

Lij
M =

∫
dx 1

c
(x i Θj0 − x j Θi0) =

1

c

N∑
l=1

γul m0l c
2(xliβlj − xljβli )

=

N∑
l=1

(xliπlj − xljπli ) ⇒ LM =

N∑
l=1

(xlπ
T
l − πlx

T
l )

Fazit:
∫

dx 1
c

(xµΘν0 − xνΘµ0)
!

= LµνM = (XM,−LM)
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Virialsatz für abgeschlossene Systeme

Virialsatz für abgeschlossene Systeme
Zeitmittelung →

A(t) ≡ lim
T→∞

1

T

T∫
0

dt A(t)

Anwendung auf Gleichung ∂νT iν = 0:

0 = ∂0T
i0

+ ∂jT
ij

= lim
T→∞

1

T

T∫
0

dt (∂0T i0) + ∂jT i
j

= lim
T→∞

T i0(T )− T i0(0)

cT
+ ∂jT i

j = ∂jT i
j

Konsequenz: (E = Gesamtenergie des Systems)

0 =

∫
dx xi∂

jT i
j = −

∫
dx δj

iT
i
j = −

∫
dx T i

i

=

∫
dx T 0

0 −
∫

dx T µµ = E −
N∑

l=1

m0l c
2
»

1−
(
ul
c

)2
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3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Virialsatz für abgeschlossene Systeme

Resultat:

0 = E −
N∑

l=1

m0l c
2
»

1−
(
ul
c

)2

⇒ Kinetische Energie der Materie + Feldenergie:

E −
N∑

l=1

m0l c
2 =

N∑
l=1

m0l c
2

ï»
1−
(
ul
c

)2 − 1

ò
nicht-relativistischer Limes:

ENR = −
N∑

l=1

1
2

m0l (ul )2 = −Ekin

Definition: Epot ≡ ENR − Ekin ⇒

Epot = −2Ekin = 2ENR

[
∧
= Virialtheorem für −|x12|−1-Potential (⇒ Coulomb-Potential!) ]
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Kapitel 4: Die Dynamik der Teilchen
Inhaltsverzeichnis

I 4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

I 4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

I 4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem
4.1
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fallunterscheidungen

4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Für konstante Felder:

∂µE = 0 , ∂µB = 0

Invarianten des elektromagnetischen Feldes:

E · cB , E2 − c2B2

Daher nur vier Möglichkeiten:

(i) E · cB = 0, E > cB ⇒ ∃Λ mit E ′ =
√

E 2 − c2B2, B ′ = 0

(ii) E · cB = 0, E < cB ⇒ ∃Λ mit cB ′ =
√

c2B2 − E 2, E ′ = 0

(iii) E · cB = 0, E = cB (gilt dann in jedem Inertialsystem)

(iv) E · cB 6= 0 ⇒ ∃Λ mit E′ ‖ B′, E ′ 6= 0, B ′ 6= 0

Übung: (i) und (ii), hier: (iii) und (iv) Fall (iii)
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fallunterscheidungen

Fall (i): Bahn eines Teilchens im konstanten E-Feld

Definitionen:

π = γum0u

π0‖ ≡ π(0) · Ê !
= 0

π0⊥ = π(0)− π0‖Ê
!
= π(0)

π̂0⊥ ≡ π0⊥/|π0⊥|

y ≡ (π0⊥/m0c)2

x‖ ≡ x · Ê

x⊥ ≡ x · π̂0⊥

qEx‖
m0c2

qEx⊥
|π0⊥|c

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3
NR

y = 0+

y = 1.5
y = 5

y = 25
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fallunterscheidungen

Fall (i): Geschwindigkeit eines Teilchens im E-Feld

Definitionen:

u ≡ dx

dt

β =
u

c

|β| ≡ β(T ; y)

y ≡ (π0⊥/m0c)2

βNR(T ) ≡ lim
y↓0

βNewton(T ; y)

T ≡ qEt

m0c
T

β

0 .25 .5 .75 1 1.25
0

.25

.5

.75

1

βNR(T )

y = 0+
y = .4
y = 1.5
y = 15
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fallunterscheidungen

Fall (i): Energiegewinn eines Teilchens im E-Feld

Definitionen:

E(T ) = γu(T )m0c2

δE(T ) ≡ E − E(0)

E(0)

ENR(T ) ≡ m0c2 + 1
2
m0u

2

δENR(T ) ≡ lim
y↓0

ENR − ENR(0)

ENR(0)

y ≡ (π0⊥/m0c)2

T ≡ qEt

m0c

T

δE

0 .5 1 1.5 2 2.5
0

.5

1

1.5

2

δENR(T )

δE(T )
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iii): E · cB = 0, E = cB

Fall (iii): E · cB = 0, E = cB

Bewegungsgleichungen:

1

m0c

dπ

dt
=

q

m0c
(E + u× B) , π = γum0u

1

m0c2

dE
dt

=
q

m0c2
E · u , E = γum0c2 =

√
π2c2 + m2

0c4

dE
dt -Gleichung redundant wegen:

dE
dt

=
c2π · dπ

dt√
π2c2 + m2

0c4
=

q

γum0
π · (E + u× B) = qE · u

Definition: T ≡ qEt
m0c (dimensionslose Zeit)

Wähle Ê ≡ ê1 , B̂ ≡ ê2 ⊥ ê1 ⇒
d(γuβ)

dT
= ê1 + β × ê2 ,

dγu

dT
= ê1 · β
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iii): E · cB = 0, E = cB

Nicht-relativistischer Limes (π → m0u)
Bewegungsgleichung:

d

dT

(
β1

β2

β3

)
=

dβ

dT
= ê1 + β × ê2 =

(
1− β3

0
β1

)
Komponentenweise:

d2β1

dT 2
= −β1 , β2 = β2(0) ,

d2

dT 2
(1− β3) = −(1− β3)

Lösungen oszillierend:

β1(T ) = β1(0) cos(T ) +
dβ1

dT
(0) sin(T )

1− β3(T ) = [1− β3(0)] cos(T )− dβ3

dT
(0) sin(T )

Fazit:
I zeitliche Mittelwerte: β1(T ) = 0 , β3(T ) = 1

I Daher Driftbewegung in ê3-Richtung mit mittlerer Geschwindigkeit c!

I Für T & 1 bzw. t & m0c
qE

relativistisch korrekte Lösung erforderlich!
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iii): E · cB = 0, E = cB

Die relativistische Bewegungsgleichung

. . . lautet: d(γuβ)

dT
= ê1 + β × ê2 ,

dγu

dT
= ê1 · β

Komponentenweise:
d(γβ1)

dT
= 1− β3 ,

d(γβ2)

dT
= 0 ,

d(γβ3)

dT
= β1 ,

dγ

dT
= β1

Lösungsmethode: (wegen d[γ(1−β3)]
dT

= 0)

γ(1− β3) = γ(0)(1− β3(0)) ≡ α > 0

γβ2 = γ(0)β2(0) ≡ ±
√
ε2 − 1 (ε ≥ 1)

Identität: γ2 = (γβ)2 + 1 →

γ(1 + β3) =
γ2(1− β2

3 )

γ(1− β3)
= 1

α
[(γβ)2 + 1− γ2β2

3 ]

= 1
α

[(γβ1)2 + (γβ2)2 + 1] = 1
α

[(γβ1)2 + ε2]

Daher: γ, β3 explizit als Funktionen von β1 bekannt!
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iii): E · cB = 0, E = cB

Lösung als Funktion von β1

γ, β3 explizit als Funktionen von β1 bekannt:
γ(1− β3) = γ(0)(1− β3(0)) ≡ α > 0

γ(1 + β3) = 1
α

[(γβ1)2 + ε2]

Daher:
γ = 1

2
[γ(1− β3) + γ(1 + β3)] = 1

2
α +

1

2α
[(γβ1)2 + ε2]

β3 =
1

2γ
[−γ(1− β3) + γ(1 + β3)] = − α

2γ
+

1

2αγ
[(γβ1)2 + ε2]

Außerdem:
[
mit d(γβ1)

dT
= 1− β3

]
α = γ(1− β3) = γ

d(γβ1)

dT
=

ïÅ
1
2
α +

ε2

2α

ã
+

(γβ1)2

2α

ò
d(γβ1)

dT

=
d

dT

ïÅ
1
2
α +

ε2

2α

ã
γβ1 +

(γβ1)3

6α

ò
Lösung für T (β1) bzw. β1(T ):

T − T0 =

Å
1
2

+
ε2

2α2

ã
γβ1 +

(γβ1)3

6α2
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iii): E · cB = 0, E = cB

Zeitabhängige Lösung und Langzeitlimes (T →∞)
Lösungen für γ, β3 und T (β1) bzw. β1(T ):

γ = 1
2
α +

1

2α
[(γβ1)2 + ε2] , β3 = − α

2γ
+

1

2αγ
[(γβ1)2 + ε2]

T − T0 =

Å
1
2

+
ε2

2α2

ã
γβ1 +

(γβ1)3

6α2

Langzeitlimes (T →∞):

γβ1 ∼ (6α2T )1/3 →∞ ⇒ γ ∼ 1

2α
(γβ1)2 ∼ 1

2α
(6α2T )2/3 →∞

Daher:
[
mit γ(1− β3) = α , γβ2 = γ(0)β2(0)

]
β3 =

Ä
1− α

γ

ä
↑ 1 , β2 = γ(0)β2(0)/γ → 0

β1 = (γβ1)/γ ∼ 2α(6α2T )−1/3 → 0

Fazit:
I kein oszillierendes Verhalten der β1- und β3-Komponenten!

I Allerdings: Driftbewegung in ê3-Richtung mit β3 ↑ 1!
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iii): E · cB = 0, E = cB

Fall (iii): Geschwindigkeit im kombinierten E-B-Feld

Definitionen:

T ≡
qEt

m0c
, E = cB

ê1 ≡ Ê ⊥ B̂ ≡ ê2

β(0) = 0 , γ(0) = 1

α = ε = 1 , T0 = 0

T = γβ1 + 1
6

(γβ1)3

γ = 1 + 1
2

(γβ1)2

β2 = 0

β3 =
(γβ1)2

2 + (γβ1)2 β2(T )
T

β1,3

0 1 2 3 4 5 6
0

.25

.5

.75

1

β1(T )

β3(T )
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iii): E · cB = 0, E = cB

Fall (iii): Energiegewinn im kombinierten E-B-Feld

Definitionen:

T ≡
qEt

m0c
, E = cB

ê1 = Ê ⊥ B̂ ≡ ê2

β(0) = 0 , γ(0) = 1

α = ε = 1 , T0 = 0

T = γβ1 + 1
6

(γβ1)3

γ = 1 + 1
2

(γβ1)2

β2 = 0

β3 =
(γβ1)2

2 + (γβ1)2

T

δE = γ − 1

0 1 2 3 4 5 6 7
0

1

2

3

4

δE(T )

δE ∼ 1
2
(6T )2/3 − 2
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iv): E · cB 6= 0 , ∃Λ mit E′ ‖ B′, E ′ 6= 0, B′ 6= 0

Fall (iv): E · cB 6= 0 ⇒ ∃Λ mit E′ ‖ B′, E ′ 6= 0, B ′ 6= 0
Bewegungsgleichungen: (Definition: T ≡ qEt

m0c
)

dπ

dt
= q(E + u× B) , π = γum0u

dE
dt

= qE · u , E = γum0c2 =
√
π2c2 + m2

0c4

Fall (iv): E ‖ B ⇒ wähle Ê = B̂ = ê1 , cB/E ≡ b ⇒
d(γβ)

dT
= ê1 + bβ × ê1 ,

dγ

dT
= ê1 · β

Nicht-relativistische Näherung γ → 1 ⇒
dβ1

dT
= 1 ,

d

dT

Å
β2

β3

ã
= b

Å
β3

−β2

ã
,

dγ

dT
= β1

Lösung:
β1 = β1(0) + T , γ = γ(0) + β1(0)T + 1

2
T 2

I Außerdem: Oszillationen von (β2, β3) mit Frequenz |b| um (0, 0)

I Fazit: nicht-relativistische Näherung für T & 1 bzw. t & m0c
qE

ungültig!
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iv): E · cB 6= 0 , ∃Λ mit E′ ‖ B′, E ′ 6= 0, B′ 6= 0

Relativistische Bewegungsgleichung

Fall (iv): E ‖ B ⇒ wähle Ê = B̂ = ê1 , cB/E ≡ b ⇒
d(γβ)

dT
= ê1 + bβ × ê1 ,

dγ

dT
= ê1 · β

Relativistisch korrekte Gleichungen:
d(γβ1)

dT
= 1 ,

d

dT

Å
γβ2

γβ3

ã
= b

Å
β3

−β2

ã
,

dγ

dT
= β1

Lösungsmethode: γβ1 = γ(0)β1(0) + T

1 =
2γβ1

2γ

d(γβ1)/dT

dγ/dT
=

d [(γβ1)2]

d [γ2]
⇒ γ2 = (γβ1)2 + Konstante

Kombination →
γ =

√
γ(0)2[1− β1(0)2] + [γ(0)β1(0) + T ]2

Gleichungen für γβ2 und γβ3:
d

dT

Å
γβ2

γβ3

ã
=

b

γ

Å
γβ3

−γβ2

ã
, Idee:

dT

γ(T )

!
≡ dϑ

Å
ϑ = dimensions-

lose Eigenzeit

ã



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iv): E · cB 6= 0 , ∃Λ mit E′ ‖ B′, E ′ 6= 0, B′ 6= 0

Lösung als Funktion von Θ, ϑ

Bisher: γ =
√
γ(0)2[1− β1(0)2] + [γ(0)β1(0) + T ]2

d

dT

Å
γβ2

γβ3

ã
=

b

γ

Å
γβ3

−γβ2

ã
, Idee:

dT

γ(T )

!
≡ dϑ

Definition: (dimensionslose Zeitvariablen Θ, ϑ)

Θ ≡ γ(0)β1(0) + T

γ(0)
√

1− β1(0)2
, ϑ ≡ arsinh(Θ) ,

d

dϑ

Å
γβ2

γβ3

ã
= b

Å
γβ3

−γβ2

ã
dT

γ(T )
=

γ(0)
√

1− β1(0)2dΘ

γ(0)
√

1− β1(0)2
√

1 + Θ2
=

dΘ√
1 + Θ2

= d [arsinh(Θ)] = dϑ

Oszillierende, monoton abklingende Lösungen für β2 und β3:

β2 =
γ(0)β2(0)

γ
cos[b(ϑ− ϑ0)] +

γ(0)β3(0)

γ
sin[b(ϑ− ϑ0)]

β3 =
γ(0)β3(0)

γ
cos[b(ϑ− ϑ0)]− γ(0)β2(0)

γ
sin[b(ϑ− ϑ0)]

mit
ϑ0 ≡ ϑ(0) = arsinh[Θ(0)] = arsinh

î
β1(0)√

1−β1(0)2

ó
= artanh[β1(0)]
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iv): E · cB 6= 0 , ∃Λ mit E′ ‖ B′, E ′ 6= 0, B′ 6= 0

Lösung für γ(ϑ) , β1(ϑ) und Langzeitlimes (T →∞)

Bisherige Ergebnisse für γ(T ) , β1(T ), ϑ(T ):

γ =
√
γ(0)2[1− β1(0)2] + [γ(0)β1(0) + T ]2

γβ1 = γ(0)β1(0) + T

Θ =
γ(0)β1(0) + T

γ(0)
√

1− β1(0)2
, ϑ = arsinh(Θ)

Lösung für γ , β1 als Funktion von ϑ:

γ = γ(0)
√

1− β1(0)2
√

1 + Θ2 = γ(0)
√

1− β1(0)2 cosh(ϑ)

β1 =
γβ1

γ
=
γ(0)β1(0) + T

γ
=

Θ√
1 + Θ2

= tanh(ϑ)

Langzeitverhalten:

γ →∞ , β1 ↑ 1 ( T →∞ , ϑ→∞ )
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iv): E · cB 6= 0 , ∃Λ mit E′ ‖ B′, E ′ 6= 0, B′ 6= 0

Fall (iv): Geschwindigkeit im kombinierten E-B-Feld
Definitionen:

T ≡
qEt

m0c

Ê = B̂ = ê1

cB

E
≡ b , b = 1

β1(0) = 0 , β3(0) = 0

β2(0) = 1
2

√
3 , γ(0) = 2

Θ =
T

γ(0)
= sinh(ϑ)

γ = γ(0) cosh(ϑ)

β1 = tanh(ϑ)

β2 = β2(0)
cos(bϑ)

cosh(ϑ)

β3 = −β2(0)
sin(bϑ)

cosh(ϑ)

T

β1,2,3

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0

.25

.5

.75

1

−.25

−.5

−.75

−1

β1(T )

β2(T )

β3(T )
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4.1 Räumlich homogene, zeitunabhängige E- und B-Felder

Fall (iv): E · cB 6= 0 , ∃Λ mit E′ ‖ B′, E ′ 6= 0, B′ 6= 0

Fall (iv): Energiegewinn im kombinierten E-B-Feld
Definitionen:

T ≡
qEt

m0c

Ê = B̂ = ê1

cB

E
≡ b , b = 1

β1(0) = 0 , β3(0) = 0

β2(0) = 1
2

√
3 , γ(0) = 2

Θ =
T

γ(0)
= sinh(ϑ)

γ = γ(0) cosh(ϑ)

β1 = tanh(ϑ)

β2 = β2(0)
cos(bϑ)

cosh(ϑ)

β3 = −β2(0)
sin(bϑ)

cosh(ϑ)

T

δE = 1
2 (γ − 2)

0 1 2 3 4 5
0

.5

1

1.5

2

δE(T )

δE ∼ 1
2
T − 1
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Bewegungsgleichung und Erhaltungsgrößen

Problemstellung und Bewegungsgleichung
Problemstellung:
I geladenes relativistisches Teilchen (Ladung q, Ruhemasse m0)
I Inertialsystem K mit Ursprung x = 0
I Zentralpotential Φ(x) = q0

4πε0x
, x ≡ |x| ; Vektorpotential: A(x) = 0

I Aµ = (Φ, cA) erfüllt in K sowohl Coulomb- als auch Lorenz-Eichung

Bewegungsgleichung:
dπ

dt
= qE , π = γum0u , E = −∇Φ =

q0x̂

4πε0x2
, qE = − a

x2
x̂

Mindestens zwei Erhaltungsgrößen:
I Drehimpuls L = x× π :

dL

dt
=

d

dt
(x× π) = u× π + x× dπ

dt
= x× (qE) = 0

I Gesamtenergie Eg =
√
π2c2 + m2

0c4 − a
x

(mit a ≡ −qq0
4πε0

) :

dEg
dt

=
c2π · dπ

dt√
π2c2 + m2

0c4
+

a

x2

dx

dt
=

c2π · (qE)

γm0c2
+

a

x2

dx

dt

= u ·
Ä
− a

x2
x̂
ä

+
a

x2

dx

dt
=

a

x2

(
dx

dt
− u · x̂

)
= 0
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Bewegungsgleichung und Erhaltungsgrößen

Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen
Bewegungsgleichung:

dπ

dt
= qE , π = γum0u , E = −∇Φ =

q0x̂

4πε0x2
, qE = − a

x2
x̂

Mindestens zwei Erhaltungsgrößen:
I Drehimpuls L = x× π
I Gesamtenergie Eg =

√
π2c2 + m2

0c4 − a
x

(mit a ≡ −qq0
4πε0

)

Wirkung im relativistischen Fall:

S =

∫ t2

t1

dt L(x, ẋ, t) , L(x, ẋ, t) = −m0c2
»

1−
(
ẋ
c

)2 − qΦ(x)

Im nicht-relativistischen Grenzfall:
I Wirkung:

SNR =

∫ t2

t1

dt
[

1
2
m0ẋ

2 − qΦ(x)
]

I dritte Erhaltungsgröße (
”
Lenz’scher Vektor“):

a ≡ u× L− ax̂ ,
da

dt
= 0 , a · L = 0

I Für ENR
g < 0 alle Bahnen geschlossen



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Lösung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Lösung der relativistischen Bewegungsgleichungen
Wirkung im relativistischen Fall:

S =

∫ t2

t1

dt L(x, ẋ, t) , L(x, ẋ, t) = −m0c2
»

1−
(
ẋ
c

)2 − qΦ(x)

Wie im nicht-relativistischen Fall: wähle L ‖ ê3 & Polarkoordinaten ⇒

L = −m0c2
»

1− 1
c2 (ẋ2 + x2ϕ̇2) +

a

x

Zu (x , ϕ) konjugierte Impulse:

πx =
∂L

∂ẋ
= γm0ẋ , πϕ =

∂L

∂ϕ̇
= γm0x2ϕ̇

Euler-Lagrange-Gleichungen:

dπx

dt
=

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=
∂L

∂x
= γm0xϕ̇2 − a

x2
,

dπϕ
dt

=
d

dt

Å
∂L

∂ϕ̇

ã
=
∂L

∂ϕ

!
= 0

Erhaltungsgröße πϕ ! ( =̂ Drehimpuls) [ wegen ∂L
∂ϕ

= 0 ⇒ ϕ zyklisch ]

L = x× π = γm0x× u = γm0x× (ẋ êx + xϕ̇êϕ)

= γm0x2ϕ̇ (êx × êϕ) = πϕê3 ⇒ πϕ = |L|
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Lösung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Möglichkeit von Kreisbahnen?
Zu (x , ϕ) konjugierte Impulse:

πx = γm0ẋ , πϕ = γm0x2ϕ̇

Euler-Lagrange-Gleichungen:

dπx

dt
= γm0xϕ̇2 − a

x2
,

dπϕ
dt

= 0 mit a ≡ −qq0

4πε0

Definiere ā ≡ a
πϕc ⇒ Kreisbahnen möglich für 0 < ā < 1!

Für Kreisbahnen gilt: ( wegen πx = γm0ẋ = 0 ⇒ dπx
dt

= 0 )

0 < a = γm0x3ϕ̇2 = πϕxϕ̇ = πϕ|u| = βuπϕc

und daher:
0 < ā = βu < 1 (ā ∈ R)

Radius der Kreisbahn: [ daher x ↓ 0 für ā ↑ 1 bei festem |L| ]

x =
a

γm0|u|2
=

ā|L|c
γm0c2β2

u
=
|L|

m0cā

√
1− ā2 (0 < ā < 1)
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Lösung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Berechnung allgemeiner Bahnen (Eg, L erhalten)

Zu (x , ϕ) konjugierte Impulse:

πx = γm0ẋ , πϕ = γm0x2ϕ̇

Kinetischer Impuls:

π = γm0(ẋ êx + xϕ̇êϕ) = πx êx +
πϕ
x

êϕ

Gesamtenergie: (erhalten)

Eg =
√
π2c2 + m2

0c4 − a

x
= c
»

(πx )2 + L2

x2 + (m0c)2 − a

x

Impuls in radialer Richtung:

(γm0ẋ)2 = (πx )2 =
1

c2

Ä
Eg +

a

x

ä2
− L2

x2
− (m0c)2

Dividiere durch (πϕ)2 = L2 ⇒ Bewegungsgleichung für 1
x(ϕ)

:Å
d(x−1)

dϕ

ã2

=

Å
γm0ẋ

γm0x2ϕ̇

ã2

=

Å
πx

πϕ

ã2

=
1

π2
ϕc2

Ä
Eg +

a

x

ä2
− 1

x2
−
Å

m0c

πϕ

ã2

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Lösung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Vereinfachung der Bewegungsgleichung
Bisheriges Resultat:Å

d(x−1)

dϕ

ã2

=
1

π2
ϕc2

Ä
Eg +

a

x

ä2
− 1

x2
−
Å

m0c

πϕ

ã2

Verwende Definition ā ≡ a
πϕc (dimensionslos) ⇒Å

d(x−1)

dϕ

ã2

=
E2
g − (m0c2)2

(πϕc)2
− (1− ā2)

1

x2
+ 2
Egā

πϕc

1

x

=
E2
g − (m0c2)2

(πϕc)2
− (1− ā2)

ï
1

x
− Egā

πϕc(1− ā2)

ò2

+
E2
g ā2

(πϕc)2(1− ā2)

=
E2
g − (m0c2)2(1− ā2)

(πϕc)2(1− ā2)
− (1− ā2)

ï
1

x
− Egā

πϕc(1− ā2)

ò2

Weitere Definitionen:

ξ ≡ |a|m0x

π2
ϕ

=
|ā|m0cx

πϕ
(dimensionslose Länge)

η ≡ Eg
m0c2

, ε ≡
…

1− 1− η2

ā2
(dimensionslose Parameter)
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Lösung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Weitere Vereinfachung der Bewegungsgleichung
Bisheriges Resultat für Bewegungsgleichung:Å

d(x−1)

dϕ

ã2

=
E2
g − (m0c2)2(1− ā2)

(πϕc)2(1− ā2)
− (1− ā2)

ï
1

x
− Egā

πϕc(1− ā2)

ò2

Definitionen:

a ≡ −qq0

4πε0
, ā ≡ a

πϕc
, ξ ≡ |ā|m0cx

πϕ
, η ≡ Eg

m0c2
, ε ≡

…
1− 1− η2

ā2

Bewegungsgleichung für ā2 6= 1:Å
dξ−1

dϕ

ã2

=
ε2

1− ā2
− (1− ā2)

[
1

ξ
−

sgn(ā)η

1− ā2

]2

Bewegungsgleichung für ā2 = 1:Å
dξ−1

dϕ

ã2

= sgn(ā)
2η

ξ
+ η2 − 1

Lösung für ā = 1:

d

ï
1

η

»
2η
ξ
− (1− η2)

ò
=

d(ξ−1)»
2η
ξ
− (1− η2)

= ±dϕ = d [± (ϕ− ϕ0)]

2η

ξ
= η2(ϕ− ϕ0)2 + (1− η2) bzw. ξ =

2η

η2(ϕ− ϕ0)2 + (1− η2)
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Lösung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Bewegungsgleichungen für Coulomb-Anziehung (ā > 0)

Bewegungsgleichung und Lösung für ā = 1:Å
dξ−1

dϕ

ã2

=
2η

ξ
+ η2 − 1 , ξ =

2η

η2(ϕ− ϕ0)2 + (1− η2)

Möglichkeiten:
I Für η < 1 folgt:

ξ(ϕ) ↓ 0 (ϕ→∞)

I Für η > 1 , ẋ(0) < 0 folgt:

ξ(ϕ) ↓ 0 (ϕ0 < ϕ→∞)

I Für η > 1 , ẋ(0) > 0 folgt:

ξ(ϕ(t))→∞ (t →∞ , ϕ < ϕ0)

q0

ξ cos(ϕ)

ξ sin(ϕ)

q

Lösung für ϕ0 = 0 und η =
√

2/3 < 1
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (ā > 0)

Bewegungsgleichungen für Coulomb-Anziehung (ā > 0)

Bewegungsgleichung und Lösung für ā = 1:Å
dξ−1

dϕ

ã2

=
2η

ξ
+ η2 − 1 , ξ =

2η

η2(ϕ− ϕ0)2 + (1− η2)

Möglichkeiten:
I Für η < 1 folgt:

ξ(ϕ) ↓ 0 (ϕ→∞)

I Für η > 1 , ẋ(0) < 0 folgt:

ξ(ϕ) ↓ 0 (ϕ0 < ϕ→∞)

I Für η > 1 , ẋ(0) > 0 folgt:

ξ(ϕ(t))→∞ (t →∞ , ϕ < ϕ0)
q0

ξ cos(ϕ)

ξ sin(ϕ)
q

Lösung für ϕ0 = 0 und η = 2/
√

3 > 1
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (ā > 0)

Lösung der Bewegungsgleichung für 0 < ā 6= 1
Bewegungsgleichung für 0 < ā 6= 1 :Å

dξ−1

dϕ

ã2

=
ε2

1− ā2
− (1− ā2)

(
ξ−1 −

η

1− ā2

)2

, ε =

…
1−

1− η2

ā2

Führe Hilfsvariablen ein:

X−1 ≡ |1− ā2|
ε

(
ξ−1 − η

1− ā2

)
, Φ ≡

√
|1− ā2| ϕ

Bewegungsgleichung: (in Hilfsvariablen)Å
dX−1

dΦ

ã2

= sgn(1− ā2)(1− X−2)

Lösung für 0 < ā < 1 :

X−1 = cos(Φ− Φ0) ⇒ 1

ξ
=

1

1− ā2

¶
η + ε cos

î√
1− ā2 (ϕ− ϕ0)

ó©
. . . und für ā > 1 :

X−1 = cosh(Φ− Φ0) ⇒ 1

ξ
=

1

ā2 − 1

¶
−η + ε cosh

î√
ā2 − 1 (ϕ− ϕ0)

ó©
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (ā > 0)

Verhalten der Lösung für ā > 1
Lösung für ā > 1:

1

ξ
=

1

ā2 − 1

¶
−η + ε cosh

î√
ā2 − 1 (ϕ− ϕ0)

ó©
, ε =

…
1− 1− η2

ā2

Verhalten für ā > 1:
I Generell für ϕ(0) > ϕ0 :

ξ ∝ e−
√

ā2−1ϕ ↓ 0 (ϕ→∞)

(auch für η < 1 ⇒ η < ε)

I Benötigte Zeit, um in den
Ursprung hineinzufallen
ist endlich!

I Für η ≥ 1 , ϕ(0) > ϕ0 gilt:

ξ ↓ 0 (ϕ→∞ , η > ε)

I Für η ≥ 1 , ϕ(0) < ϕ0 gilt:

ξ →∞ (t →∞ , η > ε)

q0

ξ cos(ϕ)

ξ sin(ϕ)

q

Lösung für ϕ0 = 0, ā =
√

3 und η = 1
2
< 1
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (ā > 0)

Verhalten der Lösung für ā > 1
Lösung für ā > 1:

1

ξ
=

1

ā2 − 1

¶
−η + ε cosh

î√
ā2 − 1 (ϕ− ϕ0)

ó©
, ε =

…
1− 1− η2

ā2

Verhalten für ā > 1:
I Generell für ϕ(0) > ϕ0 :

ξ ∝ e−
√

ā2−1ϕ ↓ 0 (ϕ→∞)

(auch für η < 1 ⇒ η < ε)

I Benötigte Zeit, um in den
Ursprung hineinzufallen
ist endlich!

I Für η ≥ 1 , ϕ(0) > ϕ0 gilt:

ξ ↓ 0 (ϕ→∞ , η > ε)

I Für η ≥ 1 , ϕ(0) < ϕ0 gilt:

ξ →∞ (t →∞ , η > ε)

q0

ξ cos(ϕ)

ξ sin(ϕ)
q

Lösung für ϕ0 = 0, ā =
√

3 und η = 2 > 1
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4.2 Das Coulomb-Problem für ein einzelnes Teilchen

Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (ā > 0)

Verhalten der Lösung für 0 < ā < 1
Lösung für 0 < ā < 1:

1

ξ
=

1

1− ā2

¶
η + ε cos

î√
1− ā2 (ϕ− ϕ0)

ó©
, ε =

…
1−

1− η2

ā2

Verhalten für 0 < ā < 1:
I nicht-relativistischer Limes (ā→ 0, η → 1) → Kepler-Bahn:

ξ =
x

p
=

1

1 + ε cos(ϕ− ϕ0)

Å
p =

L2

m0a
, ε =

√
1 + 2ENRL2

m0a2

ã
I Bindungszustände ↔ Streuzustände:

(η > ε) η < 1 ↔ η ≥ 1 (η < ε)

I Relativistische Umlaufbahnen i. A.
nicht geschlossen ⇒ nicht-periodisch:

ξ(ϕ+ 2π) 6= ξ(ϕ)

Fazit: keine dritte Erhaltungsgröße!
(analog zum Lenz’scher Vektor)

I Präzession des Apo- bzw. Perizentrums

Ladung q im

”
Apozentrum“

q0

Umlaufbahnen i. A. nicht
geschlossen/periodisch
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4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem

Wirkung und Hamilton-Funktion des Vielteilchensystems

Wirkung und Hamilton-Funktion des Vielteilchensystems

Wirkung des Vielteilchensystems:

S =

∫ t2

t1

dt

Å
LM + LWW +

∫
dx LF

ã
, LF = 1

2
ε0(E2 − c2B2)

LM = −
N∑

l=1

m0l c
2

…
1−

u2
l

c2
, LWW =

N∑
l=1

ql [ul · A(xl , t)− Φ(xl , t)]

Gesamtenergie = Hamilton-Funktion:

H =

N∑
l=1

√
π2

l c2 + m2
0l c

4 + 1
2
ε0

∫
dx (E2 + c2B2)

πl = pl − qlA(xl , t) = γul m0lul

Problem: S , H divergieren!



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem

Wirkung und Hamilton-Funktion des Vielteilchensystems

Berechnung von
∫

dx E2

Hamilton-Funktion:

H =

N∑
l=1

√
π2

l c2 + m2
0l c

4 + 1
2
ε0

∫
dx (E2 + c2B2)

I Wähle Coulomb-Eichung ∇ · A = 0

I Definiere E = E‖ + E⊥ mit

E‖ ≡ −∇Φ ∇× E‖ = 0

E⊥ ≡ −
∂A

∂t
∇ · E⊥ = 0

Aufspaltung des Integrals
∫

dx E2:∫
dx E2 =

∫
dx
[
E2
⊥ − 2(∇Φ) · E⊥ + ∇Φ ·∇Φ

]
=

∫
dx
[
E2
⊥ + 2Φ(∇ · E⊥) + ∇ · (Φ∇Φ)− Φ∆Φ

]
=

∫
dx
[
E2
⊥ +

1

ε0
ρΦ
]

=

∫
dx E2

⊥ +
1

ε0

N∑
l=1

ql Φ(xl , t)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem

Berechnung der Hamilton-Funktion

Berechnung der Hamilton-Funktion

Hamilton-Funktion:
(

mit E⊥ ≡ − ∂A∂t

)
H =

N∑
l=1

√
π2

l c2 + m2
0l c

4 + 1
2
ε0

∫
dx (E2 + c2B2) ,

∫
dx E2 =

∫
dx E2

⊥ +
1

ε0

N∑
l=1

ql Φ(xl , t)

=

N∑
l=1

√
π2

l c2 + m2
0l c4 + 1

2

N∑
l=1

ql Φ(xl , t) + 1
2
ε0

∫
dx

ï(
∂A

∂t

)2

+ c2 (∇× A)2

ò
Φ(x, t) explizit bekannt:

Φ(x, t) =
1

4πε0

∫
dx′

ρ(x′, t)

|x− x′| =
1

4πε0

N∑
m=1

qm

|x− xm|

1
2

N∑
l=1

ql Φ(xl , t) =
1

8πε0

∑
l 6=m

ql qm

|xl − xm|
+

N∑
l=1

Sl

”
Selbstenergie“-Beiträge Sl = 1

8πε0

q2
l

|xl−xl |
formal divergent (Lösung: QED)
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4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem

Berechnung der Hamilton-Funktion

Subtraktion der
”
Selbstenergie“

Hamilton-Funktion enthält elektrostatischen Beitrag:

1
2

N∑
l=1

ql Φ(xl , t) =
1

8πε0

∑
l 6=m

ql qm

|xl − xm|
+

N∑
l=1

Sl (Sl formal divergent)

Provisorische Lösung hier: ersetze
N∑

l=1

Sl → endliche Konstante

Daher Hamilton-Funktion:

H =

N∑
l=1

√
π2

l c2 + m2
0l c4 +

1

8πε0

∑
l 6=m

ql qm

|xl − xm|
+ 1

2
ε0

∫
dx

ï(
∂A

∂t

)2

+ c2 (∇× A)2

ò
Spezialfall:
I Elektrostatik (A = 0, πl = 0) ⇒ Gesamtenergie des Systems:

Eg =

N∑
l=1

m0l c
2 +

1

8πε0

∑
l 6=m

ql qm

|xl − xm|
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4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem

Berechnung der Wirkung

Analog: Berechnung der Wirkung

Hamilton-Funktion:

H =

N∑
l=1

√
π2

l c2 + m2
0l c4 +

1

8πε0

∑
l 6=m

ql qm

|xl − xm|
+ 1

2
ε0

∫
dx

ï(
∂A

∂t

)2

+ c2 (∇× A)2

ò
Wirkung des Vielteilchensystems:

S =

∫ t2

t1

dt

Å
LM + LWW +

∫
dx LF

ã
, LF = 1

2
ε0(E2 − c2B2)

LM = −
N∑

l=1

m0l c
2

…
1−

u2
l

c2
, LWW =

N∑
l=1

ql [ul · A(xl , t)− Φ(xl , t)]

Wirkung S endlich durch Ersetzung:

LWW =

N∑
l=1

qlul · A(xl , t)− 1

8πε0

∑
l 6=m

ql qm

|xl − xm|∫
dx LF = 1

2
ε0

∫
dx (E2

⊥ − c2B2)
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4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem

Berechnung der Wirkung

Schlußbemerkungen

I Selbstenergie eines Teilchens . Ruheenergie, d.h. für Teilchen (Radius r):

q2

4πε0r
. m0c2 bzw. r &

q2

4πε0m0c2
≡ rq

Daher klassische Relativitätstheorie für r . rq inkonsistent!

I Speziell für Elektronen (q = e): [re =
”
klassischer Radius des Elektrons“]

re =
e2

4πε0m0c2
=

Å
e2

4πε0~c

ã2
4πε0~2

m0e2
= α2aB ' 2,8 · 10−15m

I Für Ekin & m0c2 bzw. p & m0c kann Paarerzeugung auftreten!

→ Kriterium: Radius r . ~
m0c

= λ–Compton = αaB (
”
Zitterbewegung“!)

I Quanteneffekte (z. B. ψ in H-Atom, Längenskala aB)

I Vielteilchensysteme, klassische Näherung ungültig für T . TF ≡ ~2

2mkB`2

(` = mittlerer Abstand zwischen Elektronen) bzw. ` . λT ≡ h√
2πmkBT
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Kapitel 5: Das Noether-Theorem
in der Elektrodynamik

Inhaltsverzeichnis

I 5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

I 5.2 Das Noether-Theorem
5.1



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

Elektrodynamik als Beispiel einer klassischen Feldtheorie

5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie
Hamilton-Prinzip für N-Teilchensystems im elektromagnetischen Feld:

δS = 0 , S =

∫ t2

t1

dt L , L = LM +

∫
dx (LF + LWW)

LM = −
N∑

l=1

m0l c
2

…
1−

(
ẋl

c

)2

, LF = − 1
4
ε0FµνFµν , LWW = − 1

c
jµAµ

Speziell: Hamilton-Prinzip für Maxwell-Gleichungen [ jµ(x) fest vorgegeben]

δS = 0 , SF+WW =

∫ t2

t1

dt

∫
dx LF+WW , LF+WW = − 1

4
ε0FµνFµν− 1

c
jµAµ

Noch spezieller: Hamilton-Prinzip für freies elektromagnetisches Feld

δS = 0 , SF =

∫ t2

t1

dt

∫
dx LF , LF = − 1

4
ε0FµνFµν , Fµν = ∂µAν−∂νAµ

LF und LF+WW Spezialfälle der allgemeineren Form:

L = L(A, ∂A, x) , A = Aµ , x = xµ , (∂A)µν ≡ ∂µAν

Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen?
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5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

Lagrange-Theorie und Euler-Lagrange-Gleichungen

Lagrange-Theorie und Euler-Lagrange-Gleichungen
LF und LF+WW = − 1

4
ε0FµνFµν − 1

c
jµAµ Spezialfälle der allgemeineren Form:

L = L(A, ∂A, x) , A = Aµ , x = xµ , (∂A)µν ≡ ∂µAν

Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen:

0 = δS =

∫ t2

t1

dt

∫
dx

ï
∂L
∂Aµ

δAµ +
∂L

∂(∂νAµ)
∂ν(δAµ)

ò
=

∫
dx

ß∫ t2

t1

dt

ï
∂L
∂Aµ

− ∂ν
Å

∂L
∂(∂νAµ)

ãò
δAµ +

∂L
∂(∂tAµ)

δAµ
∣∣∣∣t2

t1

™
An den Endpunkten (t = t1, t = t2): δA(ct1, x) = 0 = δA(ct2, x)

Konsequenz: (Euler-Lagrange-Gleichungen)
∂L
∂Aµ

− ∂ν
Å

∂L
∂(∂νAµ)

ã
= 0

Speziell: Euler-Lagrange-Gleichungen für LF+WW (Fµν = ∂µAν − ∂νAµ)

0 =
∂L
∂Aρ

− ∂σ
Å

∂L
∂(∂σAρ)

ã
= − 1

c
jρ −

(
− 1

4
ε0

)
∂σ(2Fσρ − 2Fρσ)

= − 1
c

jρ + ε0∂
σFσρ ⇒ ∂σFσρ =

1

ε0c
jρ = µ0cjρ
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5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

Konjugierter Impuls und Jacobi-Integral

Konjugierter Impuls und Jacobi-Integral
LF und LF+WW Spezialfälle der allgemeineren Form:

L = L(A, ∂A, x) , A = Aµ , x = xµ , (∂A)µν ≡ ∂µAν

Hamilton-Prinzip & Euler-Lagrange-Gleichungen:

0 = δS → ∂L
∂Aµ

− ∂ν
ï

∂L
∂(∂νAµ)

ò
= 0

Definition des zu Aµ konjugierten Impulses:

πµ(A, ∂A, x) ≡ ∂L
∂(∂tAµ)

=
1

c

∂L
∂(∂0Aµ)

, πµ(A, ∂A, x) ≡ ∂L
∂(∂tAµ)

=
1

c

∂L
∂(∂0Aµ)

Definition des Jacobi-Integrals: (Jφ Erhaltungsgröße?)

J ≡
∫

dx J (A, ∂A, x) , J (A, ∂A, x) ≡ πµ∂tAµ − L =
∂L

∂(∂0Aµ)
∂0Aµ − L

dJφ
dct

=

∫
dx

ßï
∂0 ∂L
∂(∂0Aµ)

− ∂L
∂Aµ

ò
∂0Aµ+

∂L
∂(∂0Aµ)

∂0∂0Aµ− ∂L
∂(∂νAµ)

∂0∂νAµ− ∂L
∂ct

™
φ

Fazit: Jacobi-Integral Jφ Erhaltungsgröße, falls
(
∂L
∂t

)
φ

= 0
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5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

Hamilton-Dichte und Energie-Impuls-Tensor

Hamilton-Dichte und Energie-Impuls-Tensor
Definition des Jacobi-Integrals:

[
Jφ Erhaltungsgröße, falls

(
∂L
∂t

)
φ

= 0
]

J ≡
∫

dx J , J ≡ πµ∂tAµ−L =
∂L

∂(∂0Aµ)
∂0Aµ−L ,

dJφ
dt

= −
∫

dx

Å
∂L
∂t

ã
φ

Interpretiere (J,J ) als Hamilton-Funktion/Dichte (H,H):

H ≡
∫

dx H(A, ∂A, x) , H(A, ∂A, x) ≡ πµ∂tAµ − L =
∂L

∂(∂0Aµ)
∂0Aµ − L

dHφ
dt

= −
∫

dx

Å
∂L
∂t

ã
φ

!
= 0 falls

Å
∂L
∂t

ã
φ

= 0 (Energieerhaltung)

Impulserhaltung? Idee: suche kovariante Verallgemeinerung von H!

H =
∂L

∂(∂0Aµ)
∂0Aµ−L = T 00

kan , T νρ
kan(A, ∂A, x) ≡ ∂L

∂(∂νAµ)
(∂ρAµ)−gνρL

T νρ
kan,φ ist divergenzfrei, falls

(
∂L
∂xρ

)
φ

= 0 ! (
”
kanonischer Energie-Impuls-Tensor“)

∂νTνρ
kan,φ

=

{
∂ν

[
∂L

∂(∂νAµ)

]
(∂ρAµ) +

∂L
∂(∂νAµ)

(∂ν∂
ρAµ)

}
φ

− ∂ρLφ

=

[
∂L
∂Aµ

(∂ρAµ) +
∂L

∂(∂νAµ)
∂ρ(∂νAµ)

]
φ

− ∂ρLφ = −
Å
∂L
∂xρ

ã
φ
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5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

Klassische Feldtheorie: ein einfaches Beispiel

Klassische Feldtheorie: ein einfaches Beispiel
Idee: suche kovariante Verallgemeinerung von H!

H = T 00
kan , T νρ

kan(A, ∂A, x) ≡ ∂L
∂(∂νAµ)

(∂ρAµ)− gνρL

Einfaches Beispiel: L = 1
2
ε(∂µA)(∂µA) = 1

2
ε[(∂0A)2 −

∑3
i=1(∂i A)2]

π =
1

c

∂L
∂(∂ 0A)

=
ε

c
∂0A , H = T 00

kan , T νρ
kan =

∂L
∂(∂νA)

(∂ρA)− gνρL

Euler-Lagrange-Gleichung: 0 = ∂L
∂Aµ
− ∂ν
î

∂L
∂(∂νAµ)

ó
= −ε(∂ν∂νA)

Ä
Wellen-

gleichung!

ä
Konkrete Form von H = T 00

kan und T νρ
kan:

H = π∂tA− L = ε(∂0A)2 − L = 1
2
ε
î

(∂0A)2 +
∑3

i=1(∂i A)2
ó

= 1
2
ε[(∂0A)2 + (∇A)2]

T νρ
kan =

∂L
∂(∂νA)

(∂ρA)− gνρL = ε
[
(∂νA)(∂ρA)− 1

2
gνρ(∂µA)(∂µA)

]
4-Divergenz von T νρ

kan,φ:

∂νT νρ
kan,φ = ε

[
(�A)(∂ρA) + (∂νA)(∂ν∂

ρA)− (∂µA)(∂µ∂
ρA)
]
φ

= 0

Daher:
∫

dx T 0ρ
kan,φ = konstant ! (Energie- & Impulserhaltung)
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5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

Allgemeiner Fall und das Beispiel der Elektrodynamik

Allgemeiner Fall und das Beispiel der Elektrodynamik
Zurück zum allgemeinen Fall: kovariante Verallgemeinerung von H . . .

H = T 00
kan , T νρ

kan(A, ∂A, x) ≡ ∂L
∂(∂νAµ)

(∂ρAµ)− gνρL

Falls
(
∂L
∂xρ

)
φ

= 0 , gilt: (Energie-Impuls-Erhaltung)

0 =

∫
dx ∂νT νρ

kan,φ =
d

d(ct)

∫
dx T 0ρ

kan,φ ,

∫
dx T 0ρ

kan,φ = konstant

Drehimpulserhaltung? Tensor der Drehimpulsdichte des e.m. Feldes:

Lµνρ ≡ 1
c

(
xµT νρ

kan,φ − xνTµρ
kan,φ

)
Drehimpulserhaltung erfordert ∂ρLµνρF = 0

∂ρLµνρ = 1
c

[(
∂ρxµ

)
T νρ

kan,φ + xµ
(
∂ρT νρ

kan,φ

)
−
(
∂ρxν

)
Tµρ

kan,φ − xν
(
∂ρTµρ

kan,φ

)]
= 1

c

(
δµρT νρ

kan,φ − δ
ν
ρTµρ

kan,φ

)
= 1

c

(
T νµ

kan,φ − Tµν
kan,φ

)
6= 0

Konkretes Beispiel: freies elektromagnetisches Feld, LF = − 1
4
ε0FµνFµν

T νρ
kan = −ε0F νµ∂ρAµ − gνρLF 6= T ρν

kan , T νρ
kan 6= T νρ , (Tkan)νν 6= 0

Außerdem: T νρ
kan nicht eichinvariant! (keine Messgröße!) Was jetzt?!?
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5.2 Das Noether-Theorem

Zusammenhang zwischen Invarianzen und Erhaltungsgrößen

5.2 Das Noether-Theorem
Erhaltungsgrößen des elektromagnetischen Gesamtsystems:
I 4-Energie-Impuls-Tensor: (=̂ Invarianz unter Translationen in Raum-Zeit)

T µν ≡ Θµν + Tµν , ∂νT µν = 0 ,
d

dt

∫
dx T µ0 = 0

Interpretation:

I Tµν = Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes
I Θµν = Energie-Impuls-Tensor der Materie
I T µν = Gesamt-Energie-Impuls-Tensor des Systems

I 4-Drehimpulsdichte: (=̂ Invarianz unter Lorentz-Transformationen)

Lµνρ ≡ 1
c

(xµT νρ − xνT µρ) , ∂ρLµνρ = 0 ,
d

dt

∫
dx Lµν0 = 0

Zusammenhang zwischen Invarianzen und Erhaltungsgrößen:

Noether-Theorem

Im Folgenden als Beispiel: Noether-Theorem für freie Felder
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5.2 Das Noether-Theorem

Transformationen der Koordinaten und Felder

Transformationen der Koordinaten und Felder
Startpunkt: die Lagrange-Dichte des freien elektromagnetischen Feldes

LF(∂A) = − 1
4
ε0FµνFµν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , (∂A)µν ≡ ∂µAν

LF ist Spezialfall der allgemeineren Form:

L = L(A, ∂A, x) , A = Aµ , x = xµ (µ ∈ {0, 1, 2, 3})

Betrachte Transformationen der Koordinaten und Felder: (α = 0 =̂ Identität)

x ′ = x ′(x ;α) , x ′(x ; 0) = x , x ′ = x +O(|α|) (|α| → 0)

A′ = A′(A, x ;α) , A′(A, x ; 0) = A , A′ = A +O(|α|) (|α| → 0)

Parameter α: ein- oder mehrdimensional, kontinuierlich variierbar

Ziel: untersuche mögliche Invarianzen

ß
der Lagrange-Dichte
der Euler-Lagrange-Gleichung

Definition der neuen Lagrange-Dichte L′:
L(A, ∂A, x)d4x ≡ L′(A′, ∂′A′, x ′;α)d4x ′

Invarianz der Euler-Lagrange-Gleichung erfordert: [mit λµ(A, x ; 0) = 0]

L′(A′, ∂′A′, x ′;α) = L(A′, ∂′A′, x ′)+(∂′µλ
µ)(A′, x ′;α) , S ′ = S+

∫
dx′ λ0(A′, x ′;α)

∣∣∣t′2
t′
1
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5.2 Das Noether-Theorem

Transformationen als 1-Parameter-Gruppe

Transformationen als 1-Parameter-Gruppe
Betrachte Transformationen der Koordinaten und Felder: (α = 0 =̂ Identität)

x ′ = x ′(x ;α) , x ′(x ; 0) = x , x ′ = x +O(|α|) (|α| → 0)

A′ = A′(A, x ;α) , A′(A, x ; 0) = A , A′ = A +O(|α|) (|α| → 0)

Invarianz der Euler-Lagrange-Gleichung erfordert: [mit λµ(A, x ; 0) = 0]

L′(A′, ∂′A′, x ′;α) = L(A′, ∂′A′, x ′)+(∂′µλ
µ)(A′, x ′;α) , S ′ = S+

∫
dx′ λ0(A′, x ′;α)

∣∣∣t′2
t′
1

Annahme: (Operatoren Tα bilden eine 1-Parameter-Gruppe)

(x ′,A′) = Tα(x ,A) , T(α1+α2)α̂ = Tα1α̂Tα2α̂ (α̂ fest , α1,2 ∈ R)

Konsequenz: [es reicht aus, (∂αT )0 zu untersuchen!]

Tα = (Tα/N )N (N = 1, 2, . . . ) , Tα/N = 11 + 1
N
α · (∂αT )0 +O(N−2)

Notation
”
D“:

x ′µ = xµ + (Dx)µ +O(α2) , (Dx)µ ≡
∂x ′µ
∂α

(x ; 0) ·α , kurz: x ′ ∼ x + Dx

A′µ = Aµ + (DA)µ +O(α2) , (DA)µ ≡
∂A′µ
∂α

(A, x ; 0) ·α , kurz: A′ ∼ A + DA
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5.2 Das Noether-Theorem

Transformationen in linearer Ordnung

Transformationen in linearer Ordnung
Notation

”
D“: [wegen λµ(A, x ; 0) = 0]

x ′ ∼ x + Dx
A′ ∼ A + DA

™
mit (Dx)µ ≡

∂x ′µ
∂α

(x ; 0) ·α , (DA)µ ≡
∂A′µ
∂α

(A, x ; 0) ·α

λ(A′, x ′;α) = (Dλ)(A, x) +O(α2) , (Dλ)µ(A, x) ≡ ∂λµ

∂α
(A, x ; 0) ·α

∂′A′ = ∂A + D∂A +O(α2) , (D∂A)µν ≡ α ·
ï
∂(∂′µA′ν)

∂α

ò
α=0

Explizit Berechnung von D∂A:

x ′ ∼ x + Dx ⇒ ∂λ (x ′)µ ∼ δµλ + ∂λ (Dx)µ und daher:

∂′ν xρ = (∂′x)ρν =
[
(∂x ′)−1

]ρ
ν

= δρν − ∂ν (Dx)ρ +O(α2)

Hieraus folgt:

(D∂A)µν = ∂′µA′ν − ∂µAν = (∂′µxρ)(∂ρA′ν)− ∂µAν

=
[
δρµ − ∂µ(Dx)ρ

] [
∂ρAν + ∂ρ (DA)ν

]
− ∂µAν

= ∂µ(DA)ν − [∂µ(Dx)ρ] (∂ρAν)

kurz: D(∂A) = ∂(DA)− [∂(Dx)ρ] (∂ρA) = ∂(DA)− [∂(Dx)] · (∂A)
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5.2 Das Noether-Theorem

Transformationen in linearer Ordnung

Transformationen in linearer Ordnung
Notation

”
D“:

x ′ ∼ x + Dx , A′ ∼ A + DA , λ(A′, x ′;α) ∼ (Dλ)(A, x)

∂′A′ ∼ ∂A + D∂A , D(∂A) = ∂(DA)− [∂(Dx)] · (∂A)

Integrationsmaß in
”
linearer Näherung“:

d4x ′ ∼ d4(x + Dx) = det {∂µ[xν + (Dx)ν ]} d4x ∼ [1 + ∂µ(Dx)µ] d4x

= d4x + D(d4x) , D(d4x) = [∂µ(Dx)µ] d4x

Lagrange-Dichte:

L(A, ∂A, x)d4x = L′(A′, ∂′A′, x ′;α)d4x ′

Einsetzen der
”
linearen Näherung“ für (x ′,A′, ∂′A′, λ, d4x ′):

0 = L(A + DA, ∂A + D∂A, x + Dx)[1 + ∂µ(Dx)µ]d4x

− L(A, ∂A, x)d4x + {∂′µ[(Dλ)µ(A, x)]}d4x ′

bzw.

0 =
∂L
∂Aµ

(DA)µ+
∂L

∂(∂µAν)
(D∂A)µν+

∂L
∂xµ

(Dx)µ+[∂µ(Dx)µ]L+∂µ [(Dλ)µ(A, x)]
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Formulierung einer Konsistenzgleichung

Formulierung einer Konsistenzgleichung
Notation

”
D“:

x ′ ∼ x + Dx , A′ ∼ A + DA , λ(A′, x ′;α) ∼ (Dλ)(A, x)

∂′A′ ∼ ∂A + D∂A , D(∂A) = ∂(DA)− [∂(Dx)] · (∂A)

d4x ′ ∼ d4x + D(d4x) , D(d4x) = [∂µ(Dx)µ] d4x

Einsetzen der
”
linearen Näherung“: [Konsistenzgleichung! ∃λ, sodass ∀(A, x) . . . ]

0 =
∂L
∂Aµ

(DA)µ +
∂L

∂(∂µAν)
(D∂A)µν +

∂L
∂xµ

(Dx)µ + [∂µ(Dx)µ]L+ ∂µ [(Dλ)µ(A, x)]

=
∂L
∂Aµ

(DA)µ +
∂L

∂(∂µAν)
[∂µ(DA)ν ] +

∂L
∂xµ

(Dx)µ − Tµρ
kan [∂µ(Dx)ρ] + ∂µ [(Dλ)µ]

Hilfsgröße: (
”
kanonischer Energie-Impuls-Tensor“)

Tµρ
kan(A, ∂A, x) ≡ ∂L

∂(∂µAν)
(∂ρAν)− gµρL

Euler-Lagrange-Gleichung für physikalisches 4-Potential Aφ:

0 = ∂µ

ï
∂L

∂(∂µAν)

ò
− ∂L
∂Aν
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5.2 Das Noether-Theorem

Der kanonische Energie-Impuls-Tensor

Der kanonische Energie-Impuls-Tensor
Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

0 =
∂L
∂Aµ

(DA)µ +
∂L

∂(∂µAν)
[∂µ(DA)ν ] +

∂L
∂xµ

(Dx)µ − Tµρ
kan [∂µ(Dx)ρ] + ∂µ [(Dλ)µ]

Kanonischer Energie-Impuls-Tensor:

Tµρ
kan(A, ∂A, x) ≡ ∂L

∂(∂µAν)
(∂ρAν)− gµρL

Euler-Lagrange-Gleichung und Tµρ
kan für physikalisches 4-Potential Aφ:

0 =

Å
∂µ

ï
∂L

∂(∂µAν)

ò
− ∂L
∂Aν

ã
φ

, Tµρ
kan,φ(x) = Tµρ

kan(Aφ(x), (∂Aφ)(x), x)

Tµρ
kan,φ hat die schöne Eigenschaft

∂µTµρ
kan,φ =

ß
∂µ

ï
∂L

∂(∂µAν)

ò
(∂ρAν) +

∂L
∂(∂µAν)

(∂µ∂
ρAν)

™
φ

− ∂ρLφ

=

ï
∂L
∂Aν

(∂ρAν) +
∂L

∂(∂µAν)
∂ρ(∂µAν)

ò
φ

− ∂ρLφ = −
Å
∂L
∂xρ

ã
φ

Rechte Seite der Konsistenzgleichung hat für Aφ Form einer 4-Divergenz!
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5.2 Das Noether-Theorem

Existenz einer Erhaltungsgröße

Existenz einer Erhaltungsgröße
Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

0 =
∂L
∂Aµ

(DA)µ +
∂L

∂(∂µAν)
[∂µ(DA)ν ] +

∂L
∂xµ

(Dx)µ − Tµρ
kan [∂µ(Dx)ρ] + ∂µ [(Dλ)µ]

Kanonischer Energie-Impuls-Tensor:

Tµρ
kan(A, ∂A, x) ≡ ∂L

∂(∂µAν)
(∂ρAν)− gµρL

Euler-Lagrange-Gleichung und Tµρ
kan für physikalisches 4-Potential Aφ:

0 =

Å
∂µ

ï
∂L

∂(∂µAν)

ò
− ∂L
∂Aν

ã
φ

, ∂µTµρ
kan,φ = −

Å
∂L
∂xρ

ã
φ

Konsistenzgleichung für physikalisches 4-Potential Aφ:

∂µGµ = 0 , Gµ ≡
ï

∂L
∂(∂µAν)

(DA)ν − Tµρ
kan(Dx)ρ + (Dλ)µ

ò
φ

Daher Erhaltungsgröße: [falls Konsistenzgleichung ∀(A, x) erfüllt ist!]

d

dt

∫
dx G 0 = 0

Nomenklatur:
∫

dx G 0 =̂ Noether-Ladung, Gµ =̂ Noether-Strom(dichte)
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5.2 Das Noether-Theorem

Amalie Emmy Noether

Amalie Emmy Noether (1882 - 1935)
Noether-Theorem: ∂µGµ = 0

Gµ ≡
ï

∂L
∂(∂µAν)

(DA)ν − Tµρ
kan(Dx)ρ + (Dλ)µ

ò
φ

,
d

dt

∫
dx G 0 = 0
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5.2 Das Noether-Theorem

Beispiel 1: Invarianz von L unter Translationen in der Raum-Zeit

Beispiel 1: Invarianz unter Translationen in der Raum-Zeit
Invarianz von L unter Translationen in der Raum-Zeit:

(Dx)µ = αµ , DA = 0 , D∂A = 0 , ∂Dx = 0 , Dλ = 0

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

0 =
∂L
∂Aµ

(DA)µ +
∂L

∂(∂µAν)
[∂µ(DA)ν ] +

∂L
∂xµ

(Dx)µ − Tµρ
kan [∂µ(Dx)ρ] + ∂µ [(Dλ)µ]

=
∂L
∂xµ

(Dx)µ =
∂L
∂xµ

αµ ,
∂L
∂xµ

= 0 (µ = 0, 1, 2, 3)

Noether-Strom(dichte): (∂µGµ = 0)

Gµ =

ï
∂L

∂(∂µAν)
(DA)ν − Tµρ

kan(Dx)ρ + (Dλ)µ
ò
φ

= − [Tµρ
kan(Dx)ρ]

φ
= −(Tµρ

kanαρ)φ

Invarianz von L unter 1-Parametergruppe αρ = αδρν → Noether-Ladung:∫
dx G 0 = −α

∫
dx T 0ν

kan,φ

Å
ν = 0 : Feldenergie
ν = 1, 2, 3 : Feldimpuls

ã
Tµρ

kan(A, ∂A, x) ≡ ∂L
∂(∂µAν)

(∂ρAν)− gµρL , ∂µTµρ
kan,φ = −

Å
∂L
∂xρ

ã
φ

!
= 0

Subtilität: T 0ν
kan,φ 6= Energie- bzw. Impulsdichte !
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5.2 Das Noether-Theorem

Beispiel 1: Invarianz von L unter Translationen in der Raum-Zeit

Beispiel 1: Invarianz unter Translationen in der Raum-Zeit
Invarianz von L unter Translationen in der Raum-Zeit:

(Dx)µ = αµ , DA = 0 , D∂A = 0 , ∂Dx = 0 , Dλ = 0

Noether-Strom(dichte): Gµ = −(Tµρ
kanαρ)φ

Invarianz von L unter 1-Parametergruppe αρ = αδρν → Noether-Ladung:∫
dx G 0 = −α

∫
dx T 0ν

kan,φ

Å
ν = 0 : Feldenergie
ν = 1, 2, 3 : Feldimpuls

ã
Tµρ

kan(A, ∂A, x) ≡ ∂L
∂(∂µAν)

(∂ρAν)− gµρL , ∂µTµρ
kan,φ = −

Å
∂L
∂xρ

ã
φ

!
= 0

Subtilität: T 0ν
kan,φ 6= Energie- bzw. Impulsdichte wegen

0 = ∂µTµρ
kan,φ = ∂µ(Tµρ

kan,φ + ∂γKγµρ) ∀Kγµρ mit Kγµρ = −Kµγρ

Daher alternativer Ausdruck für Noether-Ladung:∫
dx T 0ν

K , Tµν
K ≡ Tµν

kan,φ + ∂γKγµν

1M$Q: Für welche Wahl von Kγµν gilt T 0ν
K =̂ Energie-Impulsdichte?
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5.2 Das Noether-Theorem

Beispiel 2: Invarianz von L unter Translationen von Aµ

Beispiel 2: Invarianz von L unter Translationen von Aµ

Invarianz von L unter Translationen des Feldfreiheitsgrads Aµ:

(DA)µ = αµ , Dx = 0 , ∂(DA) = 0 , ∂(Dx) = 0 , Dλ = 0.

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

0 =
∂L
∂Aµ

(DA)µ +
∂L

∂(∂µAν)
[∂µ(DA)ν ] +

∂L
∂xµ

(Dx)µ − Tµρ
kan [∂µ(Dx)ρ] + ∂µ [(Dλ)µ]

=
∂L
∂Aµ

(DA)µ =
∂L
∂Aµ

αµ ,
∂L
∂Aµ

= 0 (µ = 0, 1, 2, 3)

Noether-Strom(dichte): (∂µGµ = 0)

Gµ =

ï
∂L

∂(∂µAν)
(DA)ν − Tµρ

kan(Dx)ρ + (Dλ)µ
ò
φ

=
∂L

∂(∂µAρ)
(DA)ρ =

∂L
∂(∂µAρ)

αρ

Invarianz von L unter 1-Parametergruppe αρ = αδρν → Noether-Ladung:

∂µ

ï
∂L

∂(∂µAν)

ò
= 0 ,

d

dt

∫
dx G 0 = 0 ,

∫
dx G 0 = α

∫
dx

∂L
∂(∂0Aν)

Konkretes Beispiel?
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5.2 Das Noether-Theorem

Beispiel 2: Invarianz von L unter Translationen von Aµ

Beispiel 2: Invarianz von L unter Translationen von Aµ

Noether-Strom(dichte) und Noether-Ladung: (∂µGµ = 0 , αρ = αδρν)

Gµ = α
∂L

∂(∂µAν)
,

d

dt

∫
dx G 0 = 0 ,

∫
dx G 0 = α

∫
dx

∂L
∂(∂0Aν)

Konkretes Beispiel mit ∂L
∂Aµ

= 0
(

und ∂L
∂xµ

= 0
)

:

LF = − 1
4
ε0FµνFµν

Gilt für LF auch ∂µGµ = 0 ?

1
α

Gµ =
∂LF

∂(∂µAν)
= − 1

4
ε0(2Fµν−2F νµ) = −ε0Fµν , ∂µGµ = −αε0∂µFµν = 0

Weitere 4-divergenzfreie Größen?
(

wegen ∂L
∂xµ

= 0: ∂νTνρ
kan,φ

= −
Ä
∂L
∂xρ

ä
φ

= 0
)

T νρ
kan,φ =

∂L
∂(∂νAµ)

(∂ρAµ)− Lgνρ = −ε0F νµ∂ρAµ − Lgνρ

T νρ
K ≡ T νρ

kan,φ + ∂γKγνρ wegen ∂νT νρ
K = 0 ∀Kγνρ mit Kγνρ = −Kνγρ

Speziell für symmetrischen Energie-Impuls-Tensor T νρ = −ε0 F νµF ρµ − Lgνρ:

T νρ
φ = T νρ

kan,φ−ε0(Fµν∂µAρ)φ = T νρ
kan,φ+∂γ(−ε0F γνAρ)φ [mit ∂γF γν = 0]
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5.2 Das Noether-Theorem

Beispiel 3: Invarianz von L unter Lorentz-Transformationen

Beispiel 3: Invarianz von L unter Lorentz-Transformationen
Invarianz von L unter Lorentz-Transformationen:

(x ′)λ = Λλµxµ , (A′)λ = ΛλµAµ , Λλµ = gλµ + ωλµ , ωλµ = −ωµλ

Notation
”
D“:

(Dx)λ = ωλµxµ , (DA)λ = ωλµAµ , Dλ = 0

∂µ(DA)ν = ωνρ(∂µAρ) , ∂µ(Dx)ρ = ωρµ

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist: T νρ !
= T ρν

0 =
∂L
∂Aµ

(DA)µ +
∂L

∂(∂µAν)
[∂µ(DA)ν ] +

∂L
∂xµ

(Dx)µ − Tµρ
kan [∂µ(Dx)ρ] + ∂µ [(Dλ)µ]

= ωρν
î ∂L
∂Aρ

Aν − ∂L
∂(∂µAν)

(∂µAρ) +
∂L
∂xρ

xν − T νρ
kan

ó
= −ωρν

î
T νρ

kan +
∂L

∂(∂µAν)
(∂µAρ)

ó
≡ −ωρνT νρ falls

∂L
∂Aµ

= 0 ,
∂L
∂xµ

= 0

Erhaltungsgröße für L = LF(∂A) mit T νρ = −ε0 F νµF ρµ − Lgνρ:

Gµ =
î ∂L
∂(∂µAν)

(DA)ν − Tµρ
kan(Dx)ρ

ó
φ

= ωρν(ε0FµνAρ − Tµρ
kanxν)φ

= ωρν [ε0FµνAρ − ε0Fσµ(∂σAρ)xν − Tµρxν ]φ
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5.2 Das Noether-Theorem

Beispiel 3: Invarianz von L unter Lorentz-Transformationen

Beispiel 3: Invarianz von L unter Lorentz-Transformationen
Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

0 = −ωρν
î

T νρ
kan +

∂L
∂(∂µAν)

(∂µAρ)
ó
≡ −ωρνT νρ , T νρ !

= T ρν

Erhaltungsgröße für L = LF(∂A) mit T νρ = −ε0 F νµF ρµ − Lgνρ:

Gµ = ωρν [ε0FµνAρ − ε0Fσµ(∂σAρ)xν − Tµρxν ]φ

ωρν xν Tµρ = ωρν xν T ρµ = 1
2
ωρν(xν T ρµ − xρ T νµ) = 1

2
c ωρν LνρµF

Definition der Drehimpulstensordichte:

LνρµF ≡ 1
c

(xν T ρµ − xρ T νµ)

Konsequenz: (wegen Fµσ = −Fσµ)

Gµ + 1
2
c ωρν LνρµF,φ = ε0 ωρν [FµνAρ + Fµσ(∂σAρ)xν ]

= ε0 ωρνFµσ∂σ(Aρxν) = ε0 ωρν ∂σ(FµσAρxν)

∂µ(Gµ + 1
2
c ωρνLνρµF,φ ) = ε0 ωρν ∂µ ∂σ(FµσAρxν) = 0

Fazit: Erhaltung des 4-Drehimpulstensors
∫

dx Lνρ0
F,φ !

0 = ∂µGµ = − 1
2
c ωρν

(
∂µLνρµF,φ

)
, 0 = ∂µLνρµF,φ
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5.2 Das Noether-Theorem

Beispiel 3: Invarianz von L unter Lorentz-Transformationen

Beispiel 3: Invarianz von L unter Lorentz-Transformationen
Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

0 = −ωρν
î

T νρ
kan +

∂L
∂(∂µAν)

(∂µAρ)
ó
≡ −ωρνT νρ , T νρ !

= T ρν

Definition der Drehimpulstensordichte mit T νρ = −ε0 F νµF ρµ − Lgνρ:

LνρµF ≡ 1
c

(xν T ρµ − xρ T νµ)

Tµν
φ (nicht Tµν

kan,φ) ist Energie-Impuls(strom)dichte des freien Feldes, denn:
I Tensor Tµν

K soll eichinvariant sein (Messgröße!):

T νρ
K = − (ε0F νµ∂ρAµ + LFgνρ)φ + ∂γKγνρ

I dies erfordert Kγνρ = −ε0(FγνAρ)φ und somit Tνρ
K = Tνρ

φ

Aufgrund ähnlicher Überlegungen:
I LνρµF soll durch Messgrößen Energie und Impuls mitbestimmt werden
I also soll Lνρµ

F,φ
von Tµν

φ
(nicht Tµν

kan,φ
oder Tµν

K ) bestimmt werden

I nur Lνρµ
F,φ

kann als physikalische Drehimpulstensordichte interpretiert werden

I . . . denn allgemeinere 4-divergenzfreie Größen physikalisch nicht-akzeptabel:

LνρµK ≡ LνρµF,φ + ∂γKνρµγ , Kνρµγ = −Kνργµ



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

Kapitel 6: Statische
elektromagnetische Felder
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6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik

Streng zeitunabhängige Felder

6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik
Maxwell-Gleichungen

”
im Vakuum“:

I. ∇ · E =
1

ε0
ρ II. ∇ · B = 0

III. ∇× E +
∂B

∂t
= 0 IV. ∇× B− ε0µ0

∂E

∂t
= µ0j

Streng zeitunabhängige Felder E(x), B(x) nur falls

®
∂tρ = 0
∂t j = 0

⇒

(∇ · E) (x) =
1

ε0
ρ(x) , ∇× E = 0

∇ · B = 0 , (∇× B) (x) = µ0j(x)

Viel interessanter:

zeitgemitteltes Verhalten von (E,B) für (ρ, j) räumlich begrenzt
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6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik

Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Zeitmittelung:

∂E

∂t
≡ lim

T→∞

1

T

T∫
0

dt
∂E

∂t
(x, t) = lim

T→∞

E(x,T )− E(x, 0)

T
= 0

analog: ∂B
∂t = 0 ⇒ Maxwell-Gleichungen →

(
∇ · E

)
(x) = (∇ · E) (x) =

1

ε 0
ρ(x, t) ≡

1

ε0
ρ̄(x)

∇× E =∇× E +
∂B

∂t
= 0

∇ · B =∇ · B = 0

∇× B =∇× B− ε0µ0
∂E

∂t
= µ0 j(x, t) ≡ µ0 j̄(x)

Fazit: (E,B, ρ̄, j̄) erfüllen Gleichungen der Elektro- bzw. Magnetostatik
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6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik

Lösung der Gleichungen der Statik

Definiere (Φ,A) gemäß:

E = −∇Φ , B =∇× A

Wähle Coulomb-Eichung ∇ · A = 0 → Poisson-Gleichungen:

∆Φ = − 1
ε0
ρ̄ , ∆A = −µ0 j̄

Lösungen: (Φ, |A| → 0 für x →∞)

Φ(x) =
1

4πε0

∫
dx′

ρ̄(x′)

|x− x′|
, A(x) =

µ0

4π

∫
dx′

j̄(x′)

|x− x′|

entsprechende Felder:

E(x) =
1

4πε0

∫
dx′ ρ̄(x′)

x− x′

|x− x′|3
(Coulomb-Gesetz)

B(x) =
µ0

4π

∫
dx′

j̄(x′)× (x− x′)

|x− x′|3
(Biot-Savart-Gesetz)



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung

6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

6.1 Elektrostatisches Potential und Multipolentwicklung

Gesucht in Elektrostatik: Φ(x) für |x| → ∞

Lösungsmethode: Taylor-Entwicklung →

1

|x− x′|
=

1√
x2 − 2x · x′ + (x ′)2

=
1

x

ï
1−

2x̂ · x′

x
+

(
x ′

x

)2
ò− 1

2

=
1

x

{
1 +

x̂ · x′

x
+

1

2x2
(x̂)T

[
3x′(x′)T − (x ′)211

]
x̂

+
1

2x3
x̂i1 x̂i2 x̂i3 [5x ′i1 x ′i2 x ′i3 − x ′i1δi2 i3 − x ′i2δi1 i3 − x ′i3δi1 i2 ] + . . .

}
≡
∞∑
`=0

µi1 i2...i` (x′)
x̂i1 x̂i2 . . . x̂i`

x`+1
(x →∞)
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6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung

6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Resultat:
1

|x− x′|
=

∞∑
`=0

µi1 i2...i` (x′)
x̂i1 x̂i2 . . . x̂i`

x`+1
(x →∞)

→ Multipolentwicklung des skalaren Potentials:

Φ(x) =

∞∑
`=0

Mi1 i2...i`

x̂i1 x̂i2 . . . x̂i`

4πε0 x`+1
, Mi1 i2...i` ≡

∫
dx′ρ̄(x′)µi1 i2...i` (x′)

mit

M =

∫
dx′ ρ̄(x′) ≡ q , Mi1 =

∫
dx′ρ̄(x′)x ′i1 ≡ di1

Mi1 i2 =

∫
dx′ ρ̄(x′)

[
3
2

x ′i1 x ′i2 −
1
2

(x ′)2δi1 i2

]
≡ Qi1 i2

Mi1 i2 i3 =

∫
dx′ ρ̄(x′)

[
5
2

x ′i1 x ′i2 x ′i3 −
1
2

x ′i1δi2 i3 −
1
2

x ′i2δi1 i3 −
1
2

x ′i3δi1 i2

]
≡ Oi1 i2 i3

(Ladung q, Dipolmoment d, Quadrupoltensor Q)
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6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung

6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Höhere Multipolmomente kompliziert, z. B. Hexadekapol:

Mi1 i2 i3 i4 =

∫
dx′ ρ̄(x′)

[
35
8

x ′i1 x ′i2 x ′i3 x ′i4 −
5
8

(x ′)2(δi1 i2 x ′i3 x ′i4 + δi1 i3 x ′i2 x ′i4

+ δi1 i4 x ′i2 x ′i3 + δi2 i3 x ′i1 x ′i4 + δi2 i4 x ′i1 x ′i3 + δi3 i4 x ′i1 x ′i2 )

+ 1
8

(x ′)4(δi1 i2δi3 i4 + δi1 i3δi2 i4 + δi1 i4δi2 i3 )

]
≡ Hi1 i2 i3 i4

→ Entwicklung für skalares Potential:

Φ(x) =
1

4πε0x

(
q +

x̂ · d
x

+
(x̂)TQx̂

x2
+

1

x3
x̂i1 x̂i2 x̂i3 Oi1 i2 i3

+
1

x4
x̂i1 x̂i2 x̂i3 x̂i4 Hi1 i2 i3 i4 + . . .

)
(x →∞)

Annahmen:
I Ladungsverteilung räumlich begrenzt

I Entwicklungsparameter: a/x
(a = typische Ausdehnung der Ladungsverteilung)
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6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung

6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Exakte Realisierung des

I Monopols q: Punktladung q in x = 0 ⇒

Φ0(x) =
q

4πε0x
, E0 = −∇Φ0 =

qx̂

4πε0x2

I Dipols d: Ladungen λq, −λq an Orten 1
2λ

a, − 1
2λ

a; Limes λ→∞⇒

Φ1(x) =
x̂ · d

4πε0x2
, d = qa , E1 = −∇Φ1 =

[3x̂(x̂)T − 11] d

4πε0x3

I Quadrupols Q: Dipole λd, −λd an Orten 1
2λ

a, − 1
2λ

a; Limes λ→∞⇒

Φ2(x) = lim
λ→∞

[
Φ1

(
x− a

2λ

)
− Φ1

(
x + a

2λ

)]
= lim
λ→∞

[
− 1
λ
a · (∇Φ1) (x)

]
= lim
λ→∞

[
1
λ
a · E1(x)

]
= lim
λ→∞

ß
1

λ

(a)T[3x̂(x̂)T − 11](λd)

4πε0x3

™
=

(x̂)T[3a(d)T − (a · d)11] x̂

4πε0x3
=

(x̂)TQ x̂

4πε0x3

mit
Q = 3

2
[a(d)T + d(a)T]− (a · d)11
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6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung

6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Verallgemeinerung für 2`-Pol

Exakte Realisierung des

I 2`-Pols M(`):

2`−1-Pole λM(`−1), −λM(`−1) an Orten 1
2λ

a, − 1
2λ

a; Limes λ→∞ ⇒

Φ`(x) = lim
λ→∞

î
Φ`−1

Ä
x−

a

2λ

ä
− Φ`−1

Ä
x +

a

2λ

äó
= lim
λ→∞

[
−

1

λ
a · (∇Φ`−1) (x)

]
= lim
λ→∞

[
1

λ
a · E`−1(x)

]
mit

E`−1(x) = elektrisches Feld eines 2`−1-Pols λM(`−1) in x = 0
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6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung

6.1.2 Multipolentwicklung in beliebiger Ordnung

Multipolentwicklung in beliebiger Ordnung
Ziel: Systematisierung der Multipolentwicklung

Verwende Identität:

|x− x′| =
x

x ′

∣∣∣∣x′ − ( x ′

x

)2

x

∣∣∣∣
Beweis:[

|x− x′|(x ′)2
]2 −
ï

xx ′|x′ −
(

x ′

x

)2

x|
ò2

=

[
x2 − 2x · x′ + (x ′)2

]
(x ′)4 − x2(x ′)2

ï
(x ′)2 − 2

(
x ′

x

)2

x′ · x +
(x ′)4

x2

ò
= 0

Taylor-Entwicklung in mehreren Variablen:

f (x + a) =

∞∑
`=0

ai1 ai2 . . . ai`

`!

[
∂i1∂i2 . . . ∂i` f

]
(x)

(
Einstein-

Konvention,

∂i ≡ ∂
∂xi

)
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6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung

6.1.2 Multipolentwicklung in beliebiger Ordnung

Entwicklung des skalaren Potentials:

Φ(x) =
1

4πε0

∫
dx′

ρ̄(x′)

|x− x′|
=

1

4πε0

∫
dx′

ρ̄(x′)x ′

x |x′ −
(

x′
x

)2
x|

=
1

4πε0

∫
dx′ ρ̄(x′)

x ′

x

∞∑
`=0

(−1)`

`!

(
x ′

x

)2`

xi1 . . . xi`∂
′
i1
. . . ∂′i`

1

x ′

=
1

4πε0

∞∑
`=0

Mi1 i2...i`

x̂i1 x̂i2 . . . x̂i`

x`+1

Multipolmomente Mi1i2...i` : (Buckingham-Konvention!)

Mi1 i2...i` =
(−1)`

`!

∫
dx′ ρ̄(x′)(x ′)2`+1∂′i1∂

′
i2
. . . ∂′i`

1

x ′
, ∂′i ≡

∂

∂x ′i

Eigenschaften der Mi1i2...i` :

I für ` ≥ 2 symmetrisch in allen Indizes
I spurlos:

Mi1...i`−2 ii =
(−1)`

`!

∫
dx′ ρ̄(x′)(x ′)2`+1∂′i1 . . . ∂

′
i`−2

(
∆′

1

x ′

)
= 0
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6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment

Multipolentwicklung für das Vektorpotential

6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment
Magnetostatik, Vektorpotential:

A(x) =
µ0

4π

∫
dx′

j̄(x′)

|x− x′|

Taylor-Entwicklung von 1
|x−x′| für x →∞ →

A(x) =
µ0

4πx

ß∫
dx′ j̄(x′) +

1

x

ï∫
dx′ j̄(x′)(x′)T

ò
x̂ + · · ·

™
Allgemein:∫

dx′ j(x′, t) = −
∫

dx′ x′
(
∇′ · j

)
(x′, t) =

∫
dx′ x′

∂ρ

∂t
(x′, t)

=
d

dt

∫
dx′ x′ρ(x′, t) ⇒

∫
dx′ j̄(x′) = 0∫

dx′ j′(x′)T = 1
2

∫
dx′ [ j′(x′)T + x′(j′)T] + 1

2

∫
dx′ [ j′(x′)T − x′(j′)T] , j′ ≡ j(x′, t)
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6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment

Magnetischer Dipol und magnetisches Moment

Außerdem:

1
2

∫
dx′ [j′(x′)T + x′(j′)T] = − 1

2

∫
dx′ x′(x′)T

(
∇′ · j

)
(x′, t)

= 1
2

∫
dx′ x′(x′)T

∂ρ

∂t
(x′, t) =

d

dt

ï
1
2

∫
dx′ x′(x′)Tρ(x′, t)

ò
⇒

∫
dx′ [ j̄′(x′)T + x′(j̄′)T] = 00T

Definition: (magnetischer Dipol)

D ≡ 1
2

∫
dx′
[
j̄(x′)(x′)T − x′ j̄(x′)T

]
⇒ Vektorpotential für x →∞: (analog zu Φ(x) = d·x̂

4πε0x2 )

A(x) =
µ0

4πx2
Dx̂ + · · ·

Definition: (magnetisches Moment m)

Dij = −εijk mk , m ≡ 1
2

∫
dx′ x′ × j̄(x′)
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6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment

Dynamik eines magnetischen Moments im äußeren Magnetfeld

Resultate: [ antisymmetrischer (echter) Tensor D, Pseudovektor m ]

A(x) =
µ0

4πx2
Dx̂ + · · · , Dij ≡ −εijk mk , A(x) = −

µ0

4πx2
x̂×m + · · ·

Magnetfeld B = ∇× A des magnetischen Dipols:

B(x) =
µ0

4πx3
[3x̂(x̂)T − 11]m

Å
Analogie zum elektrischen Dipol:

E = 1
4πε0x3 [3x̂(x̂)T − 11] d

ã
Zusätzlich: äußeres Magnetfeld B0 6= 0 (schwach, zeitlich/räumlich konstant)⇒

F =

N∑
l=1

ql ūl × B0 =

∫
dx′ j(x′, t)× B0 = 0

Ç
zeitliches Mittel der

auf den Dipol
wirkenden Kraft

å
Außerdem:∫

dx′ (x′ · j′) = − 1
2

∫
dx′ (x′ · x′)

(
∇′ · j

)
(x′, t) = 1

2

∫
dx′ (x′ · x′)

∂ρ

∂t
(x′, t)

= d
dt

ï
1
2

∫
dx′ (x′ · x′)ρ(x′, t)

ò



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment

Larmor-Präzession und Larmor-Frequenz

⇒ Zeitgemitteltes Drehmoment:

N =

N∑
l=1

xl × (qlul × B0) =

∫
dx′ x′ ×

[
j̄(x′)× B0

]
=

∫
dx′
[
j̄(x′)(x′)T −

(
x′ · j̄(x′)

)
11
]
B0

= D B0 = −B0 ×m = m× B0

(
Präzession von m

um B0-Achse

)
Präzession langsam (verglichen mit T ) ⇒ N = ∆L

∆t

[ L = zeitgemittelter mechanischer Drehimpuls, ∆t & T ]

Zusätzliche Annahme: q`/m` = q/m (∀`) ⇒

m = 1
2

∫
dx′ x′ × j̄(x′) = 1

2

∑
l

ql xl × ul =
q

2m

∑
l

ml xl × ul =
q

2m
L

⇒
∆L

∆t
= N = m× B0 =

q

2m
L× B0 = −ω × L , ω ≡

qB0

2m

Fazit: (Larmor-)Präzession mit (Larmor-)Frequenz ωL ≡ |q|B0
2m
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6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment

Larmor-Präzession und Larmor-Frequenz

Der Urheber: Sir Joseph Larmor

Sir Joseph Larmor
(11 July 1857 - 19 May 1942)

Larmor-Präzession: ∆L
∆t = −ω × L

Larmor-Frequenz: ω ≡ qB0
2m

Larmor-Radius: R = m0γu |u⊥|
qB

Larmor-Formel: W = q2|β̇|2
6πε0c

1897: Beiträge zur SRT,
Lorentz-Transformationen!

MP for Cambridge University
(1911-1922, Liberal Unionist party)
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Kapitel 7: Die Dynamik der Felder -
elektromagnetische Wellen
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7.0 Die Wellengleichung für das 4-Potential

Wellengleichung und mögliche Anwendungen

7.0 Die Wellengleichung für das 4-Potential

Explizite Zeitabhängigkeit elektromagnetischer Felder:

�Aµ − ∂µ(∂νAν) =
1

ε0c
jµ

Aµ nicht eindeutig bestimmt:

Ãµ ≡ Aµ + ∂µΛ

Beispiel: Lorenz-Eichung ∂νAν = 0 ⇒ inhomogene Wellengleichung für Aµ:

�Aµ =
1

ε0c
jµ

⇒ elektromagnetisches Feld = Welle!
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7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Anfangswertproblem der Wellengleichung

7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum
Keine Quellen (jµ = 0) ⇒ wähle Coulomb-Eichung (∇ · A = 0) wegen

∆Φ = 0 , �A = −
1

c2
∇
∂Φ

∂t

⇒ Φ(x, t) = 0 (∀x ∈ R3) wegen Randbedingung Φ = 0 (|x| =∞)

In Coulomb-Eichung daher:

Φ(x, t) = 0 , �A = 0

(
⇒ A(x, t) erfüllt

homogene Wellengleichung

)
Lösung der Wellengleichung eindeutig, falls zusätzlich bekannt:

A(x, 0) ≡ A0(x) ,
∂A

∂t
(x, 0) = Ȧ0(x)

(
Anfangswertproblem
der Wellengleichung

)
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7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Quasi-eindimensionale Lösungen

Quasi-eindimensionale Lösungen
Ebene Wellen der Form A = A(x1, t) → 1-dimensionale Wellengleichung:Å

1

c2

∂2

∂t2
−

∂2

∂x2
1

ã
A = 0 , A(x1, 0) ≡ A0(x1) ,

∂A

∂t
(x1, 0) = Ȧ0(x1)

Koordinatentransformation: ξ ≡ x1 − ct, η ≡ x1 + ct →

∂ξ∂ηA = 0

Allgemeine Lösung:

A(x1, t) = a1(ξ) + a2(η) = a1(x1 − ct) + a2(x1 + ct)

Anfangsbedingungen →

A(x1, t) = 1
2

[A0(x1 − ct) + A0(x1 + ct)] +
1

2c

x1+ct∫
x1−ct

dy Ȧ0(y)

( Überlagerung einer nach rechts und einer nach links laufenden Welle )
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7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Sphärisch symmetrische Lösungen

Sphärisch symmetrische Lösungen

Sphärische Symmetrie
∧
= Welle der Form A = A(r , t) mit

x = ξ − r r̂ , r = |ξ − x| , r̂ =

Ç
cos(ϕ) sin(ϑ)
sin(ϕ) sin(ϑ)

cos(ϑ)

å
Wellengleichung:

0 = �A =

Å
1

c2

∂2

∂t2
−∆

ã
A =

ï
1

c2

∂2

∂t2
−
Å
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

ãò
A

=

ï
1

c2

∂2

∂t2
−

1

r

∂2

∂r2
r

ò
A =

1

r

ï
1

c2

∂2

∂t2
−

∂2

∂r2

ò
(rA)

Allgemeine Lösung:

A(r , t) =
1

r
[a1(r − ct) + a2(r + ct)]

Spezialfall für alle t > 0: (ausfallende Kugelwelle)

A(x, t) =
a(ξ)dξ

4πcr
δ(r − ct) , r = |x− ξ|

( geht mit Amplitude a(ξ)dξ vom Volumenelement dξ um ξ aus )
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7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Überlagerungen von Kugelwellen

Überlagerungen von Kugelwellen:

A(x, t) =

∫
dξ

a(ξ)

4πcr
δ(r − ct)

=
1

4πc

∫
dΩ

∫
dr ra(x + r r̂)δ(r − ct) , dΩ ≡ sin(ϑ)dϑdϕ

=
t

4π

∫
dΩ a(x + ct r̂) ≡ tMx,ct [a]

(
ebenfalls Lösungen

von �A = 0

)
Verhalten zum Anfangszeitpunkt t = 0:

A(x, 0) = 0 ,
∂Ai

∂t
(x, 0) = lim

t↓0

{
Mx,ct [ai ] + ctMx,ct

[
∂ai

∂x
· r̂
]}

= ai (x)

∂2Ai

∂t2
(x, 0) = lim

t↓0

ß
2cMx,ct

[
∂ai

∂x
· r̂
]

+ c2tMx,ct

ï
r̂T
∂2ai

∂x2
r̂

ò™
= 0

⇒ A(x, 0) = 0 ,
∂A

∂t
(x, 0) = a(x) ,

∂2A

∂t2
(x, 0) = 0
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7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Überlagerungen von Kugelwellen

Allgemeine Lösung der 3-dimensionalen Wellengleichung

Bisheriges Ergebnis: Verhalten von

A(x, t) = tMx,ct [a]

zum Anfangszeitpunkt t = 0:

A(x, 0) = 0 ,
∂A

∂t
(x, 0) = a(x) ,

∂2A

∂t2
(x, 0) = 0

Fazit: allgemeine Lösung der 3-dimensionalen Wellengleichung

�A = 0 , A(x, 0) = A0(x) ,
∂A

∂t
(x, 0) = Ȧ0(x)

lautet:

A(x, t) =
∂

∂t
{tMx,ct [A0]}+ tMx,ct [Ȧ0]
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7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Quasi-zweidimensionale Lösungen

Zylinderwellen
Anfangsbedingungen translationsinvariant: (z. B. in ê3-Richtung)

A0 = A0(x1, x2) , Ȧ0 = Ȧ0(x1, x2) (Zylinderwellen)

Führe Polarkoordinaten (ρ, ϕ) ein:

ρ ≡ ct sin(ϑ) , ρ̂ ≡
(

cos(ϕ)
sin(ϕ)

)
Definition: x⊥ ≡ (x1, x2) ⇒

tMx,ct [a] =
1

2πc

2π∫
0

dϕ

ct∫
0

dρ a(x⊥ + ρρ̂)
ρ√

c2t2 − ρ2

=
1

c

ct∫
0

dρ M
(2)
x⊥,ρ[a]

ρ√
c2t2 − ρ2
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7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Quasi-zweidimensionale Lösungen

Nacheffekt

Beispiel: (Feld anfangs in D⊥ ⊂ R2 lokalisiert)

ct1 ≤ |ξ⊥ − x⊥| ≤ ct2 (∀ξ⊥ ∈ D⊥)

Konsequenzen:
I für t ≤ t1: kein Signal

I t > t1: Signal

I im Langzeitlimes (t � t2):

tMx,ct [a] ∼
1

2πc2t

2π∫
0

dϕ

ct∫
0

dρ ρ a(x⊥ + ρρ̂)

∼
1

2πc2t

∫
dξ⊥ a(ξ⊥) (a = A0, Ȧ0)

⇒ A(x⊥, t) ∼
1

2πc2t

ï∫
dξ⊥ Ȧ0(ξ⊥)−

1

t

∫
dξ⊥ A0(ξ⊥)

ò
Fazit: Nacheffekt!
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7.2 Der Einfluß von Ladungen und Strömen

Die inhomogene Wellengleichung

7.2 Der Einfluß von Ladungen und Strömen
(ρ, j) 6= (0, 0) ⇒ Lorenz-Eichung günstiger → inhomogene Wellengleichung:

�Aµ =
1

ε0c
jµ

Anfangsbedingung z.Z. t = 0:

Aµ(x, 0) ≡ Aµ0 (x) ,
∂Aµ

∂t
(x, 0) ≡ Ȧµ0 (x)

Allgemeine Lösung des Anfangswertproblems:

Aµ = Aµ1 + Aµ2

mit

�Aµ1 = 0 Aµ1 (x, 0) = Aµ0 (x)
∂Aµ1
∂t

(x, 0) = Ȧµ0 (x)

�Aµ2 =
1

ε0c
jµ Aµ2 (x, 0) = 0

∂Aµ2
∂t

(x, 0) = 0

Bereits bekannt:

Aµ1 (x, t) = ∂
∂t

{
tMx,ct [Aµ0 ]

}
+ tMx,ct [Ȧµ0 ] [⇒ Gesucht: Aµ2 (x, t) ]
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7.2 Der Einfluß von Ladungen und Strömen

Lösung der inhomogenen Wellengleichung

Betrachte:

Aµ2 (x, t) =

t∫
0

dτ aµ(x, t; τ)

mit:

�aµ = 0 (t ≥ τ)

aµ(x, τ ; τ) = 0 ,
∂aµ

∂t
(x, τ ; τ) =

c

ε0
jµ(x, τ)

Aµ2 erfüllt: Anfangsbedingung + inhomogene Wellengleichung, denn:

�

t∫
0

dτ aµ(x, t; τ) =
1

c2

∂

∂t

 t∫
0

dτ
∂aµ

∂t
(x, t; τ) + aµ(x, t; t)

− t∫
0

dτ (∆aµ)(x, t; τ)

=

t∫
0

dτ

ï
1

c2

∂2aµ

∂t2
(x, t; τ)− (∆aµ)(x, t; τ)

ò
+

1

c2

∂aµ

∂t
(x, t; t)

=
1

ε0c
jµ(x, t)
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7.2 Der Einfluß von Ladungen und Strömen

Lösung der inhomogenen Wellengleichung

Allgemeine Lösung für aµ(x, t; τ) bekannt ⇒ allgemeine Form von Aµ2 :

Aµ2 (x, t) =

t∫
0

dτ (t − τ)Mx,c(t−τ)

[
c
ε0

jµτ
]

, jµτ (x) ≡ jµ(x, τ)

Definition: r ≡ c(t − τ) ⇒ alternative Darstellung:

Aµ2 (x, t) =
1

c2

ct∫
0

dr rMx,r

[
c
ε0

jµτ
]

=
1

4πε0c

∫
dΩ

ct∫
0

dr rjµ(x + r r̂, t − r
c

)

=
1

4πε0c

∫
dξ

jµ
Ä
ξ, t − |ξ−x|

c

ä
|ξ − x|

H
Ä

t − |ξ−x|
c

ä
Interpretation:
I nur Signale von jµ(ξ, τ) mit |ξ − x| = c(t − τ)

I τ = t − |ξ−x|
c

: retardierte Zeit
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7.2 Der Einfluß von Ladungen und Strömen

Quasi-zweidimensionale Lösungen

Quasi-zweidimensionale Lösungen

Spezialfall: (ρ, j) translationsinvariant in ê3-Richtung ⇒ Zylinderwellen:

Aµ2 (x⊥, t) =

t∫
0

dτ
1

c

c(t−τ)∫
0

dρ M
(2)
x⊥,ρ

[
c
ε0

jµτ
] ρ√

c2(t − τ)2 − ρ2

=
1

c2

ct∫
0

dr

r∫
0

dρ
ρ√

r2 − ρ2
M

(2)
x⊥,ρ

[
c
ε0

jµ
t− r

c

]

=
1

2πε0c

ct∫
0

dr

∫
dξ⊥

jµ
(
ξ⊥, t − r

c

)√
r2 − |ξ⊥ − x⊥|2

H(r − |ξ⊥ − x⊥|)
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7.2 Der Einfluß von Ladungen und Strömen

Quasi-eindimensionale Lösungen

Quasi-eindimensionale Lösungen

Analog: (ρ, j) translationsinvariant in ê2- und ê3-Richtung ⇒ ebene Wellen:

Aµ2 (x⊥, t) =

t∫
0

dτ
1

2c

x⊥+c(t−τ)∫
x⊥−c(t−τ)

dξ⊥
c

ε0
jµ(ξ⊥, τ)

=
1

2ε0c

ct∫
0

dr

∫
dξ⊥ jµ

(
ξ⊥, t − r

c

)
H(r − |ξ⊥ − x⊥|)



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

7.2 Der Einfluß von Ladungen und Strömen

Langzeitverhalten von Aµ

Langzeitverhalten

Annahme: jµ räumlich/zeitlich lokalisiert:

jµ(ξ, τ) = 0 für |ξ − x| > cT oder τ > T

Ç
analog für
jµ(ξ⊥, τ) ,
jµ(ξ⊥, τ)

å
Langzeitverhalten von Aµ:
I Für 3-dim. Wellen und t ≥ 2T : Aµ2 (x, t) = 0

I Für Zylinderwellen:

Aµ2 (x⊥, t) ∼
1

2πε0ct

∫
dξ⊥

∫
dτ jµ(ξ⊥, τ) (t →∞)

Fazit: E,B 6= 0 (t →∞), Nacheffekt!

I Für ebene Wellen:

Aµ2 (x⊥, t) =
1

2ε0

∫
dξ⊥

∫
dτ jµ(ξ⊥, τ) (t ≥ 2T )

Fazit: E,B = 0 (t ≥ 2T )
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Green’sche Funktionen

Punktquellen
Spezialfall: Punktquelle jµ(x, t) = δ(x)δ(t − 0+) ⇒

Aµ2 (x, t) =
1

4πε0cx
δ
(

t − x
c

)
≡ G3(x, t)

Analog für Zylinderwellen: Punktquelle jµ(x⊥, t) = δ(x⊥)δ(t − 0+) ⇒

Aµ2 (x⊥, t) =
1

2πε0c

ct∫
0

dr
δ(t − r

c
− 0+)√

r2 − |x⊥|2
H(r − |x⊥|)

=
1

2πε0

H(ct − |x⊥|)√
(ct)2 − |x⊥|2

≡ G2(x⊥, t)

Analog für ebene Wellen: Punktquelle jµ(x⊥, t) = δ(x⊥)δ(t − 0+) ⇒

Aµ2 (x⊥, t) =
1

2ε0
H(ct − |x⊥|) ≡ G1(x⊥, t)
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Green’sche Funktionen

Green’sche Funktionen
G3, G2 und G1 erfüllen Gleichungen:

�G3 =
1

ε0c
δ(x)δ(t − 0+) G3(x, 0) = 0

∂G3

∂t
(x, 0) = 0Å

1

c2

∂2

∂t2
−

∂2

∂x2
⊥

ã
G2 =

1

ε0c
δ(x⊥)δ(t − 0+) G2(x⊥, 0) = 0

∂G2

∂t
(x⊥, 0) = 0Å

1

c2

∂2

∂t2
−

∂2

∂x2
⊥

ã
G1 =

1

ε0c
δ(x⊥)δ(t − 0+) G1(x⊥, 0) = 0

∂G1

∂t
(x⊥, 0) = 0

Nomenklatur: Green’sche Funktionen der 3-/2-/1-dimensionale Wellengleichung

Nutzen: G1,2,3 bekannt ⇒ allgemeine Lösung der 3-/2-/1-dim. Wellengl. bekannt:

Aµ2 (x, t) =

∫
dξ

∫
dτ G3(x− ξ, t − τ)jµ(ξ, τ)

Aµ2 (x⊥, t) =

∫
dξ⊥

∫
dτ G2(x⊥ − ξ⊥, t − τ)jµ(ξ⊥, τ)

Aµ2 (x⊥, t) =

∫
dξ⊥

∫
dτ G1(x⊥ − ξ⊥, t − τ)jµ(ξ⊥, τ)
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Green’sche Funktionen

Das Huygens’sche Prinzip

Insbesondere: G3 erfüllt die Gleichungen:

�G3 =
1

ε0c
δ(x)δ(t − 0+) , G3(x, 0) = 0 ,

∂G3

∂t
(x, 0) = 0

und impliziert für die allgemeine Lösung der 3-dimensionalen Wellengleichung:

Aµ2 (x, t) =

∫
dξ

∫
dτ G3(x− ξ, t − τ)jµ(ξ, τ)

G3 erfüllt das Huygens’sche Prinzip:

Das Signal einer Punktquelle ist auf dem Rand {x | |x| = ct}
des Vorwärts-Lichtkegels konzentriert
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Alternative Berechnung von G3(x, t)

Alternative Berechnung von G3(x, t)
Die Fourier-Transformierte g3(x, ω) von G3(x, t):

g3(x, ω) ≡
1
√

2π

∫
dt G3(x, t)e iωt , G3(x, t) =

1
√

2π

∫
dω g3(x, ω)e−iωt

erfüllt die inhomogene Helmholtz-Gleichung:Å
∆ +

ω2

c2

ã
g3 = −

1
√

2πε0c
δ(x)

Übung →

g3(x, ω) =
1

√
2πε0c

ñ
cos
(
ω x

c

)
4πx

+ B
sin
(
ω x

c

)
4πx

ô
[B = B(ω)]

Inverse Fourier-Transformation:

G3(x, t) =
1

2πε0c

∫
dω
[

cos
(
ω x

c

)
+ B sin

(
ω x

c

)] e−iωt

4πx

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

7.2 Der Einfluß von Ladungen und Strömen

Alternative Berechnung von G3(x, t)

Retardierte und avancierte Green’sche Funktionen
Eigenschaften der Lösung:
I Lösung von �G = 1

ε0c
δ(x)δ(t − 0+) nicht eindeutig

I Lösung wird jedoch eindeutig mit den Anfangsbedingungen

G3(x, 0) = 0 , ∂t G3(x, 0) = 0 [⇔ Wahl B = i ]

Form der Lösung für B = i :

⇒ G3(x, t) =
1

4πε0cx

ï
1

2π

∫
dω e

−iω
(

t− x
c

)ò
=
δ
(

t − x
c

)
4πε0cx

I Für B = i gilt also für alle t < 0: G3(x, t) = 0 ⇒ G3 retardiert

Alternative Wahl B = −i ⇒

Gav
3 (x, t) =

δ
(

t + x
c

)
4πε0cx

(avanciert)
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7.3 Wellengleichungen in materiellen Medien
Maxwell-Theorie

”
im Medium“: Effekte der

{
Magnetisierung M
Polarisation P

Hilfsfelder:
D ≡ ε0E + P , H ≡ 1

µ0
B−M

⇒ Maxwell-Gleichungen: (→ Kontinuitätsgleichung: ∂ρ
∂t

+∇ · j = 0)

I. ∇ ·D = ρ III. ∇× E +
∂B

∂t
= 0

II. ∇ · B = 0 IV.∇×H−
∂D

∂t
= j

Einfache (lineare, isotrope) Medien: → Materialgleichungen:

D = ε0E + P = ε0εrE = εE , B = µ0(H + M) = µ0µrH = µH

In Leitern: Ohm’sches Gesetz

j = σE

Theorie
”
im Medium“ ist:

I phänomenologisch (Materialparameter εr, µr, σ)
I wichtig (praktische Anwendungen!)
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Lorentz-kovariante Formulierung

Lorentz-kovariante Formulierung
E und B-Felder:
I Feldtensor Fµν = (E, cB)
I antisymmetrischer echter 4-Tensor Mµν = (−c2P, cM)

Explizite Form der Tensoren Fµν und Mµν :

Fµν =

(
0 −ET

0 −cB3 cB2
E cB3 0 −cB1
−cB2 cB1 0

)
, Mµν =

(
0 c2PT

0 −cM3 cM2

−c2P cM3 0 −cM1
−cM2 cM1 0

)
D- und H-Felder:

Hµν ≡ 1
µ0

Fµν −Mµν =
(

1
µ0

E + c2P, c
µ0

B− cM
)

= (c2D, cH)

Homogene Maxwell-Gleichungen:

∂µF̃µν = 0

Inhomogene Maxwell-Gleichungen: [im Vakuum ∂µ( 1
µ0

Fµν) = cjν ]

∂µHµν = cjν
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Lorentz-kovariante Formulierung

Lorentz-kovariante Formulierung der Materialgleichungen

Minkowski (1908): Im Medium

{
3-Geschwindigkeit u
4-Geschwindigkeit uµ = γu(1,β)

}
⇒

I Materialgleichung D = εE:
1

c2 Hνρuρ = εFνρuρ

I Materialgleichung B = µH:

F̃νρuρ = µH̃νρuρ

I Ohm’sches Gesetz:

jν = (uρjρ)uν + σFνρuρ

Energiebilanzgleichung:

−E · j =
∂ρE
∂t

+∇ · S

Ç
Interpretation:

Energiedichte ρE
Energiestromdichte S

å
In linearen Medien:

ρE = 1
2

(E ·D + H · B) , S = E×H
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Herleitung einer Wellengleichung

Wellenausbreitung in materiellen Medien
Annahmen:
I Materialparameter ε, µ, σ ortsunabhängig und räumlich isotrop
I Ladungsneutralität (ρ = 0)

Wähle Coulomb-Eichung ∇ · A = 0 ⇒ elektromagnetische Potentiale:

∆Φ = −
1

ε
ρ = 0

(
eindeutige Lösung zur RB Φ = 0 für |x| =∞:

Φ(x, t) = 0 (∀x ∈ R3)

)
∆A = −[∇(∇ · A)−∆A] = −∇× (∇× A) = −∇× B

= −µ∇×H = −µ
(
j +

∂D

∂t

)
= −µ

(
σE + ε

∂E

∂t

)
Felder: E = − ∂A

∂t
, B =∇× A →

∆A = εµ

Å
∂2A

∂t2
+
σ

ε

∂A

∂t

ã
=

1

c̄ 2

Å
∂2A

∂t2
+

1

τ

∂A

∂t

ã
Definitionen:
I Ausbreitungsgeschwindigkeit c̄ ≡ (εµ)−1/2 der Wellen
I charakteristische Dämpfungszeit τ ≡ ε

σ
der Wellen
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Herleitung einer Wellengleichung

Die Telegraphengleichung
Die Felder E und B erfüllen:

∆E =
1

c̄ 2

Å
∂2E

∂t2
+

1

τ

∂E

∂t

ã
, ∆B =

1

c̄ 2

Å
∂2B

∂t2
+

1

τ

∂B

∂t

ã
Allgemeine Form der Telegraphengleichung :

∆v =
1

c̄ 2

ï
∂2v

∂t2
+ (r1 + r2)

∂v

∂t
+ r1r2v

ò
(r1, r2 ≥ 0)

Ç
Interpretation:

”
Dämpfungsterm“

”
Oszillatorterm“

å
Unterscheide: [Medium dispersionslos: σ(ω) ' σ(0) ≡ σ (analog für ε, µ)]

I Isolatoren (ωτ � 1) ⇒ Dämpfungsterm vernachlässigbar:

∆A =
1

c̄ 2

∂2A

∂t2
, ∆E =

1

c̄ 2

∂2E

∂t2
, ∆B =

1

c̄ 2

∂2B

∂t2

I Metalle (σ groß, τ klein: τ ' 10−14 s), ωτ � 1 ⇒ Dämpfungsterm dominiert:

∆A =
1

c̄ 2τ

∂A

∂t
, ∆E =

1

c̄ 2τ

∂E

∂t
, ∆B =

1

c̄ 2τ

∂B

∂t

(Diffusionsgleichungen, effektive Diffusionskonstante c̄ 2τ)

I schlechte Leiter, Halbleiter: ωτ ' 1 möglich
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Wechselfelder an einer Grenzschicht

6.4 Skintiefe und Skineffekt

Gesucht: Wechselfelder E, B
(Frequenz ω)
nahe Grenzfläche
Leiter/Isolator

Gefunden: Skineffekt!

Annahme: ρ = 0 ⇒ Coulomb-Eichung:

∇·A =
∂A1

∂x1
= 0 ⇒ A ⊥ ê1 (o. B. d. A.)

Daher möglich: wähle A ‖ ê2-Richtung
Welle am Übergang zwischen

Isolator und gut leitendem Metall
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Orts- und Zeitabhängigkeit der Felder

Vektorpotential im Isolator (x1 < 0): [mit εI, µI, c̄I = (εIµI)
−1/2]

AI(x1, t) = ê2 Re [AI(x1, t)]

AI(x1, t) ≡ ar e i(kx1−ωt) + al e
−i(kx1+ωt)

(
ar , al ∈ C beliebig;
ω = c̄Ik (∀k > 0)

)
Im Metall: [mit εM, µM, σ, c̄M = (εMµM)−1/2, τ = εM/σ]

AM = ê2 Re[AM(x1, t)] , AM(x1, t) ≡ aMe
− x1
δ

+i
(

x1
δ
−ωt
)

(aM ∈ C)

Einsetzen in Diffusionsgleichung → [mit kM = ω/c̄M = c̄Ik/c̄M]

δ =

…
2

ωµMσ
=

√
2ωτ

kM
(Skintiefe; im Metall ωτ � 1 ⇒ δ � λ)

Elektrisches Feld:

EI = −
∂AI

∂t
= ê2 Re[iωAI(x1, t)] , EM = ê2 Re[iωAM(x1, t)]

Magnetfeld:

BI =∇× AI = ê1 ×
∂AI

∂x1
= ê3 Re

{
ik
[

ar e i(kx1−ωt) − al e
−i(kx1+ωt)

]}
BM =∇× AM = ê1 ×

∂AM

∂x1
= ê3 Re

[
i − 1

δ
AM(x1, t)

]
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Bestimmung der Koeffizienten (al , ar , aM)

Die Randbedingungen

Bemerkungen:
I In beiden Phasen: E ⊥ B ⊥ k̂ = k̂M = ê1 ⊥ E

I Auch Stromdichte j = σE auf dünne Grenzschicht beschränkt

I Annahme ρ = 0 (s. oben) konsistent wegen:

∇ · j = σ∇ · E = −σ
∂

∂t
(∇ · A) = 0 ⇒ Kontinuitätsgleichung→

∂ρ

∂t
= 0

Randbedingungen: [aus Maxwell-Gleichungen]

ê1 · (DI −DM) = ê1 · (εIEI − εMEM) = Σ (Σ = Flächenladungsdichte)

ê1 × (EI − EM) = 0

ê1 · (BI − BM) = 0

ê1 × (HI −HM) = ê1 × ( 1
µI

BI − 1
µM

BM) = J (J = Flächenstromdichte)

Hier: Σ = 0, J = 0 ⇒ D⊥,B⊥,E‖,H‖ stetig

Genauer: D⊥ = εE⊥ = 0 und B = 0 ⇒ nur Stetigkeit von E‖,H‖ nicht-trivial
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Bestimmung der Koeffizienten (al , ar , aM)

Konsequenzen der Randbedingungen
Bedingung EI(0, t) = EM(0, t)→

ar + al = aM

Bedingung 1
µI

BI(0, t) = 1
µM

BM(0, t)→

1

µI
ik(ar − al ) =

1

µM

i − 1

δ
aM =

1

µM

i − 1
√

2ωτ
kMaM ⇒ ar − al =

µIc̄I

µMc̄M

1 + i
√

2ωτ
aM

Kombination → [aM bestimmt Amplitude der Gesamtwelle ⇒ beliebig]

ar =
1

2

Å
1 +

…
εMµI

εIµM

1 + i
√

2ωτ

ã
aM , al =

1

2

Å
1−
…

εMµI

εIµM

1 + i
√

2ωτ

ã
aM

Bemerkung: Form δ =
»

2
µMσω

allgemeingültig ; Dimensionsargument:

D
∧
= c̄ 2

Mτ =
1

εMµM

εM

σ
=

1

µMσ
; x̄ ≡ x/δ , t̄ ≡ ωt

⇒ im Metall:
1

2

∂2A

∂x̄2
=
∂A

∂ t̄
⇒ A = A(x̄, t̄)
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Skineffekt

Der Skineffekt

Der Skineffekt =
Die Verdrängung eines

hochfrequenten Stroms aus dem

Inneren eines leitenden Drahts

Draht:

I Leitfähigkeit σ, Radius R

I Ausrichtung ‖ ê3

I eingebettet in isolierendes

Medium

Skizze eines metallischen Kabels
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Skineffekt

Struktur der Lösung

Suche axialsymmetrische Lösung:

j = σE = −σ
∂A

∂t
‖ ê3 (j periodisch mit Frequenz ω)

mit:

A(ρ, t) = ê3 Re
[
A(ρ)e−iωt

]
, ρ ≡

√
x2

1 + x2
2

E(ρ, t) = ê3 Re
[
E(ρ)e−iωt

]
, E(ρ) = iωA(ρ)

j(ρ, t) = ê3 Re
[

j(ρ)e−iωt
]

, j(ρ) = iωσA(ρ)

Magnetfeld:

B(ρ, t) = (∇× A)(ρ, t) = êϕ Re
[
B(ρ)e−iωt

]
, B(ρ) = −

dA
dρ
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Skineffekt

Gleichungen im Inneren und außerhalb des Drahtes
Diffusionsgleichung im Draht (ρ < R):

0 = e iωt

Å
∆−

1

c̄2
Mτ

∂

∂t

ã
A(ρ)e−iωt =

Å
∆ +

iω

c̄2
Mτ

ã
A(ρ)

=

Å
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+ iωµMσ

ã
A =

Å
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+ k2

M

ã
A

mit

kM =

√
2i

δ
=

1 + i

δ

Å
δ =

…
2

ωµMσ

ã
Wellengleichung außerhalb des Drahts (ρ > R):

0 = e iωt

Å
∆−

1

c̄ 2
I

∂2

∂t2

ã
A(ρ)e−iωt =

Å
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+ k2

I

ã
A

mit
kI ≡

ω

c̄I
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Skineffekt

Randbedingungen und Normierung

Randbedingungen an Grenzfläche (Σ = 0, J = 0):

êρ · [εIE(R + 0+, t)− εME(R − 0+, t)] = 0

êρ · [B(R + 0+, t)− B(R − 0+, t)] = 0

und

êρ × [E(R + 0+, t)− E(R − 0+, t)] = 0

êρ ×
[

1
µI

B(R + 0+, t)− 1
µM

B(R − 0+, t)
]

= 0

´
nicht-trivial!

Definition der Amplitude des Gesamtstroms I0 ∈ R:

I(t) = 2π

R∫
0

dρ ρ j(ρ, t) = ê3 Re
[

I0e−iωt
]

= ê3I0 cos(ωt) , I0 ≡ 2π

R∫
0

dρ ρj(ρ)

Fazit: A,E,B, j vollständig festgelegt!
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Skineffekt

Die Bessel’sche Differentialgleichung & ihre Lösungen
Die Gleichungen für das Vektorpotential:

0 =

Å
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+ k2

M

ã
A , 0 =

Å
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+ k2

I

ã
A

sind Spezialfälle der allgemeinen Bessel’schen Differentialgleichung

z2 d2w

dz2
+ z

dw

dz
+ (z2 − ν2)w = 0

(
zwei unabhängige Lösungen:

Jν(z) und Yν(z)

)
→ Lösung: (regulär in ρ = 0 ; a, b1, b2 zunächst unbestimmt)

A(ρ) = aJ0(kMρ) (ρ < R)

= b1J0(kIρ) + b2Y0(kIρ) (ρ > R)

Asymptotisches Verhalten von J0, Y0: (| arg(z)| < π, falls z komplex)

J0(z) ∼ 1− 1
4

z2 + 1
64

z4 Y0(z) ∼ 2
π

[
ln
(

1
2

z
)

+ γ
]

(|z| → 0)

J0(z) ∼
»

2
πz

cos
(

z − 1
4
π
)

Y0(z) ∼
»

2
πz

sin
(

z − 1
4
π
)

(|z| → ∞)
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Skineffekt

Bestimmung der Konstanten a

I0 = 2π

R∫
0

dρ ρj(ρ) = 2πiωσa

R∫
0

dρ ρJ0(kMρ) =
2πiωσa

(kM)2

kMR∫
0

dz zJ0(z)

=
2πiωσa

iωσµM

kMR∫
0

dz
d

dz
[zJ1(z)] =

2πa

µM
kMRJ1(kMR)

mit :

J′0(z) = −J1(z) , 0 = zJ′′0 + J′0 + zJ0 = −(zJ′1 + J1) + zJ0 = −
d

dz
(zJ1) + zJ0

Asymptotisches Verhalten von J1:

J1(z) ∼ 1
2

z
(

1− 1
8

z2 + 1
192

z4 + · · ·
)

(|z| → 0)

∼
√

2
πz

cos
(

z − 3
4
π
)

(|z| → ∞)

Insgesamt innerhalb des Drahts:

A(ρ) =
µMI0

2π

J0(kMρ)

kMRJ1(kMR)
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Skineffekt

Niederfrequente Wechselströme

Für niedrige Frequenzen (δ � R): [ Verwende j(ρ) = iωσA(ρ) ]

A(ρ) ∼
µMI0δ2

2πiR2

[
1 +

i

4δ2
(R2 − 2ρ2) +

1

8δ4

(
R2ρ2 − 1

2
ρ4 − 1

3
R4
)

+ · · ·
]

j(ρ) ∼
I0

πR2

[
1 +

i

4δ2
(R2 − 2ρ2) +

1

8δ4

(
R2ρ2 − 1

2
ρ4 − 1

3
R4
)

+ · · ·
]

→ Stromdichte:

j(ρ, t) ∼
I0

πR2
ê3

ß [
1 +

1

8δ4

(
R2ρ2 − 1

2
ρ4 − 1

3
R4
)

+ · · ·
]

cos(ωt)

+

[
1

4δ2
(R2 − 2ρ2) + · · ·

]
sin(ωt)

™
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7.4 Skintiefe und Skineffekt

Skineffekt

Hochfrequente Wechselströme

Für hohe Frequenzen (δ � R):

A(ρ) ∼
µMI0

2πikMR

(
R

ρ

) 1
2

e
i−1
δ

(R−ρ) ∼
µMI0

2πi
√

2i

δ
√

Rρ
e

i−1
δ

(R−ρ)

j(ρ) = iωσA(ρ) ∼
I0

πδ2
√

2i

δ
√

Rρ
e

i−1
δ

(R−ρ) ∼
I0

πδ
√

2Rρ
e

i−1
δ

(R−ρ)− 1
4
πi

→ Stromdichte:

j(ρ, t) ∼ ê3
I0

πδ
√

2Rρ
e−

R−ρ
δ cos

(
R−ρ
δ
− ωt − π

4

)
Fazit: Strom auf dünne Grenzschicht (R − ρ) = O(δ) beschränkt!

Skineffekt!
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7.4 Skintiefe und Skineffekt

Skineffekt

Bestimmung der Parameter b1,2 aus den Randbedingungen

Aus A(R − 0+) = A(R + 0+) folgt:

b1J0(kIR) + b2Y0(kIR) = aJ0(kMR)

Aus − 1
µM

dA
dρ (R − 0+) = − 1

µI
dA
dρ (R + 0+) folgt: (mit Y ′0 = −Y1)

kI

µI
[b1J1(kIR) + b2Y1(kIR)] =

akM

µM
J1(kMR)

Zusammenfassend:(
b1

b2

)
= a

Å
J0(kIR) Y0(kIR)

kI
µI

J1(kIR) kI
µI

Y1(kIR)

ã−1Å
J0(kMR)

kM
µM

J1(kMR)

ã
Fazit:

A,E,B, j vollständig bekannt (∀x ∈ R3)
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7.4 Skintiefe und Skineffekt

Skineffekt

Spezialfall: gutes Metall (σ →∞, δ
R ↓ 0, I0 fest)

⇒ a

Å
J0(kMR)

kM
µM

J1(kMR)

ã
∼

I0

2πR

(
0
1

) (
δ
R
↓ 0
)

⇒ Für ρ > R:
A(ρ) = b1J0(kIρ) + b2Y0(kIρ)

∼
µII0

2πkIR

J0(kIR)Y0(kIρ)− Y0(kIR)J0(kIρ)

J0(kIR)Y1(kIR)− Y0(kIR)J1(kIR)

(
δ
R
↓ 0
)

⇒ Felder außerhalb des Drahts endlich! Denn E(ρ) = iωA(ρ) und:

B(ρ) = −
dA
dρ

(ρ) ∼
µII0

2πR

J0(kIR)Y1(kIρ)− Y0(kIR)J1(kIρ)

J0(kIR)Y1(kIR)− Y0(kIR)J1(kIR)

(
δ
R
↓ 0
)

Tangentiale Komponenten der Felder:

E(R + 0+, t) = 0 , H(R + 0+, t) = êϕ
I0

2πR
cos(ωt)

Maxwell-Gleichung →
∇×H = j +

∂D

∂t
= ê3 Re

[
(1− iωτ)j(ρ)e−iωt

]
∼ j

(
δ
R
↓ 0
)

Satz von Stokes →
∮

dx ·H(x, t) = I (t) ⇒ Fazit: Σ = 0, J 6= 0
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Einführung

7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter
Fourier-Analyse ⇒ untersuche harmonische Lösungen mit Frequenz ω:

E(x, t) = Re
[
E(x)e−iωt

]
, B(x, t) = Re

[
B(x)e−iωt

]
Bereits bekannt: σ =∞ ⇒ E = B = j = 0

Eventuell:
ß

Oberflächenstromdichte J 6= 0

Oberflächenladungsdichte Σ 6= 0

Im isolierenden Bereich D:

∇× E +
∂B

∂t
= 0 , ∇ ·D = ε∇ · E = 0 ⇒ ∇× E = iωB , ∇ · E = 0

Definiere komplexes Vektorpotential: A(x) ≡ E(x)/iω → reelles Vektorpotential:

A(x, t) ≡ Re
[
A(x)e−iωt

]
∇ · A = Re

[
(∇ ·A)e−iωt

]
= Re

[
1

iωε
(∇ · E)e−iωt

]
= 0 (∀x ∈ D)

Felder:
E(x, t) = −

∂A

∂t
= Re

[
iωA(x)e−iωt

]
B(x, t) =∇× A = Re

[
(∇×A) (x)e−iωt

]
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Einführung

Helmholtz-Gleichung im Hohlraum

Im Hohlraum:Å
1

c̄ 2

∂2

∂t2
−∆

ã
A = 0

Å
x ∈ D , c̄ =

1
√
εµ

ã
→ Helmholtz-Gleichung für A(x):

⇒
Å

∆ +
ω2

c̄ 2

ã
A = (∆ + k2)A = 0Å

x ∈ D, λ = k2 ≡
ω2

c̄ 2

ã
Definition:

n̂(x) ≡ Normalvektor auf Rand ∂D (∀x ∈ ∂D)

Im Leiter eingebetteter Isolator
(Hohlraum)
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Einführung

Randbedingungen

Randbedingungen n̂× E = 0 , n̂ · B = 0 (x ∈ ∂D) →

n̂×A = 0 (x ∈ ∂D)

Inhomogene Maxwell-Gleichungen:

∇ ·D = ρ

∇×H = j + ∂D
∂t

™ (Gauß)
−→

(Stokes)

ß
Σ = n̂ ·D
J = n̂×H

bzw.
Σ = ε n̂ · E = εRe

[
iω(n̂ ·A)e−iωt

]
J = 1

µ
n̂× B = 1

µ
Re
[
n̂× (∇×A)e−iωt

]
Dichten (Σ, J) nicht unabhängig, erfüllen Kontinuitätsgleichung:

0 =
∂Σ

∂t
+∇t · J =

∂Σ

∂t
− [n̂× (n̂×∇)] · J [ x ∈ ∂D , ∇t ≡∇− n̂(n̂ ·∇) ]

Bemerkung: Endliche Leitfähigkeit im Metall → Dissipation!
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Beispiel: Quaderförmiger Hohlraum

Quaderförmiger Hohlraum

Einfaches Beispiel:

D = {x | 0 < xi < Li}

Variablentrennung → Lösung:

A1 = a1 cos(k1x1) sin(k2x2) sin(k3x3)

A2 = a2 sin(k1x1) cos(k2x2) sin(k3x3)

A3 = a3 sin(k1x1) sin(k2x2) cos(k3x3)

Wellenvektor k = (k1, k2, k3) mit

ki =
niπ

Li

ñ
ni ∈ N

ni = 0⇒
nj 6= 0 (j 6= i)]

ô
Coulomb-Eichung k · a = 0:
⇒ nur zwei der drei ai unabhängig

Quaderförmiger isolierender Hohlraum D
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Beispiel: Quaderförmiger Hohlraum

Oberflächendichten, TE-/TM-Moden
Elektrisches Feld im Resonator: E = Re[iωAe−iωt ]

Magnetfeld: B = Re[(∇×A)e−iωt ] mit

∇×A =

Ç
sin(k1x1) cos(k2x2) cos(k3x3)(k2a3 − k3a2)
cos(k1x1) sin(k2x2) cos(k3x3)(k3a1 − k1a3)
cos(k1x1) cos(k2x2) sin(k3x3)(k1a2 − k2a1)

å
Dichten (Σ, J) z. B. auf Fläche x1 = 0: (erfüllen Kontinuitätsgleichung)

Σ(t) = ωε sin(k2x2) sin(k3x3) Re
[

ia1e−iωt
]

J(t) =
1

µ
ê1 × B =

1

µ

(
0

− cos(k2x2) sin(k3x3) Re
[

(k1a2 − k2a1)e−iωt
]

sin(k2x2) cos(k3x3) Re
[

(k3a1 − k1a3)e−iωt
]
)

Quader = Zylinder in ê3-Richtung mit rechteckigem Querschnitt!

Wahl der zwei unabhängigen Lösungen:
I E3 = 0 : transversal-elektrische (TE) Mode

I B3 = 0 : transversal-magnetische (TM) Mode
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Beispiel: Quaderförmiger Hohlraum

TE- und TM-Wellen

TE-Welle: k · a = 0 , a3 = 0 ⇒ a2 = − k1
k2

a1 ⇒ Vektorpotential:

ATE =

(
cos(k1x1) sin(k2x2) sin(k3x3)

− k1
k2

sin(k1x1) cos(k2x2) sin(k3x3)

0

)
Re
[

a1e−iωt
]

TM-Welle:
ß

k · a = 0

k1a2 − k2a1 = 0

™
⇒

®
a2 = k2

k1
a1

a3 = − k2
1 +k2

2
k1k3

a1

´
⇒ Vektorpotential:

ATM =

Ñ
cos(k1x1) sin(k2x2) sin(k3x3)

k2
k1

sin(k1x1) cos(k2x2) sin(k3x3)

− k2
1 +k2

2
k1k3

sin(k1x1) sin(k2x2) cos(k3x3)

é
Re
[

a1e−iωt
]

⇒
ß
∃
@

™
niederfrequente

ß
TE

TM

™
-Moden mit (n1, n2) ∈ {(1, 0), (0, 1)}
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Zylindergeometrien, TE- und TM-Wellen

Zylinderförmige Hohlräume
Zylindrischer Hohlraum ‖ ê3 mit beliebigem Querschnitt:

0 < x3 < L3 , x⊥ ≡ (x1, x2) ∈ D⊥

Vektorpotential:
A(x) =

Ç
a1(x⊥) sin(k3x3)
a2(x⊥) sin(k3x3)
a3(x⊥) cos(k3x3)

å
TE-Welle: [ κ2 = k2 − k2

3 = ω2

c̄ 2 − k2
3 ](

∆2 + κ2
)(a1

a2

)
=

(
0
0

)
, a3 = 0 ,

∂a1

∂x1
+
∂a2

∂x2
= 0 (x⊥ ∈ D⊥)

Randbedingung n̂×A = 0 →
ß

a3 = 0

n2a1 − n1a2 = 0

™
(x⊥ ∈ ∂D⊥)

Form von a(x⊥):

a =

Ç
a1

a2

0

å
=∇×

Ç
0
0
ψ

å
=

Ç
∂ψ/∂x2

−∂ψ/∂x1

0

å
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Zylindergeometrien, allgemeine Lösung für TE-Wellen

Allgemeine Lösung für TE-Wellen

Das Feld ψ(x⊥) erfüllt:

(∆2 + κ2)ψ = λ

Å
x⊥ ∈ D⊥

λ ∈ R konstant

ã
;

(
n1

n2

)
·∇2ψ =

∂ψ

∂n
= 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

Alternative Darstellung:

(∆2 + κ2)ψ̃ = 0 ,
∂ψ̃

∂n
= 0 , ψ̃ ≡

(
ψ −

λ

κ2

)
Wähle o. B. d. A.: λ = 0 ⇒

(∆2 + κ2)ψ = 0 (x⊥ ∈ D⊥) ,
∂ψ

∂n
= 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

Fazit: TE-Welle ↔ Neumann-Problem für 2-dimensionale Helmholtz-Gleichung
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Zylindergeometrien, allgemeine Lösung für TM-Wellen

Allgemeine Lösung für TM-Wellen

TM-Welle: [ κ2 = k2 − k2
3 = ω2

c̄ 2 − k2
3 ]

(∆2 + κ2)a = 0 ,
∂a1

∂x2
−
∂a2

∂x1
= 0 ,

∂a1

∂x1
+
∂a2

∂x2
− k3a3 = 0 (x⊥ ∈ D⊥)

Randbedingung n̂×A = 0 →

a3 = 0, n2a1 − n1a2 = 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

∂a1
∂x2
− ∂a2

∂x1
= 0 ⇒ Differential dψ = a1dx1 + a2dx2 exakt ⇒ ∃ψ(x⊥) mit:

a1 =
∂ψ

∂x1
, a2 =

∂ψ

∂x2
, k3a3 = ∆2ψ (x⊥ ∈ D⊥)

Das Feld ψ erfüllt:

(∆2 + κ2)ψ = λ1 ( x⊥ ∈ D⊥ , λ1 ∈ C konstant )
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Zylindergeometrien, allgemeine Lösung für TM-Wellen

Randbedingungen:

∆2ψ = 0 ,

(
−n2

n1

)
·∇2ψ = ∇2tψ = 0 (x⊥ ∈ D⊥)

ψ = λ2 (x⊥ ∈ ∂D⊥ , λ2 ∈ C konstant)

Kombination mit Randbedingung ∆2ψ = 0 und PDGl. →

λ1 = ∆2ψ + κ2ψ = κ2λ2 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

Definition: ψ̃ ≡ ψ − λ2 ⇒

(∆2 + κ2)ψ̃ = 0 (x⊥ ∈ D⊥) , ψ̃ = 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

Wähle o. B. d. A.: λ2 = 0 ⇒

(∆2 + κ2)ψ = 0 (x⊥ ∈ D⊥) , ψ = 0 (x⊥ ∈ ∂D⊥)

Fazit: TM-Welle ↔ Dirichlet-Problem für 2-dimensionale Helmholtz-Gleichung
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7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Wellenleiter

Wellenleiter
Definition: Wellenleiter ≡ zylindrischer Hohlraum mit L3 =∞

Struktur der Lösungen:

A(x, t) = Re
[
a(x⊥)e i(k3x3−ωt)

]
, (∆2 + κ2)a = 0 , ω = c̄

√
κ2 + k2

3

Phasengeschwindigkeit der Welle:

ω

k3
= c̄

√
κ2 + k2

3

k3
> c̄

Gruppengeschwindigkeit:
∂ω

∂k3
= c̄

k3√
κ2 + k2

3

< c̄

⇒ geometrischer Mittelwert:(
ω

k3

∂ω

∂k3

)1/2

=

Å
∂ω2

∂k2
3

ã1/2

= c̄

[Gruppengeschwindigkeit relevant für Transport von
”
Information“]
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Anhang

SI-Einheiten

SI-Einheiten

Dielektrizitätskonstante des Vakuums:

ε0 ≡
1

µ0c2

Permeabilität des Vakuums:

µ0 ≡ 4π × 10−7 kg m

A2s2

Lichtgeschwindigkeit:

c ≡ 299 792 458 m/s

”
Wellenwiderstand“ des Vakuums:

»
µ0
ε0
' 376, 73 Ω

Elektrostatik
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Anhang

Beweis der Ladungserhaltung

Beweis der Ladungserhaltung

Inhomogene Maxwell-Gleichungen:

I. ∇ · E =
1

ε0
ρ IV. ∇× B− ε0µ0

∂E

∂t
= µ0j

Kontinuitätsgleichung:

∂ρ

∂t
+ ∇ · j =

∂

∂t
ε0∇ · E + ∇ ·

Å
1

µ0
∇× B− ε0

∂E

∂t

ã
= 0

Ladung: q(t) ≡
∫

dx ρ(x, t) ⇒ Satz von Gauß →

dq

dt
=

∫
R3

dx
∂ρ

∂t
= −

∫
R3

dx ∇ · j = −
∫
∂R3

dS · j = 0

Fazit: Ladungserhaltung! Allgemeine Eigenschaften
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Anhang

Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Warum
”
im Vakuum“?

Maxwell-Gleichungen
”
im Vakuum“:

I. ∇ · E =
1

ε0
ρ II. ∇ · B = 0

III. ∇× E +
∂B

∂t
= 0 IV. ∇× B− ε0µ0

∂E

∂t
= µ0j

Quellen ρ und j:

ρ(x, t) ≡
∑

i

qi δ(x− xi (t)) , j(x, t) ≡
∑

i

qi ẋi (t)δ(x− xi (t))

Dirac’sche Deltafunktion:
∫

dx′ f (x′)δ(x′ − x) = f (x) , δ(ξ) = δ(ξ1)δ(ξ2)δ(ξ3)

Konsistenz: Allgemeine Eigenschaften

0
?
=
∂ρ

∂t
+ ∇ · j =

∂

∂t

∑
i

qi δ(x− xi (t)) + ∇ · j

=
∑

i

qi

3∑
l=1

[
−ẋil (t)

∂

∂xl

]
δ(x− xi (t)) + ∇ · j = −∇ · j + ∇ · j = 0
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Anhang

Magnetische Monopole

Magnetische Monopole
Maxwell-Gleichungen

”
im Vakuum“ mit magnetischen Ladungen/Strömen?

I. ∇ · E = 1
ε0
ρe II. ∇ · B = ρm

III. ∇× E +
∂B

∂t
= −jm IV. ∇× B− ε0µ0

∂E

∂t
= µ0je

Ladungserhaltung? Maxwell-Gleichung II

∂ρm
∂t

+ ∇ · jm =
∂

∂t
∇ · B + ∇ ·

(
−∇× E− ∂B

∂t

)
= 0

Dirac (1931): Streuung einer elektrischen Ladung qe 6= 0 am Feld einer
magnetischen Ladung qm 6= 0 → Konsistenzbedingung qeqm

2π~ = n ∈ Z\{0}
Konsequenzen?

I Quantisierung der elektrischen Ladung: qe = n 2π~
qm

I Streuung einer Elementarladung: qe = |e| , n = n1 ⇒ qm = n1
2π~
|e|

→ magnetische Feinstrukturkonstante:

αm ≡
q2
m

4πµ0~c
=

(n1)2

4

4πε0~c

e2
=

(n1)2

4αe
� 1
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Anhang

Das Leiterparadoxon

Das Leiterparadoxon (in K und K ′)

x , x ′

0−L

K

−2L

K ′ v = 0

x

Zusammenstoß
z.Z. t = 0 = t′ (β = v

c
= 1

2

√
3 , γ = 2)

0−L

K
v →

x ′
−vt′−vt′− 1

2
L

−v ←

−2L

K ′

0−L
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Anhang

Das Leiterparadoxon

Das Leiterparadoxon in K ′ (β = 1
2

√
3 , γ = 2)

x ′

(t′ = 0)

0−L −1
2

L

−v ←

−2L

K ′

x ′

(
t′ = L

c

)
K ′

− 1
2

√
3L− 1

2
(
√

3 + 1)L

−v ←

−2L

−L

x ′

(
t′ = 2L

c

)K ′

−
√

3L−(
√

3 + 1
2

)L

−v ←

−2L
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Anhang

Das Leiterparadoxon

Das Leiterparadoxon in K ′ (β = 1
2

√
3 , γ = 2)

x ′

(t′ = 0)

0−1
2

L

−v ←

−(2 +
√

3)L −(1 + 1
2

√
3)L

K ′

x ′

[
t′ =

(1+ 1
2

√
3)L

c

]K ′

−
(

5
4

+ 1
2

√
3
)

L −
(

3
4

+ 1
2

√
3
)

L

−v ←

−(2 +
√

3)L

−(1 + 1
2

√
3)L

x ′

[
t′ = (2+

√
3)L

c

]K ′

−(1 +
√

3)L

−v ←

−(2 +
√

3)L
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Anhang

Das Leiterparadoxon

Das Leiterparadoxon in K (β = 1
2

√
3 , γ = 2)

x

(t = 0)

0−L

K
v →

Ruhelänge Leiter: 2L

−(1 + 1
2

√
3)L

v →
Ruhelänge Leiter:

(2 +
√

3)L

x

(
t = L

2c

)
0

−L

K

− 1
2

L

−(1 + 1
4

√
3)L

v →

x

(
t = L

c

)
0−L

K
v →

Lorentz-Kontraktion
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Anhang

Kovariante Form der Maxwell-Theorie mit magnetischen Monopolen

Kovariante Beschreibung von magnetischen Monopolen?

Maxwell-Gleichungen
”
im Vakuum“ mit magnetischen Ladungen/Strömen:

I. ∇ · E =
1

ε0
ρe II. ∇ · B = ρm

III. ∇× E +
∂B

∂t
= −jm IV. ∇× B− ε0µ0

∂E

∂t
= µ0je

Ladungserhaltung:
∂ρm
∂t

+ ∇ · jm = 0

Feldtensor & dualer Feldtensor?

Fµν =

Ö
0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −cB3 cB2

E2 cB3 0 −cB1

E3 −cB2 cB1 0

è
, F̃µν =

Ö
0 −cBT

cB
0 E3 −E2

−E3 0 E1

E2 −E1 0

è
Wie bisher: ∂µFµν = µ0cjνe & außerdem ....
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Kovariante Form der Maxwell-Theorie mit magnetischen Monopolen

Kovariante Beschreibung von magnetischen Monopolen?

Wie bisher: ∂µFµν = µ0cjνe & außerdem:

∂µF̃µ0 = c(∇ · B) = cρm

sowie
∂µF̃µj = −

(
∂B

∂t
+ ∇× E

)
j

= jmj

Daher insgesamt? ∂µF̃µν = jνm , jνm ≡ (cρm, jm)

Fazit: ∃ kovariante Beschreibung von magnetischen Monopolen! (eindeutig?)

Dualitätstransformation! (kontinuierlich)

(F ′)µν ≡ cos(ξ)Fµν + sin(ξ)F̃µν (ξ Pseudoskalar)

(F̃ ′)µν ≡ cos(ξ)F̃µν + sin(ξ) ˜̃Fµν = cos(ξ)F̃µν − sin(ξ)Fµν

Matrixform?
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Kovariante Form der Maxwell-Theorie mit magnetischen Monopolen

Kovariante Beschreibung von magnetischen Monopolen?

In Matrixform?Å
F ′

F̃ ′

ã
=

Å
cos(ξ) sin(ξ)
− sin(ξ) cos(ξ)

ãÅ
F

F̃

ã
,

Å
E′

cB′

ã
=

Å
cos(ξ) sin(ξ)
− sin(ξ) cos(ξ)

ãÅ
E

cB

ã
4-Divergenz!Å
µ0cj ′e

j ′m

ã
=

Å
cos(ξ) sin(ξ)
− sin(ξ) cos(ξ)

ãÅ
µ0cje

jm

ã
⇒ j ′m = − sin(ξ)µ0cje +cos(ξ)jm

Konsequenzen?

I Physikalische Dimensionen: [jm]/[je] = [µ0c] =
î√

µ0/ε0

ó
= Ω

Numerischer Wert:
√
µ0/ε0 ' 376, 73 Ω (

”
Wellenwiderstand“ des

Vakuums) Zusammenfassung

I (E, cB) , (µ0cje, jm) durch Drehung ineinander überführbar! (Dualität!)

I Falls ∀xµ gilt: jm = λµ0cje ⇒ wähle tan(ξ) = λ ⇒ j ′m = 0
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Beweis 4-Gradient = 4-Vektor

Beweis der 4-Vektor-Natur des 4-Gradienten
Behauptung: Der 4-Gradient

∂µϕ =
∂ϕ

∂xµ
=
Å

1

c

∂ϕ

∂t
,∇ϕ

ã
ist ein kovarianter 4-Vektor!

Beweis? Poincaré-Transformation →

(x ′)µ = Λµν xν + aµ bzw. xµ = (Λ−1)µν [(x ′)ν − aν ]

⇒ Transformationsverhalten der Ableitungen? 4-Vektoren

∂′ν =
∂xµ

∂(x ′)ν
∂µ = (Λ−1)µν ∂µ = Λ µ

ν ∂µ
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Beweis Satz von Helmholtz für antisymmetrische Tensoren

Satz von Helmholtz für antisymmetrische Tensoren 2. Stufe

Behauptung: ∂µAµν = 0 ⇔ ∃ξµ mit Aµν = εµνρσ∂ρξσ

Beweis? ∂µAµν = 0 mit Aµν = (p, a) ⇒ für ν = 0:

0 = ∂µAµ0 = ∇ · p ⇔ ∃ ξ mit p = ∇× ξ

und für ν = j :

0 = ∂µAµj = εjik∂i (ak − ∂0ξk ) , ∇× (a− ∂0ξ) = 0

Fazit? Helmholtz’scher Satz →

0 = ∂µAµj ⇔ ∃ ξ0 mit a = ∂0ξ + ∇ξ0

Definiere: ξµ ≡ (ξ0, ξ) → Dualitätstransformationen

Aµν = (p, a) = (∇× ξ, ∂0ξ + ∇ξ0) = εµνρσ∂ρξσ
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Invarianten I1, I2 des elektromagnetischen Feldes

Invarianten I1, I2 des elektromagnetischen Feldes

Beweis? interpretiere Transformationsverhalten von Fµν unter L↑+:

(F ′)µν = ΛµρΛνσF ρσ , Λµν = e−iα·L−φ·M

als komplexe Drehung von F ≡ E + icB !

F′ = R(α− iφ)F

Reelle Drehungen R(α) = e−iα·` ⇒

einzige Invariante: Längenquadrat eines Vektors

Komplexe Drehungen komplexer Vektoren? analog:

F′ · F′ = (RF) · (RF) = F · (RTRF) = F · F

Längenquadrat von F = E + icB?

F2 = F · F = [E2 − (cB)2] + 2iE · (cB) = I1 + 2iI2

Fazit: I1 = Re(F2) , I2 = 1
2
Im(F2) einzige Invarianten! Invarianten
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Beweis A vollständig durch x ·A und iL̂ ·A bestimmt

A vollständig durch x ·A und iL̂ ·A bestimmt

Beweis: Das Differenzvektorpotential a ≡ A1 −A2 6= 0 erfüllt

x · a = 0 , iL̂ · a = 0 , ∇ · a = 0 (x ∈ D)

Daher:
ß

x · a = 0
a = ax êx + aϑêϑ + aϕêϕ

™
⇒
ß

ax = 0
a = aϑêϑ + aϕêϕ

™
Identitäten:

0 = ∇ · a = 1
x sin(ϑ)

{∂ϑ[sin(ϑ)aϑ] + ∂ϕaϕ}
0 = iL̂ · a = 1

sin(ϑ)
{∂ϑ[sin(ϑ)aϕ]− ∂ϕaϑ}

Kombination → L̂2
[sin(ϑ)aϑ] = 0 , L̂2

[sin(ϑ)aϕ] = 0

Allgemeine Lösung: Sphärische Symmetrie

sin(ϑ)aϑ = fϑ(x)Y00(Ω) , sin(ϑ)aϕ = fϕ(x)Y00(Ω)

⇒ a = aϑêϑ + aϕêϕ = 1√
4π sin(ϑ)

[fϑ(x)êϑ + fϕ(x)êϕ]

Annahme a regulär ⇒ fϑ ≡ 0 , fϕ ≡ 0 ⇒ a = 0  

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

Anhang

Retardierte elektromagnetische Felder

Retardierte elektromagnetische Felder
Gegeben? retardierte Potentiale

Φ(R,β) =
q

4πε0

1

R − β · R , A(R,β) =
q

4πε0c

β

R − β · R

Gesucht? retardierte Felder

E(x, t) = −∇xΦ−
∂A

∂t
, B(x, t) = ∇x × A

Relativvektor R(x, τ) . . .

R(x, τ) ≡ x− xq(τ) , R(x, τ) ≡ |R(x, τ)|

Retardierte Zeit τ(x, t) . . .

τ +
R(x, τ)

c
≡ t
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Retardierte elektromagnetische Felder
Retardierte Potentiale

Φ(R,β) =
q

4πε0

1

R − β · R , A(R,β) =
q

4πε0c

β

R − β · R

Orts-/Zeitableitungen von (Φ,A)?

−
(
∂Φ

∂xi

)
t

= −
ï
∂Φ

∂Rj

(
∂Rj

∂xi
+
∂Rj

∂τ

∂τ

∂xi

)
+
∂Φ

∂βj

dβj

dτ

∂τ

∂xi

ò
−
(
∂Ai

∂t

)
x

= −
Å
∂Ai

∂Rj

∂Rj

∂τ
+
∂Ai

∂βj

dβj

dτ

ã
∂τ

∂t

Bi = εijk

Å
∂Ak

∂xj

ã
t

= εijk

ï
∂Ak

∂Rl

Å
∂Rl

∂xj
+
∂Rl

∂τ

∂τ

∂xj

ã
+
∂Ak

∂βl

dβl

dτ

∂τ

∂xj

ò
Daher partielle Ableitungen von (R,β) erforderlich!

β(τ) = − 1

c

∂R

∂τ
(x, τ) =

1

c

dxq

dτ
(τ) , β̇(τ) ≡ dβ

dτ
(τ) =

1

c

d2xq

dτ 2
(τ)

Ortsableitung von R(x, τ) = x− xq(τ)?
∂Rj

∂xi
= δij
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Retardierte elektromagnetische Felder

Retardierte Potentiale

Φ(R,β) =
q

4πε0

1

R − β · R , A(R,β) =
q

4πε0c

β

R − β · R

Ableitungen von R(x, τ) durch Ableiten der Identität 1
2 R2 = 1

2R
2!(

∂R

∂τ

)
x

= −R · u
R

= −cR̂ · β ,
(
∂R

∂xi

)
τ

=
Ri

R
=
(
∂R

∂Ri

)
τ

Ableitungen von τ(x, t)? [verwende Identität τ = t − R
c

](
∂τ

∂t

)
x

= 1− 1

c

∂R

∂τ

(
∂τ

∂t

)
x

= 1 + (R̂ · β)
(
∂τ

∂t

)
x(

∂τ

∂xi

)
t

= −1

c

[(
∂R

∂xi

)
τ

+
(
∂R

∂τ

)
x

(
∂τ

∂xi

)
t

]
Daher

(
∂τ

∂t

)
x

=
1

1− β · R̂
,

(
∂τ

∂x

)
t

=
− 1

c
R̂

1− β · R̂
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Retardierte elektromagnetische Felder
Einsetzen dieser Ableitungen ergibt? (mit R̂i ≡ Ri/R)

−
(
∂Φ

∂xi

)
t

= − q

4πε0

®
− R̂j − βj

(R − β · R)2

ñ
δij + (−cβj )

(− 1
c

R̂i )

1− β · R̂

ô
− (−Rj )

(R − β · R)2
β̇j

(− 1
c

R̂i )

1− β · R̂

´
=

q

4πε0R2

(1− β · R̂)(R̂i − βi ) + (R̂ · β − β2)R̂i + 1
c

R(R̂ · β̇)R̂i

(1− β · R̂)3

und

−
(
∂Ai

∂t

)
x

= − q

4πε0c

®
− βi (R̂j − βj )

(R − β · R)2
(−cβj )

+

ï
δij

R − β · R −
βi (−Rj )

(R − β · R)2

ò
β̇j

´
1

1− β · R̂

=
q

4πε0R2

−(R̂ · β)βi + β2βi − 1
c

R[(1− β · R̂)β̇i + (R̂ · β̇)βi ]

(1− β · R̂)3
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Retardierte elektromagnetische Felder

Insgesamt? [Verwende Identität a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c]

E(x, t) =
q
{

(1− β2)(R̂− β) + 1
c

R[(R̂ · β̇)(R̂− β)− R̂ · (R̂− β)β̇]
}

4πε0R2(1− β · R̂)3

Analog für Magnetfeld:

Bi =
q

4πε0c
εijk

®
− βk (R̂l − βl )

(R − β · R)2

ñ
δlj + (−cβl )

(
− 1

c
R̂j

)
1− β · R̂

ô
+

ï
δkl

R − β · R −
βk (−Rl )

(R − β · R)2

ò
β̇l

(
− 1

c
R̂j

)
1− β · R̂

´
=

q

4πε0cR2
εijk

−(1− β2)R̂jβk − 1
c

R[(1− β · R̂)β̇k + (R̂ · β̇)βk ]R̂j

(1− β · R̂)3

Fazit: B = 1
c (R̂× E) ⇒ B ⊥ E

Liénard-Wiechert-Potentiale
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