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Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—Organisatorisches
I—AIIgemeines

Dozent:
» Name: Peter G.J. van Dongen
» Zimmer: 03-123 (Physikgebiude)
» Tel.: (39)25609

» E-Mail: Peter.vanDongen@uni-mainz.de
Sekretariat: Elvira Helf, Tel.: (39)25171, Zimmer 03-128

Vorlesung:
» Zeit und Ort: Mo 8-10 HS C 02
Mi 12-14, SR 2 Kph (am 8.11.: HS N6)
» Zielgruppe: Physik- & Mathematikstudierende ab dem 3. Semester

> Geforderte Vorkenntnisse:
MRM, Theoretische Physik 1, Mathematik fiir Physiker 1/2(a/b)
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I—Organisatorisches
I—Schein—Kriterien & Zeitaufwand

Schein-Kriterien:
» Scheinvergabe aufgrund der Teilnahme an Ubungen & Klausur
» > 60% der Punkte aus der Ubung (Priifungsvorleistung)
» > 55% der Punkte aus der Klausur (Modulpriifung)

Stundenzahl Vorlesung & Ubung:
» 4V (+Vor/Nacharbeiten, ungefdhr 2 Std./Woche)
> 2U (4Probleme Bearbeiten, bis ungefihr 6 Std./Woche)

» Zum Vor/Nacharbeiten: Es wird ein Skriptum herausgegeben

[ Tipp: lieber mitdenken als mitschreiben! |

Skript, Handout und Ubungsblitter auf der Webseite:
http: //www.komet337.physik.uni-mainz.de /716 _DEU_HTML.php

Zugang: einfach mit lhrem ZDV-Benutzername & -Passwort
(wird auf Campus aber nicht benétigt)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—Organisatorisches
I—Modalitéten der Ubung

Modalititen der Ubung?

» Ubungsblitter werden am Montag wihrend der Vorlesung auf der
Webseite eingestellt.

> Jedes Ubungsbla_n_tt enthalt einen Prisenzaufgaben- und einen Hausauf-
gabenanteil. 1. Ubung in der 2. Woche (mit 2 Prasenzaufgaben).

> Abgabe von Losungen des in der vorangegangen Woche verteilten
Ubungsblatts am Montag bis 10.15 Uhr (Postfach).

> Korrigierte Ldsungen werden in der Ubung zuriickgegeben.

> Jeder gibt die eigenen handschriftlich erstellten Lésungen der
Ubungsaufgaben ab.  Jedoch:

> Die Teilnehmer kdnnen Ubungen zu zweit abgeben, falls beide an der
Ubungsstunde teilnehmen.

> Fragen an Ubungsgruppenleiter iiber neue Aufgaben méglich und
erwiinscht.

» Die Anwesenheit in den Ubungen ist erwiinscht.

> Vorrechnen durch Teilnehmer von gelésten Ubungsaufgaben in der Ubung
ist erwiinscht (— wissenschaftliche Prasentationen!).
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L Organisatorisches
I—L"Jbungsleitung & Klausur

Ubungsleitung & Klausur

Ubungsleitung: Peter G. J. van Dongen  (Kontaktdaten s. oben)

Ubungsgruppen(leiter): (E-Mail: X@students.uni-mainz.de)

Gr. 1. Mo. 12-14 SR C, Niklas Keil (X = nikeil , Postfach 31)
Gr. 2. Di. 14-16 SR C, Sascha Kromin (X = skromin, Postfach 32)
Gr. 3. Mi. 16-18 SR D, Jan Rothorl (X = jrothoer, Postfach 33)

Zeit/Ort der Klausur & Klausureinsicht:
> Klausur: Freitag, 23.2.2018, 9-12 Uhr (Horsaal C03)
» Klausureinsicht: Mittwoch, 28.2.2018, 14-16 Uhr (Newton-Raum)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—Organisatorisches
I—Vorlesungsinhalte

Kurze Inhaltsangabe der Vorlesung:
» Einfiihrung: Die Dynamik von Teilchen und Feldern, Wellen!!
» Kovariante Formulierung der Elektrodynamik: SRT
» Extremalprinzipien: Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

» Symmetrien und Invarianzen der Maxwell-Gleichungen,
ErhaltungsgroBen

» Elektrodynamik makroskopischer Kérper, Anwendungen

» Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen, Anwendungen
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I—Organisatorisches
I—Literatur

Empfehlenswerte Literatur |

L.D. Landau, E.M. Lifschitz
Lehrbuch der Theoretischen Physik
Band Il (Klassische Feldtheorie)
Akademie-Verlag (Berlin, 1987)

L.D. Landau, E.M. Lifschitz
Lehrbuch der Theoretischen Physik
Band VIII (Elektrodynamik der Kontinua)
Akademie-Verlag (Berlin, 1985)

M. Schwartz
Principles of Electrodynamics
Dover Publications (New York, 1987)
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I—Organisatorisches
I—Literatur

Empfehlenswerte Literatur I

J.D. Jackson
Klassische Elektrodynamik
De Gruyter (Berlin, 1983)

H. Romer, M. Forger
Elementare Feldtheorie
VCH (Weinheim, 1993)

W. Pauli
Theory of Relativity

Dover Publications (New York, 1981)
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Kapitel 1: Einfiihrung in die
Elektrodynamik

» 1.0 Einfiihrende Bemerkungen

» 1.1 Die Maxwell-Gleichungen

» 1.2 Statische elektromagnetische Felder

» 1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall
» 1.4 Elektromagnetische Potentiale

» 1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—1.0 Einfilhrende Bemerkungen
L Basisprinzipien

Basisprinzipien:

Elektrodynamik:

elektromagnetische Felder AALE geladene materielle Teilchen
Lorentz-Kovarianz: (SRT!)
Elektrizitat + Magnetismus < Elektromagnetismus
Extremalprinzipien:

Klassische Mechanik fiir Teilchen
Klassische Feldtheorie fiir elektromagnetische Felder
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|—1.0 Einfiihrende Bemerkungen
I—Basisgesetze der Statik

Basisgesetze der Statik: Elektrostatik

_ Mo e Lot B s 7 A gy 0 Y

|

Charles-Augustin de Coulomb (1785)

| - 1% . _
| 1= "—>%X12 , X12=X1—X2
A X12 _
| Fo=—-F1 , Xpp=—" , x1= x|
| | X12

Coulombs Drehwaage
(,elektrische Balance")
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I—1.0 Einfiihrende Bemerkungen
I—Basisgesetze der Statik

Basisgesetze der Statik: Magnetostatik

Jean-Baptiste Biot, Felix Savart (~1820)

| g _ Hol d€x3

Ar X2
B @E - ;) unendlich
Magnetfeld eines langen, Stromdrahts?

I |
B — o

= I X )/EJ_
B-Feld eines 27X
geraden Stromdrahts

geraden

. XL = |xy|

(x, L list Relativvektor zum Stromdraht)
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|—1.0 Einfiihrende Bemerkungen
I—Basisgesetze der Dynamik

Basisgesetze der Dynamik:

» Hans Christian @rsted (1820):

Elektrische Strome — Magnetfelder

» Michael Faraday (1831):

Zeitlich veranderliche Magnetfelder — Stréme in Stromkreisen

» James Clerk Maxwell (1864):

Zeitlich veranderliche elektrische Felder — Magnetfelder

Weitere Vorhersage der Maxwell-Theorie:

Existenz elektromagnetischer Wellen (Experiment: Heinrich Hertz, 1887)

» Hendrik Antoon Lorentz (1892/95/99, 1906):

Lorentz-Kraft, Entwicklung der SRT, ,Medium" < \Vakuum"

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L1 Die Dynamik der Felder

I—MaxweII—GIeichungen »im Vakuum®

Maxwell-Gleichungen ,im Vakuum™:
. V.E=1p Il V-B=0
€0
oB OE _ .
Il V xE+ 52 =0 V. ¥ x B = o = pof

Allgemeine Eigenschaften der Maxwell-Theorie:
> Logik: (p,j) vorgegeben —  (E,B) zu bestimmen

> Falls (E, B)-Felder (0:p, 0:j) beeinflussen:
dann sind weitere dynamische Gleichungen fiir (p,j) bendtigt!

Maxwell-Gleichungen linear in p, j — daher: Superpositionsprinzip!
Maxwell-GIn. | + IV — Ladungserhaltung: 22 4V -j =0
Maxwell-Theorie = klassische Feldtheorie  [E(x, t), B(x, t) € R

Maxwell-Theorie stark von H. A. Lorentz mit gepragt, daher manchmal
~Maxwell-Lorentz-Gleichungen” (A. Einstein)

vV v . v YvY

» Maxwell-Theorie invariant unter Lorentz-/Poincaré-Gruppe:
Bestandteil einer relativistischen Elektrodynamik!
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|—1.1 Die Dynamik der Felder

L Interpretation der Maxwell-Gleichungen

Interpretation der Maxwell-Gleichungen:

» Maxwell-Gl. I:  V-E = %p (verallgemeinertes Coulomb-Gesetz)

8—10/Ddxp(x,t):/Dde-E(x,t)Z/BDdS -E(x, 1)

Wahle:  p(x,t) = q26(x) . D= {x||x| < r}

~

Konsequenz: Coulomb-Gesetz  E(r) = ;-25% , [r|=r
» Maxwell-Gl. [I: 'V -B =0 (keine magnetischen ,,Monopole")
/ dS -B(x,t) =0
oD
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L1 Die Dynamik der Felder
|—Interpretation der Maxwell-Gleichungen

Interpretation der Maxwell-Gleichungen:

> Maxwell-Gl. [ll:  V xE+ 28 =0 — Konsequenz:

d"'i:i/ds ~B(x,t):—/dS -(VXE):—j{ dx - E(x, )
g~ dt ), i -

Fazit: Zeitliche Anderung des magnetischen Flusses durch F —
Induktionsspannung in Schleife 9F  (,Faraday’sches Induktionsgesetz")

> Maxwell-Gl. IV:  V x B — gouoE = poj — Konsequenz:

Mo/dS -(j—l—ao%) :/dS -(VXB):]{ dx -B
F ot F oF

Fazit: Elektrische Strome/zeitlich veranderliche elektrische Felder —

Magnetfelder (,,Ampeére’'sches Durchflutungsgesetz*; @rsted, Maxwell)
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|—1.1 Die Dynamik der Felder
I—MaxweII—GIeichungen »im Medium"

Maxwell-Gleichungen ,,im Medium"

Herleitung der Maxwell-Gleichungen ,im Medium"
durch raumliche Mittelung der Gleichungen ,im Vakuum™:

l. V-E:lp . Vv-B=0

€0

oB OE .
II. VXE—I—E—O V. VXB—Eo/,LoE—/J,oj

iber Bereiche ~ (102 A)3

Polarisation P

Im Medium: Effekte der {Magnetisierung M

Definiere Hilfsfelder: D =<¢E + P, HE%B—M =
. V-D=p . V-B=0

0B oD .
1. V><E—|—E—O V. VXH—E—j

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L1 Die Dynamik der Felder

L Materialgleichungen

Materialgleichungen
Polarisation, Magnetisierung in linearen, isotropen Medien:

H:%B_M} it M H lp E
m — m 3 - - e
D=cE+P | X e X

(Xm, Xe = magnetische bzw. dielektrische Suszeptibilitat)

1 1
Konsequenzz —B =(1+ xm)H=1H s_D = (14 xe)E=¢&.E
10 0

(relative Permeabilitat 1., relative Dielektrizitatskonstante &)

Beziehung Maxwell-Gleichungen ,im Medium" und ,im Vakuum®:

Ersetze: o — p = prpto . €0 — € = €160 — Konsequenz:

1 OE
\% =P V x Ehgy =H
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1.2 Statische elektromagnetische Felder
I—Streng zeitunabhangige Felder

1.2 Statische elektromagnetische Felder

Maxwell-Gleichungen ,,im Vakuum™:

I V.E=) . V-B=0
€0
0B OE .
. VxE4+ 2 =0 V.V x B - oo = poj
Streng zeitunabhingige Felder E(x), B(x) nur falls 9ej =0 =
fj=
(V-E)(x)zgip(x) & V x E=0
0
V.B=0 & (V x B) (x) = uoj(x)

Viel interessanter:

zeitgemitteltes Verhalten von (E, B) fiir (p,j) rdumlich begrenzt

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
Lo Statische elektromagnetische Felder
I—Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Statische elektromagnetische Felder

Zeitmittelung:
- T
OF _ im l/ dt %(x, t) = lim E(x, ) — E(x,0) =
0

o

ot  Tooo T T—o0 T

Analog: %:'?:0 —  Maxwell-Gleichungen:

(VB )= (VB = 2 plx.0) = = ()
0B

E= E+ — =
V x V x +8t 0
V-B=V -B=0

= OE T <
VXB:VXB—so,uoaz,uoj(x,t)zuoj(x)

Fazit: (E,B, p,]) erfiillen Gleichungen der Elektro- bzw. Magnetostatik!
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Lo Statische elektromagnetische Felder
I—Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Statische elektromagnetische Felder
Wirbelgleichungen”:  Vektoridentitit V x (V xa)=V(V-a)— Aa —
0=V x(VxE)=V(V-E)-AE

V x (1oj) =V x (V xB)=V(V-B) - AB
Daher:
1

AE=V (V-E) = —Vp . AB=V (V-B) — 1oV xj=—poV xj
0
Fazit: (E,B) - Komponenten erfiillen Poisson-Gleichungen:

(Au)(x) = —q(x) [u(x) Feld , g(x) Quelle des Feldes]

Poisson-Gleichung i. A. nicht eindeutig |osbar:
> u(x) Lésung = (Ya € R* X\ € R) auch &i(x) = u(x) +a-x+ \ Lésung
> Fordere daher:  wu(x) — 0 (|x|] = o)

Explizite Form der Lésung mit u — 0O fiir |x| — oo:

1 /
u(x) = E‘/dx’ |xq8()2/| (Behauptung)
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|—1.2 Statische elektromagnetische Felder
I—Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Statische elektromagnetische Felder

Losung von (Au)(x) = —g(x) mit u — O fiir |x| — oo:
1 / !
u(x) = E/dx |xq8()2/| (Behauptung)
Beweis:

1. Bedingung u— 0 (x — oo) st erfiillt:
u(x) ~ 4L/dx’ g(x) =0 (x = o0)

X
da
Q= /dx’ q(x') < [Quellen lokalisiert]
2. Es gilt: A(_L)_() o 38_2 b
) =) = % ehauptung

i=1

[Dirac’'sche Deltafunktion: [ dx’ f(x")d(x" — x) = f(x)] und daher:

Au E dx' q(x')A L / dx" q(x')d(x — x') = —q(x)

:471'

[x — x|
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Lo Statische elektromagnetische Felder
I—Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Statische elektromagnetische Felder
Beweis von A <——> = J(x): Fiir alle x # 0 gilt

4dx

1 <0/ 10 L9 ,- > 1 3% 0
8= g Cean) "o ) =X (ot o)

i=1 i=1 i=1

AuBerdem, mit D. = {x | |x| <&, e > 0}:

/ dxA(—i) :/ dxv-v(—i> :/ ds-v(_i)
D, A D, A1 oD, drx

X 1
— ds - = dS-x=1
/8D 4tx2  4re? /8D5 X

Dabher: [ Deltafunktion ist verallgemeinerte Funktion, Funktiona/]

/dx f(x)A <—$> :I!ir(;/dx f(x)A (—% _fo)lglf(}/dXA >

E

= fO)lim1=f(0) O

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—1.2 Statische elektromagnetische Felder
I—Lésung der Gleichungen der Statik

Losung der Gleichungen der Statik

Resultate: .
AE = Vi . AB = —10V X j
0

@)= -ax) . u)= 4 [

Konsequenzen fiir E- und B-Felder:

B = —— L / o (YD) gy _ ko /dx, (V<) (<)

Ameg |x — x/| AT X — x/|

(Allgemeines Problem der Elektro-/Magnetostatik vollstandig gelost!)

Partielle Integration:

E(x) = 47350 /dx/ p(x") |:__:/|3 (Coulomb-Gesetz)

Ty —
B(x) = Z—; / dx’ i |)Xx_(§/|3 x) (Biot-Savart-Gesetz)
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1.2 Statische elektromagnetische Felder

I—Analogie zum Gravitationsgesetz

Analogie zum Gravitationsgesetz
Massendichte p(x,t) —  Gravitationskraft
Beispiel:  Gravitationskraft auf Punktteilchen der schweren Masse m

mx = mg(x, t)

mit

x —x (Vp)(X', t
g(x,t) =G [dx' p(x/, t)ng dx’ p(x', t)V x,| —Q/ ﬁ
Einerseits:

(Ag)(x, ) g/dx (Vo) A~ 1X 47rg/dx (Vp)(X, 1)5(x — x)

= —4rG(Vp)(x, t)
Andererseits:

(V-g)(x,t) =V Q/dx p(x', t)V| < —g/dx p(x', t)A| o

= —47rg/dx/ p(x',t)d(x — x') = —4nGp(x, t)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
Lo Statische elektromagnetische Felder

I—Analogie zum Gravitationsgesetz

Analogie zum Gravitationsgesetz

Einerseits:
(Ag)(x, t) = —4nG(Vp)(x, t)

Andererseits:
(V-g)(x,t) = —4nGp(x, t)

Fazit: Analogie Gravitationstheorie < Elektrostatik !

E - =
(g7m7g7p) <_> ( 7q7 47T60,p)
Ag = —47GVp YRS AE:lVﬁ
€0
— 1_
V.-g=—4nGp > V-E:g—p
0

[Unterschied: Zeitabhingigkeit von g(x, t) und p(x, t) grundsatzlich beliebig]
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L3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall
I—Wellengleichung;en fiur das E- und das B-Feld

1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall

Maxwell-Gleichungen:
1 0B

. V-E= — [1. E4+ — =
v é‘op V X E+ 5 0
I.V-B=0 IV.VxB—aOMO%:uoj
Konsequenz fiir B-Feld: [ Vektoridentitit V x (V x a) = V(V -a) — Aa]
1 0°B OE : .
?ﬁ :—60/.LOV>< E =V x (,LL()_]—VX B) :,UJoV XJ—I—AB
Definition des d'Alembert-Operators:
1 0 :
Analog fiir E-Feld: [Wellengleichungen!  (Maxwell, Hertz)]
10°E 9 Oj
~ZE=E_ 9 B — i) — — E) — 0 2
2 Ot2 Ot (V X MOJ) V x (V X ) Ho ot
_ AE ] __1 iﬂ)
~AE-V(V-E)-py = OE=—— (Vp+c28t

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—1.3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall
I—Wellengleichungen und der statische Grenzfall

Wellengleichungen und der statische Grenzfall
Wellengleichungen: OB =V xj DE:—% (Vo + CLQ%)

Streng zeitunabhangige Ladungen und Strome =
» E, B ebenfalls zeitunabhiangig

» E, B erfiillen Poisson-Gleichungen:

1
AE = ;V'O , AB = —puoV xj
0

Viel interessanter: Jangsam in der Zeit variierende Ladungen und Stréme
» Betrachte raumlich lokalisierte, mit typischer Frequenz w oszillierende Quelle

Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im Vakuum: ¢

E, B durch typische Wellenlange A = QZ—C charakterisiert

Typische Ausdehnung der Quelle: a

Typischer Abstand des Experimentators von der Quelle: x

Falls w klein (a < A\, x < A\) = Wellennatur des Feldes nicht sichtbar!

vVvvyVvVvYyyepy

Stattdessen: zeitlich langsam verdnderliches Feld einer effektiv statischen

Ladungs- und Stromverteilung!
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L3 Elektromagnetische Wellen und der statische Grenzfall
I—Wellengleichungen und der statische Grenzfall

Wellengleichungen und der statische Grenzfall

Formal: Wellengleichungen — Poisson-Gleichungen:

(AB)(x.1) = —(Vo)(x1) . (AB)(x,) = —po (V x ) (x.1

Coulomb-Gesetz: [ p zeitlich langsam ver'einderlich]
—x

E(x,t) = —/dx p(x', 1) | T

Biot-Savart-Gesetz: [j zeitlich langsam verédnderlich |

B(x, 1) = ¢ / dx S0 1) X (x = ')

Ix —x'|3

Raumbereich {X ‘ |x| < )\}: Nahzone, instantane Wechselwirkungen!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L4 Elektromagnetische Potentiale

L Existenz elektromagnetischer Potentiale

1.4 Elektromagnetische Potentiale

Maxwell-GIn. Il 4+ 1l — (E, B) mit Potentialen (®, A) darstellbar:

E:—Vcb—a—A , B=VxA
ot

denn:

» Maxwell-Gleichung Il (V-B=0) <

B:Vx/dx/ (VxB)x.t) |, B_wxA

A1 |x — X/|
> Einsetzen von B = V x A in Maxwell-GI. 11l (VXE+%:O) —
OA OA
Vx(E+52)=0 = Vxe=0 , e=E+ -
Generell:
Vxe=0 & e= V/ AL (LT B
A1 |x — x/|

47rx

[Beweis: verwende Identitat A (
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|—1.4 Elektromagnetische Potentiale
I—Helmholtz’scher Satz

Verallgemeinerung fiir allgemeine Vektorfelder a(x, t)

Satz (Stokes 1849, Helmholtz 1858)

a(x, t) differenzierbar/integrierbar, fiir |x| — oo geniigend schnell abfallend =

a(x,t) = —V/dx’ (V_-a)x, 1) L v /dx' (V xa)(x,t)

41 |x — X/| 41 |x — X/|

Beweis.
Basiert wiederum auf A (—47%() = §(x). (Siehe Ubung!) O

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L1a Elektromagnetische Potentiale
I—Eichungen

Eichungen

Potentiale (A, ®) nicht eindeutig durch (E, B) bestimmt:
Aquivalente Potentiale: A=A — %V/\ , b= b 4 LoA

c Ot
denn: E:—V%—%—’::E , B=VxA=B

Kommentare:
» Eichinvarianz = Gesetz der Ladungserhaltung
> Oft vorteilhaft: Zusatzbedingung an (A, ®) (,Eichung”)

> Beispiele: Coulomb-Eichung, Lorenz-Eichung, ...
Beispiel: Coulomb-Eichung (daher auch: Transversalititsbedingung)

V. -A(x,t) =0
[Vorteil z. B. bei Fourier-Entwicklung: k- A(k,t) = 0]
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L4 Elektromagnetische Potentiale
I—Coulomb—Eichung

Beispiel: Coulomb-Eichung (Transversalitdtsbedingung)
Coulomb-Eichung: (auch: Transversalititsbedingung)
V- -A(x,t) =0
[Vorteil z. B. bei Fourier-Entwicklung: k- A(k, t) = 0]

Coulomb-Eichung lasst sich immer realisieren:

~ c V-A)(X,t
V-A#0 = X(x,t)E—E/dx’( |x—)E<’| )

Die neuen Potentiale A=A — %VX ., d=0d+ %% erfiillen:
> Transversalititsbedingung V - A = 0 [verwende AL = —474(x)]
> Poisson-Gleichung A® = — 2 p(x, t)

Fordere ®(x,t) — O fiir [x| - oo = eindeutige Losung:

/

t . .

/dx/ fo(x, /)| (instantanes Coulomb-Potential)
X — X
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I—1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

L Transformationsverhalten von Ableitungen

1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

Lorentz'sche Bewegungsgleichung invariant unter

X =oR(a) ' (x—vat—¢&,) , t'=t—r

falls:
E'(x,t) =oR(a) " [E(x, t) + Vo X B(x, t)]

B'(x',t) = R(a) 'B(x, 1)
Zu untersuchen: Kovarianz der Maxwell-Gleichungen?

Ableitungen: wegen x=oR(a)x +vu(t' +7)+ &, , t=t +7 gilt

0 o 3Xj 0 o i o -1 i r_ -1
aXi/ - 8XI/ 8XJ - U[R(a)]ji aXJ =0 [R(a) }U 8XJ = V' = O'R(a) \v4
und

0
v ot VeV
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L-1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

I—Kovarianz der homogenen Maxwell-Gleichungen

Kovarianz der homogenen Maxwell-Gleichungen

Homogene Maxwell-Gleichungen:
0LV .B = [oR(a)"'V] - [R(e)'B] =0V -B Lo

/

.
OiV’xE’+aB

= [oR(@)'V] x {oR(a) " [E(x, £) + va x B(x, 1)]}

ot’
+Ra) 12
= R(a)™! {V X [E(x, t) + va x B(x, t)] + %—? + (Vo - V)B}
— R(a)” [v E+%—B} — R(a) 020

mit:
V x(va xB)=(V -B)vy — (Vo - V)B=—(vo,-V)B

Fazit: homogene Maxwell-Gleichungen mit Galilei-Kovarianz vertriglich!
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I—1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

I—Transformationsverhalten der Ladungen und Stréme

Transformationsverhalten der Ladungen und Strome
Quellen p und j:

pEqu5(x—Xi(t)) , J'Equ'*i(t)5(x—xi(t))

Rechenregel: §(Ax+b) = 5(x+A1b) =

Tt (AT
§(x1 — x5) = 5(0R(a)_1(x1 — xz)) = §(x1 — x2)

Konsequenzen:

(X t)—qu x' —xi(t)) qu x—xi(t)) =p(x,t) , p'=p
(x t)—Zq, (t) o (x —xi(t)) Zq,aR [xi(t) — va] 6(x — xi(t))

= aR(a)_l {Z qi xi(t) (5(x — x,-(t)) — Vg Z qi 5(x — Xi(t))l

o/

=oR(a) 7 [j(xt) —vap(x,t)] , J =0R(@)7'(j~ vap)
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L-1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?
L Kontinuitatsgleichung erfiillt?

Kontinuitatsgleichung erfiillt?

Transformationsverhalten der Ladungen und Strome, kurz:
. 1/
p=p , J=0R(@) (j—vap)

: Skalar
Orthogonale Transformation (v, =0, ¢, =0) = {p

j echter Vektor
Kovarianz der Kontinuitatsgleichung:

3/) 8 -1 — 1/
0= ETg +V'. <E)_ +vq - V) P+ [aR(a) V] : [aR(a) (- vap)}
0 .
= 5 Ve (VP)+V'J—Va'(VP)
_Op !
= 2 +V.j= O
Fazit:
Ladungs-

Konzept von
Strom-

}dichten an sich mit Galilei-Kovarianz vertraglich!
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I—1.5 Sind die Maxwell-Gleichungen Galilei-kovariant?

I—Kovarianz der inhomogenen Maxwell-Gleichungen?

Kovarianz der inhomogenen Maxwell-Gleichungen?

Transformation der inhomogenen Maxwell-Gleichungen:

ép’ LV E = [oR(a) V] - [oR(@) " (E + va x B)]
=V - (E+vaxB)=V-E—v,-(V xB)

1 1
:—p—Va'(VXB)#_p/
€0 €0

und:

A - / o] =4
=V xB —
Ho) oM GYY

= (cR7'V) x (R7'B)

1 (0
_ R (_
EooO 8t

—i—va-V) (E—l—vaxB)}

—|—va-V) (E+va x B)

_ B,
=oR 1[V><B—souo<a

_ . 0B
=oR™! {,uo_j — Eolto [va X o7 + (Va - V)E + (vo - V)(va X B)} }
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I—Kovarianz der inhomogenen Maxwell-Gleichungen?

Kovarianz der inhomogenen Maxwell-Gleichungen?

Transformation der inhomogenen Maxwell-Gleichungen:
V' . E = lp—vof(VX B) # ip’
€0 €0

und [verwende j = oR(a)j’ + vap]

_ ) 0B
—oR! {,uoj — €040 [va X v + (va - V)E+ (Vo - V)(va X B)] }

. 1 [1
= poj’ + coptoo R ! [6—vap—|— Vo X (V X E)
0
(Vo VIE~ (va V) x B)| # s
Fazit: Inhomogene Maxwell-Gleichungen unvertriglich mit Galilei-Kovarianz!

Gesucht: Konstruktion einer einheitlichen Theorie von Teilchen und Feldern

Gefunden: Spezielle Relativititstheorie! (S. Kapitel 2)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

Kapitel 2: Spezielle Relativitatstheorie

» 2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

» 2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

» 2.3 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

» 2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz
» 2.5 4-Vektoren

» 2.6 Masse und Energie

» 2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen
L Die Postulate

Die Postulate

Postulate der Speziellen Relativitdtstheorie (SRT):
1. Relativitatspostulat (wie fiir Newton'sche Mechanik)

2. Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum hat in allen
Inertialsystemen denselben Wert ¢ = 299792458 m /s

Alternativ:

2. Der infinitesimale Abstand ds = [c?(dt)? — (dx)?]'/? ist in der
SRT eine absolute (d.h. beobachterunabhingige) GroBe

Weitere (implizite) Annahmen der SRT:
> (nicht-gekriimmte) vierdimensionale Raum-Zeit =
> Anwendungsbereich: nur elektromagnetische Krafte

» Maxwell-Gleichungen! Lorentz'sche Bewegungsgleichung!
» Punktteilchen

> Homogenitat/lIsotropie/Inversionssymmetrie des Raums
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Lo Die Postulate und einige erste Konsequenzen
L Die Postulate

Eine Kurze Geschichte der Raum-Zeit
[Quelle: Abraham Pais, ,Subtle is the Lord" (Oxford University Press, 1982)]

» Lorentz-Transformation in linearer Ordnung (Lorentz, 1895)
> ... in beliebiger Ordnung (Larmor, 1898; Lorentz 1899; Poincaré, 1905)
> (Fitzgerald-)Lorentz—Kontraktion (Fitzgerald, 1889; Lorentz, 1892)
» Lorentz-Kraft (Lorentz, 1895)
>
>

Kovariante Formulierung der Elektrodynamik (Lorentz, 1904)
Poincaré, 1905:

» Gruppenstruktur der Lorentz-Transformationen
» Relativitatsprinzip

» Invarianz der Eigenzeit

» Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten

» Einstein, 1905:

Reduktion der Theorie auf zwei Postulate
Transversaler Doppler-Effekt
~Zwillingsparadoxon”
Fresnel-Formel ¢’ = € + v (1 — i)

n2

v

vV vy
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Lo Die Postulate und einige erste Konsequenzen

I—Erste Konsequenzen der Postulate

Erste Konsequenzen der Postulate

Direkte Konsequenzen: (,Gedankenexperimente")

[Bezugssysteme K’ und K mit Relativgeschwindigkeit v;e1(K’, K) = v]

» Beobachterabhangigkeit der Gleichzeitigkeit
» Invarianz von Lingen | v
» Transformation von Zeitintervallen (,,Zeitdilatation")

» Transformation von Langen || v (,Lorentz-Kontraktion")
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|—2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

I—Erste Konsequenzen der Postulate

Beobachterabhangigkeit der Gleichzeitigkeit

[Bezugssysteme K’ und K mit Relativ-
geschwindigkeit v,e1(K', K) = v]

E: S E, Gedankenexperiment:
s
] 1 ] > Jin K"
K’ x' ¥
; > ein Sender S (ruht)
v > zwei Empfanger E; und E;
. (ruhen in gleichem Abstand
K XV

von S in V-Richtung)

Gedankenexperiment mit > Zur Zeit t =0
Sender und Empfiangern S sendet zwei Lichtsignale aus,

eins zu E; und eins zu E>

Wer empfangt das Signal zuerst?
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2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

I—Erste Konsequenzen der Postulate

Gedanken, messergebnis”

2. Postulat:
Lichtgeschwindigkeit = ¢ in K und K’

E S E> = Gedankenmessergebnis:
¢ —— -5
, I T I PN » Beide Empfanger erhalten ihre
K X -V . . e - /
— Signale gleichzeitig in K
\")
» In K erhdlt E; sein Signal zuerst,
K X - da E; sich auf das Licht zubewegt
Fazit:
Gedankenexperiment mit . .. .. . p
- » Gleichzeitige Ereignisse in K
Sender und Empfangern L ; ; ..
sind i.A. nicht gleichzeitig in K

» Gleiche Zeitintervalle in K’
sind i.A. ungleich in K
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I—Erste Konsequenzen der Postulate

Invarianz von Langen 1 v

[Bezugssysteme K’ und K mit Relativ-
@ geschwindigkeit v,o1(K', K) = v]

Gedankenexperiment:

L/
© » T in Urspriingen von K und K':

K’ 0’ > jeweils 1 Latte (L bzw. L"),
v L Ruhelange 7,
K Ausrichtung | v,
0 Kreissdge am oberen Ende

» Qund 0 fallenfirt=t' =0

Invarianz einer Lange Zusammen

senkrecht zur
Geschwindigkeitsrichtung Welche Latte wird abgesagt?
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Lo Die Postulate und einige erste Konsequenzen

|—Erste Konsequenzen der Postulate

Gedanken, messergebnis”

1. Postulat: (Relativitatsprinzip)
L Q Alle physikalischen Gesetze fiir
5 Beobachter in K und K’ gleich
K/
| N
v L ..
= Gedankenmessergebnis in K:
K 5 > L nicht kiirzer als L
» L’ nicht linger als L
Invarianz einer Linge Fazit: L und L’ gleich lang!

senkrecht zur
Geschwindigkeitsrichtung
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|—2.1 Die Postulate und einige erste Konsequenzen

|—Erste Konsequenzen der Postulate

Transformation von Zeitintervallen (,,Zeitdilatation®)

[Bezugssysteme K’ und K mit Relativ-
geschwindigkeit v;e1 (K, K) = v]

Gedankenexperiment:

» 3 in Urspriingen von K und K’:

> jeweils 1 Latte L v (L bzw. L),
Ruhelange 7,
mit jeweils 1 Spiegel am
oberen & unteren Ende
» sende Lichtstrahl hin und her
zwischen beiden Spiegeln
K (— 2 identische Uhren)

K/

|

» Periode dieser Uhren im jeweiligen
Zwei identische Uhren in den Ruhesystem: T = 2(/c
Inertialsystemen K und K’ Gesucht:

Periode T’ der bewegten Uhr in K’
aus der Sicht eines Beobachters in K
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|—Erste Konsequenzen der Postulate

Gedanken, messergebnis”

X1 |

e ................... S

Berechnung der Periode
einer sich relativ zum Beobachter
mit der Geschwindigkeit v
bewegenden Uhr

2. Postulat:
Lichtgeschwindigkeit = ¢ in K und K’

= Gedankenmessergebnis in K:

» In 1 Periode vom Licht aus der Sicht
des Beobachters in K zuriickgelegter

Weg:
2/ 12 +

» Lichtgeschwindigkeit = cin K —

vT’ =T’

b e _ T _
Vi-(y) vio#
Fazit: 7'>T = bewegte Uhren

laufen langsamer! (Zeitdilatation)
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|—Erste Konsequenzen der Postulate

Transformation von Léangen || v (,Lorentz-Kontraktion")

L/
- ]
K/
—,\>
\")
K

Zur Lorentz-Kontraktion

[Bezugssysteme K’ und K mit Relativ-
geschwindigkeit vie1(K', K) = v]

Gedankenexperiment:
» Jin K':
> 1 Latte || v (also nur L),
Ruhelange /¢, ,,Uhr" mit 2

Spiegeln, Periode in K’
und K ist T bzw. T’

» Definition:
[Reisezeiten eines Lichtstrahls
zwischen beiden Spiegeln (in K-Zeit)]
ttr bzw. thr (tir +tr = T')

Gesucht:

Linge ¢ der Uhr (gemessen in K)
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|—Erste Konsequenzen der Postulate

Gedanken, messergebnis”

L/
f------- i
K/
—A)
\")
K

Zur Lorentz-Kontraktion

2. Postulat:
Lichtgeschwindigkeit = ¢ in K und K’

= Gedankenmessergebnis in K:

r v+ VtﬁR r U — thlFiL

trR=—""7- , tRL=—T—
c c

g l/c g 0 /c

Daher Periode in K-Zeit:

T=T =tr+t —E—/( r 1 )

20'/c 2970

1 —-pB2 ¢
it: = JTc _ ¢
Fazit: 0= =2 =
bewegte Langen || v sind verkiirzt im

Lorentz- >

. S
Vergleich zur Ruheldnge! (Kontraktion
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|—Definition des Abstandes

Der Abstand

Lichtsignal im Inertialsystem K:

(Xl, tl) — (Xz, t2) =

C2(t2 — t1)2 — (X2 — X1)2 =0

Koordinaten in K’ mit v,.(K', K) = v:

= analog:

(x,t1) —  (x2t2)

c2(t§ — t{)2 - (x/2 — x/1)2 =0

Definition des Abstands zwischen Ereignissen bei (x1, t1) und (x2, t2):

s=[(tr — t1)? — (x2 — x1)*]?

Aufgrund der Postulate:

Aussage s = 0 beobachterunabhiangig

(d.h. giiltig in allen Inertialsystemen, falls in irgendeinem)
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|—2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

|—Definition des infinitesimalen Abstandes

Der infinitesimale Abstand

Definition: Abstand infinitesimal benachbarter Ereignisse
bei (x,t) und (x 4+ dx, t + dt) in K:

ds = \/c2(dt)2 — (dx)? (kein exaktes Differential!)

[alternativ: Linienelement, differentielles (Raum-Zeit-)Intervall]

Analog in K":  ds' = \/c2(dt')? — (dx')?
Aufgrund der Postulate: ds=0inK = ds=0 (VK')

Geometrische Interpretation in K: (Z=u, *=23,)

ojle =
N

(06)7 = (o)’ — (dx” = (e’ (1% ) = (@)1 - )

: . Radius 1
Daher: ds=0in K & (3, auf Kugel mit {Mittelpunkt 0} & |Jul=c
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|—2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

|—Geometrische Interpretation von ds’ = 0 in K’

Geometrische Interpretation von ds’ = 0 in K’

Annahme: x' =x/(x,t;v) und t' = t'(x,t;v) =

<Cdt/) = A (Cdt> A(x, t;v) = 5o <%_t)T I
dx' ) dx ’ X, t;v) = ox/ ox/ (reell)
Konsequenz: -
/ T /
(o' = (e (a7 = () (5 %) (52)
cdt\ cdt 1\ 1
- () 8 () e (s) 2 (s)

_~(1 0F :
B(x,t;v) = A 0 -1 A (reell, symmetrisch)

mit

Fordere nun:
ds" =0 <« Gleichung fiir 3, in K’ ist Kugel mit Radius 1, Mittelpunkt 0!
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|—Geometrische Interpretation von ds’ = 0 in K’

Geometrische Interpretation von ds’ = 0 in K’

Forderung: ds'=0 in K’ <& 3, € Kugel mit Radius 1, Mittelpunkt 0

K - B—1<1 °T> — e(x, t:v) € R\{0}
onsequenz: =-lo _1 , e=¢(x t;v

Daher infinitesimaler Abstand in K’:

N 1 oo oy 1o o ds\? _ :
(d5)? = ZcX(de)*(1— B2) = ~(ds)? = <ds,) — e(x, £;v)
Homogenitat des Raums und der Zeit, Isotropie des Raums —

(ds)* = g(v)(ds")?

Umgekehrt:  Transformation K’ — K mit v;e1(K, K') = —v —

(ds')” = e(v)(ds)® = (ds)"=[e(v)]*(ds)” = [e(v)]"=1

Kontinuitit — e(v)=1 = (ds)? = (ds')?!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.2 Der Abstand und die Eigenzeit

I—Lorentz—Transformationen und das Uhrenparadoxon

Konsequenzen

» Bestimmungsgleichung fiir Koordinatentransformationen:

L . B 1 0"\ ~/1 o7 A Lorentz-
€= —\o -1/~ 0o -1 Transformationen!

invariante infinite- \
simale Zeit d7

ds \/ 1 /dx\? U\ 2 dt
dr == = (dt> dt = 1/ (C) dt Fhde =

Nomenklatur: 7 ist ,Eigenzeit” des bewegten Bezugssystems

» I|nvarianter infinitesimaler Abstand ds & (

Integration —

tr t
Tg—le/dt\/l—Bu(t)ZI/dt L
t1 t1

7u(t)
Einstein (1905): , Theorem" |ar: Uhren- radoxon
instei ., Theore + POPUIAT 1\ 7 illings. J P2radoxo
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|—2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen
I—4—Schreibweise

4-Schreibweise
Startpunkt: invarianter Abstand infinitesimal benachbarter Ereignisse:

@ = e = () (3 %) () = (g60)) ()

Definitionen:

» kontravarianter 4-Ortsvektor:
x" = (ct, x) (n=0,1,2,3)

» metrischer Tensor: 1 o7
e} %)

7
0o -1
» kovarianter 4-Ortsvektor:
B 1%
Xy = guvx_ = (ct, —x)

Eigenschaften des metrischen Tensors:

— gHP — 5MP : guugyp — gup — 5Np

9,°, 6", 1 Kronecker-4
Einstein-Konvention
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|—2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen
I—4—Schreibweise

4-Schreibweise - Fortsetzung

> kontravarianter 4-Ortsvektor: x* = (ct, x) (u=0, 1, 2, 3)

T
» metrischer Tensor: g, = gh"’ = ((1) 21)

> kovarianter 4-Ortsvektor: x, = gu.x” = (ct, —x)

> Eigenschaften: g..g"" =g,” =9, , g"g,=g" =9,

Ko- bzw. kontravariante Ableitungen:

=9 w_ g L 0
On=rtun » O =8 =5
d'Alembert-Operator OJ = Skalarprodukt 9,,0* :
1 0° v
[l = ?ﬁ_A:gu ({)Ma,,:(‘?ua“

Quadrat des Raum-Zeit-Intervalls ds:
A (d1)? = (ds)® = A(dt)® — (dx)* = guodx"dx” = dx, dx"”
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|—2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

L Poincaré-Transformationen

Poincaré- oder inhomogene Lorentz-Transformationen
. sind lineare Transformationen von x*, die d7 invariant lassen:
H = (X = A XY+
mit ATgA = g, denn:
|
c*(d1)? = guudx*dx” = g d(x')"d(x)" = guN*,N dx"dx” = g, dx”dx”
= Bpo = gIU//\Mp/\VU = (AT)pug;w/\Va = g = /\Tg/\
Inverse Lorentz-Transformation: A~! =gATg =
A" = (gN g)"s = &" (M) 08" = (N ), = A

Achtung: [daher: det(AT) = det(A) = det(A)]

transponiert [(AT)", = A* = g,,8" N, # gespiegelt [(A)*, =A”,]

Beziehung Poincaré- <+ Lorentz-Transformationen:

Lorentz-Transformation
Poincaré-Transformation = +
Translation
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|—2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

I—Poincaré— und Lorentz-Transformationen

Lorentz- Transformationen als Gruppe
Lorentz-Transformationen bilden Gruppe: die Lorentz-Gruppe L
> L={A|A\"gh=¢g}
» Ai, o e L = Produkt AiA2 € L:
? |
g=(MA)g(MA2) = Ay (M gh)he = Ao gho = g

» NTgh=g = [det(N)]’=1 = det(A)==*1
> Untergruppe: [1=2g%=(A")’8" A% = (A%)? = 37,1 (No)*]
eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe El mit A% > 1 und det(A) =1

ﬁl enthalt ...

1. die Drehungen Ar(c) um eine feste Achse &:
1 0"
@)= (g o )
mit

R(a)x = &(& - x) — & X (& x x) cos(a) + (& x x) sin(«)
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|—2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

L Untergruppe E_T_

Ll enthalt ....

1. die Drehungen Ag(a) um eine feste Achse &
2. die Geschwindigkeitstransformationen Ag(¢, 3) (,boosts"):

A

- [cosh(¢) —1]  —sinh(¢)3" A
As(4,8) =1 . . AT , v =ctanh
(*5) +( sinh(¢)B  [cosh(6) — 1133 ) tanh(¢)3

Explizite Form der Geschwindigkeitstransformation:
(ct’) _ ( cosh(¢)ct — sinh(¢)(x - B) X A)
x' —sinh(¢)ctB + [x — (x - B)B] + cosh(¢)(x - B)3
]—1/2 _ [1_52]—1/2 — o

’ 0 p ) )
(C).(t/) - (XJ_> Y (()i” —€3b> X = x-B , xL= X—X”,@

Limes ¢ — oco: Galilei-Transformation! t' =t , x' =x — vt

Vereinfachung: Relation cosh(¢) = [1 — tanh?(¢)
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|—2.3 Die 4-Schreibweise und Lorentz-Transformationen

L Untergruppe L_T_

Eigenschaften der Untergruppe EL

Untergruppe L’i: kontinuierliche Gruppe (Lie-Gruppe)
a

Ar(ax) = [/\R (;)}n , As(¢,B) = {/\B (%,B)] (n€N)
¢ = artanh(v/c) € R = Lorentz-Gruppe nicht kompakt:
. ~ T AT
A=e %M . p=0B , L= <8 0 ) - M= (“O ek)

fk €k @3
£ = (41, £2, £3): Drehmatrizen ; (3 : 3 x 3-Nullmatrix

Drehmatrizen:

0O 0 O 0O 0 0 -/ 0
l6b=10 0 —i , Lr=10 0 O , f3=1i 0 O
0O / O -1 0 0 0O 0 O

Erzeuger L und M von L',_TF erfiillen Vertauschungsrelationen:
[L,‘, Lj] = I'€,jkLk 5 [M,', Mj] = I'6,'J'kLk 5 [L,‘, Mj] = i€;jkMk
AT £ A"t = (nicht-kompakte!) Lie-Gruppe L’l nicht-unitar !



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
Loy Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

L 2_dimensionale Darstellung der Lorentz-Transformation

Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

Invariante Eigenzeit <>  Lorentz-Transformationen:
c?(d7)? = (ds)* = c*(dt)* — (dx)? = dx*dx,

Betrachte: Geschwindigkeitstransformation K, K’ mit vyel(K', K) = v,
Koordinatenurspriinge fallen zur Zeit t = t' = 0 zusammen =

(2) = (2) + (Lehi) s (=)
() (5 )

x -Komponenten invariant =  wahle 2-dimensionale Darstellung:

() =% DE) -0 ) ()

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

L Lorentz-Kontraktion

Lorentz-Kontraktion

Explizite Form der 2-dimensionalen Darstellung:
t = (t— %5x)) baw t = y(t'+ Zx|)
r . / /
Konsequenz: Lorentz-Kontraktion!

Was ist das? MaBstab || 3 in K hat laut K’ kleinere Linge: ¢’ </
Was misst K7 Betrachte ruhenden Stab in K zwischen x|(|1) und x|(|2) = x|(|1) +/
Was misst K'? Messung der Linge des Stabs zur Zeit t’ in K’ —

1 1 /¢
v = x|/|(2) — X|/|(1) = <—X|(|2) — vt’) — (—X|(|1) — vt’) = —
Y Y Y

ruhendes Volumen V in K ist laut K’ um Faktor % = /1 — 3?2 kleiner

Korollar:
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L Zeitdilatation

Zeitdilatation

Noch einmal: die 2-dimensionale Darstellung:

t,’ =a(t—2x) t = ’Y(t//+ C—Vﬂfﬁ)
x| = y(x — vt) x| = 'y(x” + vt')
Konsequenz: Zeitdilatation!
Was ist das?” Bewegte Uhren laufen langsamer!

Was misst K'? Betrachte in K’ ruhende Uhr = zwischen zwei Ereignissen
[beide am Ort (x|, X' ) in K'] vergangene Zeit: At' =t; —t]

Was misst K7 Fiir Beobachter in K vergangene Zeit:
’ v / v ’
At = t2 — t1 = ’7(t2 —|— gX”) — ")’(tl -|— §X”) = ’)/At

Fazit: K kommt zum Schluss, dass Uhr in K’ nachgeht!
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I—2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

I—Deformation .starrer* Korper

Deformation ,starrer” Korper

Die 2-dimensionale Darstellung:

f,’ = (t— Zx))
x| = "y(X” — vt)

t = y(t' + Zx|)

bzw.
x| = 'y(xﬁ + vt')

T am e T Was ist das? Beschleunigte Korper in K’
sind in K deformiert

K/
U Was misst K'? Einen geraden Stab mit

x| = 1a(t')’eL zum

Zeitpunkt t’

Was misst K7 Einen Korper mit
K x1 = 3a7°(t — 5x))%L,
X|| .
also eine Parabel, zum

Zur Deformation ,starrer Koérper Zeitpunkt t
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I—Tachyonen?

Tachyonen?

Die 2-dimensionale Darstellung:
t = ’y(t — CLQXH) & At = 'y(At — C%AX”) 't (CAt) _ (Ctl) B <Ct2)
x| = y(x) — vt) Ax| = v(Ax) — vAt) m! Ax )~ \x; X2

Ax Ax 2
: u ’ || T
Daher: Zl>c = Af=q0t(1-%%L) <0 fiir A <V <c

) Schreibe » Annahme: 4 Kanone mit % > C
Brief > Schreibe einen Brief in K’
At <0 » Verschicke den Brief sofort in K_ mit
K& : veat(K/, K_) = v
0 v Ax » Retourniere den Brief sofort in K

mit viel(K', K4) = —v

Empfang in K’ des retournierten

v Briefs 2|At’| vor Versand!
Gibt es Tachyonen?

» Verletzung der Kausalitat!
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I—2.4 Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Invarianz

L Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten

Additionsgesetz fiir (parallele) Geschwindigkeiten

Generell:  Geschwindigkeitstransformationen nicht-kommutativ , z.B.:
Ne(¢1,€1)Ns(¢2, &) # AB(¢2, €2)AB(¢1,€1)

Ausnahme: Boosts mit 3; = 3,: [3 = tanh(¢)]

Aa(62, B)An(61, B) = An(@1+62,8) . An(,B) = L+ (<41 —annf )

... denn Matrixmultiplikation — (2-dimensionale Darstellung)

( cosh(¢?) —sinh(d)g))( cosh(¢1) —sinh(¢1)>
—sinh(¢2) cosh(¢2) —sinh(¢1) cosh(¢1)

o ( cosh(p1+¢2) —sinh(¢>1—|—¢>2))
~ \_—sinh(¢1+¢2) cosh(p1+¢2)

Daher Beziehung zwischen Geschwindigkeiten 31, B2, Bi42:

P14 B
14 BB

[Additionsgesetz fiir (parallel ausgerichtete) Geschwindigkeiten!]

Bi+2 = tanh(¢$1 + ¢2) = tanh[artanh(B:1) + artanh((2)]
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|—Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten

Verallgemeinertes Additionsgesetz (3; # 3,)

Betrachte K und K’ mit vieal(K',K) =v =

()=(2)+ (5 5) ()

Definition der Geschwindigkeiten:
/

g = I g = X
T dt ’ —dt

Geschwindigkeitskomponenten:

N

uy=u-pg , ul:u—u”,@ (& analog fiir u’)

Beziehung zwischen u und u’:

dt ﬁdxﬁ> dt’ 1

Sk 14+ = L =

dt/ ’y ( + c dt/ bZW dt /}/ (1 —|— C%Vl.l',')

! dxi\ . rou 4 (v + u)

:ﬂ:[dx,l+7<ﬁc+ U),@}d—t: L+ 1B
dt dt dt dt 7(1 + 5 Vu|/|>

u
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L Transformationsverhalten von Winkeln

Verallgemeinertes Additionsgesetz (3; # 3,)

Komponentenweise:
u/L + 7(V + U|/| )B U|/| + v U/J_
v= 1. - W= 1+ Iw 7 Ui = 1,
7 (14 Zw) o v (1 v

[
[allgemeines Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten]

Korollar: Transformationsverhalten von Winkeln:
> Betrachte Teilchen in K mit Geschwindigkeit u (in K’ mit u’)

> Definiere:
ujp = ucos(d¥) , ur =usin(d)dL

u cos(¥') , uL =usin(¥)dL

u/
l

» Einsetzen —

ucos(V) = . C1OS(19 ks usin(d) = ulsln(’l9 )
1+ S wvu' cos(?¥) Y [1 + v COS(ﬁ’)]
> i "
Beziehung 9 < 9": o sin(9)

tan(v) = ~v[u’ cos(¥') + v]
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L Transformationsverhalten von Winkeln

Transformationsverhalten von Winkeln

> Beziehung ¥ <+ 9':
u’ sin(9")

tan(V) = s @) vl

Spezialfall: ,Teilchen" = Photon/Lichtstrahl (u=u"=c¢) =
sin(9")
7[cos(9) + 5]

= Richtungsinderung des Lichts bei Ubergang auf anderes Inertialsystem!
Aberration! (1725, James Bradley)

tan(v¥) =

Fiir kleine S-Werte: [0 =10 4+ (9 —)]
9 — , , B Btan(v¥’)
o2 (0 ~ [tan(9¥) — tan(¥')] ~ tan(?¥) Kl - cos(z?’)) - 1] ~ ~eos(0)

= AV=9 —0~ Bsin(¥)+ 0(3) (= Bradley)
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I—Definitionen

2.5 4-Vektoren

Definitionen:

» kontravarianter 4-Vektor:

jede physikalische GroBe a* = (a°, a', 2%, a°), die unter
Lorentz-Transformationen transformiert wird wie x*:

(a' ) = A, 8"
» kovarianter 4-Vektor: jede GroBe a,, die wie x,, transformiert wird:
(a/)u = Auyav ) /\uy =88 N,
Umwandlung kovariant <> kontravariant: a* = g"”a,
» Quadrat eines 4-Vektors:
a’ = a"a,
Nomenklatur:

Vektoren mit a®> > 0, a*> = 0 oder a® < 0 heiBen zeit-, licht- oder raumartig
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Weltbild* mit Lichtkegel: s2 >0, s°=0, s> <0

Quadrat eines Relativ-4-Ortsvektors:

ctr1

s =c(t—t) — (x2 — x1)°

— (Ct21)2 _ (X21)2 Licht-

Kegel
t = Ereignis 1>

Nomenklatur: ( R
to = Ereignis 2

entfernt

N
4

>0, tb>t (Zukunft) .
21

entfernt
2> 0, b <t; (Vergangenheit)

sS=0 (Lichtkegel)

Vergan genhelt

s <0 (entfernt)

ss=0, b=t (hier & jetzt)
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I—Definitionen

Weitere Definitionen ...

> (Lorentz—)Ska/ar: jede Invariante unter Lorentz-Transformationen
» Beispiel: das,Skalarprodukt" zweier 4-Vektoren:
a-b=a"b, =a,b"
ist Lorentz-invariant und somit ein Skalar:
(a)u(b)" = guu(a)"(b)" = N guuN”, b7
= (/\Tg/\)ap b%a” = go,b% 3" = a, b°

» Korollar:
©(x) Skalar = 4-Gradient = kovarianter 4-Vektor!
_ Oy (1 i )
%8 =g ~\car'¥

Analog: wegen (9")" = A”,0" ist 0" ein kontravarianter 4-Vektor
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Weitere Definitionen ...

» 4-Divergenz:
oa" L wo ) :
I opa" =0"a,=0-a (Lorentz-invariant = Skalar)
» 4-Geschwindigkeit:
3-Geschwindigkeit u(t) in K —  4-Geschwindigkeit u*:

dx” u\?2
w= — (=
u” = e ds = cdty/ 1 (c)
Explizite Form von u*:
i(Ct,X) 1 u
o dt = = > (1, E) =v(1,8,)
cV/1-(4)" Vi-(9)
Konsequenz: v = u*u, =1 [alternativ aus dx*dx, = (ds)?]
» 4-Beschleunigung = ‘g’—:: vru, =1 = Ay, =0
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|—2.5 4-Vektoren
I—Definitionen

Weitere Definitionen ...
» 4-Stromdichte:
experimentelles Faktum:  elektrische Ladung = Lorentz-Skalar

Konsequenz:

Ladungsdichte wird wie p" = 7, po transformiert, denn:

podV = p'dV’ mit  dV' =2

[ po im Ruhesystem K, p’ in K’ mit v,e1(K', K) = v]
Verallgemeinerung:

Ladungsdichte bewegt sich in K mit Geschwindigkeit u

= ruht in K’ mit v;e(K',K) = u

[ . = i — _ U_2 —-1/2
— in K gemessene {Ladungsdlchte. p= Yupo Mit v, = (1 c2)

Stromdichte:  j = pu = y,pou

. . u
= Jj" =(cp,i) = pocyu (1, E) = pocyu(1,B,) = pocu”

[wird wie 4-Vektor transformiert: 4-Stromdichte]
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L 4-Stromdichte, Verallgemeinerung

Allgemeine 4-Stromdichte

Fiir allgemeine Ladungs- + Stromdichte: Uberlagerung!

Fazit:

J* = (cp,j) wird i. A. wie kontravarianter 4-Vektor transformiert!

Ladungserhaltung in kovarianter Form:

Erhaltungsgesetz fiir Gesamtladung = Kontinuititsgleichung, in 4-Schreibweise:

9p _Olep) 0 00, 0y,
0=5t TV I= %@ Tax’ “a0) T T =9
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L Das 4-Potential A#

Das 4-Potential

Weiterer 4-Vektor: & und A — 4-Potential A* = (®,cA)

Argument:
homogene Maxwell-Gleichungen V-B=0, V xE+ % =0 —
OA

E=-Vob—-—— |, B=VxA
ot
AuBerdem: inhomogene Maxwell-Gleichungen —
1 1 0
—p=V-E=-Ad—- —V - A
Scler)=_p B

1 &2 ) B 1 0
_(EEF_A ¢‘&(V’”1¢m)
0 8¢} O 0

=50~ gy |7 M)+ e o(ct)

J(ct) (9.A7)
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Das 4-Potential

Inhomogene Maxwell-Gleichungen —

) 1 0 v
= (cp,j) , —(cp)=0¢ — (0,A”) , A" =(d,cA)
: €0C d(ct)
sowie . oE
ao_cj = loCj = ¢ (V x B — so,uoa)
1 o 9°A
1 0°A aﬂ
_ClV(V'A)_AA+_2W+ Vat
=V lV (cA) + A 1 + 0O(cA) =0(cA) — =—— (0, A")
d(ct) 8( x)
Kombination —  in 4-Schreibweise:
ijﬂ — OA* — 8“(8,,/4”)
eocC
linke Seite = 4-Vektor = auch rechte Seite = 4-Vektor , aber ....

Hilfreich: Eichtransformation A" —3 A = A* 1+ 9HA
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L Das 4-Potential A#

Das 4-Potential
Bisheriges Ergebnis: %j“ = OA* —9"(0,A”) = Wabhle Lorenz-Eichung:

1
9,A” =0 = OAY = g—cj” (elektromagnetische Wellen!)
0

Lorenz-Eichung immer realisierbar:  9,A” #0 = definiere (x, A*) mit;
Ox = —0,A*
AL =AM 40"y = 9,A" =0
Lorenz-Bedingung legt A” nicht eindeutig fest! Alternatives 4-Potential:
At = A* + "N, OA=0

= A" in Lorenz-Eichung bis auf Losung der Wellengleichung bestimmt

Spezialfall: j#=0 = 0OA*=0 = im Inertialsystem K:
AM(X) — (AO) i(kex—wt) _ (A ),u —i(%ct—k-x)
_ (Ao)’“‘e_'k”x _ (AO)“e_'“D(X)
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|—Transi'"ormationsverhalten der Phase, des 4-Wellenvektors

Der 4-Wellenvektor

Ebene Welle:  A#(x) = (Ap)*e ™" =  Definitionen:

B . B b (W Phase, Frequenz
px)=kx” , w=clkl , k= (E’ k) ( 4-Wellenvektor )

In K' mit vie1(K', K) = v gilt:
(A (X) = N A% (x) = A, (Ag)” e 0 = (Ap)r e )
mit (A" = A*,(A0)” und
0 (X)) = o(x) = kox” = ky(/\_l)yu(x/)“ = kN (X)) = (K)u(x)*
Fazit: (Ao)" = 4-Vektor , ¢(x) = Lorentz-Skalar , k" = 4-Vektor:
(k') = NSk, ) (K" = N kY
Quantenmechanik —  fiir Photonen: p=hk , &=hw
= Impuls und Energie (fiir Photonen) bilden 4-Vektor!

ph = (%,p) —5 (% k) — k" (spater: gilt auch allgemeiner)
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L Transformationsverhalten von Winkeln

Der 4-Wellenvektor

Lorentz-Transformation fiir k" = (%, k) ;

() =()n s D) L asiatn,

—  Transformationsverhalten der Frequenz w:
k
w' = y(w — Bcky) = qw (1 — B%) = yw[l — B cos(V)]
. und des Winkels ¢ :

! 0
tan(¥') = k| = [k _ kel/k sin(19)

ki v (ki -82) 4 ("—k” - 5) - Ycos(9) — ]

oder umgekehrt:
sin(v’)
Ylcos(9) + /]

[wie vorher fiir Aberration von Sternenlicht, relativistischer Doppler-Effekt!]

tan(v) =
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Longitudinaler/transversaler Doppler-Effekt

Transformationsverhalten der Frequenz w:

W' = yw[l — B cos(V)]

Longitudinaler Doppler-Effekt: (¥ =0 bzw. ¥ = 7)

I 1_6 - /I 1+ﬂ _
w—\/mw (¥ =0) ) w—\/mw (¥ =m)

Transversaler Doppler-Effekt: (9=7%) — Rotverschiebung
W = iu/ < (Konsequenz der Zeitdilatation)
Vv
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|—Masse und Energie, die Idee

2.6 Masse und Energie
[A. Einstein, Annalen der Physik 17, 639 (1905)]
Energie von N Photonen im Inertialsystem K:
E = Nhw a Nhw

Transformationsgesetz fiir die Energie elektro-
magnetischer Strahlung:

&' = Nhw' = yNhw[1 — B cos()] %
= ~vE[1 — B cos(V)]
[£" = Energie im Inertialsystem K’ Nhw o
mit vie(K', K) = v = v3]
Definitionen:
> Energie des Korpers in K vor Emission = £(0) [in K': =&(v)]

> Energie des Korpers in K nach Emission = £9(0)  [in K': = £9(v)]
» 2Nhw =¢ = Energieerhaltung in K:
£(0) = £9(0) + e+ 1e = €9(0) + ¢
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I—Z\quivalenz von Masse und Energie

Aquivalenz von Masse und Energie
Definitionen:
> Energie des Korpers in K vor Emission = £(0) [in K': = &(v)]
> Energie des Kérpers in K nach Emission = £9(0)  [in K': =£O(v)]
> 2Niw=¢e = Energieerhaltung in K: £(0) = £9(0) + ¢
Energieerhaltung in K’
E(v) = EO(v) + Ler[l — Beos(9)] + 3er[l — Beos(¥ — )] = EO(v) + ey

Definiere:
Ekin(v) = (‘:(V) — 5(0) A N hw
Ean(v) = E0(v) = £9(0) \9
EQ (v) fiir =¥ <« 1: mos” >
Exn(v) = Euan(v) —e(y — 1) g
- %mov2 . %562 L 0—
= l(m —i) v = 1 p@,2 N
2 0 c? — 2770
Aquivalenz: Massendefizit  po = mo — méo) = :—2 = Energie ¢ = ,uocz
Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.6 Masse und Energie
I—4—|mpu|svektor = 4-Vektor
Aquivalenz von Masse und Energie
Bisherige Ergebnisse:
E0)=EQ0)+e , EWV)=EOW)+ey , po=mo—m® = %
Wandle ganze Ruhemasse in Strahlung um: [£9(0) = £O(v) = m(()o)c2 =0]
= £(0)=ec=moc® , E(v)=ey=rmoc® =mc> (m=ymp)
Fazit: Masse und Energie dquivalent!
A Nhw
AuBerdem nun auch fiir Teilchen: \9
4-Impulsvektor = 4-Vektor! N
... denn: B
p" = (é mu) = mc (1 E)
C7 ) C th h.‘

= mocvyu(1,8,) = mocu”
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I—Tensoren h&herer Stufe

Tensoren hoherer Stufe

Allgemeine Begriffe:
» Das dyadische Produkt D*¥ zweier 4-Vektoren a* und b”:

D = gt p”
... wird wie folgt transformiert:
(D" = ()b = NN aP b = NN DP?

Nomenklatur:
» Dyade D#*¥ :  kontravariant
» Dyade D,, = g,,8,0D°? = a,b, : kovariant
> Dyaden D,” =g,,D" , D", = g,-D"" :  gemischt
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|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder
I—Tensoren h&herer Stufe

Tensoren hoherer Stufe
Allgemeine Begriffe:
» Verallgemeinerung:
D¥*72 i = alta)? .- - a," (kontravariant)
Transformationsverhalten:

/
(D )N1N2 Hn _ AN1V1/\N2V2 . /\unyn pvivevn

» Verallgemeinerung: Tensoren

» Wird T"" genauso transformiert wie D"
= (kontravarianter) Tensor 2. Stufe

» Wird T"t"2:-"n genauso transformiert wie D"1"2--¥n
= (kontravarianter) Tensor n-ter Stufe

» Bildung von Skalarprodukten — Verjiingung” eines Tensors:

d"=D"¢c, =3a"b"'c, , th'=T"¢ (kontravariante 4-Vektoren)
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I—Der elektromagnetische Feldtensor

Der elektromagnetische Feldtensor
Ableitungen des 4-Potentials nach dem 4-Ortsvektor:
F = ot A” — 0¥ A (Differenz zweier Dyaden)

= antisymmetrischer, kontravarianter 4-Tensor 2. Stufe:
(F')y" =N N, FP?
Komponenten von FH¥:
F* =0
8A}

FO=9'A" - 3°A = [—Vcb - ——| =E
ot |;

Fij = EUk(—CBk) = —CE,'J'kBk

Als Matrix:
0 = —E —E3
F“V _ E1 0 —CB3 CB2
E2 CB3 0 —CBl

E3 — CBQ CBl 0
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|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Der elektromagnetische Feldtensor

Transformationsverhalten unter Raumspiegelungen

Transformationsverhalten von F*” unter Raumspiegelungen:

0 E1 E2 E3
— E1 0 — CB3 CBQ
—E cBs 0 —cB;
— E3 —CBQ CB1 0

Fr — (F)" =
Raumspiegelungen:
AN, =o(p)d”, mit o(0)=1, o(1) =0(2) =0(3) = -1

Transformationsverhalten echter Tensoren unter Raumspiegelungen:

(F')" = NN o7 = () () F**
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I—Der elektromagnetische Feldtensor

Allgemeine antisymmetrische Tensoren 2. Stufe

Allgemeine Darstellung antisymmetrischer Tensoren 2. Stufe A*:

0O —pr —p2 —ps3
p1 0 —as  a
p2 a3 0 —a
p3 —a» a1 0

AHY — = (p,a)

Polarer (oder echter) Vektor p, axialer (oder Pseudo-)Vektor a:

p=R(a)p , a =R(a)a

In dieser Notation gilt: F*” = (E, cB)
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|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Transformationsverhalten der E- und B-Felder

Transformationsverhalten des E-Feldes
Beziehung E’ «» (F')"":
(E")i = (F')° = NN F™”
= NN F° + NoA%FY + NGNS F* - (da F* = 0)
Explizite Form von A#

T
Av :< gl -8 )
B Ls+(y-1)B3"
Daher fiir E-Feld:

(E")i =65 + (v — DBBIE + (—vB8)(—B)(—E)
+ 165 + (v = DBiB1(—vBe)eju(—cBr)
= v(Ei + eiviB)) + [y(y — 1) — +*B*1Bi(B - E)
Identitit v2(1 — %) =1 —
E'=vE+vxB)—(y—1)(3-E)3
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|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Transi‘"ormationsverhalten der E- und B-Felder

Transformationsverhalten der E- und B-Felder

Transformationsverhalten des E-Feldes:
E'=%(E+vxB)—(y-1)(3-E)B
Analog fiir B-Feld:
B =+ (B-28%E)—(-1)(3-B)B
Komponentenweise:
Ej| = E Bj = B

1
E/J_:’Y(EJ_—FVXBJ_) B,J_:’Y(BJ_—E,BXEJ_)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Definiere 4-Vektor:
K" = qgF*" u,

Explizite Berechnung:

K" = q(F"uw + F"u) = qvu[F** + F*(=5))]
= q7u(E-B, E+ux B)

[mit  F7(—Bj) = (—eicBi)(—B;) = c(B x B); = (u x B)]]

Fazit: K* relativistische Verallgemeinerung der Lorentz-Kraft!
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|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Betrachte nun die Bewegungsgleichung:

d’x* dt
= KV dr = —
dr? ’ T Yu

mo
Eigenschaften:
» Sicherlich korrekt im momentanen Ruhesystem des Teilchens:
d?x
(0, mow) = (0, qE)

» Lorentz-kovariant formuliert!
= nach Relativitatsprinzip giiltig in jedem Inertialsystem!
= relativistische Formulierung der Lorentz'schen Bewegungsgleichung!

4-Kraft KF# L ut:

du" 1 q
— = —K“>:— F*u, =0
Uiy =t (moc mocu“ !

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Beispiel fiir die Wirkung der Lorentz-Kraft: Bahn eines
relativistischen Teilchens in einem konstanten E-Feld

Definitionen:
_ qEx |
= Yumo |70 |c
I
7T0||:7T(0)E: 3 4 NR
.
moL = w(0) — mo|E = 7(0) y=0"
| y=15
oL = oL /|moL| 2 y=5
y = (mo1/moc) . y=2
X|| = . ﬁ
|| 0 B
X, =X-FfoL T T T T T m0c2
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I—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft

Geschwindigkeit eines Teilchens im elektrischen Feld

3 BNr(0)
Definitionen: /
_ dx R y =15
"= y=15
y=.14
g=12 75 - y=0
C
18| = B(6: y) 5
y = (7‘('()J_/moC)2
ﬁNR(e) = lim /BNewton(e;y) 25 -
40
0 T T T T T 9
0 25 5 .75 1 1.25
Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder
I—Relativistische Formulierung der Lorentz-Kraft
Energiegewinn eines Teilchens im elektrischen Feld
SENR(0)
Definitionen: 0
£(0) = yu(t)moc®
SE(0) = 5;—3(0)
(0) 5(6)
Enr(0) = moc® + %mou2
. Enr — Enr(0)
0Enr(0) = |
ne(6) y10 Enr(0)
y = (7TOJ_/m0C)2
— 0
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|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder
|—Dynamik der Felder

Kovariante Form der inhomogenen Maxwell-Gleichungen

Explizite Form von F*¥ —

1 1
FFPP =V . E= —p=—cp = noci®
Ou \Y% 60p soccp Hoc/
und
. , i O(—E) o
FH — 5o FY FY = J —ceixB

D 1 06\ E\
- <€f’kax,- Bi— 2 %5¢ ) - c (V X B = oo 8t>- - fed

J

Daher insgesamt:
a'u,FNV — /J/OCJ.V

(relativistisch kovariante Form der inhomogenen Maxwell-Gleichungen)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Spezielle Tensoren

Spezielle Tensoren (benétigt fiir homogene Maxwell-Gleichungen)

» Kronecker-Delta g, = ", ist ein Tensor:
NN 8% = NN = N (NP, = 6%,
» = metrischer Tensor" ist echter kontravarianter Tensor 2. Stufe:
NN 8" =g (N N-"8") =g 78" = 8"
Analog: g, ist kovarianter Tensor

» Nulltensor: NM =0

» Levi-Civita-Tensor e#¥ro .

SHPo — sgn(P) falls (uvpo) = (PO, P1, P2, P3)
~ |0 sonst

mit (¢')*"?7 = &""?? (in allen Inertialsystemen gleich)
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|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

I—Spezielle Tensoren

/Zum Levi-Civita-Tensor e#vro

Konsistenzcheck:
NN N N e 07 = (NP (YA € L)
wahle (uvpo) =(0123) = C(A) =det(A) =1
Raumspiegelung am Ursprung:

» Erwartung fiir echten Tensor:

(€)% = det(A)e"P? = —iP?

» Tatsachlich (per definitionem):

/
(e"HP? = eMP? =  Pseudotensor!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

L Dualitatstransformationen

Dualitatstransformationen
Levi-Civita-Tensor —  Erzeugung neuer Tensoren:

UV

a , a —%5’“’””

FHVP _ HYPO pvpo

3 K=

1
68 Avpo

aps , 4
(nur antisymmetrische Tensoren/Pseudotensoren a??, a”*?)
a’ Tensor = 3""P Pseudotensor (& umgekehrt)
[Analog fiir (a7, 3"") und (2”77, 3")]
Nomenklatur:

(a?,3*"") , (a??,3") , (a”??, 3") heiBen dual zueinander

Dualitatstransformation umkehrbar:

o

5134
I
v
Qe
|

|
)
v



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

L Dualitatstransformationen

Insbesondere: Eine Dualitatstransformation ....

.... flir echte antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe:
A" = (p,a) = AP — (a,—p) = Z’“’ = (—p,—a) = —A"

Satz von Helmholtz fiir antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe:
DA =0 o TM mit A = MP7Y,E,
Resultat:
A" = (p,a) = (V X &,00€ + V&) = "7 0,&,
Daher nach Dualitatstransformation:

A" = (a,—p) = (Bo& + Vo, =V x &) = —(9"¢" — 9"¢")

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder
I—Der duale Feldtensor

Der duale Feldtensor

0 —cB"
Frv — %e“VpUFpU =| B OE %3 _EE2 (dualer Feldtensor)
—E3 1
E> —E 0

[ F*¥ echter" Tensor, "V*° Pseudotensor = F"” Pseudotensor |

4-Divergenz von Frv.
OF*° =V .(cB)=¢(V-B)=0

und
aui_*uj = 80F_Oj + a,,':-U = Oo(—cBj) + Oi(eijk Ex)
oB
——(§+V><E)j _0
Daher insgesamt: 8,}'“’/ —

(homogene Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form)
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|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder
I—Der duale Feldtensor

Die homogenen Maxwell-Gleichungen:

Kompakte Formulierung:
O F" =0
Alternativform:

%a“ypa(?,,Fpg =0 = 8pra+apFap+aanp =0

Achtung: 6MIE“” =0 ist

» nicht-trivial fir F*¥ = (¢B, —E)

> trivial fiir F* = LeMP7F,, mit F* = 0" AY — OV A" .
P 9,(0,As — 05 A,) = "*70,0,A; =0

1
2

(Annahme der Existenz eines 4-Potentials < homogene Maxwell-Gleichungen)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—2.7 Die Lorentz-Kraft und elektromagnetische Felder

L Zusammenfassung

Der elektromagnetische Feldtensor, Zusammenfassung

Definition:  F*[A] = 9*A” — 9" A
Eigenschaften: F*[A] = (E,cB) = F*'(E,B) , 08,F"’(E,B) = pocj”

Verhalten unter Lorentz- Transformationen:
> In Lorenz-Eichung: (F")""[A"] = A*,N, FP?[A]
» Dabher als Funktion der Felder: (F')**(E’,B") = A* ,A\",F?°(E,B)

Aquivalenz: HomMaxwGIn < Existenz A*
entweder: HomMaxwGlIn , 0= 8,F""(E,B)
= Wahle
oder: Existenz A* , FF[A] = M A" — 9” A"

Frage: Kovariante Form fiir Maxwell-Theorie + @UEEEEIEIEED ?
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Kapitel 3: Kanonischer Formalismus

» 3.0 Einfiihrende Bemerkungen

» 3.1 Kraftefreie Teilchen

» 3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld
» 3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

» 3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

» 3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—3.0 Einfiihrende Bemerkungen
I—Zentrale Fragestellung: Wirkung? Eigenschaften?

Zentrale Fragestellung: Wirkung? Eigenschaften?

relativistischen Teilchen und}}_

Gibt es fiir das Gesamtsystem von )
y {elektromagnetlschen Feldern

e eine ,Lagrange-Funktion"?

e einen ,kanonisch konjugierten Impuls"?
e eine ,Hamilton-Funktion*?

e ein ,Hamilton'sches Prinzip“?

e eine ,Wirkung"?

Struktur der gesuchten Wirkung: S=5u+ Sww + Sr

Diese Wirkung soll also beschreiben:

» sowohl die Dynamik der Teilchen:
d?x*
dr?
» als auch die Dynamik der Felder:

O F"™ = pogi® , O.F" =0

= qF""u,

mo
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I—3.1 Kraftefreie Teilchen
I—Das Planck’'sche Wirkungsfunktional

3.1 Kraftefreie Teilchen

Bewegungsgleichung eines Teilchens fiir F*¥ = O:

d?x* dx* dx*

mo— 5 = 0 = o = Vg = konstant
Losung:
vyu = konst. = u = konst. (geradlinig-gleichférmige Bewegung)
Energie: )

2
E = yumpc” = mc

Geeignetes Wirkungsfunktional:  (Lorentz-invariant, 1906, Max Planck)
2 tr
1
Su = 512[X] = —moc/ ds = —m0C2/ dt/—/
1 t fyu(t )
lgxf :(ctl,xl) , 2;X;:(Ct2,x2)

(bei Variation von S festzuhalten!)

Physikalische Bahn durch Minimierung von Sy; bestimmt!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—3.1 Kréaftefreie Teilchen
I—Das Planck’'sche Wirkungsfunktional

Kraftefreie Teilchen
Geeignetes Wirkungsfunktional: ~ (Max Planck, 1906)

2 to 1
Su = SP[x] = —moc/ ds = —moc2/ dt’ -
1 t1 ’}/u(t)

Physikalische Bahn durch Minimierung von Sy bestimmt:

LY Y AT
=50 SM_/ dt’ L(x,x;t)

ty

mit

L) = 175 = ""°C2\/1 (M) - ""OCQ\/1 - (MY

Nicht-relativistischer Limes:

: 2N 2
. B 2 _1(x>2_1<x2>
L(x,x;t) moc [1 5\ 2 5\ = +

Bewegungsgleichung des kraftefreien Teilchens:

1 P vollstandige
2 MoX"+ (Zeitableitung

o~ -5 (50) [ e ] g (%)
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I—3.1 Kraftefreie Teilchen

I—Bewegungsgleichung und Energie des kraftefreien Teilchens

Kraftefreie Teilchen

Bewegungsgleichung des kraftefreien Teilchens: 0=—-mo% (7,%)

Lésung: u= % = konstant =, = konstant =
0= i[ 9 (et x)} _d (dx“) _ &t
Vg e ] T dr Udr ) T T

Hamilton-Formulierung:
. oL . mo)'(

= — = = Yy,Mou u=x
ox /1= (x2/c?) ( )
Beziehung 3-Impuls <« 4-Geschwindigkeit v" = ~,(1,3,):

i
pi = mop~y,Ui = mMocu

Energie des Teilchens:
_ —
E(x)=p-x—L= Tox % —(—moc2 1_x_>

V1—(x2/c?) c?
= Yumoc’[B° + (1 — B°)] = yumoc® = moc®u’
Kombination — (kontra- bzw. kovarianter) 4-Vektor: 4-Impuls

p" (%, p) = mocu” bzw. p, = (%, —p) = mocu,

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—3.1 Kréaftefreie Teilchen

I—Hamilton—Funktion & -Gleichungen des kraftefreien Teilchens

Kraftefreie Teilchen
Kombination — (kontra- bzw. kovarianter) 4-Vektor: 4-Impuls
p! = (%, p) = mocu" bzw. p, = (%, —p) = mocu,
Normierung u,ut =1 —

(moc)® = (moc)uuu” = pup” = (

0|t

)2_p2 - g(p): /p2C2+mgC4

Nicht-relativistischer Limes:

2
, g(p):m0C2+p_+

E() = moc® + Tmoi? + - s

Hamilton-Funktion eines kraftefreien Teilchens:
H(x,p; t) = \/p?c? + m3c*
Hamilton-Gleichungen:

oH oOH pc? geradlinig-
p= o 0 , x= Ip = = gleichférmige

v/ P?c® + mict Bewegung
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|—3.1 Kréftefreie Teilchen

I—Kanonischer Formalismus in manifest kovarianter Form

Kanonischer Formalismus in manifest kovarianter Form

2
Su = —moc/ ds
1

Hamilton'sches Prinzip: (0xt" = 6x5' = 0)

Wirkung:

2 2 2
dx*
0Sm = —mOC[ 5(d5) = _rnOC‘/1 5( V dXNdXH) = —m0C[ Id(dxu)

2 2 n |
+moc/ 6deLdsiO
1 1

2
= —moc/1 utd(0x,) = —mocutx,, s

Konsequenz fiir Bewegungsgleichung:

2
du" du*
5SM:m0C[ 5XNIdS:0 IZO
Losung: xg = geradlinig-gleichférmige Bewegung
Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—3.1 Kraftefreie Teilchen
I—Kanonischer Formalismus in manifest kovarianter Form
Hamilton'sche Wirkungsfunktion
Definition:
Z(X) = 5;:1 [X¢] [X1 = (Ct1, Xl) fest]
4-Ortsableitung von ¥~ — 4-Impulsvektor:
mocu” =p" = 6L =—-plox, = 8—2:8"Z=—p“
Oxy,

Normierung des 4-Impulses — Bestimmungsgleichung fiir ¥(x):

5 5 Hamilton-
(moc)® = p.p" = (0,X)(0"L) = L2y _(x Jacobi-
c2 \ Ot ox )
Gleichung
nicht-relativistischer Limes:
_ Oxnr
ot

Im Limes ¢ — 001 &+ H (%) =0 mit H(p) = p*/2m

=&k =& — mpc® = —%(Z +mpc’t) , L =-—mc’t+ Inr
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I—3.1 Kraftefreie Teilchen
I—Der relativistische Drehimpuls

Der relativistische Drehimpuls
Nicht-relativistisch: auch Drehimpuls eines kriftefreien Teilchens erhalten!

dL X2P3 — X3P2
EZO , L=xxp=|xp1—x1p3 ,  Li = €ijkxipk
X1p2 — X2p1
Relativistische Verallgemeinerung:
" = x"p” — x"p" [(echter) antisymmetrischer Tensor 2. Stufe]
Bewegungsgleichung:
dLr”  dx" Ldp” dx” , dp”
ds_dsp+x ds dsp X ds

=u"'p” —u'p" = moc(v* v’ —u"u*)=0

L*¥ ist ErhaltungsgréBe: [auch X erhalten: x= £X+4ut, u=Sp= " }

Yu Mo
0 _XT
0 L L E
R 3 2] =(X,—-L X=Zx—pct
X —L3 0 I (X,-1) X P
Ly —14 0

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—3.1 Kréaftefreie Teilchen
I—Der relativistische Drehimpuls

System N kraftefreier Teilchen

Gesamt-4-Impuls N kraftefreier Teilchen:
Em

N N
pf/[ - <Ta pM) y  PM = Zp/ , Em = Zg/ , &= \/D%Cz + rn(%/c4
=1 =1

Gesamtdrehimpuls-4-Tensor:

N

N
v 8/
Ly = (Xa, —Lm) , Xu = Z (zx/ — p;ct) , Lv = Z L,
I=1

I=1
Erhaltungsgesetze:

dpy; Ly, 0
dt 7 dt
Erhaltungsgesetz fiir Xy; impliziert:
1 ! c c?
=N &x = —X t ==
oo ,2_1: IX] 2y M tumt , um oo PM

Interpretation:

Schwerpunkt des Gesamtsystems hat konstante Geschwindigkeit uy
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|—3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld
I—Das Wirkungsfunktional der Wechselwirkung

3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

Wechselwirkungsterm in der nicht-relativistischen Wirkung:
o

SWW =4q / dt [U ’ A(X, t) - (b(X’ t)]
t1
Sww ist bereits Lorentz-invariant! Mit u, = v,(1, —8) und A* = (¥, cA):
[5) 2

dt
Sww = CI/ — [wB - (cA) — 7] = —g /C/S uy AY

u
51 1

Gesamtwirkung fiir Wechselwirkungsproblem:
2

SMiww = /ds (—moc — gu,,A”)
c

1
)

—/dt(—m 2\ /1« A — <b)
= 0C = Tt qu q

ty

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld
I—Die Hamilton-Funktion

Impuls, Hamilton-Funktion und Energie

kanonischer Impuls:  p= 8t =~,mu+qA =m+qgA _ 4-Vektoren -
kinetischer Impuls: 7 =p— gA = y,mou '

p" = mocut + gA“ =7l + gA“ , wht=pt— gA“ = mocut

Hamilton-Funktion:

oL — 2
H:u-a——L:u-(’yumou—i-qA)—( Mo¢ —I—qu-A—q(D)
u u

u? 1 !
= yumoc? (—2 + = ) + 9% = yumoc® + g (x, t) = cp’
v

u

ersetze u durch p:

H(x,p; t) = /72c? + mic* + qd = \/(p — gA)? 2 + mic* + q®

Summe von kinetischer Energie und Ruheenergie:

moc?

\/1—u?/c?

E(u) = yymgc® = (i. A. keine ErhaltungsgroBe)
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|—3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

|—3.2.1 Bewegungsgleichung fiir relativistisches geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Lorentz'sche Bewegungsgleichung (relativistisch)
ldentitat ds = |/dx,dx* + Hamilton'sches Prinzip —
2

0= 5Svpww = 5/(—m0c ds — 9 AV dx,,)

5 1

_ / [—mocd:l(—:d(éxu)— 94 d(Sx,) — %(('WAV)(JXM)dXV}
1
2
= —(mocut 4+ TAM)dx,,
, 1
251
+/6x“ [mocdd;; + %(8”A“)% - %((‘%A”)%} ds

1

Bewegungsgleichung durch Minimierung von Syoww:

ow
= mgc X _ quy, (OHAY — OV AP) = qu, FF*Y = K¥
ds?

» (iberspringe ,Wirkungsfunktion*

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

|—3.2.1 Bewegungsgleichung fiir relativistisches geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Hamilton'sche Wirkungsfunktion
Definition:
¥ (x) = S [xs]
Ableiten nach 4-Ortsvektor:

ox
_ _ qan _ q
pt = _axu = mocut' + ZA¥ =gl + TAH

Identitat wHm, = (moc)?utu, = (moc)? — Hamilton-Jacobi-Gleichung:
(moc) = (—7#)(~mu) = (T + SAM)(@,T + 2A,)
1 /0%

2
== (=4qgd)] —(VI-gA)?
C2<8t+q) ( qA)

[ Substitution ¥ = —mpc?t + NR — nicht-relativistische Variante ]
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L32 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld
|—3.2.1 Bewegungsgleichung fiir relativistisches geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Relativistische Bewegungsgleichung
Explizite Form der Bewegungsgleichung:

d?xH d (c M) dmt
= m —(cu —
dr2 07w 4 T

:KN:q’yu(E-IBU,E-i-UXB)

mo

Beziehung:  «# = mycu® = vumoc(1,8,) - komponentenweise:

d
d—::q(E—i—uXB) , T = yymou

und

d€ d d
dar E(’Yumocz) - E(WOC) =qE-u , &=yumec®= \/m

%—Gleichung ibrigens redundant wegen:

2 dm
d& com o or . q

dt /m2c2 + mgc4 Yumg

7w -(E4+uxB)=gE-u

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.2 Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld
|—3.2.1 Bewegungsgleichung fiir relativistisches geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Diskrete /kontinuierliche Symmetrien

Bewegungsgleichungen:
dm d&
P qg(E+uxB) P
diskrete Symmetrien der Bewegungsgleichungen:

gE - u

» Zeitumkehr [(wr, t, u, B) = (—7, —t,—u, —B); (g, E) invariant]
» Raumspiegelung am Ursprung (E — —E, B — B)

kontinuierliche Symmetrien der Wirkung/Bewegungsgleichungen:

» Lorentz-Invarianz der Wirkung , -Kovarianz der Bewegungsgleichungen

» Bewegungsgleichungen manifest eichinvariant
Eichinvarianz der Wirkung?  (A")* = A¥ + 9O*N , A = Lorentz-Skalar —

2
S—)S':/[—mocd — %dx,,(A"—|—8’“/\)]
1 2 2
—5_ g/(a“/\)dx,, —s_ g/d/\: S — 9A@Q) - A(1)]

1 1
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|—3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder
L Mégliche Struktur des Wirkungsfunktionals

3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder

Wirkungsfunktional, Erwartung

SF—/dtLF(t)—/dt/dXEF

Lagrange-Dichte Lp: Lp = CIAR, 0¥ AM]

Homogenitat der Raum-Zeit = Lg nicht explizit x*-abhangig
g

Herleitung der EuIer-Lagrange—GIeichungen:

acF oLy }
0=06Sp = | dt IEE san 4 _95F v isar
" / / o A T Gy ? OA)
oL oL oL 2
dt | d _F 1 <—F>} SAH 1 2= san
/ / * | 2an G0 T oA |
1

Variation der ,,Bahnen” an den Endpunkten (t = t;, t = t») festhalten!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder
L Mégliche Struktur des Wirkungsfunktionals

Variation der ,,Bahnen” an den Endpunkten (t = t;, t = t») festhalten:
dA(ct1,x) = 0 = dA(cty, x)
Konsequenz:
0Ly o < OLp ) _
OAH A(OvAR) )
Maxwell-Gleichungen linear in O*E, 0*B, 0*0YAP = Form von Lg:

Lr = au,po (0" AY) (0P A7) (auv,po = apo,uv)
Fordere Invarianz von Lg unter Eichtransformation A* — Al = AP 4 GPA:
0= auv oo [(9#A7)(87 A7) — (9#AV)(0° A7)

= ayuw,po [(90"N) (8P A7) + (0" A¥)(0707 A) + (840" N)(8707 N)]

= au, o [2(F AV ) (P07 A) + (80" N)(9P07 A)]
Fordere daher:

auv,pe(OPO°N) =0 (Y, v)
OA = 0, ansonsten A = beliebiger Lorentz-Skalar = auv,po = —auv,op =
Lr = 2auu,p0 (0" AY — 0¥ AH)(OP AT — 07 AP)

— Lo RO
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|—3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder
L Mégliche Struktur des Wirkungsfunktionals

Lagrange-Dichte:

1 v o

Fordere Lorentz-Invarianz der Wirkung; Invarianz des Volumenelements:

v
det <8X >
OxH

= Lp Lorentz-invariant = auu,po echter Tensor unter Lorentz-Transformationen

dt dx — dt’ dx’' = dt dx = | det(A)| dt dx = dt dx

Weitere Einschrankungen:
» auu,po unabhdngig vom Koordinatensystem!
> a,,. 0 aus gh¥, g", aufgebaut!
Bup 8uo
8vp 8vo
=  Lagrange-Dichte:

1
> auv,po = —5€

Ly = _%5(gupgvo — Bup8us ) FIYFP? = _%5’:””’:;“/

Im Folgenden: Giiltigkeit der inhomogenen Maxwell-Gleichungen erfordert € = g

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder
L Mégliche Struktur des Wirkungsfunktionals

Wechselwirkungsterm im Wirkungsfunktional
Ladungs- und Stromdichten:

N N
plx,t) =Y ad(x—x(1) , i(xt) = ax(t)d(x—x(t))

I=1 I=1

Fiir N-Teilchen-System:
N
Lww = Z qilx; - A(xi(t), £) — ®(x(t), t)] = /dx (-A—p)=—¢ / dx ju A
I=1

Form der Wirkung Sww:

to
SWVV :/dt/dx *CWW s LWW :—%juA'u’

ty

Insgesamt: [ju(x) fest vorgegeben]

to
Srrww = /dt/dx Lriww , Lriww = —3eFFFu, — 1j, A0

t1
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|—3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder
L Mégliche Struktur des Wirkungsfunktionals

Euler-Lagrange-Gleichungen fiir A*:

oL o oL . 1 o

1

Vergleich mit inhomogenen Maxwell-Gleichungen:
1
0o F°P = pogj? = —jP = e=¢p
€o0C

Fazit: Gesamtwirkung eines N-Teilchensystems + elektromagnetisches Feld:

%)

Sz/dtL, L:LM+/dx(L’F+EWW)

t1

. 2
LM = —ZmOIC2 1— (ﬁ) s ﬁF = —%EOFNVFHU 5 ‘CWW - _%jﬂAH

Bewegungsgleichungen folgen alle aus dem Hamilton-Prinzip 6§ =0

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.3 Das Wirkungsfunktional der Felder
|—3.3.1 Eichinvarianz der Wirkung des Gesamtsystems

Eichinvarianz der Wirkung des Gesamtsystems

Verhalten der Wirkung unter Eichtransformationen?
A — (A = AF + OFA (A = Lorentz-Skalar)

Nur Lagrange-Funktion Lywyw = [ dx Ly andert sich:

Liyw — Lww = —1 /dxjuﬁ“A =1 / dx [0°(joA) — A(8"j.)]

. d .
:%/dx/\(am —C%E/dx_]o/\

= Anderung der Wirkung:
to
S —-S= / dt (L,VVW — wa)

t1
to
= %/ dt /dx A(0"j.) + Konstante
t
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|—3.3.1 Eichinvarianz der Wirkung des Gesamtsystems

Eichinvarianz < Ladungserhaltung??

Anderung der Wirkung unter Eichtransformationen:

to
S -S= %/ dt /dx A(O*j.) + Konstante
t1

Daher:

<« Die Forderung: in Wirkungsfunktional nur Bahnen (j*, A*) mit 0*j, =0

impliziert Eichinvarianz der Wirkung (Ladungserhaltung L Zwangsbedingung)
= Die Forderung nach Eichinvarianz der Wirkung:

/
§S" 0
IN(x)

(Ctl <x% < Ct2)

impliziert Ladungserhaltung fiir alle erlaubten (Jj#, JA*)

(Nur) in diesem Sinne: Eichinvarianz < Ladungserhaltung

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

I—Bereits bekannte Invarianten

3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

Bereits bekannte Invariante: (é Lagrange-Dichte des e.m. Feldes)

F* Fuu = F Foi + FOFjo + FUF;
= (—E)Ei + Ei(—E;) + (—eijkcBx)(—<jicBi)
= 2c25,yBxB) — 2E? = —2[E? — (cB)?]

/Zweite Invariante:

F’“’IN-_,W = FOFy; + FOF, + FUIN—_,-J-
= (—E,')CB,' + E,'(—CB,') + (—€;jkCBk)(€,'j/E/)

= —2E - (cB) — 264/(cBk)E; = —4E - (cB)

Dritte Moglichkeit:

FRY Fuy = %5WWFP0FW = Fpo (%8pUWF/~W)

=Fp Fro = —Fpo FP7 = 2[E2 - (CB)2]
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L Weitere Invarianten?

Fazit:
> h=E>—(cB)?> und bk =E-(cB) invariant unter A € £
» |; echter Skalar, invariant unter L; I, Pseudoskalar
> |2 lokal definiert: I[/(x',t") = h(x,t) , B(X,t') = h(x,t)

Weitere Invarianten? Nein!
Langenquadrat von F = E + icB:

F2=F.F =[E2— (cB)?] + 2/E- (cB) = h + 2ih
Spezialfille:

» F°=0 = E=cB A E-(cB)=0
> Alternativ fiir F? # 0:
F=Ff (f-f=1 , FeQ)

Wihle o, ¢ so, dass R(a — ip)f =& =
E' +icB' =F = RF = FRf = Fé

= E’ = Re(F)é und cB’ = Im(F)&é parallel

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

I—Interpretation des komplexen Einheitsvektors f

Interpretation von Rf =&

Schreibe f=fr +iff mit ffeR3 =

ff=(Ff-f)+2ifr - fi=1 = frLfmit|fr|=/1+F

Kommentare:
» Speziell: fi=0 = fg auf Einheitskugel
» Allgemein durchliuft f eine 4-dimensionale Menge
» Wihle fr=x& , fi=xé& =
Rf =¢ mit R=R(—i
¢ = artanh (i—f) es und é( (2 } = F

, B

€1
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|—3.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

|—Interpretation des komplexen Einheitsvektors f

Geometrische Darstellung des komplexen Einheitsvektors f

o>
)
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|—3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

I—Bewegungsgleichungen fiir Energie/Impuls eines Teilchens

3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Erwartung: Gesamtimpuls, Gesamtenergie von Teilchen 4 Felder erhalten

[ Energie eines Teilchens = kinetische Energie + Ruheenergie |

Bewegungsgleichung fiir Energie eines Teilchens:

d€¢
E = qE(X’ t) u &= ’Yumocz
Bewegungsgleichung fiir kinetischen Impuls eines Teilchens:
d
d—:: =q[E(x,t) +u x B(x,t)] , 7=yumou

Verallgemeinerung fiir Vielteilchensysteme:

N N

d&

d—iv[ - Zq;E(x,, ty-u , Em= 25/ , &= VU/’”OIC2
I=1 =1

und

N N

dm

d_l}“ — Z GlE(x, t) +u x B(x;, )] , v = Zm ;= Yy Moy
=1 I=1
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I—Bewegungsgleichungen fiir Energie/Impuls eines Teilchens

Alternative Formulierung mit Strom-/Ladungsdichten
Bewegungsgleichungen:

dgM Zq/E(x/,t) w o d’TM Zq/[E(x/,t)—i—u/ x B(x/, t)]
Strom- und Ladungsdichten:
N N
P, t) = ad(x—x) , i(x) = qui(x-x)
=1 =1

= Alternative Formulierungen:

d& d
Mz/de.j , “M’D:/dxfm . fLor =pE+]jx B

dt dt
D D

(E - j = Dichte der vom Feld am Teilchen verrichteten Leistung)
(fLor = Lorentz-Kraftdichte)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
I—Bilanz leichung fiir Energie
g g g

Bilanzgleichung fiir Energie

Alternative Formulierung der Leistungsdichte mit:
» Identitdt V-(axb)=b-(V xa)—a-(V Xb)
» Maxwell-Gleichungen I11/1V:

1 E
—E-j:—E-( V><B—508—>
140

ot
ExB 1 E
v (BB L (v iae X
Mo M0 ot
1 0B OE Opg
=V-S+—B- E- = V-S+ —
el ot T o

Definitionen:
» Energiedichte:
pe = seo(E* + °B?)

» Poynting-Vektor:

1
S=—ExB (Interpretation: Energiestromdichtel)
Ko
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|—3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
I—Bilanz leichung fiir Energie
g g g

Das Poynting-Theorem

Leistungsdichte:
Ope

—E-j=V-S
] +8t

GauB'scher Satz — Integraldarstellung:

dév.p ) ( 3,05)
5= e for(vosi
D D
d
= E SM,’D—I—/dxpg :—/dFS
D oD

Spezialfal: D =R3> = & (&ps+ fpsdxpg) =0

[ Energieerhaltungsgesetz! Poynting- Theorem |
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|—3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
I—Bilanzgleichung fiir Impuls

Analog: Impulserhaltung?

1 OE
—fLor = —(PE+j x B) = —¢o(V - E)E — (—V x B —505> x B

1o
= go[—(V -E)E — c3(V x B) x B] + ¢ [%(E x B) — E x g—lﬂ
2 1 0S
= co[~(V - E)E+E X (V xE) = *(V - B)B+¢’B x (V x B)] + 5 —
ldentitdt: ax(Vxa)=1V(?)—(a-V)a —
L 95 2 2 1 2, 2p2
— (fLor)J' = C2 8 +50[ E(?E C Bja,B, — E,@,EJ — C BIaIB_/+ E8-/(E +c B )]
1 0S;

=S5 L+ c00i[—EEj — c*B;B; + 36;;(E* + ¢*B?)]

Definition:  TMv = <o[E;E; + c2B;B; — 15;(E? + c?B2)] < Maxwell’scher )

Spannungstensor

Notation: (V.7MY); =9, T}V = —fio =358 +V.(-TVV)
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I—Bilanzgleichung fiir Impuls

Lorentz-Kraftdichte: —fio, = 525 + V- (—TMW)

= Bewegungsgleichungen:

d 1
M:/dfoor:—/dx |:_§+V(_TMW)i| —

dt c2 ot
D D
d 1 Mw Mw
— |m™mp+ [ dx| =S =— [ dxV - (=T"V)=— [ dF - (—=T™"")
dt ’ c?
D D oD
Interpretation: LS = Impulsdichte ; —TMW¥ = Impulsstromdichte
C

Spezialfal:. D =R3 =

[ Erhaltung des Gesamtimpulses des Systems! ]
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I—4—Darste||ung der Bilanzgleichungen fiir Energie bzw. Impuls

4-Darstellung der Bilanzgleichungen fiir Energie /Impuls

Bilanzgleichungen:

] Ope 1 08 M
Ej=V.-S+ P8 f =2 v (—TMY
. + ot Lo c28t+ ( )

linke Glieder: bilden 4-Vektor (4-Lorentz-Kraftdichte)

fit = LR jy = S(F"%o + F)

= L((—E) (k) , Eicp+ (—ceimBr)(—jx))
= (%EJ y pE +j X B) = (%EJ ’ fLor)

rechte Glieder: bilden 4-Divergenz eines symmetrischen 4-Tensors 2. Stufe!

pe  isT
—fH =9, TH =8, T | TH =
s —7Mw

Cc

[ Energie-Impuls-Tensor, (symmetrischer) Spannungstensor ]
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I—4—Darste|lung der Bilanzgleichungen fiir Energie bzw. Impuls

Energie-Impuls-Tensor 1

Energie-Impuls-Tensor, (symmetrischer) Spannungstensor:

THY — pe %ST
ls —7Mw

Manifest kovariante Form fur TH":
TH = —ggFMPFY, — gV Lp = eo(—FHPFY, + g FPOF,q)
» Zeitlich-zeitliche Komponente:
T = go[-FYF? + 1(—2)(E* — *B?)]

= co[~(—E/)Ei — 3E* + 3¢°B’] = jeo(E? + ¢*B?) = p¢

» Raumlich-zeitliche Komponenten:

. . .. 1
T = —eoF?F°, = —eoFYF®; = —eo(—cej Bk Ej = E(E x B); =15
0
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4-Darstellung der Bilanzgleichungen fiir Energie bzw. Impuls
LD Il der Bil leich fiir E ie b I I

Energie-Impuls-Tensor 2

Energie-Impuls-Tensor, (symmetrischer) Spannungstensor:

pe isT
THY =
s —7Mw
C
» Raumlich-raumliche Komponenten:

T — go[_,:ip,:J'p _ (_%)50'('52 _ Csz)]
= co~FOFy — F¥F) + 15;(E? — ¢*B?)]
= eo[—EEj — (—ceiuBi)(cejumBm) + %5U(E2 _ 2B
= o[~ EiEj + ¢*(3;i01m — 0imS1) BiBm + %5U(E2 _ 2B?)]
= eo[—EiEj — ¢*B;iB; + 15;;(E* + ¢°B?)]
= (=T");

TH, spurlos: T, = gu TH=eo(—F** Fup + 818" FP7Fpe)=0
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I—4—Darste||ung der Bilanzgleichungen fiir Energie bzw. Impuls

Fiir freie Felder:  (f* = 0)

Energie-Impuls-Erhaltungsgesetz fiir freie Felder:  (f* = 0)
0=298,TH =9, T
explizit, Kontinuitatsgleichungen:

dpe 1 S N
0= Vv-S 0= V. (—TMW
5r T , 25 T (— )

Integration iiber Ortsraum —

:—/dx THO — /dx TOH
0= dx O—d dx S
_dt pe T dt
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|—3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

|—Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes

Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes
Analog zu LYY = x#p” — x¥pH konstruieren wir

prp
Lg

LEYP = Tensor der
%(x“ TVP — xV THP) Drehlmpulsdlchte
des e.m. Feldes

fr=0, T =T" =

Dp(LEVP) = L[(8pxH) TP 4 xH(9, T"P) — (8px”) THP — x¥ (8, TH?)]
— L(g4,TvP — v, THP) = L(T"F — T) =0

Integration liber Ortsraum  —

dLul/ L;V = 4-Dreh-
FE —o | Ly = /dx L;VO impulstensor
dt des e.m. Feldes

[ Erhaltungsgesetz des 4-Drehimpulstensors! |
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I—Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes

4-Drehimpulstensor:
L = / dx LIV LEYP = L(xtTVP — XV THP)

Bedeutung der einzelnen Komponenten von LE”:

» Antisymmetrie — LEF =0, L% =0 (zeitlich-zeitliche Komponente)
» Raumlich-raumliche Komponenten:

. 1 . o 1 1
i _ 0 0y s ) _x. | =S
LF_E/dx(X’TJ —XJT’)_/dx [x,(c2sj) XJ(C25,>j|
1
=¢gjjk [ dx |[xx ?S . = gk (LF )«

Definition:

Lp = /dx X X (—25> Drehimpulsvektor
c

des e.m. Feldes
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I—Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes

4-Drehimpulstensor:

LY = / dx LIV L0 = L(xn VP — xV THP)
» Raumlich-zeitliche Komponenten:
, 1 , - 1
LP == /dx (x'TOO — X070y = — /dx (xipe — tS;)
C Cc
Notation: & = fdx pe, Pr = fdx (C—125), (x) = é fdx Xpe =

. , £ 5
LR = /dx L0 — [?F<x> —ct’PF] =Xp; = L& =(Xp,—Lr)
[ echter Vektor X , Pseudovektor Ly |
. d i0
F .
Interpretation von —£ = 0:

Schwerpunkt (x) des freien elektromagnetischen Feldes
bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit up = c?>Pr /Er
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I—Energie—lmpuls—Tensor fiir materielle Teilchen

Energie-Impuls-Tensor fiir materielle Teilchen

Definition:

Sl Z mojC (UI)”(U/)V—5(X -x) , ut=(1,8)

=1

Komponenten:

N N
= Z'YU/ moic®8(x — x/) = Z Ed(x —x) (Energiedichte)
ool 1 N N o0
( 602 > = Z Z((:/U[(S(X — X/) = %SM = Zcﬂ-lé(x _ X/) — ( gig )
I=1 I=1

N N
ol = Z%, moic®BiiBd(x — x) = 1 z:(ulﬂ'/T + ) o(x — xi)

I=1 I=1
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I—Energie—lmpuls—Tensor fiir materielle Teilchen

Eigenschaften des Energie-Impuls-Tensors der Materie

Definition und einige Komponenten:

o = Z mojc (U/)’J’(U/)V—5(X —x;) , u*=7(1,0)

=1
N N

0 =) &ix—x) , ©°=>c(m)id(x—x)
=1 =1

Eigenschaften:

1d 1d 1dév.p
dx (8,0%)==— [ dx 0% = = — § =27
/x( )= dt/ * D

D D {x, €D}
und
dmv,p
d vy _ -~ i0 __
/x(ae) /de dtZ( ( >,-
{x €D}

D



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
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I—Energie—lmpuls—Tensor fiir materielle Teilchen

Kombination mit Bilanzgleichungen
Eigenschaften:

1d& . d
dx (8VGOU) — _M , dx (ayew) _ ( WM,’D)
Cc dt dt i

D D

= Bilanzgleichungen

1dE 1
- M’D:—/de-j:—/dx(a,,T"”)
c dt c

D D
d .
( 71-1\/[’73) = /dX (fLor)i = _/dx (ay T”j)
dt /.
D D

alternativ VD darstellbar als:

/dx (B, TH) =0 , TH =M 4 TH

D
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|—3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

I—Energie—lmpuls—Tensor fiir materielle Teilchen

Interpretation
Integraldarstellung: (VD!)

/dx @uTH)=0 , TH = 4 TH
D
Konsequenz: 0,7" =0 — Interpretation von:
» OM als Energie-Impuls-Tensor der Materie
» TH als Gesamt-Energie-Impuls-Tensor des Systems

TH,=0 = Spurdes Tensors T

N
1
Tﬂ = @” = mo/c2(u/)“(u/) —5(X — X/)
K H l§:1 N,yu/

N
= Zmo/cz\/ 1-— (%)2 o(x — x/)
I=1
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|—3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
I—3.5.1 Drehimpulserhaltung

Drehimpulserhaltung

Drehimpulsdichte L*¥P des Gesamtsystems:
LHvp = %( XHTVP — xVTHP)
Divergenzfreiheit (0, T*" = 0) des Energie-Impuls-Tensors TH¥ —
D, L1P = 0

= Erhaltungsgesetz:

dLH
dt

=0, o= [dxom
Drehimpulserhaltungsgesetz des Gesamtsystems von Teilchen und Feldern!

Denn: LM = [M 4 [V [B — (Xy, —Ly)
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|—3.5 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
I—3.5.1 Drehimpulserhaltung

Komponenten des 4-Drehimpulstensors der Materie
Zu liberpriifen:
x L(x+©"0 — x*@10) = LK} = (Xar, ~Lu)
Komponenten:

00

, insbesondere:
. N
LY = /dx 1(x'0% — cte) = - Z’Yu, moic?(xii — ctfBy)

N c =1
= Z <?/X/ — 7T/Ct> . = (XM),

LM:/dx (x'e° - x e == Z’Yu,mOIC (xii B — xi;Bii)

N =1 N

= Z(Xliﬂ'lj — X[jT;) = Ly = Z(xm, — X )
I=1

Fazit: [ dx l(xr@v0 — XV @HO) = 1Y = (X, —Lm)
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I—Virialsatz fiir abgeschlossene Systeme

Virialsatz fiir abgeschlossene Systeme

Zeitmittelung — T
—_— 1
A(t) = lim — A
0
Anwendung auf Gleichung 9, 7" = 0:
-
0=3807 " +T = lim l/dt (BT™) + af?’j
T—oo T
0
i0(TY _ Ti0 . .
= lim T - T (0)4_317‘.:317‘.
T—o0 cT J J
Konsequenz: (£ = Gesamtenergie des Systems)
0:/dxx,-8j7_-ij:—/dx5jl.7_-ij=—/dx7_-i,-
N I
:/dx?oo—/dx?“MZE—ZmO,cz 1—(%)2
=1
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I—Virialsatz fiir abgeschlossene Systeme

Resultat: N
0=c-) myc?y/1- (%)’
1=1
=  Kinetische Energie der Materie + Feldenergie:

N N
g—ZmOIC2:Zm0/C2l 1 ( ) —1]
=1 I=1

nicht-relativistischer Limes:

|
n|E
N

N

ENR = — Z 3moi(u))? = —Exin
1=1

Definition:  &£,00 = Exr — &kin =
Epot = —2&kin = 2ENR

[ 2 Virialtheorem fiir —|x12|~!-Potential (= Coulomb-Potential!) ]
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Kapitel 4: Die Dynamik der Teilchen

» 4.1 Raumlich homogene, zeitunabhangige E- und B-Felder
» 4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen
» 4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L 4.1 Riumlich homogene, zeitunabh&ngige E- und B-Felder
I—Fallunterscheidungen

4.1 Raumlich homogene, zeitunabhangige E- und B-Felder
Fiur konstante Felder:

Invarianten des elektromagnetischen Feldes:
E-cB , E?-c°B?

Daher nur vier Moglichkeiten:

(i) E-cB=0,E>cB = 3AmitE' =+E2—-c2B2, B'=0
(i) E-cB=0,E<cB = 3AmitcB =+/c2B> - E2 E' =0
(iii) E-cB =0, E=cB (gilt dann in jedem Inertialsystem)

(iv) E-cB#0 = 3AmitE |B,E' #0, B #0

Ubung: (i) und (ii), hier: (iii) und (iv)



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

I—4.1 R&umlich homogene, zeitunabhingige E- und B-Felder

L Fallunterscheidungen

Fall (i): Bahn eines Teilchens im konstanten E-Feld

Definitionen:
_ qEx,
T = Yuimol |mo|c
P
7T0||E7T(O)E: 3 - NR
A |
oL :7T(0)—7T0||Eﬁ71'(0) y_0+
A 2 - y = 1.5
froL = oL /|moL| y=5H
yE(ﬂ'oJ_/moC) 1 Y 25
X|| =X- é
X 0 aEx
= o N
Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
Lg1 Raumlich homogene, zeitunabhéngige E- und B-Felder
|—FaIIunterscheidungen
Fall (i): Geschwindigkeit eines Teilchens im E-Feld
Definitionen: e (T)
L
- dt y =15
u y=15
B = E y f ‘EL
75 - y=0
18l = B(T:y)
y = (ﬂ'OJ_/mOC)2 5
BNR(T) = lim ﬂNewton(T;y)
yl0 25
_ qEt
 moc
0 T T T T T T
0 25 5 .75 1 1.25




Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

|—4.1 R&umlich homogene, zeitunabhingige E- und B-Felder

L Fallunterscheidungen

Fall (i):

Energiegewinn eines Teilchens im E-Feld

Definitionen:
E(T) = ’yu(T)moc2 Ja
_ £-¢&(0) 2
0E(T) = £(0)
Enr(T) = moc® + %mou2 1.5
_ . &xr — &xr(0)
B () 1
y = (7‘&'()J_/I7’10C)2 5
_ ke '
" moc

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

0ENR(T)

5E(T)

I—4.1 R&umlich homogene, zeitunabhingige E- und B-Felder

L Fall (ii): E- cB =0, E = ¢B

Fall (iii): E- cB =

0, E=cB

Bewegungsgleichungen:

1 dm g -
e dt = moc(E +uxB) , w™=~v,mu
1 d¢ ¢ E.u

moc? dt  mpc?

%—Gleichung redundant wegen:

2 dm
dg_ (2 Sy

2
E = yumoc” = \/7r2c2 + mic*

9 - (E+uxB)=gE-u

dt \/7r2c2 + m3c*

Definition: T = 9Et

Yulho

(dimensionslose Zeit)

mopcC

Wihle E=é;, B=6, 1L &; =
d('Yu;B)_A N d’}’u_,\
g e thxe . aE=é-f




Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L4.1 Raumlich homogene, zeitunabh&ngige E- und B-Felder
L Fall (iii): E-cB=0, E=cB

Nicht-relativistischer Limes (7 — mgu)
Bewegungsgleichung:

B1 1— B3
d g . .

Bo| =—==@1+0Bxé = 0
a7 (53) ar ( B )

Komponentenweise:

2 d2
T =B, = B0) (-8 = —(1- )

Losungen oszillierend:

B1(T) = B1(0) cos(T) + —=

42 0)sin(T)
1—p83(T)=[1—-53(0)]cos(T) — d—T(O) sin(T)
Fazit:
> zeitliche Mittelwerte: [(1(T)=0 , fB3(T) =
» Daher Driftbewegung in &3-Richtung mit mittlerer Geschwindigkeit c!
> Fir T 2 1bzw. t 2 % relativistisch korrekte Lésung erforderlich!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L 4.1 Riumlich homogene, zeitunabh&ngige E- und B-Felder
L Fall (iii): E-cB=0, E=cB

Die relativistische Bewegungsgleichung

. lautet: d(
VUIB) A ~ dvu _a. .
g7 atBxe . Gr=&-f
Komponentenweise:
d(v41) _ d(v52) d(vBs) dv _
dT =1 63 5 dT 0 ’ dT — 61 ) /81
. : dlv(1—83)] _
Lésungsmethode: (wegen w —0)

(1= B3) =~(0)(1 = B5(0)) = >0
VB2 =7(0)B2(0) = £y/e2 -1 (e > 1)
ldentitdt: +°=(v8)*+1 —

V(14 ) = % = L{(yB) +1 B

= 2[(B) + (vB2)* + 1] = L[(v51)” + €7]
Daher: ~, (3 explizit als Funktionen von (31 bekannt!



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
Ls1 R&umlich homogene, zeitunabhingige E- und B-Felder
L Fall (ii): E- cB =0, E = ¢B

Losung als Funktion von (34
v, B3 explizit als Funktionen von 1 bekannt:
(1= B3) =~(0)(1 - B3(0)) = >0
Y1+ 83) = E[(v61)" + 7]

Daher: )
v=30(1—=B)+v(1+B)] =50+ 5[(751)2 + €%

B = 5[ (1= )+ (L + )] = =5+ %[wmz +€7
AuBerdem: [mit 020 =1 — g4
_ _ d(’Yﬁl (v81)* ] d(vB1)

05_’7(1_53)_ {( ) 2a 1 dT

& (s e
Losung fiir T(B1) bzw. B1(T):

T—To:<%+ e’ )75 ‘|‘(751)

2c 6a

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—4.1 R&umlich homogene, zeitunabhingige E- und B-Felder
L Fall (ii): E- cB =0, E = ¢B

Zeitabhangige Losung und Langzeitlimes (T — o)
Lésungen fiir v, B3 und T(B1) bzw. B1(T):

v=tat o (A ], Bs= —% + 568 + <7

3
T_T0:<% > 6"‘(751)
Langzeitlimes (T — o0):
1 1
Yo~ (60°T)P 00 =y~ o (181)" ~ (60T = oo

Daher: [mit y(1 — B3) = a, 782 = 7(0)52(0)]
fs=(1-2)11 . B2 =1(0)B(0)/7 =0
B = (vB1)/v ~ 2a(6a°T)** - 0
Fazit:

» kein oszillierendes Verhalten der 3;- und B3-Komponenten!

» Allerdings: Driftbewegung in @s3-Richtung mit 3 1 1!



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—4.1 R&umlich homogene, zeitunabhingige E- und B-Felder
L Fall (ii): E- cB =0, E = ¢B

Fall (iii):  Geschwindigkeit im kombinierten E-B-Feld

Definitionen:

= q_Et , E=cB T
mgc
élEEJ_éEéQ 53(7_)
BO)=0, ~(0)=1 75
a=e=1, To=0
T =71+ :(vB)° 5 - Bi(T)
v =1+ 3(v61)
P2 =0 25 1
By = (v61)?
2+ (v61)? 0 . . . . . 62I(T) T
0 1 2 3 4 5 6

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—4.1 R&umlich homogene, zeitunabhingige E- und B-Felder
L Fall (ii): E- cB =0, E = ¢B

Fall (iii):  Energiegewinn im kombinierten E-B-Feld

Definitionen: 0 =v—-1
0E(T
= aEt , E=cB ( /)
mopcC 4 | ///
élzﬁJ_éEéQ /////
6(0) — 0 y ")/(0) — 1 3 i ////
a=e=1, To=0 gl
T =1+ :(v81)°
Y 11 6(’721) 5 - 58'\/%(67-)2/3_2
v=1+35(v61) .
B2=0 ///
2 1 T //
53 = —(761) -7
24 (v61)? ///
0 T T T T T T T T




Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L4.1 Raumlich homogene, zeitunabh&ngige E- und B-Felder
L Fall (iv): E-cB#£0, 3Amit E' || B/, E/ £0, B/ #£0

Fall (iv): E-cB#0 = A mit E' | B, E'#0, B' £0

Bewegungsgleichungen: (Definition: T = %)
Czl_:_r:q(E—i_UXB) y T = 7YulMou
de

2
E_qE-u , & =ryumoc :\/7r2c2—|—m§c4

Fall iv): E||B = wiheE=B=¢& , cB/IE=bH =

d(vB) _ , A dy _ 4
d—T—E1+b,8><el , d—T—el',B

Nicht-relativistische Naherung v -1 =
d_ﬁl_l i<52)_b<53) dy _
dT — 0 dT \Bs) " \-pB) ° dT

Br=50)+T , v=7(0)+5HaO)T+3T°

> AuBerdem: Oszillationen von (52, B3) mit Frequenz |b| um (0,0)
» Fazit: nicht-relativistische Ndherung fiir T > 1 bzw. t 2, % ungiiltig!

Losung:

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L 4.1 Riumlich homogene, zeitunabh&ngige E- und B-Felder
L Fall (iv): E-cB#£0, 3Amit E' || B/, E/ #£0, B/ #£0

Relativistische Bewegungsgleichung

Fall iv): E||B = wiheE=B=¢& , cB/E=bH =
d(vB) _ dy

aT € +b3xeé ﬁ:el'ﬁ

Relativistisch korrekte Gleichungen:

d(vB) _ d (752) _ b( Ba ) dy _
dT »dT \Bs —B) 0 d1 ™

Losungsmethode: VB = ~v(0)3:(0) + T
d dir  d 2
1= 2;51 (gf;L/T - [E/W[le]) ] = 4 = (v61)* + Konstante

Kombination —
v = V0)?[L - B1(0)%] + [7(0)51(0) + TI?
Gleichungen fiir v(£> und ~vf33:

d 752> _ b < YB3 ) .o dr 1 (19 = dimensions—)
dT <’753 oy \—7B2 ) Idee: v(T) dv lose Eigenzeit




Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L4.1 Raumlich homogene, zeitunabh&ngige E- und B-Felder
L Fall (iv): E-cB#£0, 3Amit E' || B/, E/ £0, B/ #£0

Losung als Funktion von ©, 9

Bisher:  ~ = /4(0)2[1 — 51(0)2] + [7(0)3:(0) + TJ?
d (v8\ _ b ( B ce. AT L
() e

Definition: (dimensionslose Zeitvariablen ©, 1)
<752) _ b( YB3 >
V63 —7PB2

1(0)6:(0) + T
= d[arsinh(©)] = dv

YT
d
= ¥ = arsinh(©) , —
N ONEEEAGE ©) @
daT A0 /1-A(0Pde  de
WT)  4(0)y/1-B(0)2VI+©2 1+ 2

Oszillierende, monoton abklingende Lésungen fiir 5> und f3s:
By = M cos[b(9 — 9o)] + 7(0)53(0) sin[b(1) — 10)]

Bs = 7(0)53(0) cos[b(d — )] — —7(0)52(0) sin[b(9 — o)]
mit
Yo = ¥(0) = arsinh[©(0)] = arsinh[\/%} = artanh[(1(0)]

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L 4.1 Riumlich homogene, zeitunabh&ngige E- und B-Felder
L Fall (iv): E-cB#£0, 3Amit E' || B/, E/ #£0, B/ #£0

Losung fiir v(¢) , £1(9) und Langzeitlimes (T — oo)
Bisherige Ergebnisse fiir v(T) , 51(T), ¥(T):

v = V(0?1 - £1(0)2] + [7(0)B1(0) + TI?
Y6 =~(0)51(0) + T
_ 0)B(0)+ T
7(0)y/1 = B1(0)

Losung fiir v, 1 als Funktion von 9:
v =7(0)/1— 51(0)2y/1+ ©2 = ~(0)4/1 — 51(0)? cosh(¥})

¥ = arsinh(©)

_ 8 _2(0)/0)+T O
pr = 5 5 = Ao = tanh(¥)

Langzeitverhalten:

~ — 00 , G111 (T =00, ¥ — )



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

|—4.1 R&umlich homogene, zeitunabhingige E- und B-Felder
L Fall (iv): E-cB #0, 3Amit E' | B/, E/ #£0, B’ #0

Fall (iv): Geschwindigkeit im kombinierten E-B-Feld

Definitionen: 3
_ gkt hes
- mpc 1 b oo ___.
E=B= €1 Bl(T)
75
g =b, b=1
E 5 |
B1(0) =0, B3(0)=0 '
B(0)=1VE, 4(0)=2 25
T ] 5 6 7 8 91011121314 B3(T)
© = —— =sinh(¥ o>
7(0) ) 1234 T
7 = 7(0) cosh(v) —.25 B2(T)
B1 = tanh(?9)
bo) —5
5= O
in(b9) —.75 ;
sin
B3 = —=Fa(0) cosh(¥) 1 b _____
Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
Lg1 Raumlich homogene, zeitunabhéngige E- und B-Felder
L Fall (iv): E-cB #0, 3Amit E' | B/, E/ #£0, B’ #0
Fall (iv): Energiegewinn im kombinierten E-B-Feld
Definitionen:
_ gkt
N 1
c . 68 = 3(7 - 2) 56(T)
= = e].
g =b, b=1
E

p1(0) =0, B3(0)=0
B2(0) = 3V3 , 7(0) =2
T

© = W = sinh(?¥)
v = 7(0) cosh(¥)
B1 = tanh(9)

B cos(b¥?)
b2 = £2(0) cosh(¥)
B3z = —B2(0) sn(b9)

cosh()




Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Bewegungsgleichung und ErhaltungsgréBen

Problemstellung und Bewegungsgleichung
Problemstellung:
» geladenes relativistisches Teilchen (Ladung g, Ruhemasse my)
» Inertialsystem K mit Ursprung x =0

» Zentralpotential ®(x) = 47qu:00x . X = x| Vektorpotential: A(x) =0

> AH = (], cA) erfiillt in K sowohl Coulomb- als auch Lorenz-Eichung
Bewegungsgleichung:

dm GoX a .
— qE = ~, . E=-Vo=_1%_ E—_°2
T Amenx? 9 2%
Mindestens zwei ErhaltungsgréBen:
» Drehimpuls L=xXxm:
ZI; Cj]lt_(xxﬂ')—u><71'+x><Cclj—::-—xx(qE)—O
> Gesamtenergie = \/7r2c2 +mjct— 2 (mita= Tnel)
dg;, _  cm-G  adc_c’mo(qE)  adx
dt \/ﬂ.zcz + m2ct x? dt ymoc? x2 dt

a . a dx a [dx R
:"'(_?X)+?E:7<E_“ ) =0

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Bewegungsgleichung und ErhaltungsgroBen

Das Coulomb-Problem flir ein einzelnes Teilchen

Bewegungsgleichung:
dm goX a.,
= qE T ="yym , E=-Vo= E=——
a9 Tultioll Amegx? 9 2%

Mindestens zwei ErhaltungsgroBen:
» Drehimpuls L=xXxm

> Gesamtenergie &, = \/m2c2+ mic* — 2 (mita= Tes)

Wirkung im relativistischen Fall:

to
S= / dt L(x,x,t) , L(x,x,t)=—moc*y/1— (%)2 — qd(x)
ty

Im nicht-relativistischen Grenzfall:

» Wirkung: t
SNR:/dt [%mox2—q¢(x)]
t1

> dritte ErhaltungsgréBe (,Lenz’scher Vektor*
a=uxL-—ax , @:0 , a-L=0
dt
> Fiir EgR < 0 alle Bahnen geschlossen




Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Liisung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Losung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Wirkung im relativistischen Fall:
to
S= / dt L(x,x,t) , L(x,x,t) = —moc*y/1— (%)2 — q®(x)
t

Wie im nicht-relativistischen Fall: wahle L || &s & Polarkoordinaten =

L=—moc®\/1— (32 +x2¢%) + 2

Zu (x,p) konjugierte Impulse:

77—%— moXx w—ﬂ— mox>¢
x—ak—’YO ) w—asb—'YO‘P
Euler-Lagrange-Gleichungen:
(DY DL s dme_d(O) 0L,
dt  dr\ax) ax Y T2 o Tqr T d\dp) " ap
ErhaltungsgréBe m, ! (= Drehimpuls) [ wegen % =0 = ¢ zyklisch]
L=x X7 =ymex X u=ymox X (X& + x¢&,)
= ymox°p (8x X &,) = o83 = mw, =|L|
Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen
I—Li:'osung der relativistischen Bewegungsgleichungen
Moglichkeit von Kreisbahnen?
Zu (x,p) konjugierte Impulse:
Tx = ’YmOX ) T = ’Ym0X2(,b
Euler-Lagrange-Gleichungen:
de MY T e 0 Ty m ? Ameg
Definiere 3= 2~ = Kreisbahnen méglich fiir 0 <3 < 1!
@)
. . . . - dmy __
Fir Kreisbahnen gilt: (wegen m =ymox =0 = = =0)
0<a=ymyx’y° = Tuxp = Ty|u| = Bum,c
und daher:
O<a=0,<1 (e R)
Radius der Kreisbahn: [daher x | O fiir 311 bei festem |L|]
alL L
x=—2 _ altle _ It 1-— 32 (0O<a<l)

ymolul2 — ymoc2B2  moca



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Lésung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Berechnung allgemeiner Bahnen (&, L erhalten)
Zu (x,¢) konjugierte Impulse:
TTx = 'VmOX ) Ty — ’Ymongb
Kinetischer Impuls:
= A - A A 7.[-@ ~
7™ = ymo(X€x + xp&,) = Tx€x + — &
Gesamtenergie: (erhalten)
a 2 a
Eg = \/72c2 + mict — v C\/(7Tx)2 + 32+ (moc)® — ~

Impuls in radialer Richtung:

2
- 5~ (moc)

2 » 1 a\2 L?
(ymos)? = (1) = 5 (€ + )
_1 .
x()

() () (o) oty 2 (22)
de Ymox2¢ Ty n2c2 \% T x x2 Ty

Dividiere durch (71'@)2 = L? = Bewegungsgleichung fiir

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Lésung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Vereinfachung der Bewegungsgleichung
Bisheriges Resultat:

d(X_1)>2_ 1 a2 1 (moc)2
(o) A G I G

Verwende Definition 2 = % (dimensionslos) =
dx)\" _ & — (moc?)’ o1 &3
Tdp ) T meor U TFa TS
¥ ®
_%—omﬁf_u_fwg_ €3 }{F £53
T (mo0) x  moc(1—2)] | (mp0)2(1—2)

_%—wmwa—fxwk,ﬁﬁ_ Eq3 r
T (ro0)2(1 - ) PR T el — 2
Weitere Definitionen:

la|mox  |3|mocx

f=—5— = (dimensionslose Lange)
TS T
& 1—n? : .
n=—2 5 5, €=1\/1- _217 (dimensionslose Parameter)
mocC a



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Liisung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Weitere Vereinfachung der Bewegungsgleichung
Bisheriges Resultat fiir Bewegungsgleichung:

( M) _ & —(mey(1-7)

- 2
R I P
dy (mpc)?(1 — 2%) x  mec(l—3?%)
Definitionen:
_ 3 2
a=_J® =2 §E|a|m0cx , N= 5g2 , €= 1—1_277
4eg TyC Ty moc a
Bewegungsgleichung fiir 3% # 1: Bewegungsgleichung fiir 3> = 1:
2 2
d¢! £ - [1 sgn(z»)n]2 (d&*) 20
<dg0) R Chu Dl i sen(3) ¢ +

dy
Losung fiir a = 1:

1 o o] dET) _ _ N
d ln ¢ —(1-n )} Ve +dp = d[+ (¢ — ¢o)]
25’7 (e — o)+ (1—17)  bzw.  E= 21

7?(¢ — 0)? + (1 — n?)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

I—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Li:'osung der relativistischen Bewegungsgleichungen

Bewegungsgleichungen fiir Coulomb-Anziehung (a > 0)

Bewegungsgleichung und Losung fiir a = 1:

de—1 )2 m 2n
= —+ —1 s =
( de 3 K :

€ n%(¢ — 0)? + (1 —n?)

Moglichkeiten: €sin(yp)
> Fir n <1 folgt:

§p) 10 (p—o0)
> Fir n>1, X%(0) <0 folgt:
Ep) 10 (vo < —o0)

€ cos(¢)
> Fir n>1, x(0) >0 folgt: q ¢
§(ip(t)) = o0

¢

(t =00, ¢ < o)

Losung fir oo =0und n = +/2/3 < 1



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (3 > 0)

Bewegungsgleichungen fiir Coulomb-Anziehung (a > 0)

Bewegungsgleichung und Losung fiir a3 = 1:

2
d¢—1 2 2 .
( ) :_n+772_1 ) £: 2 2"7 2 -7
do 13 n?(¢ — ¢o0)? + (1 —n?) P

Moglichkeiten: ¢sin(yp)

» Fiir n < 1 folgt:
§(@) 10 (¢ —o0) -]
> Fir n>1, x(0) <0 folgt:
§(p) 10 (po < —o0)

> Fir n>1, x(0) >0 folgt: (
£(p(t)) — o0 (t =00, v <o) \f € cos(p)

Losung fiir oo =0 und n =2/4/3 > 1

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (3 > 0)

Losung der Bewegungsgleichung fiir 0 < a3 #£ 1
Bewegungsgleichung fiir 0 <3 # 1:

2
de—t g2 L ( . n )2 1—n?
(dgo) 1-—32 CRERAL 1-—32 € 32

Fiihre Hilfsvariablen ein:

_1:|1—§2|<_1_ n ) _ —
XT=— V& —1—=) » ¢=VIL-Fly
Bewegungsgleichung: (in Hilfsvariablen)

dX 1\’ -2 )

<d¢) =sgn(l1—3")(1—-X"°)

Losung fiir 0 < a < 1:
_ 1 1 -
X' =cos(d — b)) = E 17 {n—|—scos[\/1—32(80—800)]}

.. und fiira>1:
X" =cosh(d —dy) = %: 521_ 1 {—n—i—acosh [\/52 —1 (90—(,00)]}




Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (3 > 0)

Verhalten der Losung fiir a > 1
Losung fiir a > 1:

22521_1{—n—l—scosh[\/?—l(go—@o)}} , €= 1—1_772

32

Verhalten fiir a > 1:
> Generell fiir p(0) > o : £sin()

Eoxe VI L0 (p— o)

(auch firn <1 = n<e)

» Bendotigte Zeit, um in den qu
Ursprung hineinzufallen
ist endlich! g4 § cos(¥)

> Firn>1, ¢(0) > o gilt:
£10 (p—o00,n>¢)
> Firn>1, ¢(0) < ¢o gilt:
E—>o0 (t—oo,n>e¢)

Lbsungfﬂrgpo:O,ézx/gundn:%<1
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|—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (3 > 0)

Verhalten der Losung fiir a > 1
Losung fiir a > 1:

1 1 — 1— 12

- — _ 32— _ _ _

5—52_1{ ?7—|—z—:cosh[ a2 —1(p @0)}} , e=1/1
Verhalten fiir 2 > 1:

> Generell fiir p(0) > o :

Eoxe VI L0 (p— o)
(auch firn <1 = n<e¢)

§sin()

» Bendtigte Zeit, um in den e
Ursprung hineinzufallen
ist endlich!
> Firn>1, ¢(0) > ¢o gilt: (
10 (p—o00,n>¢) i
1 Ecos()

> Firn>1, ¢(0) < o gilt:
€—>OO (t—>OO,T]>€) Lb'sungfijrgoO:O,5:\/§undn:2>1
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I—4.2 Das Coulomb-Problem fiir ein einzelnes Teilchen

I—Spezialfall: attraktive Coulomb-Wechselwirkung (3 > 0)

Verhalten der Losung fiir 0 < a <1
Losung fiir 0 < a < 1:

2:1_152{77+6COS[\/§(@0_<P0)]} , €= 1_1t772

Verhalten fiir 0 < a < 1:
> nicht-relativistischer Limes (2 —+ 0, 7 — 1) —  Kepler-Bahn:

x 1 L FEPTNNT) L2>
= — = _ — 1 ZENR -
¢ p 14 ecos(p— o) <p moa T T

Ladung g im
»Apozentrum"

» Bindungszustinde <> Streuzustinde:
(m>e) n<l <« n=1 (n<e)

» Relativistische Umlaufbahnen i. A.
nicht geschlossen =- nicht-periodisch:

E(p +2m) # £(y) \

Fazit: keine dritte ErhaltungsgroBe!

(analog zum Lenz'scher Vektor)
Umlaufbahnen i. A. nicht

» Prazession des Apo- bzw. Perizentrums geschlossen/periodisch
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|—4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem
I—Wirkung und Hamilton-Funktion des Vielteilchensystems

Wirkung und Hamilton-Funktion des Vielteilchensystems

Wirkung des Vielteilchensystems:

t
S = / dt <LM + Lww + / dx £F> , Ly = %60(E2 — CZB2)

ty

N > N
/ u
Ly = — E moc®\/ 1 — C_é ,  Lww = E qifur - A(xy, t) — ®(xy, t)]
I=1 I=1

Gesamtenergie = Hamilton-Funktion:
N
H= Z Ve + mict + 3eo / dx (E*> 4+ ¢’B?)
=1

7 = pi — qA(X), t) = v, moiuy

Problem: S, H divergieren!
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I—Wirkung; und Hamilton-Funktion des Vielteilchensystems

Berechnung von | dx E?
Hamilton-Funktion:

H = Z\/ﬂ' c? + mj ct + 5o/dx(E2+csz)

» Waihle Coqumb-Elchung V-A=0
> Definiere E=E| + E_. mit

E”E—VCD VXE”:O
OA

E, = —— V E, =

+ ot -0

Aufspaltung des Integrals [ dx E2:
/dezz/dx [EL —2(V®)-EL + V- VO

— /dx [EL +20(V - EL)+ V- (OVD) — DAD]

N
1 1
:/dx [Ei—{—gpd)] :/dx E’j+5;c,,¢(x,,t)
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I—4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem
I—Berechnung der Hamilton-Funktion

Berechnung der Hamilton-Funktion

Hamilton-Funktion: (mit EL =—32)

N N
1
_ 2 2 1 2 2p2 2 2
H—Z\/ﬂ-/c2+m01c4+§50/dx(E 1 c2B?) ,/de _/deL—i—;Zq/d)(x/,t)
=1 I=1
N N
OA\ 2
:Z\/ﬂ% c + mg, C4+%qu¢(xlat)+ %EO/dX {(E) +¢*(V x A)21
I=1 I=1

d(x, t) explizit bekannt:
N
1 , p(X',t)
d(x, 1) = —— -
(xt) Areg / dx Ix — x’| 47r50 231 Ix — xm|

qu(b xi,t) = 87T€o Z |qu’_q’;m| i ;S/

~Selbstenergie”-Beitrage S, =

2
57 formal divergent (Losung: QED)

87r50 |x;—
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I—Berechnung der Hamilton-Funktion

Subtraktion der ,Selbstenergie”

Hamilton-Funktion enthalt elektrostatischen Beitrag:

N N
g 1 didm Z '
1 —_—

Provisorische Losung hier: ersetze

Z S; — endliche Konstante
Daher Hamilton-Funktion:

N
1 di1qm oA 2
_ 2 2 2 4 1 on 2 2
H_Z\/ﬂ',c +mg, ¢ +87r50;|x/—xm|+260/dx l(@t) +c*(V xA)
=1 m

Spezialfall:
> Elektrostatik (A =0, w; =0) = Gesamtenergie des Systems:

CIlqm
Ee = mec + 871'50 Z X/ — Xm|
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I—4.3 Coulomb-Wechselwirkung als Vielteilchenproblem
I—Berechnung der Wirkung

Analog: Berechnung der Wirkung

Hamilton-Funktion:
N
1 q/9m oA\ 2
_E 2 2 2 4 1 oA 2 2
H_l \/w,c +mg, c +87r50 2 |x/—xm|+280/dx l(@t +c“(V xA)
=1 m

Wirkung des Vielteilchensystems:
to
S = / dt (LM + Lww + /dx LF) ,  Lp = leo(E® — c°B?)

ty

N
=) mac?yf C; , Lww = Zq/[u/ A(xy, t) — O(x, t)]
=1

Wirkung S endlich durch Ersetzung:
N
_ . 1 q1qm
b = D am- At =525 ) e

=1
/dx Lr = %eo/dx (E3 — c’B?)
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L Berechnung der Wirkung

SchluBbemerkungen

> Selbstenergie eines Teilchens < Ruheenergie, d.h. fiir Teilchen (Radius r):

2 2

bzw. r2 q—2 =rq
47T€om0C

Daher klassische Relativitatstheorie fiir r < r, inkonsistent!

> Speziell fiir Elektronen (q = e): [r. = ,klassischer Radius des Elektrons"]

2

e? e? Ameoh? 5 15

fe = 5 = 5 =a’ap ~2,8-10 "m
47T€omoC 47T€ohC mopée

> Fiir Exin 2 moc? bzw. p = moc kann Paarerzeugung auftreten!

— Kriterium: Radius r < % = XCompton = @B (., Zitterbewegung"!)
> Quanteneffekte (z.B. ¥ in H-Atom, Langenskala ag)
> Vielteilchensysteme, klassische Naherung ungiiltig fir T < Ty = 2mh—2

P
(¢ = mittlerer Abstand zwischen Elektronen) bzw. ¢ < A1 = A

\2rmkg T

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

Kapitel 5: Das Noether-Theorem
in der Elektrodynamik

» 5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie
» 5.2 Das Noether-Theorem
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Ls1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

I—Elektrodynamik als Beispiel einer klassischen Feldtheorie

5.1 Elektrodynamik als klassische Feldtheorie

Hamilton-Prinzip fiir N-Teilchensystems im elektromagnetischen Feld:

%)
§S=0 , 5:/dtL , L:LM+/dx(£F—|—[,ww)
ty

N . 2
bv = - Z moic? Vi- (%) , Lr=—z00F"Fu , Lww = —gjuA"
1=1

Speziell:  Hamilton-Prinzip fiir Maxwell-Gleichungen  [j.(x) fest vorgegeben]

to
0§=0 , Srrww = / dt /dX Loiww , Lryww = —2e0F" Fu—1j A"
t

Noch spezieller: Hamilton-Prinzip fiir freies elektromagnetisches Feld
to
0S=0 , Sp= / dt/dx Lr , Lrp= —%50F“”FW , F'" =0"A”—-9" A*
3]
Lr und Lriww Spezialfille der allgemeineren Form:
L=LA0AXx) , A=A | x=x" | (QA" =90"A”

Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen?

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
Lsa Elektrodynamik als klassische Feldtheorie
I—Lagrange—Theorie und Euler-Lagrange-Gleichungen

Lagrange-Theorie und Euler-Lagrange-Gleichungen
Lr und Lriww = —}lsoF‘“’FW — %juA” Spezialfille der allgemeineren Form:
L=L(A0AXx) , A=A" | x=x" | (DA =9"A"
Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen:

ty
e oL . ., oL ., H}
o_as_Ldt/dx L?AHcSA +—8(8VAH)8 (5A)

%)
B oL ([ oL p oL .,
_/dx {/tl dtL‘?AM 0 (—8(8’%#))}5%\ +—8(3rA“)5A

An den Endpunkten (t = t1, t = to): dA(ct1,x) = 0 = 0A(cto, x)

t2}
t1
Konsequenz: (Euler-Lagrange-Gleichungen)

oL ., ( oL '\ _
aan ¢ (a(avAu)>_°

Speziell:  Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Lriww (FH" = orAY — 9V A*)

oL o oL . 1 o
o= g~ (agrany) = 4~ (1) 7 CFep 2 1
0

C
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I—Konjugierter Impuls und Jacobi-Integral

Konjugierter Impuls und Jacobi-Integral
Lr und Lriww Spezialfille der allgemeineren Form:
L = L(A,0A, x)

, A=A | x=x" | (0A)" =9"A”

Hamilton-Prinzip & Euler-Lagrange-Gleichungen:

oL l oL 1
0=65 — —_9|—at_|=0
( )

OAH o Ax
Definition des zu A" konjugierten Impulses:
oL 1 oL oL 1 oL
ADAX)=E ——— = A, 0A =-—
AOAX= S04 ~ comany » T M= 504 T comay)
Definition des Jacobi-Integrals: (Jo ErhaltungsgroBe?)

_ _ oL 0
J:/dxj(A,(?A,x) s J(A,@A,X):mﬁt%\“—ﬁzmﬁ A'u—[,
dy o 0L 8£]0H OL o0 OL 0quan_ OL
det / dx {[a oan) o O T aan? O~ aean? O " aa,

Fazit: Jacobi-Integral Jy ErhaltungsgroBe, falls (E)fﬁ =0
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Lsa Elektrodynamik als klassische Feldtheorie
I—Hamilton—Dichte und Energie-Impuls-Tensor

Hamilton-Dichte und Energie-Impuls-Tensor
Definition des Jacobi-Integrals: [J¢ ErhaltungsgroBe, falls (a—ﬁ) = 0]

oL o dJy (az)
_ _ B m_ —
J _—/dx J , J=7m,0A—L = a(aOAM)a Af—L | g /dx 9

¢
Interpretiere (J, J) als Hamilton-Funktion/Dichte (H, H):
_ _ 0L o
H:/dx H(A,aA,X) y H(A,aA,X) :7rM8tA“—£: W@ AM — L

dHy oLy | oLy :
- = —/dx (EZ, =0 falls ( 51 )d)— 0 (Energieerhaltung)

Impulserhaltung? ldee: suche kovariante Verallgemeinerung von H!

_ oL Oan _ p _ 700 TP — oL PAMY _ VP
H_a(aoAu)aA L=Te, , T.(A A, x)_a(ayAM)(aA) gL
oL

Tkapn & ist divergenzfrei, falls (a_xp)¢ = 0! (,kanonischer Energie-Impuls-Tensor")

oL oL
o, T P {8,, {—} or A# 0, 0° AH } —0°L
kan,¢ 8(8,,/4“) ( )+ 8(8VA“)( ) f ¢

oL oL oL
9P AX 9P (8, A* _orr, — — [ 2=
{8AM @A)+ 3@, am) 2 )} . ? <8xp )¢
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I—Klassische Feldtheorie: ein einfaches Beispiel

Klassische Feldtheorie: ein einfaches Beispiel

Idee: suche kovariante Verallgemeinerung von H!

H=TE, | TL(AOAX) = %(am#) s
Einfaches Beispiel: L= 1e(0"A)(0,A) = 2e[(BoA)? — 2?21(8,-A)2]
_ 1 oL _ E 0 _ =00 vp __ oL o VP

T = CO0%A) ~ Cé? A, H=Tan , T = 8(8VA)(8 A)—g"’L

Euler-Lagrange-Gleichung: 0 = 25 — 8”[L] = —¢(0Y0,A) ( Vellen- )
grang & V= pan o(ovAr) | v gleichung!
Konkrete Form von H = T2, und T :
H =r10A— L =e(0A) — L = Le[(0A) + L1, (0A)] = Lel(A) + (VA)]
vp oL

an = g, 4y (0A) 87T L = [(0"A)(0°A) — 38" (0" A)(0uA)]

4-Divergenz von T, -
0,TLL, , = £[(AYOA) + (0 A)(D,07 A) — (9" A)D, 0" A)], = O

Daher:  [dx T/”

kan,

s = konstant! (Energie- & Impulserhaltung)
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I—AIIgemeiner Fall und das Beispiel der Elektrodynamik

Allgemeiner Fall und das Beispiel der Elektrodynamik

Zuriick zum allgemeinen Fall: kovariante Verallgemeinerung von H ...

oL PARY VP
o(0,An\ A ) &L

Falls (%)é =0, gilt: (Energie-Impuls-Erhaltung)

0= /dx O Tl o= ﬁ /dx T s /dx Teo. , = konstant

Drehimpulserhaltung? Tensor der Drehimpulsdichte des e.m. Feldes:

H=T2L , T(A0AX)=

kan

LHr = %(Xﬂ T — X Tliﬁw)
Drehimpulserhaltung erfordert 0,L5"” =0
OpL"? = L[(0px") Tl + X" (0p Tyt o) — (0px" ) TEE s — X" (8, T ) ]
= %((5% Tkyapn,¢ - 5Vp Tlgﬁl,¢>) = %(Tkyai,qﬁ - Tlig;,qﬁ) #0
Konkretes Beispiel: freies elektromagnetisches Feld, Lr = —%50F“”F,W
TP = —eoF""0"A,—g""Le # T, T2 #T" | (Tian) ', #0

AuBerdem: T.” nicht eichinvariant! (keine MessgroBe!) Was jetzt?!?
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I—Zusammenhang zwischen Invarianzen und ErhaltungsgréBen

5.2 Das Noether-Theorem

ErhaltungsgroBen des elektromagnetischen Gesamtsystems:

> 4-Energie-Impuls-Tensor: (= Invarianz unter Translationen in Raum-Zeit)
d
T ="+ T . ., T =0 , E/de“O:O
Interpretation:

» TH¥ = Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes
» O = Energie-Impuls-Tensor der Materie
» TH = Gesamt-Energie-Impuls-Tensor des Systems

» 4-Drehimpulsdichte: (= Invarianz unter Lorentz-Transformationen)
d
LU= SOIT =XITH) LM =0 — / dx L' =0

Zusammenhang zwischen Invarianzen und ErhaltungsgroBen:

Noether-Theorem

Im Folgenden als Beispiel: Noether-Theorem fiir freie Felder

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—5.2 Das Noether-Theorem

I—Transformationen der Koordinaten und Felder

Transformationen der Koordinaten und Felder
Startpunkt: die Lagrange-Dichte des freien elektromagnetischen Feldes
Lr(0A) = —%soF’““’FW , F"=0"A" —9"A" | (DA = 9"AY
Ly ist Spezialfall der allgemeineren Form:
L=L(A0AX) , A=A" | x=x" (n € {0,1,2,3})
Betrachte Transformationen der Koordinaten und Felder: (a = 0 = Identitit)
x'=x'(x; a) , X'(x;0) = x , X =x+0(a|) (la] —0)
A=AAxa) , AAx0)=A , A=A+0(a|) (laf—0)
Parameter ac:  ein- oder mehrdimensional, kontinuierlich variierbar

der Lagrange-Dichte

Ziel: untersuche mogliche Invarianzen {der Euler-Lagrange-Gleichung

Definition der neuen Lagrange-Dichte £':
L(A,0A x)d*x = L/(A, A, x';a)d*x
Invarianz der Euler-Lagrange-Gleichung erfordert: [mit A (A, x;0) = 0]

t/
LA O A X ) = LA IA XN HON)A X @), S =S+ [dd XA, X )|
tl

1
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L Transformationen als 1-Parameter-Gruppe

Transformationen als 1-Parameter-Gruppe

Betrachte Transformationen der Koordinaten und Felder: (o = 0 = Identitit)

x' = x'(x; a) , X'(x;0) = x , X =x+0(a|) (la] —0)
A=AAxa) , AAx0)=A , A=A+0(al) (Ja]—0)
Invarianz der Euler-Lagrange-Gleichung erfordert: [mit A (A, x;0) = 0] ,

t
LA OA X ) = LA IA X HON)A X @), S =S+ [dd XA, X ;)|
t/

1

Annahme: (Operatoren T, bilden eine 1-Parameter-Gruppe)
(X/, A/) = TQ(X, A) , T(alJraz)d = Tald Tagd ((’i fest , 12 € R)
Konsequenz: [es reicht aus, (Oa T)o zu untersuchen!]

Ta=(Tamn)' (N=1,2,...) , Toyn=L+2ta (0aT)+ON?)

Notation , D"
/ 8 ! /
X!, = x, + (Dx),, + O(a®) , (Dx), = (;Z: (x;0) , kurz: x" ~ x+ Dx
DA,

A, = A, + (DA), + O(c®) , (DA),. = a—;(A,x;O) ‘o, kurzz A"~ A+ DA

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—5.2 Das Noether-Theorem

I—Transformationen in linearer Ordnung

Transformationen in linearer Ordnung

Notation ,,D*: [wegen M\ (A, x;0) = 0]
x" ~ x + Dx ox;, OA!

n NA—I—DA} mit (Dx), = e (x;0)-a , (DA), = a;(A,x;O)-a
MA X' @) = (DA)(A x) + O(a?) ,  (DA)*(A, x) = %(A,x; 0)-
A =0A+DOA+0O(®) , (DA, =a- [%1

a=0
Explizit Berechnung von DOA:

x'~x+Dx = 0,(x")~d +09,(Dx)" und daher:
0, x" = (0'x)", = [(0x')7!]" =6, — 8, (Dx)” + O(a?)
Hieraus folgt:
(DAY = 0,A, — 0, AL = (9,x")(0,A,,) — DA
= [6”4 — 8.(Dx)*] [9,A, + 8,(DA), | — 9, A,
= 0u(DA)y — [0,(Dx)"] (0,Av)
kurz:  D(OA) = d(DA) — [0(Dx)"] (8,A) = 8(DA) — [0(Dx)] - (0A)
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5.2 Das Noether-Theorem

I—Transformationen in linearer Ordnung

Transformationen in linearer Ordnung
Notation ,, D"
X' ~x+Dx , A~A+DA | MNA, X;a)~ (D))(A x)
A ~0A+DOA , D(OA) = 9(DA) — [0(Dx)] - (OA)
IntegrationsmaB in ,linearer Naherung":
d*x" ~ d*(x + Dx) = det {9,[x" + (Dx)"]} d*x ~ [1 + 0,.(Dx)"] d*x
= d*x+ D(d*x) , D(d*x) = [0,.(Dx)"] d*x
Lagrange-Dichte:
L(A,0A, x)d*x = L' (A, O A, x'; a)d*X’
Einsetzen der ,linearen Niherung" fiir (x', A", 0’ A", \, d*x’):
0= L(A+ DA,0A + DIA, x + Dx)[1 + 9, (Dx)"]d*x
— L(A, 0A, x)d*x + {0, [(DN)*(A, x)] }d*x’

bzw.

;)TEM(DA)J%(DM)M#@—E(Dx)u+[8u(Dx)“]£+8u [(DA)*(A, x)]

0= 0xy,
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I—5.2 Das Noether-Theorem

L Formulierung einer Konsistenzgleichung

Formulierung einer Konsistenzgleichung

Notation ,,D":
X' ~x+Dx , A~A+DA | XA, X;a)~ (D))(A x)
O'A ~0A+ DOA , D(OA) = 9(DA) — [0(Dx)] - (0A)
d*x' ~ d*x + D(d*x) , D(d*x)=[0.(Dx)"]d*x

Einsetzen der ,linearen Naherung”:  [Konsistenzgleichung! 3, sodass V(A, x) ...]
_ 9L _oL oL ’ u
0= S (DAt 53y (DAY + S (D) -+ [9(D2)" 1 + 0, [(DAY(A, )]
_ oL _oL oL e "
= 8AH(DA)M * 50,4 [0,.(DA).] + 8XM(DX)I~L Tean [0 (Dx),] + 9, [(DA)"]
HilfsgroBe: (,kanonischer Energie-Impuls-Tensor"
oL
TEP (A 0A,x) = ————(0"A)) — g"*
kan( 76 7X) 8(8NAV) (a ) g L
Euler-Lagrange-Gleichung fiir physikalisches 4-Potential Ag:
oL oL
0=0, [a(aMAy)] - 0A,
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5.2 Das Noether-Theorem

I—Der kanonische Energie-Impuls-Tensor

Der kanonische Energie-Impuls-Tensor

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

_ oL _oL oL _ e .
0= g (DM + g5y Ou(DAV + 5 (D) = T 10.(Dx),] + 04 [(DA)']
Kanonischer Energie-Impuls-Tensor:

oL
1P — p _ ghP
TP (A, 0A,x) = a(aMAV)(é? A)—g'’L

Euler-Lagrange-Gleichung und T..” fiir physikalisches 4-Potential Ag:
_ oL oL pp _ The
0= <8H la(aﬂAy)] 8Ay )¢' ) Tkan,¢(X) - Tkan(A¢(X)7 (aA¢)(X)7 X)

T/ o hat die schone Eigenschaft

oL oL
pp P P AP
8# Tkan,d) - {8H [8(8MAV)] (8 AV)+ 8(8HAV)(8N8 AV)}¢ 0 £¢>
_Joc,, Ok opigu] - oea=— ()
_ LMV (0°A)) + 57y O (BuA) ¢ Lo =~ 5 ¢

Rechte Seite der Konsistenzgleichung hat fiir A, Form einer 4-Divergenz!
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I—Existenz einer ErhaltungsgroBe

Existenz einer ErhaltungsgroBe

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

oL oL oL

_ 9~ O Rind _ THp p
0= 54 (DA + gy Du(DAV + 5 (D) = T 10,(D2),] + 0 [(DA)']
Kanonischer Energie-Impuls-Tensor:

TH (A, 0A x) = =25 _(9°A,) — gL

0(0,AL)
Euler-Lagrange-Gleichung und T..” fiir physikalisches 4-Potential Ay:

([ oc | oc o (25)
0= (8/14 L?((?,LAV)} aAV )d) ) 8H Tka.n,¢ o aXp o

Konsistenzgleichung fiir physikalisches 4-Potential Ay:

9,G" =0 , G'= la—L(DA)V — TEP (Dx), + (DA)“}
0(0,AL) an 4
Daher ErhaltungsgréBe: [falls Konsistenzgleichung V(A, x) erfiillt ist!]

d 0
— [ dx G =
g / X 0

Nomenklatur: [ dx G® = Noether-Ladung, G* = Noether-Strom(dichte)
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|—5.2 Das Noether-Theorem
I—Amalie Emmy Noether

Amalie Emmy Noether (1882 - 1935)

Noether-Theorem: 9,G* =0
oL d .
b= 2= _ Thp " d _
G" = {8(8“A,,)(DA)V TEP (Dx), 4+ (DX) h) , dt/dx G =0

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—5.2 Das Noether-Theorem

I—Beispiel 1: Invarianz von L unter Translationen in der Raum-Zeit

Beispiel 1: Invarianz unter Translationen in der Raum-Zeit

Invarianz von L unter Translationen in der Raum-Zeit:
(Dx)y, =«, , DA=0 , DOA=0 , 9IDx=0 , DAX=0

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

oL oL oL
0= (DA + B(0.A) [0u(DA)] + 5= (Dx)u = Ticl, [0(Dx)p] + 9 [(DA)']
" p Ay i
oL oL oL
_E(DX)M_a_XMaM ; a—XN—O (k=0,1,2,3)
Noether-Strom(dichte): (0,G" =0)
oL
G" = {8(&%\ )(DA)V — T5h(Dx), + (DA)Ml - [Tgai(DX)p]é = ~(Tiane)o
v @

Invarianz von £ unter 1-Parametergruppe o, = ad,, — Noether-Ladung:
0o_ ov v=20: Feldenergie
/dx G = a/dx Than. o <1/ =1,2,3: Feldimpuls

o oL\ |
Tin(A,04,) = 5 25 (07A) = gL OuTigh s == <0_xp) -

Subtilitat: Tfa“md, # Energie- bzw. Impulsdichte!
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5.2 Das Noether-Theorem

I—Beispiel 1: Invarianz von L unter Translationen in der Raum-Zeit

Beispiel 1: Invarianz unter Translationen in der Raum-/Zeit
Invarianz von L unter Translationen in der Raum-Zeit:
(Dx)py =a, , DA=0 , DOA=0 , ODx=0 , DAX=0

Noether-Strom(dichte): G* = —(TL” ap)e

kan

Invarianz von £ unter 1-Parametergruppe o, = ad,, — Noether-Ladung:

Jorc=a faxttne (20550 Fetimess)
oL (
0(0,AL)
Subtilitat: T, o7 Energie— bzw. Impulsdichte wegen
0 — 8 Tli‘a/; o= — M( e ¢ + a K’Y,Ufp) VK’YNP mit K’YMP — _KM'YP

DAY — gL, 0T = <£) 20

TEP (A, DA, x) =
(A,0A,%) =)

kan

Daher alternativer Ausdruck fiir Noether-Ladung:
/dx TR, TR =ThY 40K

1M$Q: Fiir welche Wahl von K7*¥ gilt T¥ = Energie-Impulsdichte?

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—5.2 Das Noether-Theorem

I—Beispiel 2: Invarianz von L unter Translationen von A,

Beispiel 2: Invarianz von £ unter Translationen von A,

Invarianz von L unter Translationen des Feldfreiheitsgrads A:
(DA, =«, , Dx=0 , O(DA)=0 , 090(Dx)=0 , DAX=0.

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:
oL oL oL

wp 12
0 8A (DA) 8(8MAV) [aﬂ(DA)V] + 8Xu (DX)H Tkan [8H(DX)P] + 8M [(DA) ]
oL oL oL
oA, PA =g an  ga-=0 (#=0,1,23)
Noether-Strom(dichte): (0,.G" =0)
oL oL oL
G“:[—DAV TP (Dx —|—D/\“1 = —(DA) = ——«
a(aﬂAy)( ) k ( )P ( ) 8(8“Ap)( )P (9((9MAP) P

¢
Invarianz von £ unter 1-Parametergruppe o, = ad,, — Noether-Ladung:

Oy {% , —/deO—o , /deO:a/ 8(306\)

Konkretes Beispiel?
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5.2 Das Noether-Theorem

I—Beispiel 2: Invarianz von L unter Translationen von A,

Beispiel 2: Invarianz von £ unter Translationen von A,
Noether-Strom(dichte) und Noether-Ladung: (0uG" =0, a,=ad,)

oL d 0 0 oL
no_ — =
G —048(8“ D dt/dXG 0 , /de a/dx 5(00A)

Konkretes Beispiel mit gTi =0 (und gTi = O):

EF = —%€0FMVF’,“,
Gilt fir Lr auch 0,G" =07
Lo = B b P 2P ) < P 0,6 = —asd, P =
w/ v
i | i 3 8L _ n. v o ar .
Weitere 4-divergenzfreie GroBen? (Wegen o, = 0: 9, Tkapn,¢ — _ (a_xp)¢ _ 0)
oL

TP =
kan,¢ a(aUAH)

T’ =T e T 0K wegen 0,T, " =0 VK™ mit K77 = K"

(0°A,) — Lg"" = —eoF"MOP AL, — Lg"”

Speziell fiir symmetrischen Energie-Impuls-Tensor T"” = —e, F"*F?, — Lg"":
TL = Tty =eo FY OuA)o = Tl oy 0r(—20F " A%)y it 0, F7 = 0]

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—5.2 Das Noether-Theorem

I—Beispiel 3: Invarianz von £ unter Lorentz-Transformationen

Beispiel 3: Invarianz von £ unter Lorentz-Transformationen
Invarianz von L unter Lorentz-Transformationen:
(=Mt (A =AY N =g w
Notation , D"
(Dx)* =t x* , (DAY =w’,A* | DAX=0
Ou(DA)y = wip(0uA”) ,  Ou(Dx)" =w’, |

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist: T"” = T*"

oL oL oL

= — [ — = _ mp )
0= S (DAY + 5y (0.(DA)] + = (Dx)u = TLE, [0, + 0, (D)
B oL ., OcC L OL
= Wov [8ApA 8(8,“41,) (aMA ) + aXp X Tkan}
oL oL oL
—— vp __ P = — vp = _— =
= —wp | T + 50, A A )| = —wo T falls i =0 g =0

ErhaltungsgroBe fiir £ = Lr(0A) mit T"? = —go FY*F*, — Lg"?:
oL
B _ TP — KV AP _ THP ¥
G" = [8(8MAV)(DA)U Tkan(DX)P:|¢ wPV(goF A TkanX )¢

= Wou [E0F" A? — eoF7H (9, AP )x" — THx"],
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5.2 Das Noether-Theorem

I—Beispiel 3: Invarianz von £ unter Lorentz-Transformationen

Beispiel 3: Invarianz von £ unter Lorentz-Transformationen

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

(9£ 1 v ' 1%
0= —wp,,[Tkan 2O A, )((%Ap)} =—w, T , T*=T"

ErhaltungsgroBe fiir £ = Lr(0A) mit T"? = —go FYHFP, — Lg"":
G" = wp [eoF*™ A? — egF 7" (s AP)X" — THPx"] .

voTpp v gpp 1 V TPH P TVH vpp

Definition der Drehimpulstensordichte:
LVpu — 1( TPHE _ xP -,-Vu)
Konsequenz: (wegen FF7 = —F7#)
G" + cwpy L;f’g = eowpv [F'"A? + FH7 (0, A”)x"]
= g0 wpr F"7 05 (A’x") = eg wpr 05 (F*7 APX")
Ou(G" + 5cwp LYfL) = €0 wpw O 95 (FHA’X") =0

Fazit: Erhaltung des 4-Drehimpulstensors f dx LYPO1

0=0,G" = —Fcwu (OuL7?) , 0=0uL"%

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—5.2 Das Noether-Theorem

I—Beispiel 3: Invarianz von £ unter Lorentz-Transformationen

Beispiel 3: Invarianz von £ unter Lorentz-Transformationen

Konsistenzgleichung, damit Bewegungsgleichung forminvariant ist:

oL
0= —wn [ TiLy + 9(0,A,)

Definition der Drehimpulstensordichte mit T"” = —gq F"¥F*, — Lg"":
LoPH = 1( TPl — xP TVH)

|
(0uA)| = —wp T, TP =T

TS” (nicht TLT ) ist Energie-Impuls(strom)dichte des freien Feldes, denn:

> Tensor T,"” soll eichinvariant sein (MessgréBe!):
T" = —(eoF""0° AL + EFgUp)¢ + 0K

> dies erfordert K7"P = —go(F7¥AP), und somit T.” = T;p

Aufgrund 3hnlicher Uberlegungen:
> L " soll durch MessgréBen Energie und Impuls mitbestimmt werden
> also soll Ll von TU™ (nicht Ti[7 , oder Ty™) bestimmt werden
> nur L;’Og kann als phy5|kaI|sche Drehimpulstensordichte interpretiert werden
>

. denn allgemeinere 4-divergenzfreie GroBen physikalisch nicht-akzeptabel:

LVpu — LVpu + 0, KYPHY  KVPRY = _KVPH
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Kapitel 6: Statische
elektromagnetische Felder

» 6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik

» 6.1 Das elektrostatische Potential und die
Multipolentwicklung

» 6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik
I—Streng zeitunabhangige Felder

6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik

Maxwell-Gleichungen ,im Vakuum®:

1
. V-E=—p . V-B=0
€0
oB OE
. VxE+ —=0 IV. V xB— — = gl
+8t 80#0& 140J

Streng zeitunabhangige Felder E(x), B(x) nur falls {gtjp__(? =
=

(V- E)(x) = —p(x) , V xE=0
€0
V-B=0 , (V x B)(x) = poj(x)
Viel interessanter:

zeitgemitteltes Verhalten von (E, B) fiir (p,j) raumlich begrenzt
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L6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik
I—Gleichungen der Statik durch Zeitmittelung

Zeitmittelung:

E 1 E E(x, T)—E
9E = lim — /dt 8—(x, t) = lim (xT) (x,0) =0
t ot T— o0 T

analog: %—Ezﬂ = Maxwell-Gleichungen —

(V-E) ()= (VB = = ol 6) = —(x)

VXE:VXE—{—a—B:O
ot

V.-B=V-B=0

- E —— -
VxB:VXB—so,uOE:uoj(x,t)zuoj(x)

Fazit: (E,B, p,]j) erfiillen Gleichungen der Elektro- bzw. Magnetostatik

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
6.0 Die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik
I—Lésung der Gleichungen der Statik

Definiere (¢, A) gemaB:
E=-V® , B=VxA
Wahle Coulomb-Eichung V-A =0 —  Poisson-Gleichungen:

AP =—2p , AA=—puj

Losungen: (®, |A| = 0 fiir x — o)

1 =0/ Ty
q)(X) e dx/ M , A(X) — ﬂ dx/ &
4reg |x — x/| 4T |x — x/|

entsprechende Felder:

— 1 Y
E(x) = —— [ dx ﬁ(x’)% (Coulomb-Gesetz)
47eg |x — x|

! !
B(x) = Z—O /dx’ J) > (x = x) (Biot-Savart-Gesetz)

™ Ix — x/|3
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|—6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung
|—6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

0.1 Elektrostatisches Potential und Multipolentwicklung

Gesucht in Elektrostatik:  ®(x) fiir x| — oo

Losungsmethode: Taylor-Entwicklung —

1 1 _1[1 2)“<-x’+<x’)2}_5
Ix — x| \/X2_2x,xl+(xl)2 X X X

_! {1 + ’A‘:’ + 2—;(2)T 3¢ ()T = (X')°1] &

X

1
A A A AN ] / / /
+ 53 Xiy Xip Xi [5x,-1x,-2x,-3 — X, Oiyig — Xj, Oivig — Xiy Siyin] + - -+

w ~ ~ ~

- Xig Xig « ++ X,'e

= E Hivin...ip (X/)T (x — 00)
£=0
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|—6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung
|—6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Resultat:

oo
1 R Ry - R,
x—x/| = E Wigiy....ip (X )T (x = o0)
£=0

—  Multipolentwicklung des skalaren Potentials:

0o A A ~

Xz Xjy oo o Xj -

CD(X) = ZMhiz...ieW ) Mi1i2~~-fe = /dxlp(xl)'u’.l’.?“'iﬁ()(/)
£=0

mit
M = /dx' p(xX)=gq , M;, = /dx’ﬁ(x')x,-/1 =d,
Miyi, = /dx’ p(x") [%Xillxilz - %(X/)Zéilb] = Qi
M inis = /dx’ p(x) [%x,-’lx,-’zxi; — %X;15i2i3 - %Xilz(siliy, = %Xé5i1i2] = Ojjiig

(Ladung g, Dipolmoment d, Quadrupoltensor Q)
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L_6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung
I—6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Hohere Multipolmomente kompliziert, z. B. Hexadekapol:

. 35,7
M’1/2/3I4 - /dx p(x){ X11X12 13 14 (X) (5'1'2 13X +5'1'3 i 14
+ 6’1 I4 12 13 + 5’2 3 11 14 + 5’2 14 11 13 ’3 g 11 12)

1/ 114 _
+ 5 (<) (0iinOiiy + 0ivisOiniy + 010y Oiniz) | = Hivinisia

—  Entwicklung fiir skalares Potential:

x-d  TEx 1 _
d(x) = Ireox <q+ . + 2 +;Xilxi2Xi3oi1i2i3
1 . ..
+ inlxizxi3xi4Hill'2i3i4 + . ) (X — OO)
Annahmen:

» Ladungsverteilung raumlich begrenzt

» Entwicklungsparameter: a/x
(a = typische Ausdehnung der Ladungsverteilung)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L_6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung
I—6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Exakte Realisierung des

> MOI’]OpO|S q: Punktladung ginx=0 =

q qx
q) X) = , E = —V(D =
0(x) 4egx 0 0 47regx?

> DipO|S d: Ladungen Ag, —\g an Orten % 21>\a Limes A\ — oo =
[3%(%)T — 1]d

4enx3

A.d
q)l(x): 4x 2 9 d:qa b E1:—V¢1:
TEQX

> QUE]dFUpO'S Q: Dipole Ad, —\d an Orten ﬁ 21>\a Limes A — co =

Oa(x) = lim [&1 (x = 5%) =1 (x+ )] = )\Ii_)moo [~1a- (Vo) (x)]
: 1 (a)T[3%(%)T — L](Ad)
- )\Il—>moo Ii)‘a El(X)i| >\—>c>o {X 4-7'(‘80X3 }
_ ®TBad)” —(a-d)ljx _ (X)TQX
4meox3 4egx3
mit

= 3[a(d)" +d(@)'] - (a-d)1
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|—6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung
|—6.1.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Verallgemeinerung fiir 2‘-Pol

Exakte Realisierung des
> 2L-Pols M(9);

2¢=1_pole AMUY=1) _XM(E=1) an Orten %a, —%a; Limes A = o0 =
a a
o0 i (o0 - 25) o0 (2]
e(x) Jim [ Pe-1 (X = 5y -1 X+2>\
1 1
= lim |—<a-(V®,_ = lim | -a-E/;_
AI—>moo|: Ao (Vo 1)(x)} Moo [Aa ¢ 1(x)}

mit
E,_1(x) = elektrisches Feld eines 2¢~1-Pols AM(~1) in x = 0

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung
I—6.1.2 Multipolentwicklung in beliebiger Ordnung

Multipolentwicklung in beliebiger Ordnung

Ziel: Systematisierung der Multipolentwicklung

Verwende ldentitat:

Beweis:

’ 2

[Ix = x'I(x)?]" = [xx| - (3)%] _

x’ 2 N4
[P = 2x X+ (P () = PP [(x’)2—2(?) X ox &) ] =0

Taylor-Entwicklung in mehreren Variablen:

> a4 a Einstein-
f(x+a)= Z % [8,-1 Oy ... 0j, f] (x) Konvent(iaon,

0 0 = g5
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L_6.1 Das elektrostatische Potential und die Multipolentwicklung
I—6.1.2 Multipolentwicklung in beliebiger Ordnung

Entwicklung des skalaren Potentials:

1 =(/ 1 =(/ /
/! A1 ! 2
47'('50 |X Xl €0 X|X/ . (_) X|
X

£=0
. 9(,1 X,2 Ce 52’-6
= 47780 ZM’IQ e T
Multipolmomente M, ;, ;,: Buckingham-Konvention!
iip...ip
(-1)° _ 2041 1 _ 9
Mi1i2--.ig = T dX/ (X )(X ) + 8{18;2 8{2; s 81/ = W
1
Eigenschaften der M;;, ,:
» fiir £ > 2 symmetrisch in allen Indizes
» spurlos:
(—1)" _ 1
Mi,..i,_yii = /1 dx’ P(X/)(X,)2e+lal{1 81/3 2 A/; =0

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment
L Multipolentwicklung fiir das Vektorpotential

6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment
Magnetostatik, Vektorpotential:

_ ko C))
Alx) = 47r/dx |x — x/|
Taylor-Entwicklung von |xT1x/| firx 200 —

A(x) = L:;—OX {/dx’j(x/)—i—% l/dx/](x’)(x’)T} )“(—l—}

Allgemein:

Ip
d/- /t:_ d/ lvl.- lt: d/ [l /t
/x,(x,) /xx( i) (<, 1) /”at(x’)
d ! ! / AYawi
:a/dx xp(x',t) = /de(X):O

/ dx' j(x)" =3 / dx [ ()" +xX' ()] + 3 / A VICORES (R I = ()
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6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment
I—Magnetischer Dipol und magnetisches Moment

AuBerdem:
%/ dx’ U/(X/)T +x/(j/)T] — _%/ dx’ X/(X/)T (V/ _l) (x/, t)
/ / / a / d / / / /
= %/dx x(x)Ta—'j(x,t): yr {%/dx X' (x)Tp(X, t)

= / dx' [{'(X)T +x'(7)"] = 00"

Definition: (magnetischer Dipol)

p=1 / ax' [0 ) ()T = X' 5x)T]

= Vektorpotential fiir x — oc: (analog zu ®(x) = —4% )

4megx

Mo ~
A(x) — D& 4+ ...
(x) 47t x2 X+

Definition: (magnetisches Moment m)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment

I—Dynamik eines magnetischen Moments im duBeren Magnetfeld

Resultate: [ antisymmetrischer (echter) Tensor D, Pseudovektor m ]
Ho s _ Ho .
A(x):4ﬁX2Dx+-~ , Dj=—ejgmic , Alx) =— szxmerm

Magnetfeld B = V x A des magnetischen Dipols:

B(x) =

O 1rmyanT Analogie zum elektrischen Dipol:
7313 — 1]m ( E=— 1 . 3%®)" - 1]d

Amegx3
Zusatzlich: suBeres Magnetfeld By # 0 (schwach, zeitlich/riumlich konstant)=-
zeitliches Mittel der)

N —_—
F= Zq/ﬁl x By = /dx’j(x’, t) xByp=0 ( auf den Dipol
=1

wirkenden Kraft

AuBerdem:

/dx’ (x'-j) = —% /dx' (x" - x) (V’ -j) (x',t) = %/dx’ (x’ 'x’)%(x’,t)

=& l%/dx' (X"X’)p(X’,t)l
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|—6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment

I—Larmor—Préa'zession und Larmor-Frequenz

=  Zeitgemitteltes Drehmoment:

N
N = Zx/ X (qu; x Bg) = /dx' x' x [I(x') X Bo}

=1
- / dx [J()x)T = (¥ -§(x)) 1] Bo

Prizession von m
um Bg-Achse

:DBo:—Boxm:mxBo

Prizession langsam (verglichen mit T) = N = ﬁ_'g

[ L = zeitgemittelter mechanischer Drehimpuls, At > T ]

Zusatzliche Annahme:  q;/my=q/m (V0) =

AL — _ - B
S N=mxBy= IILxBy=-wxL , w=a2
At 2m m
Fazit: (Larmor-)Prizession mit (Larmor-)Frequenz wy, = |c£|,f°
Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—6.2 Das Vektorpotential und das magnetische Moment
I—Larmor—Préa'zession und Larmor-Frequenz
Der Urheber: Sir Joseph Larmor
Larmor-Prazession: % = —wxLlL
_ : — 9Bo
Larmor-Frequenz: w= 5
Larmor-Radius: R = mo%;“
2142
Larmor-Formel: W = Z'—ﬁl
TEQC

1897: Beitrage zur SRT,
Lorentz- Transformationen!

MP for Cambridge University

Sir Joseph Larmor

(11 July 1857 - 19 May 1942) (1911-1922, Liberal Unionist party)
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Kapitel 7: Die Dynamik der Felder -
elektromagnetische Wellen

» 7.0 Die Wellengleichung fiir das 4-Potential
» 7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

» 7.2 Der EinfluB von Ladungen und Stromen
» 7.3 Wellengleichungen in materiellen Medien
» 7.4 Skintiefe und Skineffekt

7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

v

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L-7.0 Die Wellengleichung fiir das 4-Potential
I—Wellengleichung und mogliche Anwendungen

7.0 Die Wellengleichung fiir das 4-Potential

Explizite Zeitabhangigkeit elektromagnetischer Felder:

1
OAH — 9H(9,AY) = —jH
gocC

A* nicht eindeutig bestimmt:
AR = AP 4+ OHA

Beispiel: Lorenz-Eichung 0,AY =0 = inhomogene Wellengleichung fiir A*:

1.
OAF = —j#
gocC

=  elektromagnetisches Feld = Welle!
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L71 Elektromagnetische Wellen im Vakuum
I—Anfangswertproblem der Wellengleichung

7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Keine Quellen (j# =0) = wiahle Coulomb-Eichung (V - A = 0) wegen

1 _0%
v

AG=0 , DA=-—-V
c2 Ot

=  P(x,t) =0 (Vx € R3) wegen Randbedingung ® =0 (|x| = o)

In Coulomb-Eichung daher:

B B = A(x,t) erfiillt
®(x,t)=0 , DA=0 (homogene We/leng/eichung)

Losung der Wellengleichung eindeutig, falls zusatzlich bekannt:

OA . Anf; tprobl
A(x,0) = Ag(x) , E(X,O)ZAO(X) ( nfangswertpro em)

der Wellengleichung

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

L Quasi-eindimensionale Lésungen

Quasi-eindimensionale Losungen
Ebene Wellen der Form A = A(X17 t) — 1l-dimensionale Wellengleichung:

1 9?2 0?2 oA .
~ 9 _ % )A=0 , A(xq,0)=A 2 (x1,0) = A
(c2 ot2 8x12) » A, 0)=Aola) ot (>1,0) = Ao(xa)

Koordinatentransformation: ¢=x; —ct, n=x1 +ct —
e Oy A =0
Allgemeine Losung:
A(x1,t) = a1(&) + a2(n) = a1(x1 — ct) + az(x1 + ct)

Anfangsbedingungen —

x1+ct
1 .
A(Xl, t) = %[Ao(Xl — Ct) + Ao(Xl + Ct)] + z / dy Ao(y)
X1 —ct

( Uberlagerung einer nach rechts und einer nach links laufenden Welle )
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I—Sphéa'risch symmetrische Lésungen

Spharisch symmetrische Losungen
Sphirische Symmetrie £ Welle der Form A = A(r, t) mit
cos(¢) sin(¥)
x=&—rt , r=|E—x| , ?= (sin(gp)sin(l‘}))
cos()

Wellengleichung:

1 92 1 92 92 290
0=0A=(—-— —ala=|=-2 (£ +22)|A
(c2 ot? ) {cz ot? <8r2 * r8r>]

Allgemeine Losung:
A(r,t) = %[al(r — ct) + ax(r + ct)]

Spezialfall fiir alle t > O: (ausfallende Kugelwelle)

a(§)d¢

4mer “amer 00—

) r:’X_ﬂ

A(x,t) =

( geht mit Amplitude a(€)d€ vom Volumenelement d€ um £ aus )

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

I—L"Jberlag;erungen von Kugelwellen

Uberlagerungen von Kugelwellen:

A(x, t):/ a(g) = 6(r — ct)

1
= dQ /dr ra(x + rt)o(r —ct) , dQ=sin(¥)ddde
e

. o ebenfalls Lésungen
= / dQ a(x + ctf) = tMy [a] ( von LA — 0 )

Verhalten zum Anfangszeitpunkt t = 0:

A, i
A(x,0)=0 , 8—(x 0) = lim {Mx,ct[a,-] + ctMyx et [8—3 ~?} } = a;(x)
t10 Oox
D2 A; 0a; AT(‘? a; .
982 (x 0) = |;$ {2CMx,ct {a } +c th ct l pW }} =0

2
= A(x,0)=0 |, %(X,O):a(x) : (?9_:()(’0):0
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|—Uberlagerungen von Kugelwellen

Allgemeine Losung der 3-dimensionalen Wellengleichung

Bisheriges Ergebnis: Verhalten von
A(X, t) == th’Ct[a]
zum Anfangszeitpunkt t = O:

%A
W(X, 0) = 0

OA
A(x,00=0 , —(x,0)=a(x) |,
(x,0) - (x,0) = a(x)
Fazit: allgemeine Losung der 3-dimensionalen Wellengleichung

OA=0 , A(x,0)=Ap(x) , %—?(x, 0) = Ao(x)

lautet: 9
A(X, t) = E {th,ct[AO]} + tMX,Cf[AO]

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—7.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

L Quasi-zweidimensionale Lésungen

Zylinderwellen

Anfangsbedingungen translationsinvariant:  (z.B. in &-Richtung)
Ao = Ag(x1,x2) , Ag=Ag(x1,x2) (Zylinderwellen)

Fiihre Polarkoordinaten (p, ) ein:

p=ctsin(¥) , p

(&)

Definition: x; = (x1,x) =

2 ct
tMx,ct[a] = ?IC/dgo /dp a(xy —|—pf))\/%
cote —
0 0 P

ct

! (2) P
=2 [ dpM® ja]——L——
c/ p M, lal 212 — 2

0
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L Quasi-zweidimensionale Lésungen

Nacheffekt

Beispiel: (Feld anfangs in D C R? lokalisiert)

Ct1§|£J_—XJ_|§Ct2 (VEJ_G'DJ_)

Konsequenzen:
» fiir t < ty: kein Signal
> t > t1: Signal
> im Langzeitlimes (t > tp):

27 ct
1
tMx,ct[a] ~ /dso /dp pa(xL + pp)
0 0

2mwclt

1 .
~ o /dEJ_ a(§1) (a=Ao,A0)

7Ttzt {/ dé| Ao(€1) - %/d&_ A0(£J_)‘|

=  A(xy,t)~ 5

Fazit: Nacheffekt!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—7.2 Der EinfluB von Ladungen und Strémen
I—Die inhomogene Wellengleichung

7.2 Der EinfluB von Ladungen und Stromen

(p,j) ?é (O, 0) = Lorenz-Eichung giinstiger — inhomogene Wellengleichung:

1 .
OAH = — j#
£0C

Anfangsbedingung z.Z. t = O:

o HAM y
AH(x,0) = Aj(x) 5 (x,0) = Ay (x)
Allgemeine Lésung des Anfangswertproblems:
AH = Al 4 AL

mit "

DAl =0 Al'(x,0) = Af(x) 8t1 (x,0) = Ag(x)

1 OAY
DAY = —j# Al (x,0) =0 2 (x,0) =0
> = oo > (x,0) 5; % 0)

Bereits bekannt:
AL (x, 1) = & { tMe,e[AS] } + tMy,ce[A] [= Gesucht: AY(x,t)]
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I—Liisung der inhomogenen Wellengleichung

Betrachte: t
Al (x,t) = /dT ak(x, t; )

mit:

Ag erfullt: Anfangsbedingung + inhomogene Wellengleichung, denn:

t t t
O | dra¥(x,t;7) = 19 dr 8iu(x t;7)+ a"(x,t;t) | — | d7 (Aa")(x,t;T)
T 2 ot ot~ Y Y
0 0 0
t
1 923+ 1 9a#
= /dT {zw(x, t; 7') — (Aa“)(x, t; T)] + ?E(x, t; t)
0
1
= _jli(x7 t)
€0C
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I—Liisung der inhomogenen Wellengleichung

Allgemeine Losung fiir a“(x, t; T) bekannt = allgemeine Form von A%
t

Al (x, t) = / dr (t = My oeom) [SIE] L 3400 =1 (x,7)
0

Definition: r = C(t — 7') = alternative Darstellung:

ct

1
I — c MK
A2 (X, t) = ? dr erJ [%_[7-]

0
ct
1 . -
= dQQ dr rj#(x+ rf,t — L)
dmege ¢
0

_ 1 /dgju(g’t%>H(t—€—xl)

4epc |€ — x|

Interpretation:
» nur Signale von j#(&,7) mit |€ — x| = c(t — 7)

> r=1t— @: retardierte Zeit
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L Quasi-zweidimensionale Lésungen

Quasi-zweidimensionale Losungen

Spezialfall: (p,j) translationsinvariant in &3-Richtung = Zylinderwellen:

c(t—7)

A“(xL,t):/dT z / dp M2, [ £t P
2 1 P ] \/Cz(t—T)2 —p2

/dr dp —/—— m g),p [scojtﬂ_é}
’u‘ r
= /dr/d&l ’ EL, C) H(r =16, —x1[)

27r50c r2_|£J__XL|2

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—7.2 Der EinfluB von Ladungen und Strémen

L Quasi-eindimensionale Lésungen

Quasi-eindimensionale Lésungen

Analog: (p,]j) translationsinvariant in &- und &3-Richtung =  ebene Wellen:

t xq +c(t—T)
L 1 C .
Ay (xi,t) = [ dr — d§1 —j* (€L, 7)
c €0
0 x| —c(t—T7)

1
= 2€0C/df /ng_J.” (ﬁbt—f) H(r — 1€ —xu|)
0



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—7.2 Der EinfluB von Ladungen und Strémen
I—Langzeitverhalten von AH

Langzeitverhalten

Annahme: j* rdumlich/zeitlich lokalisiert:

analog fiir
JH(&,7) =0 fir |€—x| >cT oder 7> T JH(E&,,T),
j”(gJ_,T)

Langzeitverhalten von A¥:
> Fiir 3-dim. Wellen und t > 2T:  Af(x,t) =0
» Fiir Zylinderwellen:

Al (x, t) ~ : /dﬁl/dw'“(hﬁ) (t = o)

2megct

Fazit: E,B# 0 (t — oco), Nacheffekt!
» Fir ebene Wellen:

Ag(XL,t):T;/dgl /de“(&,T) (t>2T)

Fazit: E,B=0 (t>2T)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—7.2 Der EinfluB von Ladungen und Strémen

L Green'sche Funktionen

Punktquellen

Spezialfall:  Punktquelle j#(x, t) = 6(x)é(t — 0t) =

1

4megex

AL (x, t) = 5(t—%) = Gs(x,t)

Analog fiir Zylinderwellen:  Punktquelle j#(x |, t) = §(x)é(t —0F) =

ct

W= —— [ e )
2XJ_, = r r— (X
2megc r2 — |x |2
N
1 H(ct —
(C IXJ_D EGQ(XJ_,t)

2TeQ (ct)? — |x. |2

Analog fiir ebene Wellen: Punktquelle j*(x,t) = §(x.)é(t —01) =

1
Al (x1,t) = —H(ct — |x1|) = Gi(xL, t)
20
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L Green'sche Funktionen

Green'sche Funktionen

G3, G> und Gj erfiillen Gleichungen:

065 = —6(x)8(t — 0) G(x0)=0 2B 0)=0
gocC ot

1 92 02 1 0G,
— - — | G =4 5s(t—0") G 0)=0 —= 0)=0
(C2 ot2 axi> 2 coC (XJ_) ( ) 2(XJ_7 ) ot (XJ_7 )

1 02 02 1 0Gy

———— |Gl = —6 §(t—0t G ,00=0 — ,0)=0
<C2 Ot aXJZ_ ) 1 £0C (XJ—) ( ) 1(XJ— ) ot (XJ_ )

Nomenklatur:  Green'sche Funktionen der 3-/2-/1-dimensionale Wellengleichung

Nutzen: Gi,2,3 bekannt = allgemeine Lésung der 3-/2-/1-dim. Wellengl. bekannt:
AY(x,t) = /dE /dT Gi(x— &, t—1)j"(& )
Ag(xl’ t) = /dEL /dT G2(XJ_ - gJ_) t— T)j“(gJ_,T)

Ag(XJ_,t) = /dgj_ /dT Gl(XJ_ _'fJ_at_T)jM(gJ_aT)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—7.2 Der EinfluB von Ladungen und Strémen

L Green'sche Funktionen

Das Huygens'sche Prinzip

Insbesondere:  G; erfiillt die Gleichungen:

1 G
065 = 5005t —07) . G0 =0 , “Pxo)=o0
€0C ot

und impliziert fiir die allgemeine Lésung der 3-dimensionalen Wellengleichung:

AL (x, t)=/d£ /dT Gy(x — &, t —7)j"(§,7)

Gs erfiillt das Huygens'sche Prinzip:

Das Signal einer Punktquelle ist auf dem Rand {x | |x| = ct}
des Vorwarts-Lichtkegels konzentriert
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L Alternative Berechnung von Gz(x, t)

Alternative Berechnung von Gs(x, t)

Die Fourier-Transformierte g3(x,w) von G3(x, t):

1 . 1 .
g3(x,w) = E/dt Gs(x, t)e'“t | Gsz(x,t) = E/dw g3(x,w)e vt

erfiillt die inhomogene Helmholtz-Gleichung:

<A+“’2> - L 5
c? &= V2megc

Ubung —

B 1 cos (wf) sin (w%) B
B = e [ e ] 15 = Bl

Inverse Fourier-Transformation:

e—lwt

1 o
2W€0C/dw [cos (w)—é) + Bsin (w;)] ="

G3(X, t) =

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—7.2 Der EinfluB von Ladungen und Strémen
L Alternative Berechnung von Gz(x, t)

Retardierte und avancierte Green'sche Funktionen

Eigenschaften der Lésung:
» Ldsung von (JG = ié(x)é(t — 07) nicht eindeutig

» Losung wird jedoch eindeutig mit den Anfangsbedingungen
G3(x,0) =0 , 0:G3(x,0)=0 [ Wahl B=1]

Form der Losung fiir B = i:

S Gt = [1/dwe—fw(r—%)}:5(t—%)

Admegex | 27 dmegex

> Fir B =1 gilt also fiir alle t <0: G3(x,t) =0 = G3 retardiert

Alternative Wahl B = —-i =

G(x, 1) = ) )

(avanciert)
4egex
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7.3 Wellengleichungen in materiellen Medien
Magnetisierung M

Maxwell-Theorie ,im Medium™: Effekte der o
Polarisation P

Hilfsfelder: D=cE+P , H=1B-M
= MaxweII-GIeichungen: (— Kontinuitatsgleichung: % +V.j=0)
oB
. V-D= . VxeE+—=0
P * ot
oD

I.V-B=0 VY xH- 22
ot 3

Einfache (lineare, isotrope) Medien: — Materialgleichungen:
D=¢ogE+P =¢pctE=¢cE |, B:MO(H+M):NOHrH:MH

In Leitern: Ohm’sches Gesetz
j=oE

Theorie ,im Medium" ist:
» phinomenologisch (Materialparameter e, pr, o)

» wichtig (praktische Anwendungen!)
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|—7.3 Wellengleichungen in materiellen Medien

L Lorentz-kovariante Formulierung

Lorentz-kovariante Formulierung
E und B-Felder:

» Feldtensor F*¥ = (E, cB)
> antisymmetrischer echter 4-Tensor M*¥ = (—c?P, cM)

Explizite Form der Tensoren F*¥ und MH¥:
0 —ET 0 c?PT
F,LH/ _ 0 —cB3s ¢cB> Mpﬂ/ _ 0 —cM3 cM,
| E cB3 0 —cB; ) | —c2P cM; 0 —cM
—CB2 CBl 0 —CM2 CM1 0

D- und H-Felder:
v — 1 v v o__ 1 2 c 2
HM = %F’u —MM = (EE-FC P,%B—CM) —(C D,CH)

Homogene Maxwell-Gleichungen:
OuF* =0
Inhomogene Maxwell-Gleichungen: [im Vakuum 8u(%F“V) = ¢"]

BuH" = ¢j*
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L Lorentz-kovariante Formulieru ng

Lorentz-kovariante Formulierung der Materialgleichungen

: ; . . 3-Geschwindigkeit u
Minkowski (1908):  im Medium { Teesrming8lety, o h o

» Materialgleichung D = <E:

1 vp _ vp
S HPup =eF""up

» Materialgleichung B = uH:

F*Pu, = pH"Pu,

» Ohm’sches Gesetz:
J¥ = (upjP)u” +oF"Pu,

Interpretation:
Energiedichte pg

Energiestromdichte S

Energiebilanzgleichung:

. Ope
_E.i=2F 1 y.5
=5 T

In linearen Medien:

pec=3E-D+H-B) , S=ExH

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
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L Herleitung einer Wellengleichung

Wellenausbreitung in materiellen Medien

Annahmen:
» Materialparameter ¢, pu, o ortsunabhangig und rdumlich isotrop

» Ladungsneutralitit (p = 0)

Wahle Coulomb-Eichung V- A =0
I eindeutige Losung zur RB ¢ = 0 fiir |x| = oo:
av=-2p=0 ( O(x,1) =0 (vx € B3) )
[V(V-A)—AA]=-V x(VXxA)=-V xB

=  elektromagnetische Potentiale:

AA = —
oD
— UV xH=—uli+-=—=)=— E el
uV X ,u(]—l—at) u(a —I—eat)
Felder: E:—% , B=VxXA —
9?A o OA 1 (9°A 10A
AA: —_— _—— = — _— —_——
€M<8t2+58t) ?:2<8t2+7'8t)
Definitionen:

> Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = (ep)~1/2 der Wellen
» charakteristische Dampfungszeit 7 = % der Wellen
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L Herleitung einer Wellengleichung

Die Telegraphengleichung
Die Felder E und B erfillen:

1 (0°E 10E 1 (9°B 10B
AE=— | — AB= — | — 4+ = —
62(8t2+78t> ’ 62<8t2+76t)

Allgemeine Form der Telegraphengleichung:
Interpretation: )

1 [&v
Av = { >+ (n+ r2)— + r1r2V} (rn,rn >0) ~,Dampfungsterm”
ot ,Oszillatorterm"

Unterscheide:  [Medium dispersionslos: o(w) ~ (0) = o (analog fiir &, p)]

» lIsolatoren (wr > 1) = Dampfungsterm vernachlissigbar:

1 0%A 1 O%E 1 0°B
AA=—— | AE=—— , AB=——
c? ot? c2 ot? c? ot?
» Metalle (o groB, 7 klein: 7 ~ 10—14 s), wT K1 = Dampfungsterm dominiert
1 OA 1 OE 1 0B
AA = —— | E=—— , AB= ——
c2r Ot c2r Ot c2r Ot

(Diffusionsgleichungen, effektive Diffusionskonstante ¢ )

» schlechte Leiter, Halbleiter: wm ~ 1 moglich

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L-7.4 Skintiefe und Skineffekt

I—Wechselfelder an einer Grenzschicht

6.4 Skintiefe und Skineffekt

Gesucht: Wechselfelder E, B
(Frequenz w)

nahe Grenzflache Isolator Metall
. | M
Leiter/lsolator 4__(__) ___________ L (M)
Gefunden: Skineffekt! ; e
Annahme: p =0 = Coulomb-Eichung: I Pl -
va=22 5 o Alé (0.BdA)
8X1

.y .. N Welle am Ubergang zwischen
Daher mdglich: - wahle A || &-Richtung Isolator und gut leitendem Metall
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I—Orts— und Zeitabhangigkeit der Felder

Vektorpotential im Isolator (x; < 0): [mit e1, p1, & = (erpr) /2]
A (Xl, t) = &> Re [.AI (Xl, t)]

— 5 pilka—wt) —i(kxq4wt) ar, a; € C beliebig;
Ai(x, t) = are + aje ( w = ¢tk (Yk > 0)

Im Meta”: [mit EM, UM, O, CM = (EMMM)_l/z, T = 61\/{/0’]
—X—l—l—i(X—l—wt)
Ant = & Re[Ar(x1, t)] , Am(xi,t) =aye ¢\ 9 (am € C)
Einsetzen in Diffusionsgleichung — [mit knt = w/Ev = ik /eu]
2 V2
§ = = wT (Skintiefe; im Metall wT <1 = § <K )
WUMO knm
Elektrisches Feld:
oA . . .
E; = —E =€) Re[lw.AI(xl, t)] , Em =@ Re[IOJ.AM(Xl, t)]
Magnetfeld:
A oA A : i(kxy —w —i(kx1 4w
B =V x Al =& X 3_x11 :e3Re{lk [a,e(k1 t) _ 5 ilkat t)]}
A i — 1
B =V x Ay = 8 x OAM _ 5 Re [’ - .AM(Xl,t)}
X1
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L7.4 Skintiefe und Skineffekt
L Bestimmung der Koeffizienten (a;, ar, ant)

Die Randbedingungen

Bemerkungen:
» In beiden Phasen: E L B L k=ky =& L E
» Auch Stromdichte j = oE auf diinne Grenzschicht beschrankt

» Annahme p = 0 (s. oben) konsistent wegen:

0 0
V.j=oV-E= —Ja(v -A)=0 = Kontinuititsgleichung — 8_/1?) =0
Randbedingungen: [aus Maxwell-Gleichungen]
é; - (D1 — D) =8&1 - (e1Ef —emEMm) =X (X = Flachenladungsdichte)
€1 X(EI—EM):O
é -(Br—By)=0
é; X (H — Hy) = @1 X (MLIBI — ﬁBM) =J (J = Flachenstromdichte)

Hier: >=0,J=0 = DJ_,BJ_,E”,H” stetig

Genauer: D, =¢cE; =0und B=0 = nur Stetigkeit von E |, H) nicht-trivial
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L7.4 Skintiefe und Skineffekt
|—Bestimmung der Koeffizienten (a;, ar, ang)

Konsequenzen der Randbedingungen
Bedingung E;(0,t) = En(0, t) —
ar+a =am

Bedingung B0, 1) = - Bum(0, 1) =

1'/(( ) 1 /-1 1 i—lk N prcr 1+
—IK\ar —aj) = — ang = —— MaM dr — adj = — amM
pro pm 0 UM V2wT ' pMEM V2wT
Kombination — [an bestimmt Amplitude der Gesamtwelle = beliebig]
5 1<1+ EMMI 1—|—i)a 5 1(1 EMMI 1+i>a
= = M 1= = - M
T2 EIUM V2wT 2 EIUM V2wT
. _ 2 T . _
Bemerkung. Form 6 = oW allgemeingiiltig ; Dimensionsargument:
1 1 -
Dé_l\%ﬂ': ™M ;o X=x/6 , t=wt
EMHUM O  HMO
19°A  OA -
= im Metall. ——— = — A=A(xt
| 20%x2 Ot *.2)
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L7.4 Skintiefe und Skineffekt
L Skineffekt

Der Skineffekt

Der Skineffekt =

Die Verdriangung eines
hochfrequenten Stroms aus dem

Inneren eines leitenden Drahts

R
Draht: N O 175 O—»
[ / €;

> Leitfdhigkeit o, Radius R

> Ausrichtung || &3 Skizze eines metallischen Kabels

» eingebettet in isolierendes
Medium
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L7.4 Skintiefe und Skineffekt
L Skineffekt

Struktur der Losung

Suche axialsymmetrische Losung:

OA
j=cE=—0—| &

o (j periodisch mit Frequenz w)
mit:
A(p,t) = é3Re [A(p)e_iwt] , p=A/XE+ X3
E(p,t) = &Re [E(p)e ™|, £(p) = iwA(p)
i(p,t) =& Relj(p)e ™| . j(p) = iwaA(p)
Magnetfeld:
B(p,t) = (V x A)(p, 1) = &, Re [Blp)e "], Blp)= -

dp

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L7.4 Skintiefe und Skineffekt
L Skineffekt

Gleichungen im Inneren und auBerhalb des Drahtes
Diffusionsgleichung im Draht (p < R):

0= et <A _ %83) A(p)e™ it = (A + = ) A(p)
T t Co T

2

M

92 10 02 10
= =4+ ==+ A= —+-"=—+K> | A
(3/)2 +p3p+'WMU) (3p2 NPYT M)

Vi 14 ( /[ 2 )
kM:—: =
) ) WHUNM O

Wellengleichung auBerhalb des Drahts (p > R):

. 1 52 , 2 190
O=evwt|( A — —_ A —iwt _ (_ - k2>A
© ( a%aﬂ) (p)e 92 " pop T

mit

mit
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L Skineffekt

Randbedingungen und Normierung
Randbedingungen an Grenzflache (X =0, J = 0):
&, [c1E(R+07,t) —emE(R—07,t)] =0
& - [B(R+0%,t) —B(R—0",t)] =0
und
&, X [E(R+0",t)—E(R—0",t)]=0 }
nicht-trivial!

& x [LB(R+0%,t)— -=B(R—0%,1)] =0

Definition der Amplitude des Gesamtstroms /[ € R:

R R

I(t) = 27T/dp pi(p:t) = &Re [le™™t| = &slpcos(wt) , I = 277/dp pi(p)

0 0

Fazit: A E,B,j vollstindig festgelegt!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L-7.4 Skintiefe und Skineffekt
L Skineffekt

Die Bessel'sche Differentialgleichung & ihre Losungen
Die Gleichungen fiir das Vektorpotential:

0= — - — k2 0= [ _— k2)
<3p2+p3p+ M)A ’ (8p2+p@p+ i)
sind Spezialfille der allgemeinen Bessel'schen Differentialgleichung

d?w dw zwei unabhingige Losungen:
27 7 - 2 _ .2 _ gg g
3 -I-zdz +(z2—v)w =0 ( J(z) und Y. (2) >

— Lésung: (reguldrin p =0 ; a, by, by zunichst unbestimmt)

A(p) = ado(knp) (p<R)
= biJo(kip) + b2 Yo(kip) (p > R)

Asymptotisches Verhalten von Jy, Yo: (| arg(z)| < =, falls z komplex)

Jo(z) ~1— %22 + 6—1424 Yo(z) ~ % [In (%z) —|—'y] (|z| = 0)

Jo(z) ~ \/gcos (z — ;117r) Yo(z) ~ \/gsin (z — }ﬂr) (|z| = o0)
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L Skineffekt

Bestimmung der Konstanten a

R R kni R
. . 2mriwoa
lo = 27T/dp pi(p) = 27“0003/ dp pJo(knp) = wna / dz zJo(z)
M
0 kni R 0 0
2wiwoa 2ma
= - dz —[zJ1(z)] = — kM RI(kmR)
iwo oY
0

mit :
J(z)=—h(z) , 0=zl +Jyg+zJo=—(zJ; + )+ zho = —%(le) + zJo
Asymptotisches Verhalten von J;:
h(z) ~ 3z(1-32+ 524 +)  (21=0)
~ \/Zcos(z—2r) (|z| = o0)
Insgesamt innerhalb des Drahts:

pnlo  Jo(knp)
27 kiR (kniR)

A(p) =

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L7.4 Skintiefe und Skineffekt
L Skineffekt

Niederfrequente Wechselstrome

Fiir niedrige Frequenzen (6 > R): [ Verwende j(p) = iwoA(p) |
lo 62
A(p)Nl;Mj;z |: 452(R2 2p)+854 (R2 2_%p4_%R4)+...i|

. lo
i(p) ~ “R? |:1+E(R2 2p )+854 (R2p2—%p4—%R4)+...j|

— Stromdichte:

. lo 1
i(p,t) ~ ?93{ [1 + Py (R2P2 — 30" - %RA') + - } cos(wt)

[452(R2 2p2)+~-}sin(wr)}
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L Skineffekt

Hochfrequente Wechselstrome

Fiir hohe Frequenzen (0 < R):

1 .
AGp) ~ o (R)2 ey it 0 ey

2rikm R\ p 27iv/2i V/Rp
; ; o 0 il(p_ lo i—lp_ )l
= iwc A(p) ~ — e (R=n) e 5 (R—p)—gmi
i(e) () w62/ 2i VRp w9+/2Rp
— Stromdichte:
. N IO _R—p R—p -
i(p,t) ~ & y: _2Rpe 5 cos (_5 — wt — Z)

Fazit: Strom auf diinne Grenzschicht (R — p) = O(6) beschrankt!

Skineffekt!

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
L7.4 Skintiefe und Skineffekt
L Skineffekt

Bestimmung der Parameter b; » aus den Randbedingungen
Aus A(R—07)=A(R+0") folgt:
brJo(kiR) + by Yo(kiR) = aJo(kmR)
Aus — L9 (R—0") = —L92(R40T) folgt: (mit vy =-v)
K 1y h(kiR) + b Vi (KR)] = 2XM 1 (ks R)
[ oY
Zusammenfassend:
<b1> B ( Jo(kiR) Yo(kiR) )‘1< Jo(kniR) )
by) = P\ L A(kR) LYi(kR) ALy (kniR)

Fazit:
A.E,B,j vollstindig bekannt (¥x € R3)
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L Skineffekt

Spezialfall: gutes Metall (o — oo, % 10, fp fest)

Jo(kmR) l 0
- e <Z—11\\“/IJ1E\;I<MR)) ~ # (1> (% ¢0)

= Fir p > R:
A(p) = b1Jo(kip) + b2 Yo(kip)
_ _ph So(kR)Yo(kip) — Yo(kiR)J(kip) (£ 10)
2mkiR Jo(kiR) Y1(kiR) — Yo(kiR)J1(kiR) R

= Felder auBerhalb des Drahts endlich! Denn £(p) = iwA(p) und:

B(p) = _dA |l Jo(kiR)Yi(kip) — Yo(kiR) i (kip) (4 10)

dp 7™ 2R Dokt R) Y (kiR) — Yo(kiR)h(kiR)

Tangentiale Komponenten der Felder:
I
E(R+0t,)=0 |,  H(R+0",t)=é,—— cos(wt)
27R

Maxwell-Gleichung —
oD i
VxH=j+ 2 =&Re[(1—iwni(p)e | ~i  (§10)

Satz von Stokes — f dx-H(x,t)=1I(t) = Fazittx=0,J#0

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter
L Einfiihrung

7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Fourier—AnaIyse = untersuche harmonische Lésungen mit Frequenz w:
E(x,t) = Re [E(X)e_"‘“t} , B(x,t) =Re [B(x)e_iwt]

Bereits bekannt: c=0c0 = E=B=j=0
Oberflachenstromdichte J £ 0
Eventuell: { 7
Oberflachenladungsdichte ¥ # 0
Im isolierenden Bereich D:
B
V><E—|—8a—t:0 , V.:D=e¢V-E=0 = Vx&=iwB , V- -€=0

Definiere komplexes Vektorpotential: A(x) = £(x)/iw — reelles Vektorpotential:
A(x,t) = Re [.A(x)e_"‘”t]
; 1 ,
V-A=Re[(V A)e ] =Re {_—(v : s)e—'wf} =0 (VxeD)
iwe

Felder: .
E(x, t) = —%—? = Re [iw.A(x)e_""t]

B(x,t) = V x A=Re [(V x A)(x)e "]
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I—7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter
I—EinfUhrung

Helmholtz-Gleichung im Hohlraum

Im Hohlraum:

2
(_—128—2—A)A:0 (xED,E: 1 )
c? 0t VEW

— Helmholtz-Gleichung fiir A(x):

2
- (A+%)A=(A+k2)A:0

)

Isolator

€

(X c D’ A= k2 = Metall

0l
N

Definition: Im Leiter eingebetteter Isolator

(Hohlraum)
fi(x) = Normalvektor auf Rand 0D (Vx € 9D)

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik

I—7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter
I—Einﬁjhrung

Randbedingungen
Randbedingungen #AxE=0, a-B=0 (x€dD) —
AxA=0 (x€0D)

Inhomogene Maxwell-Gleichungen:

V-D:p} (GauB) {Z:ﬁ-D
J H

VxH=j+ 2 o =
A=+ % (Stokes) =nx
bzw. .

Y = en-E = eRe [iw(ﬁ . A)e_""t]

J = LAxB = LRe[fx(Vx.A)e ]

Dichten (X, J) nicht unabhidngig, erfiillen Kontinuitatsgleichung:

> b2
0:88—t+Vt~J:%—t—[ﬁ><(ﬁ><V)]~J [x€OD, Vi =V — (- V)]

Bemerkung: Endliche Leitfihigkeit im Metall — Dissipation!
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I—Beispiel: Quaderférmiger Hohlraum

Quaderformiger Hohlraum

Einfaches Beispiel:
D={x|0< x; < Lj}

Variablentrennung — Losung:

.Al = a1 COS(k1X1) Sin(ngz) Sin(k3X3)
AQ = ar sin(klxl) COS(k2X2) Sin(k3X3)

A3z = a3 sin(kixy) sin(koxz) cos(ksxs)
Ly

Wellenvektor k = (k1, ko, k3) mit

- n €N e -
ki = —— ni=0= / 7/

n #0( #i)]

T

L,

Coulomb-Eichung k- a = 0:

= nur zwei der drei a; unabhangig
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I—Beispiel: Quaderférmiger Hohlraum

Oberflachendichten, TE-/TM-Moden

Elektrisches Feld im Resonator: E = Re[iwAe—i¢1]
Magnetfeld: B = Re[(V x A)e~/“!] mit

sin(kix1) cos(kaxo) cos(k3xz)(koas — kzaz)
V x A = [ cos(kixi)sin(kax2) cos(ksx3)(ksar — kiaz)
cos(kix1) cos(koxz) sin(k3xz)(kiaz — koar)

T3

T2

Quaderfoérmiger isolierender Hohlraum D

Dichten (Z, J) z. B. auf Flache x; = 0:  (erfiillen Kontinuititsgleichung)

¥ (t) = wesin(kax2) sin(k3x3) Re I:,'ale—iwt:|
0
é; xB= L — cos(kaxz) sin(ksx3) Re [(klaz — k2al)e—iwtj|
sin(kaxz) cos(ksx3) Re [(k3al - k1a3)e—iwt:|

J(t) =

Tl

Quader = Zylinder in &3-Richtung mit rechteckigem Querschnitt!

Wahl der zwei unabhangigen Losungen:
» E3 =0 : transversal-elektrische (TE) Mode
» B3 = 0: transversal-magnetische (TM) Mode
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I—Beispiel: Quaderférmiger Hohlraum

TE- und TM-Wellen

TE-Welle: k-a=0 ,a3=0 = a= —%al = Vektorpotential:
COS(k1X1) Sin(k2X2) Sin(k3X3)
= —% sin(kyxy) cos(koxz) sin(ksx3) | Re [ale_iwt]
0

ATE

2
kiap — kpa; =0 kithky
ki k3

_ k
k-a=0 a = 7-a1
TM-Welle: { } = { Lo } =- Vektorpotential:
as a

COS(k1X1)Sin(k2X2)Sin(k3X3)
ATM _ % sin(kix1) cos(kax2) sin(k3x3) Re [ale—iwt}

o 2,2
. kl +k2
kiks

sin(kix1) sin(kax2) cos(k3x3)

= TE
= {39} niederfrequente {TM}—Moden mit (n1, n2) € {(1,0),(0,1)}

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
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I—Zylindergeometrien, TE- und TM-Wellen

Zylinderformige Hohlraume
Zylindrischer Hohlraum || &3 mit beliebigem Querschnitt:

0<x3<Lls , xy =(x,x)€EDL

az(XJ_) Sin(k3X3)
az(x_ ) cos(ksxs)

Vektorpotential: a1(x1) sin(k3x3)
o (28

TE-Welle: [R=r2-K2=2 — K]
2y (a) _ (0O _ Oa1 | 02 _
(A2+n)<32)_<0) , a3=0 |, (9X1+8X2_0 (x, €D))

33:0

Randbedingungix A=0 — { } (x, €9D))

npai — nNiay = 0
Form von a(x_ ):

(5) ()= ()
a=|a |=Vx|0]=|-0¢/0x
0 () 0



Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
|—7.5 Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

I—Zylindergeometrien, allgemeine Losung fiir TE-Wellen

Allgemeine Losung fiir TE-Wellen

Das Feld v(x_ ) erfiillt:

5 x, €D, <n1) o
(B2 + )9 =X ()\ eR konstant) ' vy n 0 (kL eob)

Alternative Darstellung:

(A +kD)p=0 , =—=0 , 1Z;< _i>

Waihle 0.B.d.A:: A=0 =

(DAy+ 6D =0 (x, €Dy) , g—f:o (x, €0D))

Fazit: TE-Welle <+ Neumann-Problem fiir 2-dimensionale Helmholtz-Gleichung
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I—Zylindergeometrien, allgemeine Losung fiir TM-Wellen

Allgemeine Losung fiir TM-Wellen

2
TM-Welle: [ 2=k — K =2 — K2 ]
(A2+n2)a:0 , %—%:0 , %—l—%—lgag,zo (XJ_EDJ_)
8X2 8X1 8X1 8X2

Randbedingungix A=0 —

a3 =0, mai—na=0 (x1 €0Dy)

_gfg - —gii =0 = Differential dyp = ajdx; +axdxp exakt = Fp(x, ) mit:
0 o
31:_¢ ;a2 = o , ksaz =Dy  (xL €D,)
0x1 0xo

Das Feld o erfiillt:

(A4 K% =X (x. €D, , A\ €C konstant)
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I—Zylindergeometrien, allgemeine Losung fiir TM-Wellen

Randbedingungen:

n

Axyp =0 | ( )-V2¢:V2t¢:0 (XJ_GDJ_)

V=X (x1 € 0D, , A2 € C konstant)

Kombination mit Randbedingung A = 0 und PDGIl. —
A o=Dotp + k2 =KXy (x €0D))
Definition: = — Xy =
(Do +K2)p=0 (x,€D)) , P=0 (xL €9D))
Wahle 0.B.d.A.: X =0 =

(Ay +K2)p =0 (x, €D) , ¥=0 (x, €90D,)

Fazit: TM-Welle <+ Dirichlet-Problem fiir 2-dimensionale Helmholtz-Gleichung
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I—Wellenleiter

Wellenleiter
Definition:  Wellenleiter = zylindrischer Hohlraum mit L3 = co

Struktur der Losungen:
A(x,t) =Re [a(x)efs—«0] | (Ay+kP)a=0 , w=2\/K+k

Phasengeschwindigkeit der Welle:

w ARk
— =C —— > C
ks ks

Gruppengeschwindigkeit:
ow  _ k3 _

=C < cC

Oks / K2 + k§

= geometrischer Mittelwert:
w Ow \1/? Ow? 1/2
(i) :(37) =°

[Gruppengeschwindigkeit relevant fiir Transport von , Information]
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L_SI-Einheiten

SI-Einheiten

Dielektrizitatskonstante des Vakuums:

1
[10C?

€0 =

Permeabilitat des Vakuums:

- kgm
A%s?

Ho = 4 x 10~

Lichtgeschwindigkeit:
c =299792458m/s

Wellenwiderstand" des Vakuumes: ’8’“—3 ~ 376,732

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—Anhang
|—Beweis der Ladungserhaltung
Beweis der Ladungserhaltung
Inhomogene Maxwell-Gleichungen:
1 OE
. V-Ez—p V. VXB—&‘(),LL()—:,U,oj
€0 ot
Kontinuitatsgleichung:
op 0 1 OE
— 4+ V. .j=—V-E V-(—VXB— —):0 [
or TV 1= g0 + 110 0t
Ladung: ¢q(t) = [ dx p(x,t) = Satz von GauB —
dq dp .
YG_ [ P [ axv.i=—[ ds-j=o0
dt R3 X ot R3 X . OR3 ]

Fazit: Ladungserhaltung!
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L Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Warum ,,im Vakuum'?

Maxwell-Gleichungen ,im Vakuum®:

l. V-E:ip . Vv-B=0

€0

0B OE .
II. VXE—I—E—O V. VXB—&oMoa—uoj

Quellen p und j:
P, ) =) g dx—xi(1) L i0t) =Y axi(£)d(x — xi(t))
Dirac’sche Deltafunktion: f dx" f(x")o(x" —x)=1Ff(x) , (&) =6(£1)0(£2)0(€3)

Konsistenz:

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—Anhang
L Magnetische Monopole

Magnetische Monopole

Maxwell-Gleichungen ,,im Vakuum" mit magnetischen Ladungen/Stromen?

I. V * E - %pe II. V * B - pm
0B OE
. E+ —=—jn V. B — - = Moje
V x E+ By ] V x €00 By o)
Ladungserhaltung?
ZFm im=—V -B = E_-—) =
P01V = 5V BV -V XE- S8 =0

Dirac (1931): Streuung einer elektrischen Ladung g. # 0 am Feld einer
magnetischen Ladung g #0 — Konsistenzbedingung £ — n € Z\{0}

Konsequenzen?

» Quantisierung der elektrischen Ladung: g = ni”—h

» Streuung einer Elementarladung: g =le|, n=m = gm=m<"
— magnetische Feinstrukturkonstante:
q  (m)® dmeohc  (m)?

= 1
47 pohc 4 e? 4o >

amE
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I—Das Leiterparadoxon

Das Leiterparadoxon (in K und K')
K’ v=0
[ 1 1 1 11 [ ]
T T 4 X,X/
—2L —L
ZusammenstoB
2Z. t=0=1t v — B=t=1V3,~v=2)
HRRRRRREN
7 > X
—L
K’ —v
[ 1 1 1 11 [ 1
T T T 1 > X/
—2L L —vt'—1L -t
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I—Anhang
I—Das Leiterparadoxon
Das Leiterparadoxon in K’ =1V3,7=2)
K’ (t'=0)
|
T > X/
—2L
< (¢ =4
|
T > x!
—2L
K/
—V (t' = %)
—2L
> x!

—(\/§+'%)L VL
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L Das Leiterparadoxon

Das Leiterparadoxon in K (p=1

K’ =0)
11 11 1 1 1 1 1 11
T T 7 X/
—(2+V3)L —(1+3V3)L
K’ —v [t/ _ (1+%C\/§)L]
N I T N I O
—a+ %\I/§)L /
T T 1 7 X
2+ V3L —(3+3v3)L —(3+3v3)L
K/
—V [t’ — M]
1 1 > X/
—2+V3)L —(1+V3)L
Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—Anhang
I—Das Leiterparadoxon
Das Leiterparadoxon in K B=%iv3,v=2)
Ruheldnge Leiter: 2L | K
(2+3)L v—>§\ (t=0)
T T > X
—(1+ %\/§)L —L 0
| K
v — (t = 2_LC)
[ 1111
L .
—(14 3V3)L 0
K
v — (t = %)
1 T > X

< Lorentz-Kontraktion —L 0
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I—Kovariante Form der Maxwell-Theorie mit magnetischen Monopolen

Kovariante Beschreibung von magnetischen Monopolen?

Maxwell-Gleichungen ,,im Vakuum" mit magnetischen Ladungen/Strémen:
1

. V-E=—pe . V-B=pn
€0
0B OE
[1. E4+ —=—ju V. B — — = loje
V xE+ o J V X Eolto By o)
Ladungserhaltung:
Opm g =0
ot Jm =
Feldtensor & dualer Feldtensor?
0 —-E -E -E 0 —cB?
FHy — E1 0 —CB3 CB2 i_;w, _ 0 E3 —E2
E, cBs 0 —cB; ’ cB —E; 0 E:
E3 —CBQ CBl 0 E2 —E1 0

Wie bisher:  0,F"" = uocj? &  auBerdem ....

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—Anhang

I—Kovariante Form der Maxwell-Theorie mit magnetischen Monopolen

Kovariante Beschreibung von magnetischen Monopolen?

Wie bisher:  9,F" = uocjy &  auBerdem:
0,.F* = ¢(V -B) = cpm

sowie
- 0B )
OuF" = — (E +V x E)j = Jmj
Daher insgesamt? OuFH =ju ¥ = (Cpm,jm)

Fazit: 3 kovariante Beschreibung von magnetischen Monopolen! (eindeutig?)

Dualitatstransformation! (kontinuierlich)
(F)*" = cos(&)F"" + sin(&)F*” (¢ Pseudoskalar)
(’N:/)W = coS(f)/:_“V + sin(é')li_“” = cos(g)IN—_‘“’ —sin(§)F*

Matrixform?
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I—Kovariante Form der Maxwell-Theorie mit magnetischen Monopolen

Kovariante Beschreibung von magnetischen Monopolen?

In Matrixform?

(F)= () 2O)(F) - (&) -(28 =9) (&)

4-Divergenz!

pocje) cos(€)  sin(€) ) [ poce g . .
(f:n )— (—sin(s) cos(a) ( i ) = dm = —sin()uodie +cos(C)im
Konsequenzen?

» Physikalische Dimensionen: [jm]/[je] = [roc] = [\/,uo/so] =Q
Numerischer Wert: +/po/e0 >~ 376,73  (,Wellenwiderstand” des
Vakuums)

» (E,cB), ((0Cje,jm) durch Drehung ineinander iiberfiihrbar! (Dualitat!)

> Falls Vx* gilt: jm = Aogje = wihletan(() =\ = j, =0

Theoretische Physik 2: Elektrodynamik
I—Anhang
|—Beweis 4-Gradient = 4-Vektor

Beweis der 4-Vektor-Natur des 4-Gradienten
Behauptung: Der 4-Gradient

_ ¢ _(15’_%0 )
amp_(?x#_ c@t’vw

ist ein kovarianter 4-Vektor!

Beweis? Poincaré-Transformation —

(X =M, x" +a" baw. xH= (A1) [(xX) —a"]

= Transformationsverhalten der Ableitungen?

o
0, = %au = (A_l)uu O = N0y [
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I—Beweis Satz von Helmbholtz fiir antisymmetrische Tensoren

Satz von Helmholtz fiir antisymmetrische Tensoren 2. Stufe
Behauptung:  9,A" =0 < dJgH mit A = elP79,¢,
Beweis?  J,A" =0 mit A* = (p,a) = firv=0:
0=9,A°=V.p & 3¢ mit p=Vx¢
und fiir v = J:
0= 0,A" = ejdi(ak — Bokk) , V x(a—0dE) =0
Fazit? Helmholtz'scher Satz —
0=08,A" < 3J& mit a=dé+ V&
Definiere: ¢4 = (&,&) —
AR = (p,a) = (V X &, + Vo) = 770,
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I—Invarianten I1, b des elektromagnetischen Feldes

Invarianten /1, |, des elektromagnetischen Feldes

Beweis? interpretiere Transformationsverhalten von F* unter E_TF:

v o v o _ —iaL—¢-M
(FYy" =N, NFP7 ) N, =e
als komplexe Drehung von F = E + icB !
F = R(a— i¢p)F
Reelle Drehungen R(a) = e '*¢ =

einzige Invariante: Langenquadrat eines Vektors

Komplexe Drehungen komplexer Vektoren? analog:
F-F =(RF)-(RF)=F-(R"RF)=F-F

Lingenquadrat von F = E + icB?
F°=F -F =[E* - (cB)’] + 2/iE - (cB) = h + 2ih
Fazit: /1 = Re(F?) , h = :Im(F?) einzige Invarianten!
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L Beweis .A vollstandig durch x - LA und i£ - A bestimmt

A vollstiandig durch x - A und iL - A bestimmt

Beweis: Das Differenzvektorpotential a = A; — A» # 0 erfiillt
x-a=0 , iL-a=0 , V-a=0 (xeD)

Daher: { x-a=0 } = { 3 =0 }
' a = axé,+ apéy + a, e, a=ayéy + a,€,
|dentitaten: 0=V .a= m{aﬂ[sin(ﬁ)aﬂ] + 8pa,}

0=iL-a= m{&g[sin(ﬁ)a(p] — Opay }

Kombination —  Z2°[sin(9)ag] =0 , £°[sin(9)a,] =0

Allgemeine Ldsung:
sin(¥)ay = f9(x) Yoo () , sin(¥)a, = f(x) Yoo(£2)
= a = aﬂéﬁ -+ a¢é¢ = m [fﬁ(X)éﬁ + fcp(X)éLp]

Annahme a regular = f =0, f,=0 = a=0 }
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Retardierte elektromagnetische Felder
Gegeben? retardierte Potentiale

. q 1 . q B
cD(R"@)_47rasol:\’—,6-R ’ A(R"B)_47rsocR—,3-R

Gesucht? retardierte Felder

E(x,t) = — Vo — ({;—? , B(x,t) =V xA

Relativvektor R(x,7) ...
R(X, T) =X- XQ(T) ) R(X, T) = |R(X, T)|

Retardierte Zeit 7(x,t) ...

Il
~

. R(x7)
Cc
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Retardierte elektromagnetische Felder
Retardierte Potentiale

. q 1 . q B
cp(R"B)_47rsoli’—,6‘-R ’ A(R"B)_47r50cR—B-R

Orts-/Zeitableitungen von (¥, A)?
B <a¢> - [c‘ﬁb <aR,- N OR; 87‘) N od d; 07'}
oxi/): OR; \ Ox; ot 0Ox; 0f; dt 0x;

B <8A,-> o (aA,- OR; | OA; dﬁj) ot

ot OR; or ' 9B dr ) ot

0A 0Ax (OR =~ OR, 0 0Ak dpB; 0
Bi:€ijk<—k> :5ijk|: k< l_|_ ! T)_|_ k dfi T]

ox /. OR \Ox;  OT1 0x; 0B dt 0x;
Daher partielle Ableitungen von (R, 3) erforderlich!
_ LR, 1dx sy = 9By _ L%
Bl = - 255 n) = 250() L Bl = () = -2 ()
Ortsableitung von R(x,7) = x — x4(7)? % = 0]
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Retardierte elektromagnetische Felder
Retardierte Potentiale
. q 1 . q B
*(R,8) = dreg R—B-R 7’ AR, B) = dregc R—3-R

Ableitungen von R(x,T) durch Ableiten der Identitit 2R? = IR

(55) = =—<k8 . (57) =%=(5)
or ). - R € » \ox/). ~ R _\BR /.

Ableitungen von 7(x,t)?  [verwende Identitit 7 =t — &

(5e), 1o (G), =1+ ®o (55),
(50). =150+ (5). (52).

or 1 ot —:R
paher (21) — L (o) o R
ot/x 1-p8-R ox/: 1-p3-R
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Retardierte elektromagnetische Felder
Einsetzen dieser Ableitungen ergibt? (mit R = Ri/R)

00y 9 R=8 5y (cepyLeR)
—(aXi>t_47T€0{_(RJIB.‘Q)2 6U+(_C/BJ) A]

1-8-R
(—R)) g (—%F?,)
~(R-B-R271-3.R
__4g (1—B-ﬁ)(f°\’f—ﬁf)+(R-B—5)R,-+;R(R-B)fa>,-
- AnegR? (1 — 3. §)3
und
OAN ___a | BR-8) o
_ (E)x o 47T€oc{ (R _JI@RJ)Z( CBJ)

(5,'1' _ 5i(_RJ') 1 1
+[R—B-R (R-B-R)? Bj}lﬁ-ﬁ
g —(R-B)Bi+ 58— tR[(1-B-R)Bi + (R B)BI]
" 4meoR? (1-3-R)3
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L Retardierte elektromagnetische Felder

Retardierte elektromagnetische Felder

Insgesamt? [Verwende Identitit a x (b x ¢) = (a-c)b — (a- b)c]
Eix, 1) = LA FIR-P) + (RIR- SR - 8) ~R - (R )5l
’ 4reoR2(1 — B - R)3

Analog fiir Magnetfeld:

g _9 _ )_ Be(R — 81) ( %R)J)
" Areec (R—pB-R)? 1-3-R

n { o Bk(= l)) }5/ (_%’AQJ)A}

+ (=ch)

R-B8-R (R-B-R?]"1-8.R
__a_ ~(-FIRG IR0 SR+ (R-B)AIR
~ 4rmeocRe (1-B8-R)3

Fazitt B=1(RxE) = BLE
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