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1 Einleitung

Ein Kreditderivat verbrieft einen Anspruch auf Zahlungen, deren H6hen sich
aus Eigenschaften eines oder mehrerer Kredite ableiten. Je nach Vereinbarung
kénnen Zahlungen durch so genannte Kreditereignisse wie z. B. Ratingénde-
rungen, Verzug der Zins- oder Tilgungszahlungen, Insolvenz oder Schulden-
restrukturierung ausgelést werden. Des Weiteren kénnen Marktpreise von an
Borsen gehandelten Anleihen, Zinsspannen (Credit Spreads) oder, bei Aus-
fall, die Ausfallhohe herangezogen werden. Diese Merkmale beziehen sich auf
die Messung der Kreditqualitit bzw. auf deren Anderungen. Mit Hilfe von
Kreditderivaten lassen sich somit verschiedene Kreditrisiken eines oder meh-
rerer Kreditengagements isolieren und an Dritte iibertragen, ohne dass die
jeweiligen Schuldner davon erfahren miissen. Kreditderivate werden daher oft
zur Absicherung gegen Anderungen der Kreditqualitit eingesetzt. Sie die-
nen aber auch dem Risikoverkauf von Einzelpositionen, zur Diversifikation
von Risikokonzentrationen oder dem bewussten Eingehen von Risiken zwecks
Renditesteigerung. Sie ermdglichen ein aktives Management der Risiken eines
Kreditportfolios.

Das am héufigsten gehandelte Kreditderivat ist der Credit Default Swap
(CDS). Der Sicherungsgeber (Risikokiufer) erhilt wihrend einer festgeleg-
ten Laufzeit regelmifig eine Pramie und verpflichtet sich im Gegenzug, dem
Sicherungsnehmer (Risikoverkiufer) bei Ausfall eines Referenztitels eine Aus-
gleichszahlung zu leisten. Die International Swaps and Derivatives Association
(ISDA) entwickelt Rahmenvertrige fiir Kreditderivate, um deren Handel zu
standardisieren und zu vereinfachen. Fiir die Bewertung sind geeignete Model-
le zu entwickeln, welche die Wertentwicklung der zugrunde liegenden Anleihen
und die damit verbundenen Kreditrisiken beriicksichtigen.

Fiir die Modellierung von Kreditrisiken lassen sich zwei Ansétze nennen.
Firmenwertmodelle (structural models) folgen der Idee Black/Scholes’ (1973)
und Merton’s (1974), eine ausfallrisikobehaftete Anleihe mit Hilfe einer Option
auf den Unternehmenswert zu bewerten. Der Wert einer ausfallrisikobehafte-
ten Null-Kuponanleihe entspricht dabei dem Wert einer sicheren Anlage in
Hohe des Nennwertes abziiglich des Wertes eines Puts auf den Firmenwert.
Der Wert und die Verbindlichkeiten einer Unternehmung sind allerdings nicht
direkt beobachtbar und deren Schitzung ist meist schwierig. Der vorliegen-
de Artikel behandelt die zweite Modellklasse, die einen Ausfall losgeldst von
fundamentalen Unternehmensdaten beschreibt und daher Reduktionsmodelle
(reduced-form models) genannt wird. Einen wichtigen Spezialfall der Reduk-
tionsmodelle stellen die Intensitdtsmodelle von Jarrow/Turnbull (1995), Jar-
row/Lando/Turnbull (1997) und Lando (1998) dar. Zentraler Bestandteil eines
Reduktionsmodells ist die Modellierung der stochastischen Ausfallzeit, deren
mogliche Varianten im Folgenden beschrieben und anhand eines Fallbeispiels
kalibriert werden sollen.
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2 Kernelemente eines Reduktionsmodells

Zentraler Bestandteil eines Reduktionsmodells ist die Modellierung des Aus-
fallzeitpunktes. Tritt ein Ausfall einer Unternehmung vor Laufzeitende der
Verbindlichkeit ein, so konnen die vertraglich vereinbarten Zahlungen nicht in
vollem Umfang erfolgen. In einer sehr allgemeinen Formulierung definiert man,
dass ein Kreditereignis zu demjenigen Zeitpunkt eintritt, in dem ein wachsen-
der stochastischer Prozess eine exponentialverteilte Zufallsvariable iiberschrei-
tet.!

Definition 1. Sei I' = {1 : 0 <t < T} ein wachsender, rechtsstetiger Pro-
zess, der in I'y = 0 startet. Weiterhin sei eine positive Zufallsvariable n gege-
ben, die exponentialverteilt mit Parameter 1 ist (n ~ Ezp(1l)) und unabhdngig
von der Entwicklung von I'. Der Ausfallzeitpunkt (kurz: die Ausfallzeit) T ist
definiert durch

r=inf{t € (0,T]: I} > n}, (1)

wobei die Vereinbarung inf () = +oo gelte. Wegen I'hy = 0 < n ist 7 strikt
positiv. Der Prozess I' heifst Hazardprozess.

Das zugrundeliegende stochastische Modell? kann man sich so vorstellen,
als wiirde hinter einem Vorhang genau einmal eine Zufallszahl  gezogen. Den
Marktteilnehmern wird nur deren Verteilung, aber nicht die Realisation ge-
nannt. Es werden die Eigenschaften des Hazardprozesses und zusétzlich zu
jedem Zeitpunkt ¢ die Realisation des Hazardprozesses I'; sowie Eintritt oder
Ausbleiben des Ausfalls fiir diesen Zeitpunkt bekannt gegeben. Basierend auf
diesem Informationsstand bestimmen die Marktteilnehmer nun Ausfallwahr-
scheinlichkeiten; sie konnen aber den Ausfallzeitpunkt nicht vorhersagen, da
sie die Realisation von 7 nicht kennen.

2.1 Deterministische Ausfallwahrscheinlichkeiten

Mit der Spezifikation des Hazardprozesses konnen nun gewiinschte Eigenschaf-
ten der Ausfallzeit in einem Reduktionsmodell festgelegt werden. Fiir den Spe-
zialfall, dass der Hazardprozess eine Funktion I'(¢) und somit deterministisch
ist, kann mit den Gleichungen

! Eine allgemeinere Definition der Ausfallzeit, die zusiitzlich auch Firmenwertmo-
dellen zugrunde gelegt werden kann, geben Bélanger/Shreve/Wong (2004).

2 Der formale Modellrahmen ist durch eine stochastische Basis (2,G,G, Q) gege-
ben. Der Hazardprozess ist an eine Filtration F = {F; : 0 < ¢ < T'} adaptiert, die
durch einen Sprungdiffusionprozess erzeugt wird. Hinzu kommt die Information
iiber einen eventuellen Ausfall: G = {G: : 0 <t < T} = {F Vo(l{z<y) : 0 <
t < T'}. Das Wahrscheinlichkeitsma Q wird in Abschnitt 3 behandelt. Bei den
noch folgenden Spezialisierungen wird die stochastische Basis nicht angegeben.
Eine ausfiihrlichere Beschreibung findet man z. B. in Bielecki/Rutkowski (2002).
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F)=Q(r<t)=Qn<I(t) =1- e T,
()= —-In(1 - F(t)) )
jeweils von der Hazardfunktion I'(t) auf die Verteilungsfunktion F' der Aus-

fallzeit und umgekehrt geschlossen werden. Abbildung 1 verdeutlicht die Ha-
zardfunktionen der folgenden Modelle (M1) bis (M4):3

()

n(®)

M2) M4 M1 M3

Abb. 1. Beispiele fiir Hazardfunktionen

Die Realisation n{w) ist nicht bekannt. Daher ist der Ausfall bei stetiger
Hazardfunktion nicht vorhersehbar.

(M1) Im einfachsten Fall gilt I'(t) = At, wobei X eine positive Konstante ist.
Fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit folgt

QIr<t)=1—eTO =1_¢,

und man sieht, dass die Ausfallzeit 7 exponentialverteilt mit Parameter \ ist
(1 ~ Exp(})). Diese Verteilung besitzt auch der erste Sprungzeitpunkt eines
homogenen Poisson-Prozesses.

(M2) Fiir eine Ausfallzeit mit Exponentialverteilung Exp();) in der i-ten
Periode [t;—1,%;),1=1,..., N, lautet die Hazardfunktion

3 Da der Ausfallzeitpunkt oft auch als erster Sprungzeitpunkt eines Poisson-
Prozesses modelliert wird, geben wir teilweise auch dessen jeweilige Bezeichnung
an.
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N N
I't) = Z i <oty Nilt —tica) + Z sy At —tio1),

i=1 =1

wobei tg = 0 gesetzt wird. Die Konstanten \; werden dabei auch als Aus-
fallintensititen, Ausfallraten oder Hazardraten bezeichnet.

(M3) Andert sich die Ausfallintensitét in einem Reduktionsmodell kontinu-
ierlich mit der Zeit, so spezifiziert man eine so genannte Intensitidtsfunktion
A(t) > 0. Die Ausfallzeit 7 mit Hazardfunktion I'(t) = fot A(u)du stimmt dann
mit der Definition des ersten Sprungzeitpunktes eines inhomogenen Poisson-
Prozesses iiberein.

(M4) Eine eventuelle Zahlungsunfihigkeit einer Unternehmung offenbart sich
oft bei Filligkeit der Anleihen. Bei der Kalibrierung des Hazardprozesses kann
man dies durch Einbau von grofleren Spriingen zu den Filligkeitsterminen
beriicksichtigen. Sollen Ausfille nur zu vorgegebenen Zeitpunkten stattfinden
wie z.B. in zeitdiskreten Modellen, so wihlt man eine stiickweise konstante
Hazardfunktion mit Spriingen zu den vorgebenen Zeitpunkten. Fiir Zeitpunk-
te t;, 1 =1,...,N, erfiillt dies die Treppenfunktion

N
Iit) = Z st —tio1)
=1

mit to = 0. In diesem Fall gilt Q(7 < t;) = 1 —exp (— Zle At — ti_1)>

oder einfacher Q(7 < tx) = 1 —exp (—At Zle A,-), At = t1 — tg, falls die
Zeitpunkte t;, 2 = 0,..., N, dquidistant sind. Ein solches zeitdiskretes Modell
ist Ausgangspunkt der Modellierungen von Jarrow/Turnbull (1995, S. 56-70).

2.2 Stochastische Ausfallwahrscheinlichkeiten

Ein Reduktionsmodell, in dem die Hohe der Ausfallwahrscheinlichkeiten oder
die Hohe der Ausfallintensitdt unsicher ist, ist durch einen stochastischen Ha-
zardprozess gekennzeichnet. Die Ausfallwahrscheinlichkeit ldsst sich mit der
Technik der iterierten Erwartungswertbildung

Q(r £T) = Eqg[lr<my] = EQ[Eq[l(r<1}|Fr]] = Eq[Q(7 < T'|Fr)]
= FEq[Q(n < I'r|Fr)] = Eqg [1 — e '7]

als Erwartungswert einer Funktion des Hazardprozesses bestimmen.
Wir unterscheiden nun die folgenden Modellierungen fiir den Hazardpro-
zess:

(M5) Fir It = Xt, wobei A eine positive Zufallszahl ist, ist die Ausfall-
zeit bei gegebener Realisation A(w) eine Exp(A(w))-verteilte Zufallsvariable.
Da jedoch die Realisationen von A und 7 nicht bekannt sind, ist die Vertei-
lungsfunktion der Ausfallzeit stochastisch. Die Ausfallzeit kann hier als erster
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Sprungzeitpunkt eines zeithomogenen, bedingten Poisson-Prozesses aufgefasst
werden.

(M6) Eine Verallgemeinerung stellen stochastische Intensitéten fiir einzelne
Perioden dar. Der Hazardprozess lautet dann &hnlich wie im Modell (M2)

N N
I = Z Limeydiwi) (b — tie1) + Z Lig o<ty Niwi) (E—tiog).
=1 =1
Jahrliche Ratingéinderungen kénnen z. B. durch Markovketten mit diskre-
tem Zustandsraum {Agaa4,..., ¢} fir die Ausfallintensitit modelliert wer-
den.

(MT) Intensititsmodelle stellen einen wichtigen Spezialfall der Reduktions-
modelle dar. Diese sind durch einen absolut stetigen Hazardprozess Iy =
fot Audu, t € [0,T], gekennzeichnet, wobei der Intensititsprozess A progres-
siv messbar bzgl. einer Filtrierung F ist. Positive Ausfallwahrscheinlichkei-
ten fiir einen festen Zeitpunkt sind hier nicht mdoglich. Dies ist z. B. bei den
Intensitédtsmodellen von Jarrow/Lando/Turnbull (1997, S. 494 ff.) und Lan-
do (1998) mit zustandsdiskreter und zustandskontinuierlicher Intensitét der
Fall. Die Wahrscheinlichkeit

QUr <T) = Fq [1 = &= Jo" ]

fir einen Ausfall vor T ist identisch mit der Wahrscheinlichkeit, dass ein [F-
bedingter Poisson-Prozess mit Intensititsprozess A im Intervall [0, T] mindes-
tens einmal springt.

(M8) Unterstellt man, dass ein Ausfall nur zu fest vorgegebenen Zeitpunk-
ten mit zufélliger Wahrscheinlichkeit stattfinden kann, so wéhlt man einen
stiickweise konstanten Hazardprozess I' mit nichtnegativen stochastischen
Sprunghshen zu den vorgegebenen Zeitpunkten.

(M9) Generell kénnen alle wachsenden Prozesse als Hazardprozess verwendet
werden. Besonders interessant sind dabei Hazardprozesse, die nicht absolut
stetig sind, die also nicht mit Hilfe eines Intensitétsprozesses angegeben wer-
den kénnen. Nimmt man z. B. einen wachsenden Lévy-Prozess mit unendlicher
oder endlicher Aktivitdt, so fiihrt dies zu unendlich vielen Spriingen der be-
dingten Ausfallwahrscheinlichkeit in einem Zeitintervall bzw. zu endlich vielen
Spriingen zu zufélligen Zeitpunkten.

Als Beispiel fiir ein Reduktionsmodell der Klasse (M9), das kein Inten-
sitdtsmodell ist, kann ein Gamma-Prozess als Hazardprozess angegeben wer-
den. Ein Gamma-Prozess G mit Wachstumsrate p und Varianz v hat Gamma-
verteilte unabhéngige Inkremente. Das Inkrement g = G4, — G iiber einen
Zeitraum h hat Erwartungswert ph, Varianz vh und Dichte

2h
=3 2

fu(g) = (T”(Lz_,:)g”'"ﬁ‘lexp (—%g) ) g>0,
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wobei I die aus der Analysis bekannte Gammafunktion bezeichnet. Verwendet
man den Gamma-Prozess als Hazardprozess, so erhélt man die Ausfallwahr-
scheinlichkeit

] (L‘)E—T
Qr<7)=Ei-eo=1- [ ooy e e (~7e) do
£ nEE
() [ (1)

wobei die Substitution x = (u + v)g angewandt wird. Diese Ausfallwahr-

scheinlichkeit erhélt man auch fiir das Modell (M1) mit A = —"72 In (ﬁ)

Die Entwicklung der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit Q(r < T}F;) im
Zeitablauf ist im Modell (M9) allerdings stochastisch und weist im Falle des
Gamma-Prozesses unendlich viele Spriinge in einem Zeitintervall auf.

2.3 Wiedergewinnungsmodelle

Ein wichtiger Bestandteil eines Kreditderivatemodells ist die Modellierung der
Ausfallhéhe im Falle eines Ausfalls. Im Folgenden wird fiir die Modellierung
des Wiedergewinnungswertes Z, der annahmegemé8 direkt nach einem Ausfall
zur Verfiigung stehen soll, eine Wiedergewinnungsquote 6 € [0,1] und eine der
drei BezugsgroBen Nennwert der Anleihe, Wert einer ausfallrisikolosen und
sonst identischen Anleihe und Marktwert der Anleihe unmittelbar vor Ausfall
eingefiihrt:*

e Totalverlust: Z; =0,

e nennwertbasierte Wiedergewinnung: ZNW =§.1,

e dquivalente Wiedergewinnung: ZAW = 5. B,(T),

o marktwertbasierte Wiedergewinnung: ZMW = §. BMW(T),

Dabei bezeichnet B;(T') den Wert einer Anleihe mit der gleichen Ausstat-

tung, die aber ausfallrisikolos ist. EMW(T) bezeichnet den Preis der ausfallri-
sikobehafteten Anleihe unmittelbar vor Ausfall.

4 An Stelle einer konstanten Wiedergewinnungsquote kann man auch eine stochas-
tische Wiedergewinnungsquote, die unabhingig von Kassazinsrate und Hazard-
prozess ist, einfithren. In den Formeln ist dann nur § durch die erwartete Wieder-
gewinnungsquote zu ersetzen.
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Fiir die Bewertung von Anleihen stellt sich immer die Frage, welches Wie-
dergewinnungsmodell den Zahlungsstrom im Falle eines Ausfalls moglichst
realistisch abbildet. Dagegen ist diese Fragestellung fiir die Bewertung sons-
tiger Kreditderivate nicht immer relevant, da nur die fiir ein Kreditereignis
vertraglich vereinbarten Ausgleichszahlungen zu bewerten sind. Letztere kann
z. B. bei einem CDS eine im Voraus fest vereinbarte Zahlung oder auch eine
verlust- und zeitabhingige Zahlung sein.

Heutige Bondpreise mit
- nennwertbasierter Wiedergewinnung —A—

o 08 - dquivalenter Wiedergewinnung —n—
5 - marktwertbasierter Wiedergewinnung —e—
E os - Totalverlust bei Ausfall —X—
S Wert der Wiedergewinnung im Ausfallzeitpunkt:
qg’a - nennwertbasiert -A-
Jor - 4quivalent -m-
é - marktwertbasiert - e -
gosu;;i---‘ * O S SRk SEE SRR EEE EEEEEF TV CEEY CEEY CERY §
E ‘ ::l - m negative modeilendogene
2 05 LR Austallhohe
£ .. B |
[ LN
2 04 L
|4
o
k-]
S 03
[++]

0,2

0,1

modellendogene Ausfailhdhe \L
0 : ‘ : : : - : . i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 Restlaufzeit

Abb. 2. Wert von Null-Kuponanleihen und deren Wiedergewinnungswert

Abbildung 2 veranschaulicht die Hohe der nennwertbasierten, dquivalenten
und marktwertbasierten Wiedergewinnung (A, O bzw. ) einer Null-Kupon-
anleihe (NKA) mit Wiedergewinnungsquote 6 = 0,6 im Modell (M1) mit
A = 0,08, sowie r = 0, 05 fiir Restlaufzeiten von T' = 0 bis 20 Jahren. Im nenn-
wertbasierten und dquivalenten Wiedergewinnungsmodell sind die absoluten
Ausfallvolumina abhéngig vom Nennwert bzw. Wert eines ausfallrisikolosen
aber sonst gleichen Anspruchs. Im Falle nennwertbasierter Wiedergewinung
kann es insbesondere bei NKA mit langen Restlaufzeiten vorkommen, dass
der Wert der Wiedergewinnung oberhalb des Marktwertes des ausfallrisikobe-
hafteten Anspruchs liegt.
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3 Risikoneutrale Bewertung

Die Bewertung einer Option im klassischen Modell von Black/Scholes (1973)
und Merton (1974) beruht auf der Duplikation ihrer Auszahlung durch ein
zeitkontinuierlich angepasstes Portfolio aus Aktie und Geldmarktkonto.® Da-
mit der Markt arbitragefrei ist, miissen der Wert des Portfolios und der Wert
der Option iibereinstimmen. Die Duplikaton der Zahlungsstrome einer ausfall-
risikobehafteten Anleihe ist dagegen nicht moglich, da die Assets einer Un-
ternehmung im Unterschied zu Aktien nicht am Markt gehandelt werden und
deren Wert nicht ohne Weiteres feststellbar ist. Der Markt bzw. das Modell
heifit dann auch unvollstindig. Der Bewertungsansatz in Reduktionsmodellen
besteht nun darin, die Parameter des Modells an gegebene Marktpreise von
ausfallrisikolosen und ausfallrisikobehafteten Anleihen zu kalibrieren und an-
schlieflend die Zahlungsstrome weiterer Kreditderivate mit diesem Modell zu
bewerten. Der folgende Abschnitt beschreibt die Zahlungsprofile von hiufig
gehandelten Kreditderivaten und présentiert die entsprechenden Bewertungs-
formeln.

3.1 Wertdarstellungen fiir Kreditderivate

Bei gegebenem Kassazinsratenprozess r ldsst sich der Wert einer ausfallrisi-
kolosen NKA mit Nennwert 1 und Laufzeit T durch

Bo(T) = Eq [e— 5 rsds]

darstellen. Der Wert einer unsicheren Zahlung einer Geldeinheit im Zeitpunkt
T, die nur dann erfolgt, falls kein Ausfall im Zeitraum [0, T stattfindet, ent-
spricht dem Wert einer ausfallrisikobehafteten Null-Kuponanleihe mit Laufzeit
T und Totalverlust bei Ausfall. Dieser Preis ist durch

Bo(T) = Eq [1{T>T}6_ I rsds]

definiert. Da wir im Folgenden Unabhingigkeit zwischen Zins- und Ausfallri-
siken unterstellen, kann man diesen Wert wegen

Bo(T) = Eq [Lr>1y] Bq [~ 1 7%] = Q(r > T)Bo(T)
= Eq [eT7] Bo(T) (3)

auch als Produkt aus risikoneutraler Uberlebenswahrscheinlichkeit und Kurs
einer ausfallrisikolosen NKA angeben. In allgemeinster Form ist der Preis ei-
nes Kreditderivats mit kumulativem Cash Flow-Prozess C und mit Ausgleichs-
zahlung Z (bzw. mit Wiedergewinnung Z bei Anleihen) im Ausfallzeitpunkt
durch

® Zur klassischen Theorie der arbitragefreien Bewertung vgl. Wilhelm (1985).
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Eq

/ lirsuye” I o4 dC, + / e I rsdsZudl{'rSu}
(t,T] ¢, T

]

gegeben.
Bielecki/Rutkowski (2002, S. 230) zeigen, dass fiir den heutigen Wert der
Wiedergewinnung bzw. Ausgleichszahlung

Eq [Lir<ryBo(1)Z:] = Eq [/}0 e I5 ”dsZudl{TSu}]

ey

/ e~ o TsdsZud(—e”P“)]
10,77}

gilt. Im Falle eines absolut stetigen Hazardprozesses I'; = fot Asds kann dieser
Wert wegen

d(—e Tw) = e~ Tvdl, = e v\ du

vereinfacht werden zu

EQ [1tr<myBo(1)Z:] = Eq (5)

/ e Jo'ratrads \ 7l
10,7

Sind dagegen tq,...,t, die einzig moéglichen Ausfallzeitpunkte, so ist der Wert
durch

n

> Q(r =t)Bo(t:)Eq [Z:,]

i=1
gegeben.

Eine ausfallrisikobehaftete Kuponanleihe mit Kupon k ist spezifiziert durch
den kumulativen Cash Flow-Prozess

T
Gy = lusupk+ 1o

u=1

und eine Wiedergewinnung in Héhe von Z. Im Falle dquivalenter oder markt-
wertbasierter Wiedergewinnung gehen wir von entsprechender Wiedergewin-
nung der Kupons aus und bewerten die Anleihe als Portfolio aus NKA mit
Nennwerten k&, k,...,k,1 und den Kuponterminen als Laufzeiten:

BEAY(Ty =k BV () + BEV(D),

=1

BeMW(T) = kY BYW(t:) + BY™W(T).
i=1
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Ein Digital Credit Default Put (DCDP) verbrieft die Auszahlung C' = 0
und die Ausgleichszahlung Z; = 1 im Ausfallzeitpunkt. Ist die Ausgleichs-
zahlung erst bei Félligkeit T' der Referenzanleihe fillig, so kann die Bewertung
mit Z; = e~ JFrsds erfolgen.

Die Pramienzahlungen des Sicherungskiufers eines CDS werden als ,,fixed

leg” bezeichnet
Ct =Cu Z 1{t2t¢}7
i

wobei wir im Folgenden von vierteljahrlicher Zahlung der (annualisierten)
CDS-Préamie ¢ in t; = 1/4, 2/4,...,T ausgehen und (bei Nicht-Beriicksichti-
gung einer Daycount-Convention) von o = 90/360 = 1/4. Bei Eintritt eines
Kreditereignisses zahlt der Sicherungsnehmer eine letzte anteilige Pramie fiir
die Zeit nach der vorherigen Pramienzahlung und der Sicherungsgeber leis-
tet die Ausgleichszahlung Z. Bei Vertragsabschluss wird die Primie ¢ in Ba-
sispunkten per annum so festgelegt, dass der Wert des ,fixed leg” und des
,Hoating leg“ iibereinstimmen, also dass

Eq

ca Z 1>ty Bo(ti) | = Eq [Lr<ryBo(T)Z4]

gilt, wobei Z, = Z, — ¢ -mod(7,a). Mit dem Rest bei der Division von
durch «, also mod(7, @), berechnet man dabei den Bruchteil des Jahres seit
der letzten Pramienzahlung. Fiir o = 1/4 lautet die faire Primie

Eq [1{r<1}Bo(7)Z:]
Eq [i Suein2..zy Lrsey Bo(t:) + Lr<rymod(r, 1/4)30(7)]

FEr EI]

C =

Versichert ein CDS die modellendogene Hohe des Ausfalls, so lautet — die
Ergebnisse des nachsten Abschnitts vorwegnehmend — die Ausgleichszahlung
im Ausfallzeitpunkt bei einer NKA mit

e nennwertbasierter Wiedergewinnung
—2,—th = max {EF_W(T) - Z3W, 0} = max{ﬁy_w(T) — 0, 0} ,
e #quivalenter Wiedergewinnung

AW = i ~
Zy =BT~ Z3Y = (1-6)B—(T),

o marktwertbasierter Wiedergewinnung bei existierender Intensitat

7™ = BYV(T) - 20 = (1 §) g [o [ et -9rude

.
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3.2 Alternative Wertdarstellungen fiir Anleihen

Ein Vorteil der Annahme der #quivalenten Wiedergewinnung ist, dass die
Bewertung einer ausfallrisikobehafteten Zahlung zerlegt werden kann in die
Bewertung einer ausfallrisikolosen Zahlung und einer ausfallrisikobehafteten
Zahlung mit Totalverlust. So entspricht z. B. der Wert einer ausfallrisikobe-
haften Null-Kuponanleihe BAW mit dquivalenter Wiedergewinnung und Wie-
dergewinnungsquote § wegen

BYW(T) = Eq [1{T>T}BO(T) + 1{TST}BO(T)ZTAW]
= Eq[1{r>1)Bo(T) +1{r<1}6Bo(T)]
= EQ[6Bo(T) +1(>1y(1 = 8)Bo(T)]
=(0+(1—-8)Q(r>T))Bo(T)
= 0Bo(T) + (1 — 8)Bo(T) (6)

dem Wert eines Portfolios bestehend aus § ausfallrisikolosen NKA und (1 —§6)
ausfallrisikobehafteten NKA mit Totalverlust bei Ausfall.

Fiir die Bewertung einer NKA mit dquivalenter Wiedergewinnung ist nur
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausfall innerhalb der Laufzeit von Bedeu-
tung, wiahrend die genaue Verteilung der Ausfallzeit irrelevant ist, da ein Aus-
fall immer zu einem sicheren Wert § zu Laufzeitende fiihrt. Dagegen erkennt
man am Wert BYW(T') einer NKA mit nennwertbasierter Wiedergewinnung

BYW(T) = Eq [1{r>7}Bo(T) + 1(7<7y Bo(1) ZXV]

T

= Eq [14r>13Bo(T) + 117 <1} 8 Bo(7)]
= Bo(T) + 6Eq [1(r<1} Bo(7)] ,

dass die Eigenschaften der Ausfallzeit fiir die Bewertung relevant sind.

Fiir die in Abschnitt 2.2 vorgestellten Intensitdtsmodelle (M7) mit Ha-
zardprozess [} = fg’ A ds lasst sich analog zum ausfallrisikolosen Fall eine
besonders elegante Darstellung des Preises herleiten. Duffie/Singleton (1999)
zeigen, dass der Wert einer NKA mit marktwertbasierter Wiedergewinnung
sich durch

BYW(T) = 1(r51 Eq [e—ff rot(1=6)X,ds

7| ™)

als Erwartungswert der mit der ausfallquoteadjustierten Kassazinsrate
rs + (1 — 6) s diskontierten versprochenen Zahlung darstellen lasst. Bei To-
talverlust ist der Preis einer NKA

ByT) =120 Ea [e‘ JErotrads

A

ein Erwartungswert der mit der ausfallrisikoadjustierten Kassazinsrate rg + A,
diskontierten Zahlung.
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3.3 Kalibrierung des Hazardprozesses

Zur Kalibrierung eines Reduktionsmodells werden zunichst diejenigen ri-
sikoneutralen Ausfallwahrscheinlichkeiten Q{7 < t;) benétigt, unter denen
das Modell gerade die gegebenen Kurse von ausfallrisikobehafteten Anleihen
Bo(t;), ¢ = 1,..., N, liefert. Diese Ausfallwahrscheinlichkeiten werden durch
vorgegebene Kurse und Modellannahmen iiber die Hohe der Wiedergewin-
nung impliziert und sie ergeben sich je nach Wiedergewinnungsmodell fiir die
Anleihe aus den Gleichungen (6), (7) und (3) wie folgt:

e bei Totalverlust: Q(7 < T) =1 - g% ,

BAW
e bei dquivalenter Wiedergewinnung: Q(7 < T) = E%”%T—%:;gﬂ,

e Dbei marktwertbasierter Wiedergewinnung:

1 E%W(T))

Qir<T)=1 exp<1_5 n Botl)

AnschlieBend sind die Parameter der Hazardfunktion bzw. des Hazard-
prozesses so anzupassen, dass Q{7 < t;) = Eg [1 —e T ti] an den Stellen %;
erfiillt ist. In den seltensten Fillen hat eine Unternehmung jedoch ausschlief3-
lich NKA emittiert. Die gesuchten Parameter des Hazardprozesses konnen
dann so ermittelt werden, dass die Summe der quadrierten Abweichungen
zwischen Marktpreisen und Modellwerten minimiert wird.®

3.4 Bewertung mittels Monte Carlo-Simulation

Der Wert eines Kreditderivats wird mit numerischen Verfahren bestimmt,
wenn keine geschlossene Formel vorliegt. Ein nahe liegender Ansatz ist, Aus-
fallzeiten zu erzeugen und den Wert des Derivats als arithmetisches Mittel der
diskontierten Auszahlungen zu bestimmen.

Wir stellen nun eine Monte Carlo-Simulation ohne Simulation der Aus-
fallzeiten vor. Sie basiert darauf, dass unter dem Erwartungswert die Indika-
torfunktionen 1,4} und 1;,-;,3 mit Hilfe der iterierten Erwartungswertbil-
dung durch risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten ersetzt werden kénnen; denn
der Wert des Kreditderivats kann wegen Eq[1{r5¢,}] = E[EQ[L{r>t,3 | Fr]] =
Egle ™) und {r =t;} = {r <#;}\{r <t;-1} auch durch

6 Wilhelm/Briining (1992) liefern im Zusammenhang mit der Schitzung der Zins-
struktur eine arbitragetheoretische Begriindung alternativer Abweichungsmage.
Neben der Summe der quadratischen Abweichungen wird noch die Summe der
Absolutbetrige der Abweichungen und der Absolutbetrag der gréfiten Abwei-
chung diskutiert.
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n X i X
S T
=0 1=0

n
i1
= EQ E e—Ptz' e—zk=0 Ttk (tk+1_tk)ct
=0
n -
i
+ E (e_Fti—l — e_FH') e“Zk=o rtk(tk'*‘l_tk)Zti
=0

berechnet werden. Dabei bezeichnen tg, ..., t,, top = 0,t, = T, die Zeitpunkte,
in denen eine Zahlung ¢;, vor einem Ausfall oder ein Ausfall mit gleichzeitiger
Wiedergewinnung bzw. Ausgleichszahlung stattfinden kann.

Der Algorithmus fiir die Bewertung lautet nun folgendermafien:

1. Erzeuge m Pfade fiir die Entwicklung der Kassazinsraten, des Hazard-
prozesses, des Cash Flow-Prozesses und der Wiedergewinnung bzw. Aus-
gleichszahlung.

2. Berechne den Schitzer

1 m n
— Zze (@) = T30 re (@) (trpa—te) oy (1))
= 1=0
1 m n .
4= Z Z ( byg (Wi) _ Fti(“’j)) e~ Tito mk(wj)(tk+1—tk)Zt_(wj)
™ ;
7=11=0

fiir den Wert des Kreditderivats.

4 Fallstudie

In der folgenden Fallstudie werden einige der vorgestellten Reduktionsmo-
delle an Kursdaten von Anleihen der Deutschen Telekom AG kalibriert und
anschlielend auf diese Anleihen referenzierte Credit Default Swaps bewertet.
Ziel ist es, die oben vorgestellten Reduktionsmodelle auf ihre Praxistauglich-
keit zu {iberpriifen. Die téigliche Kalibrierung dieser Modelle erfolgt auf der
Basis der jeweiligen Schlussquotierung von Telekom-Anleihen an 664 Handels-
tagen. Anschliefend werden Marktpreise und Modellwerte fiir Credit Default
Swaps veranschaulicht und verglichen.

4.1 Datengrundlage und Kalibrierung der Modelle

Die Fallstudie basiert auf Rentendaten, um das Kreditrisiko direkt aus dem
Underlying eines CDS zu ermitteln. Die Datenbasis besteht aus téglichen
Schlussquotierungen von borsennotierten Euro-denominierten Anleihen der
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Abb. 3. CDS Prémie fiir Laufzeiten von 1, 3, 5, 7 und 10 Jahren

Deutschen Telekom AG fiir den Zeitraum 04.01.1999-02.11.2004.7 Schluss-
kurse von CDS-Prémien mit Laufzeit 5 Jahren liegen fiir den Zeitraum
03.09.2001-02.11.2004 vor. Als Referenzgrsfe fiir den risikolosen Zins dienen
Kassazinsraten, die mit den von der Deutschen Bundesbank bereitgestellten
Svensson-Parametern ermittelt werden.® Der betrachtete Zeitraum umfasst
sowohl die interessanten Jahre 2002 und 2003, in denen die Ausfallraten fiir
die Telekommunikationsbranche besonders hoch eingeschétzt wurden, als auch
die anschlieend eher ruhige Zeit ab 2004. Die Entwicklung der CDS-Pramien
veranschaulicht Abb. 3. Die Pramien steigen hier mit zunehmender Laufzeit
an. Tabelle 1 gibt deskriptive Statistiken in Basispunkten nach Laufzeiten
unterteilt an, wobei die Daten der besseren Vergleichbarkeit wegen fiir den
fiinfjahrigen CDS ab 12.09.2003 (*) und 03.09.2001 (**) angegeben werden.
Wir stellen nun fiir die verwendeten Modelle die Kalibrierung des Hazard-
prozesses fiir Donnerstag, den 01. April 2004, vor. Um die in Abschnitt 3.2 vor-
gestellte Kalibrierung vorzunehmen, werden die erwarteten Hazardprozesswer-
te so kalibriert, dass sie die Summe der quadrierten Abweichungen zwischen
Marktpreisen und Modellwerten von Anleihen minimieren. Die Kalibrierung
erfolgt fiir die nennwertbasierte Wiedergewinnung mit Wiedergewinnungsquo-
te 6 = 0,4. Fiir die Implementierung wird die Zeitachse monatlich an den

7 Wir schlielen Kuponanleihen mit variabler Verzinsung wie Floating Rate Notes (5
Anleihen) und Step-up Bonds (10 Anleihen) sowie eine Pflichtwandelanleihe aus.
Somit verbleiben in der Datenbasis Kursdaten zu 7 festverzinslichen Anleihen.

8 Sieche Svensson (1994) wund www.bundesbank.de/statistik/statistik.
zeitreihen.php.
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Tabelle 1. Deskriptive Statistiken der CDS-Priamien

Laufzeit 1 3 5 * 7 10 5 **
Beobachtungsbeginn| 22.01.04 25.09.03 12.09.03 19.01.04 12.09.03| 03.09.01
Anzahl Beobachtungen 197 224 290 138 239 664

Mittelwert| 18,56 4042 54,65 64,23 76,9 1388
Standardabweichung| 7,981 9,86 8,646 10,23  8261| 984
Schiefe| -0,2485 -0,6016 -0,5716 -0,05464 -0,898| 0,7454
Kurtosis| 2,027 2,735 3,071 2,087 4,527 2,169

Median 21 43 56 66 77,9 86,5

Maximium 36,04 62 73,5 88 96,9 410

Minimum 2 16 32,5 44,5 49,5 32,5

mittlerer Bid-Ask-Spread 6,274 8,005 2,655 4 4,184 7,604
Stellen 0, 1/12, 2/12, ..., 5 unterteilt. Da spéter 1-, 3- und 5-jihrige CDS

bewertet werden, werden die Teilperioden [0,1), [1,3) und [3,5) unterschieden.
Fiir den 01. April 2004 erfolgt beispielhaft die Modellkalibrierung auf Basis
der Preisdaten der folgenden sechs Anleihen der Deutschen Telekom:

Anleihe| 1 2 3 4 5 6
Kupon| 5,25 4,25 5,5 5,25 7,5 5,25
Falligkeit| 24.09.04 17.01.05 30.09.05 22.01.07 29.05.07 20.05.08

T;| 0,47539  0,7896 1,4891 2,7978 3,1448 4,1202
Kurs| 101,40 101,52 104,39 105,64 112,63 106,56

Dies fithrt auf die folgenden alternativen Hazardfunktionen:

(M1) Fir die Hazardfunktion I'(¢f) = At ist nur ein Parameter zu schitzen.
Die Summe der quadrierten Preisabweichungen

6

Z(Eg NW(T,) — (Kurs + Stiickzinsen))?

i=1
wird mit einer Intensitdt A = 0,0067525 minimiert.
(M2) Das Reduktionsmodell (M2) mit konstanten Ausfallintensitdten A1, Aa
und Ag fiir die Perioden [0,1), [1,3) bzw. [3,5) soll nun kalibriert werden.
Die Kalibrierung ergibt I'(1) = 0,0057034, I'(3) = 0,023019 und I'(5) =
0,025639 und damit Ay = 0,0057034, Ay = 0,0076729 und A3 = 0,0051278.
Die Hazardfunktion lautet dann

Ity = 1{05t<1})\1t + 1{1§t<3}>\2(t'—1) +1{3§t<5})\3(t—3)
+1{t21})‘1 -1+ 1{t23})‘2 -2+ 1{t25}’\3 -2,

(M3) Es soll eine kubische Hazardfunktion kalibriert werden. Um negative
Intensitéten auszuschlieen und einen wachsenden Hazardprozess zu gewihr-
leisten, verwenden wir I'(t) = max{A1s + Aas% + A3s®|s < t} bei Kalibrierung
und Bewertung und erhalten
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I(t) = max{0,0035827s -+ 0, 0033475 — 0,00068649s°|s < t}.

(M4) Mit der Treppenfunktion I'(t) = 14>1;0,017063 + 1;>3;0,0041461 +
1(:>5;A3 und beliebigem Parameter A3 >0 ist das Modell an die Kurse kalib-
riert und Ausfille kénnen nur in t =1, 3, 5 stattfinden. Will man Ausfille
jeweils genau einen Monat nach Abschluss bzw. Auslaufen einer CDS-Transak-
tion zulassen, so erhilt man die Hazardfunktion I'(t) = 1(;>1/12)0, 0040406 +
144>13/1230,012669 + 114>37/120, 004169 und wir bezeichnen die Modellvari-
ante mit (M4°).

4.2 Vergleich von berechneten und marktgegebenen CDS-Primien

Die Modelle werden nun an tégliche Schlussquotierungen von Anleihen kali-
briert und jeder beobachteten CDS-Pramie werden sechs theoretische CDS-
Primien gegeniibergestellt. Die beobachteten CDS-Priamien werden also nicht
fiir die Modellkalibrierung herangezogen. Wir bewerten neben einem Digital
CDS fiinf Varianten eines CDS, die sich hinsichtlich der Ausgleichsleistung
unterscheiden, fiir die Laufzeiten 1, 3 und 5 Jahre bei vierteljahrlicher Prami-
enzahlung inkl. anteiliger Priamie bei Ausfall. Bei Ausfall leisten die CDS-
Varianten entweder eine Ausgleichszahlung in Hohe von 1, den Anteil 1 — 6§
des Nennwerts (in Hohe von EUR 1), das (1 — §)-fache einer ausfallrisiko-
losen Kuponanleihe mit gleicher Restlaufzeit oder die mit den Modellen be-
rechnete Verlusthohe einer Anleihe mit nennwertbasierter, dquivalenter oder
marktwertbasierter Wiedergewinnung. Tabelle 2 enthélt die iiber alle Tage
gemittelte CDS-Primie, den mittleren Bewertungsfehler sowie den mittleren
absoluten Bewertungsfehler. Negative bzw. positive Bewertungsfehler zeigen
an, dass die Modellprimie im Mittel unter bzw. iiber der Marktpramie liegt.

Die Modelle liefern fiir die Laufzeit 5 Jahre im Mittel zu geringe CDS-
Prémien. Die kleinsten Preisabweichungen weist dabei ein CDS mit Aus-
gleichszahlung (1 — 6)BF(5) im Modell (M2) auf (siche auch Abb. 4). Da-
gegen fallen die CDS-Priamien fiir die Laufzeiten 1 und 3 Jahre eher zu hoch
aus. Nur die Modellierung von Spriingen direkt nach Abschluss bzw. Auslau-
fen einer CDS-Transaktion in Modell (M4’) bewirkt geringere CDS-Pramien
fiir alle Laufzeiten und fiir den einjdhrigen CDS auch die kleinsten Preisfehler.
Weil die durchschnittliche Pramie eher unterhalb der marktgegebenen Pramie
liegt, liefert hier eine CDS-Bewertung mit Beriicksichtigung der Zinsausfille
die besten Resultate.

In Abbildung 3 steigen die beobachteten CDS-Pramien mit zunehmender
Laufzeit. Dieser Laufzeiteneffekt ist bei Modell (M1) wegen der konstanten
Ausfallintensitat fast nicht vorhanden. Fiir den Digital CDS werden sogar
identische Prdmien fiir alle Laufzeiten berechnet.

Als Griinde fiir die beobachteten Abweichungen zwischen Modellprami-
en und Marktprémien kommen Illiquiditétseffekte insbesondere bei Anleihen
mit kurzer Laufzeit in Frage. Des Weiteren wurden nur Hazardfunktionen,
aber nicht Hazardprozesse bei der Bewertung eingesetzt. Die Stochastik der
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Abb. 4. CDS Prémie und Anleihenspread

Spreadentwicklung sowie eventuelle Abhingigkeiten zwischen Zins- und Inten-
sititsentwicklung bleiben daher unberiicksichtigt. Wir verwenden eine Kassa-
zinsstruktur, die auf (fast) ausfallrisikolosen Bundsanleihen basiert. Houwe-
ling/Vorst (2005) kalibrieren dagegen Reduktionsmodelle (vergleichbar mit
(M1) und (M3)) mit der Swap-Kurve als Benchmark fiir den risikolosen Zins.
Sie erhalten geringere Preisfehler als mit der Government-Kurve.

Fine weitere Abweichungsursache resultiert moglicherweise aus der Ver-
nachldssigung der Lieferoption, die iiblicherweise der Sicherungsnehmer fiir
sich in Anspruch nehmen kann. Eine unterschiedliche Besicherung der An-
leihen hat zur Folge, dass nach Eintritt einer Insolvenz die Anleihen aus der
Insolvenzmasse verschieden bedient werden. Der Sicherungsnehmer hat mogli-
cherweise mehrere Anleihen zur Auswahl, die er an den Sicherungsgeber des
CDS liefern kann, wodurch fiir ihn eine Cheapest-to-Deliver-Option besteht.

5 Zusammenfassung

Reduktionsmodelle erkliren Marktpreise von gehandelten Unternehmensan-
leihen und sonstigen Kreditderivaten ohne Bezugnahme auf fundamentale Un-
ternehmensdaten. Die Modelle unterscheiden sich insbesondere hinsichtlich
der Spezifikation des so genannten Hazardprozesses, auf dessen Basis der Aus-
fallzeitpunkt modelliert wird. Wir stellen in dieser Arbeit neun verschiedene
Modellierungen fiir die Ausfallzeit dar, von denen vier auf Hazardfunktionen
und fiinf auf Hazardprozessen basieren. In einer Fallstudie wird untersucht,
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wie sich Wahlmoglichkeiten bei der Spezifikation des Hazardprozesses und
der Wiedergewinnungsmodelle auf die Bewertung von Credit Default Swaps
auswirken.

Eine empirische Untersuchung kénnte iiberpriifen, ob ein Ausfall oder eine
Intensitdtsinderung zu Zeitpunkten der Verdffentlichung von Bilanzen und
Quartalsberichten bzw. an den Zeitpunkten planméfiger Kuponzahlungen
und Anleihentilgung wahrscheinlicher ist als an gewdohnlichen Handelstagen
und ob sich dies auf die Bewertung von Kreditderivaten auswirkt. In diesem
Fall wire zu tiberpriifen, ob Reduktionsmodelle, die neben Ausfallintensitéiten
auch positive Ausfallwahrscheinlichkeiten fiir einzelne Tage zulassen, fiir die
Bewertung besser geeignet sind als Intensitdtsmodelle.
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