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Notation
Wir werden versuchen an die folgende Notation zu halten:
e Zufallsvariablen

Y ist eine Zufallsvariable,
y ist eine Auspragung der Zufallsvariable Y,

Die Zufallsvariable Y hat die kumulative Dichtefunktion F'(y), d.h. die Wahrschein-
lichkeit, daf eine Ausprigung nicht Grofker als y ist, ist P (Y <vy) = F (y),

Die entsprechende Dichtefunktion fiir YV ist f (y), d.h. F (y) = fxgy f(x)dz. Zum
Beispiel, wenn y > 0, dann F (y) = [} f (2) dz.

e Skalaren, Vektoren und Matrizen

x; ist ein Skalar,

x; ist ein Vektor (ein Spaltenvektor)

X ist eine Matrix. Diese Matrix besteht aus n transponierten Spaltenvektoren x;,

1=1,...n
Xll r11 ... L1k
X — X _ | Ter e Tok
X;l Tn1 -+ Tk

e Funktionen

log (x) und In (x) bedeuten das gleiche



Teil 1

Theoretische Grundlagen

1 Was ist Mikrookonometrie?

e Mikrookonometrie = Theorie und Praxis der Modellierung von Mikrodaten.

e Mikrodaten = Unabhéngig gezogene Einzelbeobachtungen auf dem nicht-aggre-

gierten Ebene.

Typische Mikrodaten beinhalten in sich die Information iiber eine kleine Einheit,
wie z.B., Beobachtungen iiber Individuen, Beobachtungen iiber Haushalte, Beob-

achtungen tiber Firmen, Transaktionen usw.

Das Ziel jedes mikrookonometrischen Verfahrens ist: Die Zusammenhénge zwischen
den Erklarenden Variablen und der zuerkldrenden Variable herauszufinden und zu

quantifizieren.

Das Vorgehen ist, wie immer: Eine Stichprobe ziehen und aus der Dateninformation

in dieser Stichprobe die obige zusammenhénge hinausbekommen.

Typische zuerklarende Variablen in den mikrodaten kommen in den verschiedensten

Formaten vor

e Qualitative Daten

— Binér
Arbeitslos / Beschéftigt, Kreditwiirdig / nicht Kreditwiirdig

— Multinomial (polytom)
Bier / Wein / Whiskey, Vorlesung besuchen / Vorlesung nicht Besuchen,
wenn nicht: Schlafen / Lesen / Spazieren gehen

— Geordnet (polytom)

Rating eines Unternchmens, Zufriedenheit mit der Regierung, mit dem /der
Freund /in



e Quantitative / Unvollstdndig beobachtbare Daten

— Zahldaten
Anzahl Arztbesuche, Anzahl Kinder in der Familie

— Unbeschrankte nichtnegative Daten

Preise, Lohne

— Beschrankt beobachtete Daten

Lohne unter Beitragsbemessungsgrenze, Noten zu einer Studiengang zu-

gelassenen Studenten

Unvollkommenheiten bei der zuerkldrenden Variablen fithren iiblicherweise zu den
nichtlinearen Zusammenhéangen zwischen den Modelparameter und dem Erwartungs-
wert der zuerkldarenden Variable. Darum benotigen wir die entsprechende Modellen,

die diese nichtlineare Zusammenhénge richtig spezifizieren und schitzen konnen.

Was kennen wir? - Das klassische lineare Regressionsmodell:
/
vi = x;0+¢€;,

E(e)=0 = FE(y;) =x,0, d.h. der Erwartungswert der zuerkldrenden Variable

ist eine lineare Funktion der Parameter. Schatzmethode? KQ!

Was haben wir nun? - Das algemeine nichtlineare Regressionsmodell!

Der Erwartungswert der zuerklarenden Variable ist eine nichtlineare Funktion der
Parameter, z.B. E (y;) = h (x}5;7), die Moglicherweise nicht nur von den Parameter
[, sondern auch von den weiteren Parameter v abhéngig ist. Definiert man einen
gesamten Parametervektor § ={3,~}, dann, schreibt man F (y;) = h(x;;0) und

somit
Schatzmethode?

1. Nicht-lineare KQ: wie frither, minimieren wir die quadrierte Abweichungen zwi-

schen den Auspriagungen y; und deren Mittelwerten A (x;;60) um 6 zu schétzen.

2. Wir bemerken, dafs nicht nur der Storterm, sondern auch die zuerkldrende Va-
riable Y, deren Ausprégungen y; wir beobachten, auch ihre eigene Verteilung hat.

Der Erwartungswert dieser Verteilung ist genau E (y;) = h (x;;0); die Varianz und



weitere Momenten sind ebenfalls die funktionen von 6 (und, moglicherweise x;). Dies
erlaubt uns zu sagen, daft die Wahrscheinlichkeit eine gegebene Ausprigung y; zu
beobachten, ist

PY =y) =gy, 0).

Dabei steht g (y;) fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der zuerklérenden Variable. Wir
verwenden die Information tiber den Zusammenhang zwischen y;, x; und 6, die diese
Dichte zusammenfasst, um 6 zu schétzen. Dies impliziert eine neue Schatzmethode

— die Mazximum Likelihood Schdtzung.

Beispiel 1 (Nichtlineare Zusammenhénge) Betrachten wir eine bindre Varia-
ble vy;, z.B.

{ 1 fiir Vorlesung besuchen
Yi =

0 fiir Vorlesung nicht besuchen

y; als Zufallsvariable folgt der Bernoulli Verteilung:

1 miat Wahrscheinlichkeit p
v 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 —p

Kompakt lisst sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion g(y;) = p¥ (1 — p)'=¥ schreiben.

Wie groff ist der Erwartungswert?

E(%) = 0 (yz—0)+1 P(yz—l)
= 0-("(1=p)' ") +1-p'(1-p)"
= b= P(yz 1)

Der bedingte Erwartungswert ist dementsprechend E(y;|x;) = P(y; = 1|x;). Da
P(y; = 1|x;) eine Wahrscheinlichkeit ist liegt sie zwischen 0 und 1, was klar auf die
Nichtlinearitat zeigt. Es liegt nahe, F(x;3) als eine Verteilungsfunktion zu spezifi-
zieren, da F(z) = P(Z < z) € (0,1). Somit

E(yilx;) = F(x;5)

was den Erwartungswert der zuerklirenden Variable als die nichtlineare Funktion

der Modellparameter darstellt.



2 Maximum Likelihood Schatzung

2.1 Definition und Erlauterung des Schatzers

Die Parameter eines stochastischen Modells miissen geschétzt werden. Hierzu braucht

man Schétzprinzipien:

e klassisches lineares Regressionsmodell: KQ-Methode

e allgemeines nichtlineares Regressionsmodell: ML-Methode
Der Ausgangspunkt ist immer der gleiche:

a) Der Parametervektor ist unbekannt

b) Es liegt eine Stichprobe vor, die Information tiber den unbekannten Parameter-

vektor in sich beinhaltet

Angenommen wir haben eine Zufallsvariable Y mit den Ausprigungen y und der
Verteilungsfunktion G (y; 0)

G(y;9)=/< g (z;0) dx,

wobei g (x;0) ist die entsprechende Dichtefunktion und @ ist der Parametervektor,
6 € ©. Die Stichprobe mit Beobachtungsumfang n wird interpretiert als Y1,Y5, ..., Y,
, wobei fiir jede Zufallsvariable Y; eine Realisierung beobachtet wird. Die gemeinsa-

me Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die gesamte beobachtete Stichprobe, somit, ist

91, Yn; 01, ..., 0,).

Annahmen (i.i.d.-Annahme)
e Unabhéngigkeit: P(ANB)= P(A)-P(B)
9o Yni O, 00) = g1(Y1;601) - 92(y2; 02) - - - gn(yn; On) = Hgi(yiS 0:)
i=1

e Identische Verteilung:  ¢1(+;01) = g2(+562) = ... = gn(+;0,) = g(+;0)



Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die gesamte beobachtete Stichpro-

be unter i.i.d. Annahme ist dann

n

91,y 00, 00) = [ [ 9w 0).
i=1
Die Likelihoodfunktion £ ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion, die als die

Funktion der Modellparameter gegeben die beobachtete Stichprobe definiert wird.

n

i=1

Definition 1 Der ML Schitzer ist der Parametervektor 8, der die Likelihoodfunk-

tion L(0;y) maximiert

0 =argmax L (0;y) OL(6:y)

=0.
) a0 |,

Da die Likelihoodfunktion bzgl. des unbekannten Parameters maximiert wird und
die Bedingung 1. Ordnung Ableitungen erfordert, muss die Produktregel angewen-
det werden, denn L stellt ein Produkt dar. Um dies zu vereinfachen, wird die log-
Likelihood Funktion verwendet. Die logarithmische Transformation ist zuldssig, da

g(y;) > 0. Sie éndert nichts an der Lage des Optimums, und wir haben

argmax £ (0;y) = argmax In £ (6;y) = 6.
0c® )

Die log-Likelihoodfunktion, somit, ist
InL(0;y) =1In (H 9(ui; 9)> = Ing(y;6).
i=1 i=1

Beispiel 2 (Bernoulli Verteilung) Stichprobe: Yi,...,Y, i.i.d. mit Y; ~ B (p),

d.h. es gibt nur zwei Ausprdagungen

v 1, mit Wahrscheinlichkeit p 4
L= 1=1,..,n.
0, mit Wahrscheinlichkeit 1 —p

Die Dichte und die Likelithoodfunktion:

g () =p¥ (1 — p)l—yi und Lpy) = pri (1— p)l—yi .



Die log-Likelihoodfunktion:

mL(py)=> Wm(p(1-p"") <
i=1

InL(p;y) = Z[yilnp—k(l — ;) In (1 — p)]

=1

Bedingung erster Ordnung fiir log-Likelihood:

8lar;£ = gp (Z lyilnp + (1 —y;)In(1 —p)])

— Zagp[yilnp—i—(l—yi)ln(l—pﬂ

p 1-—p

—~y , 1—y
— Zy_+ i1 Lo
i=1

Daraus folgt, dass

1 n 1 n n
> yi=——> (1—y) & (I=p)-m=pn—m) [[m=>_ul
L 1-r= i=1
& ni—mp=np—nip |+ (nip)
&S np=np | :n
.y
& p=—
n

Der ML-Schdtzer fir p ist die relative Hdaufigkeit der y; = 1 Beobachtungen in der
Stichprobe vom Umfang n.(!)

Der Beispiel oben erldutert das sogenannte Mazimum Likelihood Prinzip. Das Ma-

ximum Likelihood Prinzip lautet:

Der Parametervektor, der die Wahrscheinlichkeit eine gegebene Stichprobe zu beob-

achten maximiert, ist der Schéatzer des wahren unbekannten Parametervektors

Nun, stellen wir uns vor, wir wissen den wahren Parametervektor. Zum Beispiel,
wirft man eine Miinze, die Wahrscheinlichkeit einen “Kopf” zu beobachten ist 0.5,
d.h. der wahre Parametervektor pg ist zu 0.5 gleich. Wenn py = 0.5, wissen wir, daf$
die Vorschlage p=0.3 und p=0.6 klar daneben liegen werden. Wir wissen auch, dafs
die Anzahl an “Kopf” Ausprdagungen der Anzahl an “Zahl” Ausprigungen ungefahr
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gleich sein muss. Generieren wir 100 Zufélligen Ziehungen aus der Bernoulli Vertei-
lung mit py = 0.5. Wir bekommen 51 “Kopf” und 49 “Zahl” Beobachtungen. Die
Likelihoodfunktion ist

L(py) = pri (1-p)' ¥

5020 ( 1 )4980

= P -D

Die Abbildung unten zeigt die £ (p;y) fiir verschieden Werte des Parameters p.

x 10"

0.9 b
0.8 .
0.7
0.6
0.5
0.4

0.3

0.2

=03
P S

0.1F

Die Likelihoodfunktion in p=0.3 und §=0.6 liegt weit vom Maximum entfernt.
Je ndher kommt man an den Maximum der Likelihoodfunktion heran, desto néher
kommt man an den wahren Parameter 0.5. Laut die Berechnungen oben, p = n;/n =
0.51. Der Unterschied 0.01 zwischen p und p wird durch die Kleinstichprobenver-
zerrung Verursacht. Je grofser ist der Anzahl der Beobachtungen, desto genauer ist

die Schatzung.

Beispiel 3 (Normalverteilung) Stichprobe: Yy, ..., Y, ii.d. mit Y; ~ N(u,0?).
Dichte: f(yi) = 7= exp{ z (y—;H)2}

£:

h

LT YLy ey Yn)
f(y e Yni [, 0) gemeinsame Verteilung der Stichprobe, bzw.
fy) - fyn) Annahme einer Verteilung
IT- f (?/z)

= [T, = exp { Lmp? }
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Ubergang zur Log-Likelihoodfunktion:

InL = lnH (+)

=1

- D]

In(a - b) = In(a) 4+ In(d)

_ Z(—%ln%r—i—(—l)lna—i—lnexp{—% (yi;“)Q})

In(a®) = b - In(a)

1 " 1y —pn\>
— —§nln27r—nlna+z (—5 (y > M) )

=1

Bedingungen 1.0rdnung:

I L2 & —Lyn o=l =0

g 0_12 Yo (yi—p) =0
<:> > i1 Yi —np =0

= /72%2?:1%
n ! n i — —Yi— !
I ZEL0 & ol (Ch T2 (n) (F4) o0
& Loyt wi—-n)P=nt |-0°
< Yy —m)?=no* | :n
= 02:%22;1(%_ ? )2
m

Die ML-Schétzer fiir u und o2 bei normalverteilten Zufallsvariablen sind also % > Yi
und % > i (i — 7)*.
Aus Statistik Basiskurs wissen wir, dafs empirische Mittelwert 7 = %Z?:l y; und
empirische Varianz s> = == 3" (y; — 7)? sind, und E(y) = p bzw., E(s?) = o2,
d.h. die empirische Mittelwert und Varianz sind die unverzerrte Schétzer des wahren
Mittelwertes und der wahren Varianz. Offensichtlich ist der Erwartungswert von
o =150 (y; —y)? = =L . s% nicht gleich o*:
n—1 n—1 n—1
E 52Y E Le2) — . E 2y L2
(%) =B ) =" B ="
——

konstant

Fiir grofe Stichproben allerdings, n — oo und somit geht der Term "T_l gegen 1.

Dis zeigt wiederum auf die giinstige asymptotische Eigenschaften des Schétzers.
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2.2 Theoretische Darstellung des Schatzers

Warum die Likelihood maximieren?

Definieren wir 6y als den wahren Parametervektor, 0y ©. Fiir alle andere Parame-
tervektoren § € ©, 6 # 6, betrachten wir den Erwartungswert £ (L (0;y) /L (60;y)).
wobei die Erwartung iiber die wahre Verteilung der Daten gebildet wird. Laut der

Definition des Erwartungswertes

E(C(Q;Y)) = // E(e;yl""’y”)E(@o;yl,...,yn)dyl...dyn
£(90,y) £(607y177yn)

n Integrale

_ L(0;y) ,
= /ymﬁ (0o;y) dy

= /yE(G;y)dy

= 1.

wobei die letzte gleichung ergibt sich dadurch, dak £ (6;y) eine Dichte ist. Somit:
E(L(0;y) /L (0o;y)) = 1. Gleichzeitig aber, laut Jensens Ungleichung,

E(Q;y)) (E(G;y)>
E(m=2Y ) cnmE ,

( L (6o;y) L(0o;y)

denn In () ist eine konkave Funktion. Daraus folgt

In B (%) - (1%) — E(nL(6:y)) — E (L (05y))

Mit
L (0;y) )
mWE|———=]|=hl1=0
(£ (0o;y)
auf der rechten Seite der Ungleichung bekommen wir schlieftlich

E(InL(6;y)) < E(InL(bo;y))-

Dies zeigt uns, dak der Erwartungswert der Likelihoodfunktion ist nur dann maxi-

miert, wenn der Argument dem wahren Parametervektor gleich ist.

Nun, wenn der Parametervektor die Likelihoodfunktion in einer Stichprobe maxi-
miert, maximiert er auch deren Erwartungswert. In der kleinen Stichprobe ist der
maximierte empirische Erwartungswert dem wahren nicht unbedingt gleich. Aller-
dings, in einer grofien Stichprobe greift das Gesetz der grofen Zahlen und somit fiir

f =arg max £ (6;y) bekommen wir £ (lnﬁ (57 y)) "= E(In L (6p;y)) was schlief-
0c©

lich zu 6 "=5° 0, fiihrt.
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2.3 Eigenschaften des Maximum Likelihood Schatzers

Lassen wir weiterhin 6y den wahren Parametervektor bezeichnen. Der ML Schétzer

hat die folgende Eigenschaften

1. Konsistenz (Erwartungstreue)

lim P(|d — 6| > ¢) =0

n—oo

>y
D
=

fiir eine beliebig kleine € > 0. [dquivalent: plim(d) = 6,
2. Asymptotische Normalitét

05N (60,1(60)7"),

wobei 1(0) = —F <882(£9(§)> ist die Informationsmatrix.

3. Effizienz
n—oo: Var(f) < Var(),

wobei 6 ein anderer erwartungstreue und asymptotisch normale Schétzer ist.

Die asymptotische Varianz des Schétzers

aVar(f) = I(é)_1 = {—E (_8 éggefg)

o

erreicht geleichzeitig die sogenannte Cramér-Rao untere Grengze fiir die Varianz, die

zu I ((9)_1 gleich ist. Genau das impliziert, daf der ML-Schéatzer die kleinstmogliche

Varianz besitzt.

Da der Erwartungswert der Hesse-Matrix nicht immer so einfach zu ermitteln ist
wie im Bernoulli Beispiel, weil die zweiten Ableitungen zum Beispiel keine linea-

ren Funktionen der y; sind, nimmt man die Hesse-Matrix direkt, um aVar(6) zu

schétzen:
— 821n L (0) 21nl; ( B
“V“r(e)__[ 2000 ”] [ Z aeae’ 99]

wo {; (0) eine individuellen Beitrag zu der Likelihoodfunktion bezeichnet.
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Veranschaulichung Konsistenz (Beispiel Normalverteilung)

fi=1L3"y; In diesem Fall i = 7 und plim(y) = u.
6> =2%(y;—9)* Indiesem Fall lim 6% = lim ~1s* = s* und plim(s?) = 0.

Veranschaulichung asymptotischer Normalitat (Beispiel Normalverteilung)

==y In diesem Fall ist y; NV, = > y; ist auch NV
(y; — )? ist hier y?>verteilt, aber zentraler Grenz-

62 =1 Z(yl —7%)®  wertsatz greift: Summe i.i.d. Zufallsvariable (geeignet

n

—_———

Summe ii.d. normiert) strebt gegen eine Normalverteilung)

Veranschaulichung Effizienz (Beispiel Bernoulli Verteilung)

Var(p) = Var (E)

(b))
- savor (Zu)
= > Var(y)

1
= Enp(l - p)

= %p(l —p)

Cramér-Rao untere Grenze:
0?InL
opr Z(
9?In L — Ui > — (1 =)
—F = —F -l &= =7
( op’ ) (Z p2> ( (1-p) )

p? (1-p)?
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-1
Demnach ist die kleinstmogliche Varianz [—E ( Bj};gﬂ )] = ’@, die der Var(p)

entspricht. D.h. p ist ein effizienter Schétzer.

2.4 Informationsgleichheit

A~

Die Informationsgleichheit bietet uns einen dquivalenten ausdruck fiir Var(f). Dies
wird verwendet fiir die Herleitung ausgewéhlten Teststatistiken, sowie fiir Schétzung

der Kovarianzmatrix in den fehlspezifizierten Modellen.

Die Likelihoodfunktion ist eine multivariate Dichtefunktion. Weil fiir Dichtefunktion

gilt, dass die Flidche (im univariaten Fall) sich zu eins integriert, kann man schreiben:
/ L(:y)dy =1
y

Leitet man beide Seiten dieser Gleichung nach 6 ab, so erhalt man

%(/yﬁ(&y)dy):%:O e /y%dy:o (1)

Da wir iiblicherweise die Log-Likelihood betrachten, soll diese nach 6 abgeleitet

werden:
Oln L (0;y) 1 0L(6;y) oL (0;y) OInL(0;y)
BT, LOy) o0 = o0 o0 Uy (@)
Setzen wir dies in Gleichung (1) ein, erhalten wir
Oln L (6;
[P ey v~ o ®)
y
OlnL(0;y)\
(25 -

Beim Ubergang zur letzten Gleichung haben wir die aus der univariaten Statistik
bekannte Beziehung E(h(z)) = [ h(z) - f(x)dz verwendet.

Nochmaliges Ableiten der Gleichung (3) nach ¢ ergibt

?InL(0;y) . OlnL(0;y)oL(0yy) ,
/y ooag ~0y) Ayt /y a0 o ="
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In diesem Ausdruck setzen wir erneut die Beziehung (1) ein und verwenden wieder

die Erwartungswertschreibweise:

2 : , )
/Mg(e;y)dw/mnﬁ(e"walnﬁ(e’wﬁ(e;y)dy=0
y y

0000’ 00 a0’
=
. (82ln£(9;y)) 5 <81n£(9;y) 61n£(9;y))
0000’ 00 00’
N ~ y

Die Informationsgleichheit zeigt uns, dalk wenn das Varianz des ML-Schéatzers auf
zwei verschieden Arten dargestellt werden kann. Dies hélt, allerdings nur wenn das
Modell richtig spezifiziert ist, d.h. die wahre Dichte £ (0;y) ist bekannt. Diese Tatsa-
che bildet auch eine Grundlage fiir die Spezifikationstest: Werden die beide Matrizen

statistisch voneinander unterscheiden, dann ist das Modell fehlspezifiziert.

2.5 Bedingungen fiir die Schatzbarkeit

Abgesehen von der zentralen Annahme der unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen (i.i.d.), sollen weitere Bedingungen gelten, damit der ML-Schétzer

erwartungstreu, effizient und asymptotisch normalverteilt bleibt.

o [dentifizierbarkeit

Definition 2 Der Parametervektor 6 € © st aus der Dateninformation Yy,...,Y,
identifizierbar wenn es kein andere Parametervektor 0*€ ©, 0* #£ 0, existiert, so dafs
L(0%y) =L(0y) ist.

Diese Definition sagt, dafs die Schétzung nur dann moglich ist, wenn die vorhandene

Dateninformation ausreichend ist um alle Parameter eindeutig zu bestimmen.

Theorem 1 (Rothenberg, 1971) Der Parametervektor 6p€ © st identifizierbar

wenn die Matrix

B(0) = F (81n£89(9;y)81n§8(/9;y)>

einen vollen Rang hat.
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Uber Informationsgleichheit impliziert Theorem 1 weiterhin, daff die Informations-
matrix auch einen vollen Rang haben muss. Dadurch, im identifizierbaren Modell

hat der ML Schéatzer immer eine endliche Varianz.

Theorem 1 ist auch eine Verallgemeinerung der bekannten Bedingung der KQ-
Schétzung, wo die Matrix (X'X) invertierbar sein muss um den Schétzer berechnen

zu konnen.

e Regularitatsbedingungen

1. (White, 1982): Das wahre Modell, d.h. die parametrische Form der wahren
Dichtefunktion, bzw. Likelihoodfunktion, ist bekannt.

Sei es nicht der Fall, gehen Effizienz und u.U. die Konsistenz verloren. Immerhin,
bleibt in diesem Fall die asymptotische Normalitdt erhalten. Falls Konsistenz dazu
erhalten bleibt,

05N (60, [A (60)) "B (6) [A (60)] "),  wobei:

A(G) = I (a 1256(;;3/)) und B<0):E(ﬁlngég;y)ﬁlnge(/e;y)).

Die Informationsgleichcheit gilt nicht mehr.

2. Der wahre Parametervektor 6, liegt im inneren des Parameterraums ©.

Sei es nicht der Fall, ist der Schétzer immer noch Konsistent. Verliert jedoch Effizienz

und asymptotische Normalitét.
3. Die Gernzen der Datenverteilung héngen von dem Parametervektor 6 nicht ab.

Sei es nicht der Fall, gehen alle Eigenschaften verloren.
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3 Testen von Hypothesen

Im wesentlichen werden wir drei asymptotisch dquivalente Testverfahren zur Uber-

priifung von Parameterrestriktionen verwenden:
e Likelihood-Quotienten-Test
e Wald-Test

e Lagrange-Multiplikator-Test

Die drei Tests sollen zunéchst in ihrer Grundidee dargestellt werden und formal

hergeleitet werden.

Likelihood Ratio(LR) - Test
InL

InL / h(0)

InL

/6 b 0

Abbildung 1: Likelihood Ratio-Test

Das Maximum der In £-Funktion wird im Punkt  erreicht. Kommt eine Nebenbe-
dingung der Form A(#) = 0 hinzu, muss In £ unter dieser Nebenbedingung maximiert
werden (Lagrangeverfahren). Der Wert  maximiert die Lagrangefunktion, d.h. ist
der maximale Wert der In £ unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung. Der Quo-

tient % ist somit kleiner als 1 und damit In % < 0:

& L —InL<0 |-(=2)
& —2(nL —InL) >0

Man bendtigt hierzu den unrestringierten Schétzer  und den restringierten Schiit-

zer 0. Getestet wird, ob der Quotient % signifikant kleiner als 1 ist, bzw. ob die
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Differenz —2(In £* — In £) signifikant gréfser Null ist.

Wald-Test
In L(0), h(0)

h(0)

}Wald

/0 9

Abbildung 2: Wald-Test

Die Idee hier ist, den Wert 8 der unrestringierten Schétzung in die Nebenbedingung

einzusetzen und zu bewerten, ob h(6) signifikant von Null verschieden ist. Man be-

notigt hier nur die unrestringierte Schétzung 4.

Lagrange-Multiplikator-Test(LM)

In L(9), h(@), S o)
= \ 0
0 0
dinL
do

Abbildung 3: Lagrange-Multiplikator-Test
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Der unrestringierte Schitzer 8 erfiillt die Bedingung erster Ordnung ‘“d%‘: = 0. Des-

halb wird hier der restringierte Schéatzer 0 in die erste Ableitungsfunktion eingesetzt

d1n£|~
de 16

und getestet, ob signifikant von Null verschieden ist.

Um die Teststatistiken und deren Verteilung zu verstehen, sollen hier zwei folgende

Resultate der mathematischen Statistik ausgefiihrt werden.

Theorem 2 Sei z~ N( p , ¥ ). Dannist (z—pu) X7 (z —p) ~ x2.
(kx1) (kxk)

Theorem 3 (Delta Theorem) Ist (z—pu) ~ N(0,%) und h =h(z), r <k,

(kx1) (rx1)
dann 1st
(h(z) = h (1)) & N (0,DED),
wobei
Ohy Ohy
0z1 Oz ah
D:Vh(Z): ; Dij: ) =
Ohy ohy %
821 8Zk

Diese Resultate verwenden wir zur Herleitung der Wald- und LM-Tests, sowie deren

asymptotischer Testverteilungen.

e Herleitung des Wald-Tests

Weil (kél) AN (0,10)7Y), ist h(A) ~ N (h(9),DI(0)"'D’), wobei (Dk):Vh (6).
X (rx1) rX

Fiir 7(f) verwenden wir Theorem 2 um zu sehen, daf
(h(B) =k (6)) [DIO)"' D] (h(0) = h (6) * x;

ist. Unter Nullhypothese Hy : h(0) = 0 gilt somit

W = h(0) [DI(O) D] h(d) L x>

Da die Informationsmatrix, bzw. die D-Matrix unbekannt sind und miissen geschétzt
werden, die Testgrofse der Waldstatistik unter Hy ist letztlich

Al

W = h(@) [D@E10) DO 1) L 2
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e Herleitung des Lagrange-Multiplikator-Tests

Fiir den restringierten Schétzer gilt:

max {InL(0;y)+Nh(0)}

B.E.O.:
a) alngée ) é+ [V (0)]5/ A =0
b) h(@) =0

Als Nullhypothese beim LM-Test formuliert man Hy : A = 0. In diesem Fall ergibt
sich aus der B.E.O., dafs unter Hy auch

oln L (0;y) _0

06 5
————

ES(@)

gelten muss, wobei S (5) eine “Score-Vektor” ist. Dadurch ergeben sich zwei Wege

um den Teststatistik hinzubekommen

a) Den Multiplikator A direkt zu betrachten = X [Var (A)]™" A ~x2? |der Ausdruck
fir Var (\) ist ziemlich komplex].

b) Die Verteilung des Score-Vektors zu beriicksichtigen |der einfachere Weg]

Aus BEO.. S(0)=—[VhO);/ N = E <5(5)> _ B (_3[)\;9(9)]) =0
Somit, unter Nullhypothese F <S (é)) = 0. Wie grof ist dann die Varianz des Sco-

revektors?

/

Var (s@) = £(s@)50)) - £ (s) ESE)) = £ (56)50))

_0/
_ g (81n£
1(0).

oln L (0;y)
;00

Inf.Gleich. _E 82 In E (67 y)
N 06000

0

)

Somit, F (S(é)) =0 und Var (S(é)) I(0). Da 6 ~ N (0,1(0)"") ist, zeigt die

Anwendung der Theorem 3, daf S(f) wieder Normalverteilt ist, ndmlich
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S(O) L N <E <S(§)> ,Var <S(§)>> , was unter Nullhypothese zu S(6) & N (0, I(§)>
fithrt. Mit diesem Ergebnis und Theorem 2 haben wir schlieflich
LM = S@)1(0)"'S(8) ~x]

Die Anzahl der Freiheitsgrade dabei ergibt sich iiber die Uberlegung, dass unter
Hy: S(0) = — [Vh ()| A die Matrix Vi (8) die Dimension (r x k) hat (dies ist zu
Theorem 3 unterschiedlich).

e Verteilung der LR-Statistik

Wie schon angesprochen, die LR-Statistik lautet —2(In £* — In £). Diese Statistik
folgt asymptotisch eine x? Verteilung

LR=—-2(InL*—InL) ~ 2,

wobei Anzahl der Freiheitsgraden in dieser Verteilung der Anzahl der Restriktionen

gleich ist. Dies kommt ohne Beweis (der Beweis existiert, natiirlich).

Literatur

o Cameron, C., and P., Trivedi, “Microeconometrics: Methods and applications”,
(Cambridge University Press: 2005), Ch.7.3., p.233-239.
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Teil 1T

Modelle und Anwendungen

4 Modelle fiir qualitativ abhangige Variablen

Im Beispiel 1, Abschnitt 1 haben wir bereits im Ansatz die Grundziige fiir solche
y; gelegt, die nur die Werte 0 und 1 annehmen kénnen. Wir nennen eine solche
Variable dichotom. Wir werden weiterhin auch die polytome Variablen betrachten,
d.h. y; kann r verschiedene Auspriagungen annehmen, wobei diese Auspragungen
beispielsweise mit 1,2, ..., kodiert sein kénnen; andere Kodierungen sind ebenfalls
denkbar. Im polytomen Fall muss man unterscheiden, ob die r Kategorien geordnet
oder ungeordnet sind. Ein Beispiel fiir geordnete Kategorien sind Klausurnoten y =
1,y = 2,...,y = b; die Kategorien haben eine Ordnung: 1 ist besser als 2, 2 ist
besser als 3 usw. Ein Beispiel fiir ungeordnete Kategorien sind Automarken. Die r
verschiedenen Automarken, z.B. “Volkswagen”, “Opel”, “Audi”, “BMW” etc. lassen
sich zwar auch zu ‘1’, ‘2’, ‘3’, ‘4’ etc. kodieren, aber hier gibt es keine natiirliche
Ordnung. Bei dichotomen Variablen besteht dieser Unterschied zwar auch, aber die

Modellierungen sind gleich.

4.1 Binare Modelle
4.1.1 Darstellung des binidren Modells

Ein bindres Modell beschreibt das Vorkommnis eines Ereignisses, was auch im-
mer dieses Ereignis sein kann (Beschéftigt / Arbeitslos, Uni-Abschlufs / Kein Uni-
Abschlufs, Auto kaufen / Fahrrad anstatt dessen usw.). Die abhéngige Variable y;

hat somit nur zwei Auspragungen

{ 1 wenn Ereignis tritt ein
Yi =

0 wenn Ereignis tritt nicht ein '
Die Auspréigungen y; stimmen aus einer Bernoulli Verteilung, namlich

_J 1 mit Wahrscheinlichkeit p
e 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 —p
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Somit, die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die beobachtete Auspragung ist

g(p)=p" (1—p)™

)

wobei 0 < p < 1, weil p eine Wahrscheinlichkeit ist. Demzufolge die Likelihoodfunk-

tion fiir die Strichprobe mit n Beobachtungen ist

n

Lp) =] a-p

i=1

Dieses Modell ist “unbedingt”, d.h. hdngt von der individuellen Charakteristiken
nicht ab. Da wir uns fiir den Einflufl einer oder mehreren Charakteristiken auf die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses interessieren, schlagen wir weiter vor, dafs p sich
von Individuum zu Individuum unterscheidet, wobei die unterschiede durch die in-

dividuellen Charakteristiken verursacht werden, d.h.

pi= Py =1x;) = F (x;3),

wobei F'(-) die kumulative Dichtefunktion einer beliebigen Verteilung bezeichnet.

Somit bekommen wir endgiiltig das bedingte bindre Modell

n

c=J[F "L -F &

i=1
e Okonomischer Inhalt des Modells

Es gibt unterschiedliche Wege das bindre Modell zu interpretieren.
a) Allgemeiner Zusammenhang

Die zuerklarende Variable y; héngt auf einer unbekannten Art und Weise von den

individuellen Merkmalen x; ab.

Beispiel: Entscheidung wihrend des Schulalters das Abitur zu machen [soziale +

okonomische Faktoren].

b) Latente Variable und Indezfunktion

Man geht von einer kontinuierlichen latenten Variablen y; aus, deren bedingter Er-

wartungswert linear modelliert werden soll

yz* = X;/B—i_gi?
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wobei E (g;) = 0 und ¢; eine bekannte symmetrische Verteilung F (¢) folgt. Die
latente Variable ist unbeobachtbar. Anstatt dessen beobachten wir nur y; , und zwar:
wenn die latente Variable y; eine bestimmte Schwelle iiberschreitet, beobachten wir
y; = 1; ansonsten beobachten wir y; = 0. In diesem Fall nennt man y; auch die

“Indexfunktion”.

Beispiel: Unbeobachtbare Produktivitdt des Arbeitnehmers und Einstellungsent-

scheidung der Firma wéhrend der Probezeit.

Da x; in sich auch einen Absolutglied beinhaltet, ohne Verlust der Allgemeinheit,

setzt man die Schwelle zu Null gleich und somit

1 wenn y; >0
Yi =
0 wenny; <0

Dann: P (y; = 1|x;) =

wobei der letzte Schritt ist wegen der Symmetrie der Verteilung F'.
Somit: P (y; = 1|x;) = F (x3), was zu P (y; = 0|x;) = 1 — F' (x}() fiihrt, und die
Likelihoodfunktion fiir die beobachtbare Indexvariable y; ist nichts anderes als

n

L=JlF "L -F&.

=1

¢) Unbeobachtbare Nutzenunterschiede (“random utility model”)

Es gibt zwei Produkte: A und B. Der Nutzen U, und Upg sind nicht direkt beob-
achtbar. Wir wissen, jedoch, daf man A nur dann den Vorzug gibt, wenn U, > Up
(und umgekehrt). Wir beobachten y; = 1 wenn A gewéhlt wird, und y; = 0, wenn
B gewahlt wird.

Beispiel: Apfel oder Banane? (kann auch fiir mehrere Wahlméglichkeiten erweitert

werden)
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Wir nehmen an, das die Nutzen von beiden Produkten sich durch die folgende Glei-

chungen beschreiben lassen

Uai = Xifa+eay, E(ea;) =0,ea, ~ Fy
Up, = x;08+¢n,, E(epi) =0,ep; ~ Fp

wobei F)4 und Fp die bekannte symmetrische Verteilungen sind. Die Wahrschein-
lichkeit A iiber B zu wéhlen ist dann

P(yy=1x;) = P (UA,i > UB,z’|Xz‘) = P(UA,z’ > UB,i|Xi)
= P (XgﬁA +Eeas > X;ﬂB +epi) =Plea;, —ep; > _X;ﬂA + X;ﬁB)

= 1—Pleai—¢ep:<—x,(Ba—Pp) | =1—P(e; < —Xx0),
—— —

=¢; =3
und, wenn wir die Verteilung des Unterschiedes ¢; = €4, — ep; als F' definieren,
P(yi=1pa) = 1= P (s < —xjf) = 1 = F (—xj8) "=" F (x;3).

Da wir wieder die P (y; = 1|x;) = F (x}3) haben, ist die Wahrscheinlichkeitsmodell

fiir die Auswahl von A und B wieder

[F (<) L= F (x3)] "

1

£:

n

(2

4.1.2 Binires Logit-Modell

Fiir F(-) bietet sich an, eine Verteilungsfunktion zu nehmen. In diesem Abschnitt
verwenden wir die logistische Verteilung, was sich auch im Namen des Modells wie-
derspiegelt. Ganz allgemein ist eine Zufallsvariable logistisch verteilt, wenn sie, je-

weils, folgenden Dichtefunktion und kumulative Dichtefunktion besitzt

o {_ZT_(S_} A(z) = ] Az)dr = !

Die Zufallsvariable Z hat E(Z) = § und Var(Z) = @ Wir setzen fiir unsere

Zwecke 6 = 0 und v = 1. Somit

B exp{—z} B 1
Az) = T+ oxp (217 und A(z) = Trop (o]



e Die Likelihoodfunktion

c A (B)]" [1 -

L

A(x3)

[1 e x’ﬁ}]%’ {1 -

1 1=y
1+ exp {—Xéﬁ}]
exp {—x;5}

e

S {Hexpl{ Xﬁ}]y [Hexp{—Xéﬁ}}l y
1 (exp {— Xﬁ})l’”

=+
I

(14 exp {—x}f})"

exp { -

(14 exp {—x;p})"

[Texp { (1 - 4) %5}

=1

H 1+ exp{—x.3}

a_b

und, mit e%e’ = e** schliefélich:

e Die log-Likelihoodfunktion und B.E.O.

n

lnEz—Z:(l—yz X5 —

=1

und schliefllich

n

(1—y)xp)

L=

IT (1 +exp {~x5})

eXp{ Zz 1(1_3/1)3(5}
[T (1+exp {-x/8})

=1

(ﬁ (s exp{—xm})) |

L == [(1-y)xB+In(1+exp{—x;3})].

i=1
Daraus ergeben sich die B.E.O.

n -

(‘)éﬂﬁﬁ _ _; (1_yl)886(xg)+%ln(l+exp{ Xﬁ})]
- T ) x exp { —x;3} _x
o 2 (S hehd vy ey 1)]
- T - exp {—x,5} _ 1
- | T Trew ) - Z Trew{xp)

27
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wobei wir die A; anstatt A (x3) schreiben um die Darstellung zu vereinfachen.

Die Hesse-Matrix dann ist
0?InL 0 =
"0 1
- Zaﬁ’ = _;8_@(1+exp{—x;ﬁ}) i

- 2 ()

=1

n

_ Z 1 exp {—x;0} <%
— 1+exp{—x]f} I +exp{-—x;5} """
vy —10A,

=1

Da die Hesse-Matrix in sich keine y; beinhaltet, die Informationsmatrix
0?In L
I =—F|—— | = A (11— A (1—
0 =-S5 ) = ( Z ) Z
ist der negativen Hessematrix gleich.
e Eindeutigkeit des Schéitzers und Identifizierbarkeitsrestriktionen

Im Matrix Form lasst sich die Hesse-Matrix als

*InL “
3507~ ZA )x;x; = —X'VX
wl
! AL (1—=Ay) 0
x
darstellen, wobei X ;5 x) = _2 und V,xn) = .
o 0 An(1—A,)

sind.

Da V eine Diagonalmatrix ist und A; (1 —A;) > 0 Vi, ist V positiv definit. Jede
positiv definite Matrix ldsst eine eindeutige Zerlegung V = T'T" zu (in unserem Fall
I" ist wieder eine Diagonalmatrix mit y/A; (1 — A;) an der Hauptdiagonal). Dadurch
0*In L
opop’

= -X'VX =-X'(IT) X = —(I'X)(I'X) = —-Z'Z.

=7Z =7
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Solange X'X nicht singulér ist, ist % = —7'7 negativ definit, d.h. die log-
Likelihood global konkav in o und (. Dies bedeutet, daf es nur ein Maximum gibt.
Da Definitheit auch einen vollen Rang impliziert, ist die Aussage oben der Aussage

der Theorem 1 dquivalent.
Ist bindres Logit-Modell immer identifizierbar?

Wir haben angenommen, daft bei der logistischen Verteilungsfunktion 6 = 0 und
v = 1 sind. Héatten wir einen Parameter davon, z.B. §, nicht restringiert, dann
bekdamen wir

B 1 B 1

Cltexp{-xjf -0} T4exp{—[(f+0)+x5]}

wobei x; ein Vektor der erkldrenden Variablen ohne Absolutglied ist, und (3 ist der

F(2)

entsprechende Parametervektor. Somit gébe es unendlich viele Kombinationen von
B und ¢ die zu dem gleichen Wert der F'(z;) < In L fithren. D.h., ohne Beschrénkung
0 = 0 ist die Schatzung des Parameter 3y nicht moglich. Das gleiche gilt fiir

1
P = T e taay

wo unendlich viele Kombinationen von (/v zu dem gleichen Wert der F'(z;) < InL

fithren. Demzufolge kann 3 getrennt von ~ nicht geschétzt werden. Die Normierung
0 = 0 und v = 1 ist, also, eine implizite Identifizierbarkeitsrestriktion. Es kann auch
gezeigt werden, dafl wenn entweder ¢ oder v zum gegeben Wert nicht restringiert ist,
hat die Hesse-Matrix kein vollen Rang mehr. Am 6konomischen Inhalt des Modells

andern die obige Identifizierbarkeitsrestriktionen nichts.

e Interpratation der Schétzergebnisse

Partielle Effekte im Logit-Modell erhélt man {iber

Ox; Ox; Oz \1+exp{—x|3}

) = A(x39) B;.

Logit bietet auch eine giinstige Moglichkeit die relative Wahrscheinlichkeiten zu

untersuchen an

1
P (yz = 1|Xz) 1+exp{—x,’iﬁ} , 0 <P (yz — 1|X,)
= - = exp {x;[ =
Py = Ofxg)  _owf-x5] ot = 5 \ Pl =)
1+exp{—x;ﬂ}

AL 9 (P (yi = 1|Xi)) P (y; = 1]x)
und schlieflich: =0i——.
Oz; \ P (y; = 0|x;) P (yi = 0[x;)

):@wmwn
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4.1.3 Binares Probit-Modell

Probit-Modell ist das bindre Modell, die eine Normalverteilung fiir die Spezifika-
tion der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses verwendet. Die Dichtefunktion und die

kumulative Dichte der Normalverteilung sind gegeben durch

f(z) = ﬁeg(@m/a)? =¢ (%) ,und P (Z < z2)= / f(x)de =@ (%) ,

Aus dem schon bekannten Identifizierbarkeitsgrund setzen wir g = 0 und o = 1.

Dann sind

f(z) = e 27 =¢(z), und P(Zgz)z/f(:v)d:v:q)(z),

und somit ist die Likelihoodfunktion

£=1JleEp)" L - exp) ™.

=1

Ansonsten, entsteht Probit-Modell auf einer natiirlichen Weise aus der latenten Va-
riable / Indexfunktion Darstellung, da in der linearen Regressionen tiblicherweise

die Normalitit des Storterms angenommen wird. Gegeben
yr=xf+e, &~N(0,07)

* > 0 (y; = 0 sonst) die bedingte Wahrscheinlichkeit y; = 1 zu

und y; = 1 wenn y
beobachten ist

Py =1x:) = Py >0}x) =P (xjf+& >0)
= Plg>—-x,0)=1—P(g; < —x,3)

_ 1—@(ﬂ)=1—u—<b<xm/an

g

= ®(xif/o),

Dariiber hinaus, wegen der Unmoglichkeit 5 und o getrennt zu schétzen wird o = 1
angenommen (die andere Restriktion g = 0 ist implizit durch E (g;) = 0 gegeben).
Somit P (y; = 1]x;) = ® (x,3) und die Likelihoodfunktion ist wie oben.
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e Die Likelihoodfunktion
L= H (x0)]% [1 — o(x,6)]' .

e Die log-Likelihoodfunktion und B.E.O.
mL=) [pn®(x6)+ (1—-y)n(l - (x0).
i=1

Wir schalgen weiter vor die Abkiirzungen ®; = ® (x,3) und ¢; = ¢ (x,3) zu verwen-
den. Fiir die partielle Ableitung nach einem (3; erhalten wir dementsprechend
0, ox.3 0P,

a5 = 0i a5, = ¢iry; = 03 = 0iX;.

Daraus resultieren die B.E.O.

oL " Ty -y
aﬁ - Z|:©Z¢1XZ+1_®Z( ¢Z>XZ

i=1
N v -2 - (1 -y) P,
=1
N
= 2 FRTEE S L i
=1
Die Hesse-Matrix
PInLl Yi —
= ¢1Xz
0po3 8ﬁ’ <I> [1—

_ , ,_ iXi P, Yi — i) (¢i — 2P;0;) x; yi — D 8@
= ; |:¢ZX2 [ ( )]2 + ®, [ ] aﬂ’

L 00 0 (1 o) - L3 9 (Ll s — _g () X
Nun: a@‘%’(@e ( >)_me | )aﬂ'( 2<X”3)>_ e

Dann

*InL _ zn: —¢i®; + $; 7 — [yidi — $i P — 20y + 2D7 ;]
opop { P [®;(1 — ®;)]?

=1
yi — P

iy Ko
_ Z[@é yz¢z+2<bz¢zyz <I>$¢Z- yi — @,

N 2P B 6~ (= @) B[ B (KB
= Z [(I)i(l _ q)i)]g (ﬁiXiXi
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n

o 1/)1 P
- Z [(I)Z(l _ q)i)]2¢zxzxi7

=1

wobel ¥; = (y; — 2Py + 9F) @i + (v — ©;) B [1 — @3] (x5).

Weil v); von y; abhingt, sind im bindren Probit Hesse-Matrix und Informationsma-
trix unterschiedlich. Es gilt: E (y;) = ®; und damit

E W)z) = (E (yi) — 20 F (?Jz) + q’?) o + (E (yz) - q>i) ®; [1 - (bi] (X;ﬁ)
= (®; — 207 + 7) ¢ + (D — @)D, [1 — ©;] (X))
\T

= (0 — D)) ¢ = 0; (1 — D)) ¢

Dies fithrt zu der Informationsmatrix
5?2 lnE) . E() - ¢
1 =—F|—— )| = XX, = — XX
5) (aﬂaﬁ' i el D DY v

e Eindeutigkeit des Schétzers und Identifizierbarkeitsrestriktionen

Wie im Fall Logit ldsst sich die Informationsmatrix als I(3) = X'VX darstel-
len, wobei V eine Daigonalmatrix mit ¢?/®;(1 — ®;) an der Hauptdiagonal ist. Da
¢?/®;(1 — ®;) > 0 V4, ist V positiv definit. Dadurch ist auch I(5) = X'VX positiv
definit, solange X’'X nicht singulér ist. Dies impliziert, dafs die Informationsmatrix
einen vollen Rang hat. Anwendung der Informationsgleichcheit und Theorem 1 zeigt,
daf Probit Modell identifiziert ist, d.h. ML Schétzer ist eindeutig.

e Interpratation der Schétzergebnisse

Partielle Effekte im Probit-Modell sind

OE (yi|x;) _ OP (y; = 1|x;) _ 0P (x;3)
(9.7:]- 827]' 8:1:]-

= ¢ (%) B;.

4.2 Multinomiale Modelle fiir geordnete Kategorien
4.2.1 Darstellung des geordneten Modells

Geordnetes Model stellt eine Erweiterung des Modells mit der latenten Variable und

bindren Indexfunktion dar. Wir bedienen uns der Vorstellung, dafs die kategoriale
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Variable y mit mehreren Auspragungen (7 = 1,2,...,7) mit der latenten Variablen

y* iiber das Messmodell
y=J3 & 1<y <7, mit yp=-00 und 7 =00

zusammen héngt. Da nun alle r Kategorien geordnet sind, deutet eine hohere Aus-
pragung y; = 7 + 1 gegeniiber einer niedrigeren Auspragung vy, = j an, daf die
Realisation der latenten Variablen fiir Individuum ¢ grofer ist als die von Individuum

ki >y
Die beobachtbare Auspriagungen der kategorialen Indexvariable werden also folgen-
dermafsen dargestellt

r, wenn y,_; <y, <00

yi=1< ,
2, wenn N <y <7

1, wenn —oo<vy <m

—0 =< <Y < ..<%%_1 < = +o0. Die latente Variable wird, wie im
Fall der bindren Variablen y, mit einem Erwartungswert modelliert, der linear in

den Einflussgrofen und ebenso linear in den Parametern ist, also
* /
yi = X0 + i,

wobei E (g;) und ¢; kommt aus einer bekannten Verteilung F. Die Annahme der
linearitét der latenten regression ist, allerdings, nicht erforderlich (siehe unten). Das
folgende Schaubild erldutert das Modell:

0.35

0.3F

0.25r

0.2

0.15f

0.1

0.05

-0.05
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Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis y = j ergibt sich daraus als

Py =jlxi) = Py <y <vlxi)
Py <vjlxi) = Py; < vj-1lxi)

= P(xf+e <) —Pxf+e <v-1)
P(e; <75 —x;0) = P (& <51 — x;8)
F(

Vi = XiB) — F (-1 — x;0)

Definieren wir die Dummyvariable y;;, so daf

)L, wenny; =j
Y 0, sonst .

Dann die multinomiale Dichte, d.h. die Wahrscheinlichkeit y; = j fiir ein beliebigen

7 =1,...,r zu beobachten ist

T

9 ) = TTIF (= x8) = F (321 = Xi3))".

j=1

Die Likelihoodfunktion fiir das geordnete Modell ist somit

L=]]1IF (s =xiB) = F (1 = xi0)]" .

i=1 j=1
e Okonomischer Inhalt des Modells

Das Modell bildet den Inhalt eines Rankings ab. Dabei ist es vollkommen egal
was gerankt wird. Das Modell schatzt den wahren Zusamenhang zwischen den
beobachtabren Charakteristika und unbeobachtbaren Nutzen.

Beispiel: Evaluation der Zufriedenheit mit einem Produkt. Typische Information,
die wir von einem Kunden erhalten sieht wie: “nicht zufrieden” (1), “eher unzu-
frieden als zufrieden” (2), “hmm .. keine Ahnung” (3), “cher zufrieden” (4), “alles
wunderbar” (5) aus. Diese Ranking wird aufgrund der Hohe der Nutzenfunktion
des Kunden erstellt. Wir beobachten keinen Nutzen. Dariiber hinaus kénnen wir
auch nicht wissen ob der Nutzenunterschied zwischen “nicht zufrieden” und “eher un-
zufrieden als zufrieden” dem Nutzenunterschied zwischen “eher zufrieden” und “alles
wunderbar” gleich ist. Geordnetes Modell schétzt die Schwellenparameter {7]};;}
die diese Nutzenunterschiede genau abbildet. Richtige Schatzung der Schwellenpa-
rameter versichert dafs die restliche Parameter 3 durch eine arbitriare Festlegung der

Nutzenunterschiede nicht verzerrt sind.
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4.2.2 Geordnete Logit- und Probit-Modelle

Wie im bindren Fall beide Modelle ergeben sich durch die Verteilungsannahmen fiir
den Storterm in der latenten Regression. Setzt man

1
T+exp{—z}’

erhdlt man ein geordnetes Logit-Modell. Setzt man

F(z)=A(20,1) =

1,2
e 2% d,

F(z)=

1
—co V2T

erhélt man ein geordnetes Probit-Modell.

Aus dem gleichen Identifizierbarkeitsgrund wie frither normiert man die beide Ver-
teilungen, um den doppelten Absolutglied bzw. die Skalierung des gesamten Para-
metervektors zu vermeiden. Ferner ist im Fall, dass x; ein Absolutglied beinhaltet,
nur die Differenz (y; — ) identifiziert. D.h. ein Schwellenwert oder das Absolutglied
miissen gleich null gesetzt werden. Ublich ist die Wahl v, = 0 oder eben 3y = 0. Wird
v1 = 0 gesetzt und Bo geschéatzt, kann sofort gefolgert werden, dass die alternative
Restringierung 3y = 0 einen Schatzwert von 7, = —Bo ergibt und y; = 7, — Bo, wobei
die Tilde die Schatzwerte der zweiten Spezifikation und das Dach die Schétzwerte
der ersten Spezifikation bezeichnen. Wir werden weiterhin die Annahme Gy = 0

aufrechterhalten. Somit sind alle {%};: zu schétzen.

Da eine bestimmte Paramterische Annahme fiir F' (-), ob Logit oder Probit, nichts

an der Herleitung der B.E.O. éndert, betrachten wir wieder das allgeneine Modell.

e Die Likelihoodfunktion

L=]]]]IF (u—xiB) = F(ym —x8))" .

i=1j=1

e Die log-Likelihoodfunktion und B.E.O.
L=y (F(y;—xi8) = F (y;1 — x}B)).
i=1 j=1
Definieren wir p;; = F' (v; — x,3) — F (yj-1 — x}) um die schreibweise an den giin-

stigen Stellen einfacher darzustellen. Somit, die B.E.O.

Oln L [y —x; 5) (—xi) = f(y-1 = x318) - (=%1)
op ; ; Y F (v —xi8) = F(vj-1 —xi0)

= S By )~ oy )

=1 j= 1pl]
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Bei der partiellen Ableitungen nach den Schwellenwerten tauchen in jedem p;; nur

die Schwellen ~; und ~;_; auf, so daf

Oopji )

apjz’

I —f(yj-1 —xiPB)

und alle anderen partiellen Ableitungen gleich null sind. Deshalb kénnen unter Zu-

hilfenahme einer zusatzlichen Indikatorvariablen

1, falls j =k
S { /

0, sonst

die Ableitungen nach ~, fiir alle k =1,...,7 — 1 als

Oln L "= Vi . ) |
=SS B0 (= XB) — S f (g —XB)] £ 0
i i—1 j=1 Pii

geschrieben werden.

Einsetzung der relevanten Dichte- bzw. kumulativen Dichtefunktion ergibt die B.E.O.

fiir geordnetes Logit (oder Probit).
e Eindeutigkeit des Schéitzers und Identifizierbarkeitsrestriktionen

Unter Identifizierbarkeitsrestriktionen oben, namlich unter der Normierung der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion und Annahme 3, = 0 (alternativ: ;3 = 0) sind die geordnete
Logit / Probit identifizierbar, d.h. Der ML Schétzer in deisen Modelle ist eindeutig.

e Interpratation der Schétzergebnisse

Interpretation bei der latenten Regression

1. Partielle Effekte, analog zum linearen Regressionsmodell, sind 0F (y*|x;) /0z), =
Or. Allerdings, wegen der Normierung, wie ¢ = 1 im geordneten Probit, zum Bei-
spiel, entspricht der Schétzwert 3, dem wahren Einfluf auf die latente Variable,
sagen wir (3;, nicht, denn Bk = (;/o*. Immerhin bleibt der relative wahre Einfluf
auf die latente Variable nachvollziehbar

OF (y*x;) /0w B Bilo” B

OF (y*Ixi) /01— 3, Bffo* B

2. Day; latent ist, gibt es eine Beobachtungsdquivalenz zu streng-monotonen Trans-

formationen, ndmlich

vi=3 & Y1 <y <9 & hlyio) < hyp) < h(y),
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wobei h(-) eine beliebige streng monoton steigende Funktion ist. Dies bedeutet,
daf die urspriingliche latente Regression nicht unbedingt linear sein muss, um zum

geordneten Modell zu fithren. Zum Beispiel, eine typische Lohnregression ist
w; =exp{xjB}e;, El(e)=1,

da die Lohne positiv sind. Die Umformung und anschliefende streng monotone

Transformation zeigen, jedoch, daf
wi=exp(Xfle o w=ep{xBlet o wf=exp{xfte)
= h()=Ih() = In (w]) = x;6+¢;, FE(e;)=0.
Aus dieser Hinsicht ist die Spezifikation E (y*|x;) = x3 wenig restriktiv, da die ur-

spriingliche latente Variable haufig geeignet transformiert werden kann um schliefs-

lich einen linearen Erwartungswert zu ergeben.
Interpretation bei der Regression auf die beobachtbare werte ;

3. Partielle Effekte auf die Wahrscheinlichkeit in die Kategorie j zu gelangen sind

Opji
(9xl

Dies, wie im bindren Modell, sowie im allgemeinen nichtlinearen Modell, héngt von x;

= [f (j1r = xi8) — f (v; — xi0)] Br-

ab. Abgesehen davon, daf man den partiellen Effekt fiir eine bestimmte x; berechen

kann, gibt es auch zwei weitere Moglichkeiten einen durchschnittlichen Effekt zu

bekommen. Definiert man X=[Z1, %, ..., 2] = [2 >0 214, 2 30 :L‘k,i}/, dann:
. apj _ iy "y
a) : e =[f(yj-1 =%XB) = [y —xB)] B,
2 X;=X
8p’ 1 . / /
b) : _890]; o - [f (Vi1 = x38) = [ (5 — xi8)] Br-

Dabei ist a) der partielle Effekt fiir die durchschnittliche Beobachtung und b) ist der
durchschnittliche partielle Effekt fiir alle Beobachtungen. Die Beide sind nie gleich.
Der Unterschied ist die folge der Jensens Ungleichung.

4.3 Giitemalfse und Spezifikationstests

Nach der Schitzung soll nun die Giite des Modells, d.h. die Beurteilung, wie gut
das Modell die Daten beschreibt, sowie Tests, ob wichtige Aspekte des Modells

vernachlassigt wurden, im Vordergrund stehen.



38

4.3.1 Giutemalie

e Pseudo-R?

Im linearen Regressionsmodell wird die quadrierte Abweichung der beobachteten
yi-Werte von den erklarten Werten ¢; = X;B als Giitemall herangezogen:

2

1 ;A9 s
_ 2 %)) = - - x! > R=1-2=
E E (yix)) nE (i — xi0) 2

Allerdings ist die Interpretation des R? nur fiir das lineare Regressionsmodell giiltig.
Im nichtlinearen Modell, der Nichtlinearitdt wegen, ist das nicht mehr der Anteil
erklarten Variation an der gesamten variation der zurekldarenden Variable. Deshalb
wurden die Alternativen vorgeschalgen. Ein erster Vorschlag ist ein Pseudo-R2-Maf
nach McFadden

In £
wobei Ly das Modell ausschliefslich mit Absolutglied darstellt. In L ist kleiner als

0, weil £ als gemeinsame Wahrscheinlichkeit zu sehen ist, und ebenso kleiner als

2 —
RMF

In L, weil Ly ein gegeniiber L restringiertes Modell repréasentiert. Demnach liegt
In £/ In Ly zwischen 0 und 1 und R3,, ebenso zwischen 0 und 1. Es kann nicht den
Wert 1 annehmen, da geméf Modellierung 0 < P(x;) < 1. Fir L=1bzw. InL =0
muss aber P(x;) = 1 werden. Ein alternatives Mafs, das etwas bessere Eigenschaften
als B2, hat, ist R, nach Aldrich und Nelson

2InL—-InLy) LR

2 g p—
Haw 2nL—InLy)+n  LR+n

Mehrere findet man im Greene (2003), Ch.21.4.5. In der Tat, ist in einem nichtlinea-

ren Modell ein Pseudo-R? eher ein Vergleichsmaf als ein Maf der Anpassungsgiite.

e Tests fiir die Anpassungsgiite

Diese Tests, dhnlich zu der Idee eines R? im linearen Modell, stehen die durch ein

Modell vorausgesagte Werte den tatsdchlich beobachteten Werten gegentiber.

Ausschliefslich fiir bindre Modelle steht der Hosmer-Lemeshow Test zur Verfiigung
(Hosmer und Lemeshow, 2000). Man teilt die Daten auf J Gruppen auf (z.B.
Mann/Frau & Ost/West ergeben schon vier Gruppen). Dann fiir jede j = 1,..., J,

definiert man

Zyz und P (j ZFxﬁ/nj,

ie{j} ie{j}
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wobel n; ein Anzahl der Beobachtungen in der Gruppe j ist. Somit y (j) /n; ist
nichts anderes als die beobachtete Haufigkeit des y; = 1 Ereignisses in Gruppe
j, und p(y) ist die vorausgesagte Haufigkeit des y; = 1 Ereignisses in Gruppe j.

Hosmer-Lemeshow Statistik lautet

(y (j) —

_ ( b (
Hls= njzso)[ —7

j=1

7))?
(

2
NX—'
g

Die Statistik betrachtet die Summe der quadrierten Abweichungen zwischen den An-
zahl an beobachteten und “vorausgesagten” Ereignissen in jeder Gruppe, normiert
jeweils auf deren Varianz. Die asymptotische Verteilung ist unbekannt, aber zahlrei-
che Simulationen zeigen, daf die zu x? mit J — 2 Freiheitsgraden neigt. Die iibliche
Anzahl der Gruppen ist 10. Die Nullhypothese, wie bei allen Tests fiir anpassungs-
giite ist, dals das Modell die beobachtbare Daten prézise abbildet.

4.3.2 Spezifikationstests

Die im Teil I, Abschnitt 3, behandelten Testverfahren sollen hier auf zwei Situa-
tionen: gemeinsame Signifikanz der Variablen und Heteroskedastizitéit, angewendet

werden. Exemplarisch sollen sie fiir binares Probit-Modell gezeigt werden.

e Wald Test fiir gemeinsame Signifikanz
Fiir die latente abhéngige Variable vy gelte es der folgende wahre Zusammenhang

E (yvﬂxw Zi) :Xiﬁ + Z;% Xi, Zy .
(kx1) (mx1)

Kompakter lasst sich dies schreiben durch

w; = ( i > und 6 = < b ) , und somit: E (y;|x;,2;) =w.0.
Z; v

Ein Test, ob die Variablen in z vernachléssigt werden diirfen, lautet dann Hy : v = O:

0 ... 01 0
=0, wobei R=[0, 1 |=

mx[k+m] [k+m]x1 mxk'mxm
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RO = 0 entspricht h(0) = 0 aus Teil I, Abschnitt 3. Die Informationsmatrix fiir

unser wahres Modell ist

MR [o(wih)]” ,
I(0) = W, W,.
) z; o(w!h) [1 - @(wgé)]

Die Inversion von I(é) ergibt die asymptotische Varianz-Kovarianz-Matrix von g, die

wir wie folgt partitionieren:
A A~ — Vi Voo
Var(§) = 1(0)" = [ B MI .
Vi Vas

Die Wald Test-Statistik W = (h(d) — h(6))[DI(@) D]~ (h(8) — h(h)) lautet in
unserem Fall mit h(f) =0 =RA und D = VAh(d) =R wie

A

W= (R)) (RVar(®R) (R =  W=3V15~ 2.

Wie bereits in Teil I, Abschnitt 3, erwéhnt, braucht man fiir den Wald-Test lediglich

den unrestringierten Schétzer 4.
e LM Test fiir Heteroskedastizitéat

Der bedingte Mittelwert soll nun wieder die iibliche Form F (yf|x;) =x;5 haben.

Wir nehmen allerdings an, daf in der Regressinsmodell fiir die latente Variable v
yi =x0+ ¢

die Varianz Var(e;) = 0; # o, d.h. ungleich tiber die Individuen ist. Unter o = 1,

schlagen wir
Var(e;) = (exp {z7})” = Var(y; )

vor. Demnach gilt

_ N X;ﬁ _ —zly
Py = 1|x;) = ® (—exp {zh}) — (e "X ).

Dies eingesetzt in die Likelihoodfunktion ergibt nun eine Maximierung beziiglich 3

und . Wir setzen wieder

0= [ g ] und w; = [ xi ) ] , und erhalten:
Z;

v — (x;
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Ol _ - Yi — Q)(e_zhxgﬁ) —2ly ol A\ 2y
B ; ®(ex(f) [1 — ®(e7x3)] Ple ™ Ix;F)e W,

und

v [$(e— X1 9)]? 2
1(0) = Z:; e ) L= D )] ) W

Da die Schéatzung komplizierter ist als im Fall v = 0, ist der LM-Test einfacher, weil
wir nur é(r) = [B(T); 0] benétigen, und 3 erhalten wir aus einer Standardsoftware.

Unter Hy : v = 0 bekomment somit

50 _ N~ Ly = 2o 50)

S0 ) =
o) i=1 ‘I)(X;B(T)) [1 - q’("éﬁﬂm)]
und
NN [6(x;30)))? .
I 9 = AAEE)
O =2 o) 1 —aep]

wobei der Unterschied zum nichtrestringierten Modell nur darin besteht, daf wir
w; = [x;; — (X}0) z;] anstatt des einfachen Vektor x; haben. Die LM-Test Statistik

ist dann, wie friiher

LM = S@0"Y16") 150" ~\2..

Die beiden behandelten Situationen haben eine gewisse Verwandtschaft. Nehmen

wir an, das wahre Modell sei
Ui =x;0+ziy + €, E(g) =0, Var(g) = o>

Wenn wir nun z; in der Schiatzung vernachléssigen, dann betrachten wir faktisch
y; =x;0+¢&, wobel & =¢g;—zpy.

Damit Var (¢;) = 02 # o? fiir nicht-deterministische Z. Im Gegensatz zu dem linea-
ren  Modell, allerdings, wo der FErwartungswert des KQ Schétzers
E(f) = B+ (X'X) ' X'Z~ = 3, d.h. immer noch unverzerrt bleibt, gegeben daf X
orthogonal zu Z ist, schon im einfachen bindren Modell ist das nicht mehr der Fall.
Das heifst, sogar unter Orthogonalitdt von X und Z ist der Schétzer verzerrt. Dies
bedeutet, dafs Ablehnung der Nullhypothese, daf keine Heteroskedastizitét vorliegt,

eine nichtkonsistente ML-Schétzung bzw. falsche Kovarianzmatrix impliziert.
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5 Modelle fiir quantitativ und begrenzt abhangige

Variablen

5.1 Modelle fiir Zahldaten
5.1.1 Poisson-Modell

Die abhéngige Variable Y in einem Modell fiir Zahldaten kann nur die natiirlichen
Zahlen 0,1,2,3,... annehmen.

Zur Beschreibung der Daten eignen sich mehrere Verteilungen. Die bekannteste,
sowie die einfachste, ist die Poissonverteilung
e A\

P(Y =y)= e y=0,1,2,..

Dies ist eine Einparameterverteilung mit A > 0. Die Poissonverteilung hat der Er-
wartungswert £ (Y) = A und die Varianz Var (V) = .

Da der Parameter A, der gleichzeitig dem Erwartungswert gleich ist, immer positiv
sein muss, erfolgt das iibliche Bedingen auf die beobachtete Charakteristiken mit

Hilfe einer exponentialen Funktion

E (yilxi) = \i = exp{x;3}.
Somit die bedingte Dichte ist

e~ P (exp i)
;!

9 (yilx;) =
Das ergibt die Likelihoodfunktion

. ﬁ e exp{x}3} exp{yl (X ﬁ)}

1=1

e Okonomischer Inhalt des Modells

Das Modell beschreibt die Anzahl an Ereignisse, was auch immer das Ereignis sein
mag. Der offensichtliche Anwendung deswegen ist bei der Analyse der Nachfrage
nach einem bestimmten Gut oder einer bestimmten Dienstleistung — einmalig oder

wahrend der gegebenen Zeitperiode. Einmalig: Anzahl an gekauften Flaschen Wein
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in Abhéngigkeit von der Promo-Aktionen des Weinladens (z.B., wie wirkt das An-
gebot: “Fiirs Kauf iiber EUR 50 - ein Gutschein fiir EUR 5!”, wenn tiberhaupt?).
Wahrend der gegebenen Zeitperiode: Anzahl an Arztbesuche (z.B., Signifikanz indi-

viduellen Gesundheitsvorstellungen gegeben die gleiche Gesundheitsversicherung).

Das Modell hat auch eine “Zeitinterpretation”, denn die Dauer zwischen zwei nach-
einanderfolgenden Ereignissen eines Poisson Prozesses ist eine Zufallsvariable, sagen

wir 5;, die eine Ezponentialverteilung
S
F(s) = he™ baw. F(s) = / NNy — 1 — e
0

mit dem gleichen Poissonparameter \; folgt. Dies ist fiir die Anwendungen innerhalb
einer Zeitperiode relevant. Der Erwartungswert der Wartezeit bis zum néchsten Er-
eignis ist £ (S) = 1/A;. Somit, wenn man \; weifl, dann weif man auch wie lange

muss man im Schnitt warten bis das Ereignis wieder eintritt.
e Die Likelihoodfunktion

n e—exp{xgﬂ} exp{yi (X;ﬂ)}
L= H yi! |

=1

e Die log-Likelihoodfunktion und B.E.O.

n — exp{x,5} (o
n S In <e exp{y; (X,B)})
=1

Yi!
_ i [m (e*e"p{xﬁﬁ} exp{y; (Xéﬁ)}) —In (3/1:!)}

i=1

und schlieflich

InL = Z[ <B4y (x3) — ln(yi!)].

Daraus resultieren die B.E.O.

i=1

3

Die Hesse-Matrix in diesem Modell hat eine besonders einfache Form

*InL 0 n iy n
03I :%<§ [—6 167&%} Xi) :_Z Z/\Xz X!,

11,)\
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Da die Hesse-Matrix keine Abhéngige Variable in sich beinhaltet, ist die Informati-

onsmatrix der negativen Hesse-Matrix gleich
0?InL . -
0 =-#(G7) =2 (o) - %

e Identifizierbarkeit / Eindeutigkeit des Schétzers

Genauso wie im Logit-Modell frither, konnen wir sehen, daf die Hesse-Matrix negativ
definit ist, denn
PInL -
= — /\iXZ'X{ = —X/VX,
gy
wobei V eine Diagonalmatrix mit der positiven Hauptdiagonal ist. Dadurch, solange

X'X nichtsingular ist, ist die Likelihoodfunktion global konkav in 3, und somit gibt
es nur ein Maximum. D.h., der ML-Schétzer in diesem Modell ist eindeutig. Es gibt

weiterhin keine Normierungen die die Identifizierbarkeit beeintrachtigen konnen.
e Interpretation der Schétzergebnisse

Partielle Effekte im Poisson-Modell, dhnlich zu den friitheren Modellen, sind

OFE(yi|x;) 0 (ex;ﬂ) 5
— — B.eXP — B.E(ulx:).
Ox; Ox; pie B B (yilxi)

Die relative Wahrscheinlichkeiten im Poisson-Modell lassen sich allgemein durch

PY=y+1) el gl Y\ yb oA

PY=y)  (y+! e (y+y N y+1

ausdriicken. Somit, fiir die bedingte relative Wahrscheinlichkeiten gilt

PY,=ylxi)  wyi+1

Leitet man dies nach z;, dann sieht man wie schnell steigt / wie langsam sinkt die

Wahrscheinlichkeit des nachsten Ereignisses, wenn z; sich dandert. Namlich

O (PYi=yi+1x;)\ 0 [ & _ 5 exif _ 5 P Y=y +1|x;)
Ox; \ PYi=wilxi) ) Oxj\yi+1) yi+l 7 PYi=uyilxi)
Schliefslich, der partielle Effekt fiir die erwartete Dauer zwischen zwei Ereignissen
ist
OB(siPxi) _ 9(1/A) _ 9 (e) _ LB Bi
83:']- 8:1:j aiCj J E(yz\xl)
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5.1.2 Zero-Inflated und Hurdle Poisson-Modelle

Das sind zwei Erweiterungen des urspriinglichen Modells, die weitere Dateneigen-

schaften mitberticksichtigen.

o Zero-Inflated Poisson-Modell

Anzahl an gekauften Giiter oder Dienstleistungen kann an sich Poissonverteilt sein.
In der Stichprobe, jedoch, kénnen wir zwei typen von Menschen haben: die, die das
Gut eventuell kaufen und die, die das nie machen. Dadurch beobachtet man viel
mehr “0”-Ausprégungen, als im iiblichen Poisson sein sollte (“0” bei denen, die in
der gegebenen Periode sich entschieden haben das Gut nicht zu kaufen, und “0”
bei denen, die das nie machen). Das Zero-Inflated Poissonregression modelliert die
iiberfliissige “0”-Auspriagungen explizit und damit vermeidet Verzerrungen durch die
Fehlspezifikation.

Die Wahrscheinlichkeit, daf ein bestimmtes Ereignis fiir das Individuum ausgeschlos-

sen ist, sei durch ¢ gegeben. Ansonsten, beleibe die Anzahl der Ereignisse Poisson-

verteilt. Dann, die Wahrscheinlichkeit “0” zu beobachten ist

e oLt (exp{xj})”
0!

Fiir die weitere Auspragungen bleiben die Poissonwahrscheinlichkeiten unverandert

e~ oP(Xi0} (exp{x,3})"
P(Y:y|Xi) = y.l ) Yy = 1727"‘

Erwartungswert und Varianz in dieser Verteilung sind durch

PY =0[x;)=¢p+(1-¢) = 4 (1 — @) e oPtiB},

E(Y)=e%(1-¢) und va(Y):<1_#»€4ﬁ[1+¢m4ﬂ

gegeben. Da Var (Y) > E (Y), besitzt dieses Modell die restriktive Eigenschaft der
“Gelichdispersion” [E (Y) = Var (Y)] des Basismodells nicht mehr.

Definiert man die Indexfunktion I,—y, so dak I,—p = 1 wenn y = 0 und [,—op = 0

sonst, dann bekommt man die Likelihoodfunktion

£ O e (4]
|
i1 Yi:

Die log-Likelihood, somit, ist

me=3" [1n (16170 + (1= )0 == exply, (xi8)}) = In ()]
=1
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Der ML-Schéatzer in diesem Modell ist ohne zusétzlichen Identifizierbarkeitsrestrik-
tionen eindeutig. Letztlich, die Wahrscheinlichkeit ¢ kann selbst parametrisiert wer-

den. Eine normierte logistische Wahrscheinlichkeitsfunktion ist die {ibliche Wahl.

e Hurdle Poisson-Modell

In dieser Erweitering des Basismodells wird angenommen, dafs die Verteilung sich
ab einem Bestimmten Anzahl der Ereignisse (hurdle) &ndert. Definieren wir diese
Schwellenanzahl an Ereignisse als . Dartiber hinaus nehmen wir an, daf fiir y < yy
folgen die Ereignisse eine Poissonverteilung mit parameter \;;, wobei fir y > ygy

greift die Poissonverteilung mit parameter Ay;. Dann

P(Y =ylAi), wenn y < yp.

P(Y=ylras
[1 =P <yulr,)] me wenn y > ypy.

P(Yzy)z{

Die A1; und Ag; werden, wie frither, als A\;; = exp{x]51} und A\y; = exp{x]02}

parametriesiert.

Ublicherweise nimmt man an, daf die Schwelle bei ygz = 0 liegt. Unter dieser An-
nahme hat das Modell eine Interpretation der Entscheidung (y = 0 vs. y > 0) und
der Folgen dieser Entscheidung (y = 1,2, ...). Ein klassisches Beispiel ist die Anzahl
der Arztbesuche. Der Patient Entschiedet dariiber ob er iiberhaupt zum Arzt gehen
muss (y = 0 vs. y > 0). Dies ist nur seine eigene Entscheidung und somit wird
vollsténdig durch A, ; beschrieben. Falls es einschieden wurde den Arzt zu besuchen,
die Anzahl der weiteren Besuchen wird nicht nur vom Patienten, sondern auch vom
Arzt zusammenbestimmt. Deswegen die Verteilung der Ereignissen fiir y > 0 ist mit
A2 # A1, determiniert.

Unter der Annahme ygy = 0 ist das Hurdle Poisson-Modell:

e exp{xgﬁl}’ wenn y = 0.
P (Y = y) = 1—exp{—exp{x:61}} — exnlx! (exp{xgﬁg})yi
l—exp{—exp{xzﬁi}} € Pt ZB2}T , wenn y > 0.

Die Likelihoodfunktion ist

c= [ et ] 1 — exp{—exp{x|f }} [6‘6""{’%}6@{% (x;32)}

— — ! |
i€ (=0} iy L oxp{= exp{xif:}} vi!
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Die log-Likelihoodfunktion ist dann

L = — Y exp{x{f}+ Y In(l—exp{—exp{x|3i}})

ie{y=0} ie{y; >0} J

Eln[‘:,l(ﬁl)
— > m-ep{-ep{xAIN+ D |-ty () — In(w)
1€{y; >0} 1€{y;>0}

=In Z;(ﬁg)

= Infl (ﬁ1) +1n L, (52)

Wie bei allen Hurdle-Modellen, teilt sich der Parmeterraum B (5 € B) in zwei Teilen
(B1,By : B; N By = @) auf. D.h., wenn man In £ maximieren mochte, kann man

In £ (1) und In £y (B2) getrennt voneinander maximieren.

Der Erwartungswert im Hurdle Poisson-Modell mit yz = 0 ist

1—e exp{x}31} ,

eXif2,

EY)=Py>0;6)E Y|y >0;6)=

1—e— exp{x}02}

Die Varianz ist auch bekannt.

o Giitemale

Fiir Poisson sowie Zero-Inflated und Hurdle Poisson-Modelle gelten die pseudo-R? |

das sie sich ausschlieflich auf die Likelihoodfunktionswerten basieren.

Ein zusétzliches Maf der Anpassungsgiite fiir Poisson-Modell, sowie seine Erweite-
rungen oben, dient die Pearson-Statistik. Im allgemeinen ldsst sich diese Statistik
folgender mafen darstellen. Definieren wir als fi; den vorhergesagten Mittelwert und

als w; die vorhergesagte Varianz. Dann ist die Pearson-Statistik

- (yz - ﬂz’)Q
Py Uil
j=1

wobei n die Anzahl der Beobachtungen und k die Anzahl der Modellparameter be-
zeichnen. Die Nullhypothese dabei ist wie im Hosmer-Lemeshow Test. Auflerdem,
fir J — n und n groll genug, ist die HL; der Pearson-Statistik fast identisch.
Die Verteilung der Pearson-Statistik ist wieder eine Approximation, denn n endlich
sein muss, wobei x? sich nur asymptotisch ergibt. SchlieRlich, um Pearson-Statistik
berechnen zu konnen miissen wir immer die funktionale Form der fi; und @; wis-

sen. Im Fall eines einfaches Poisson Modells ist der Mittelwert immer der Varianz
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gleich. Somit die Funktional formen sind jeweils ji; = exp{x/3} und &; = exp{x/73}.
Fiir Zero-Inflated und Hurdle Poisson-Modelle sind die funktionale forme des Mit-
telwertes und der Varianz ebenso bekannt. Thre Ausdriicke sind allerdings relativ

kompliziert.

Ein x2-Test der Anpassungsgiite, der, #hnlich zum Hosmer-Lemeshow Test, den
Unterschied zwischen den vorhergesagten und tatséchlichen relativen Haufigkeiten
als Konstruktionsprinzip verwendet, steht auch zur Verfiigung (Andrews, 1988). Der
Test von Andrews (1988) bezieht sich auf ein allgemeines Modell und gilt somit fiir
alle Modelle in diesem Skript ohne Ausnahme (und weit auferhalb dieses Skriptes).

5.2 Modelle fiir begrenzt abhangige Variable
5.2.1 Tobit Modell

Tobit-Konzept stellt ein Modell fiir die begrenzt beobachtbare abhéngige Variable
dar. Es kann mit dem folgenden Beispiel veranschaulicht werden. Nehmen wir an es

gibt die iibliche Regression der latenten Variable y; auf z;.
i = b+ fowi + e, Ele) =0, Var(s;) = o”.

Die latente Variable kann jedoch nur dann beobachtet werden, wenn sie eine Schwelle
y* = C iiberschreitet. Ansonsten beobachtet man nur den Schwellenwert. Dieses

Beobachtungsmechanismus heifst Zensierung. Es léasst sich als

yr,  wenny; >C
Yi =
C, wemny; <C

darstellen, wobei y; eine beobachtete Variable ist. Fiir beispielsweise C' = 0 bekom-
men wir das folgende Bild (sieche Abbildung 4).

Hierbei stellt die gestrichelte Gerade den wahren Regressionszusammenhang dar,
wahrend die durchgehende Gerade die geschétzte Regressionsgerade mittels KQ re-
prasentiert. Man erkennt, dafs KQ eine inkonsistente Schatzung von 3; und 5 im-
pliziert, wenn die wahre Struktur der latenten Variable vernachléssigt wird. Tobit-

Modelle beseitigen dieser Nachteil.

Eine Schwelle kann nicht nur unten sondern auch oben liegen. In diesem Fall, fiir

eine Regression fiir die latente Variable

yi=xiB+e,  Ble) =0, Var(s) = 0%
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2 ' * X

y*:B1+‘B2X+S

Abbildung 4: Tobit-Modell

verallgemeinert sich das Tobit-Modell zu

Cs, wenn y; > Cy
Yi = Y, wenn O <y < Cy
i, wenn yf < C

Unterstellt man die Normalverteilung fiir den Stérterm, g; ~ N(0,0?), dann sind
die bedingte Wahrscheinlichtkeiten P (y; < C}) und P (y; > C5)

Py <Cixi) = P(xif+e <) =P <C-x5)=0 (Cl _ax'iﬁ) ,

P(y; > Calx;) = 1—P(y; <Colx;) =1—P(g; < Co—x;0)

- 1—@(—02_";5) :@(——CQ_Xm).
o o

Mit Hilfe zwei Dummyvariablen d; ; = 1, wenn y < C} (d;; = 0 sonst) und dy; = 1,
wenn y; > Cy (dg,; = 0 sonst) schreibt man die Likelihoodfunktion fiir dieses Modell

t-]e (01 - xgﬁ) { 1, (y - x;ﬂ)} e (_ Cy x;ﬁ) e
i=1 g g o g

hin. Liegt keine Zensierung von unten oder oben vor, dann wird jeweils d; ; = 0 oder

als

de; = 0 gesetzt. Liegt keine Zensierung vor, dann verschinden die ® (-)-Ausdriicke
und die Likelihoodfunktion verkleinert sich zu der Likelihoodfunktion der multiplen

linearen Regression mit dem Normalverteilten Storterm. Schlieklich, wird keine y*
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beobachtet, dann sind C; = Cy = C gleich. Fiir C' = 0 ist das nichts anderes als
ein libliches Probit-Modell. Das Tobit-Modell liegt somit zwischen der multiplen
lienaren Regression, wo alle y; beobachtet werden und Probit Regression, wo keine

y; beobachtet wird.

e Okonomischer Inhalt des Modells

Das Modell wird fiir alle mogliche unvollstédndig (begrenzt) beobachtete abhéngige
Variablen verwendet. Alle Daten, die aus Administrativen Quellen stammen, wer-
den in der Regel unvollstindig beobachtet, denn die Erhebung dieser Daten wird
immer von einem Gesetz und fiir einen bestimmten Zweck des Behorde durgefiihrt,
im Gegensatz zu den Daten aus Umfragen, wo wir frei sind sie so auszuwahlen, da-
mit sie fiir unsere Schitzmethoden am besten geeignet waren. Typischer Beispiel:
Lohne unter Betragsbemessungsgrenze. Administrative Daten sind viel genauer und

beinhalten haufig Information, die ansonsten nie vorhanden ist.

Auch in der Umfragen gibt es viel Daten unvollkommenheiten. Typischer Bespiel:
Anzahl gearbeiteten Stunden in einer Arbeitsangebotregression (die Umfragen sa-

gen, in der Regel: a) unter 10, b) genaue Zahl, ¢) iiber 45).

e Unterschied zwischen Zensierung und Stutzung

Fiir die Veranschaulichkeit der nachfolgenden Diskussion setzen wir C; = 0 und
dy; = 0 um ein Modell nur mit Zensierung von unten bei der Schwellenwert y; = 0

zu bekommen

To (XN L, (m—xB\]"
-1l (=) [ (57)]

wobei d; nun anstatt d; ; steht. Dies ist eine iibliche Lehrbuchdarstellung des Tobit-

Modells mit Zensierung.

Im zensierten Modell beobachten wir entweder (0,x;) bei den Individuen, dessen
y¥ unter der Null-Schwelle liegt, oder (yf,x;) bei den Individuen, dessen y; iiber
die Null-Schwelle liegt. In diesem Modell, somit, geht nur die Information iiber y*

verloren.

Nun nehmen wir an, dafs fiir alle Individuen, die y; = 0 haben, konnen wir weder

y; noch x; beobachten, dann soll der ® (—x:jﬁ>

Teil im beitrag oben verschwinden,

denn wir keine Information mehr {iber x; haben. Allerdings, wir wissen immer noch,
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daf alle beobachtete Werte der latenten Variable positiv sind, obwohl die latente
variable an sich nicht immer positiv sein muss. Diese Beobachtungen kommen also,
aus einer bedingten Dichte, wo die Bedingung P(y* > 0) ist. Fiir Normalverteilung
schreibt man diese Dichte wie
o o)
f(y\y>0)zp(y>0) = o ()
hin. Sie heiftt auch die gestutzte Dichte mit Stutzung am y = 0. Die Abbildung

auf der néchsten Seite veranschaulicht den Unterschied zwischen der zensierten und

gestutzten Dichtefunktionen.

Somit, ist die Likelihoodfunktion unter Stutzung

was der Likelihoodfunktion im zensierten Modell unterschiedlich ist.

Im allgemeinen Fall mit der Stutzung von unten und oben bei jeweils C; und Cy

bekommt man

o o

P(Ci<y <Co)=P(Cy<y")—P(Cr <y) =@ (M) % (01 —xéﬁ)

0.35

0.3f

0.25f

0.2f

0.151

0.1r

0.05

OF — —m —m e - - — —

Mit diesem Ergebnis ist die Likelihoodfunktion im allgemeineren Fall der Stutzung

n 14 (yi—xgﬁ)
i (Cz—x;ﬁ> _ P (Cl—x;ﬁ>‘

o g

E:

(2
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e [dentifizierbarkeit im Tobit-Modell

Sowohl im Fall Zensierung als auch im Fall Stutzung sehen die B.E.O. und die Aus-
driicke fiir Informationsmatrix relativ unbequem aus. Rein intuitiv, allerdings, das
Tobit-Modell mit Zensierung ist wegen der Identifizierbarkeit seinen zwei Bestand-
teilen - des Probit-Modells und der multiplen lineareren Regression mit Normail-
verteilten Stortermen - immer Identifizierbar. Man kann auch bemerken, daf man
wegen des zweiten Bestandteils die Probit Normierungen p¢ = 0 und o = 1 nicht mehr
braucht. Das gestutzte Modell ist immer identifizierbar, wenn das urspriingliche Mo-

dell identifizierbar ist und der Stutzunkt ist keine Funktion der Modellparameter.

Somit ist ML Schétzer im Tobit Modell eindeutig.
e Partielle Effekte im Tobit-Modell

Partielle Effekt auf die latente Variable y; ist nichts anderes als 0E(y}|x;)/0x; = 5.
Aufserdem, das ist der genaue Effekt (z.B. im Gegensatz zu Probit), denn die latente

Regression wird nie mit o Skaliert.

Partielle Effekt auf die Beobachtete Variable y; unterscheidet sich zwischen Zensie-

rung und Stutzung, ist mehr kompliziert und weniger interessant.
5.2.2 (Nicht)Konsistenz der KQ Schitzung im Tobit-Modell
o KQ-Schétzung

Im klassischen Regressionsmodell ist E(y;|x;) = x;5 + 0 und daraus

E(f) =(X'X) ' X'E(y)=(X'X)'X'E(X3+¢)=08+0=4.

Im Tobit-Modell, wie oben gesehen, ist KQ-Schéitzung mit allen Beobachtungen

verzerrt.

Werden nun nur die y; Beobachtungen beriicksichtigt, die y; = 0 Beobachtungen

hingegen nicht, bleibt die Verzerrung trotzdem. Wir haben, ndmlich

E(yily; > 0) = E(y;| y; >0) = E(x;f+¢i| y; >0) =x;68+ E(ei| y; >0)
——

=777
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Um die Verzerrung zu sehen, nehmen wir, wie immer, an, daff ¢ ~ N(0, ¢?) ist. Dann

E(gly® > 0)=E(gx)8+¢; > 0) = E(g]e; > —x;0)

/
Ei | & X,
= oFE| = | = >- i

=oFE (ulu > c),
o, o o

- I
wobei u ~ N(0,1) ist, denn € ~ N(0,0%). Nun, wie grof ist F (uu > ¢)? Dies
ist nichts anderes als der Erwartungswert der gestutzten standartnormalverteilten
Variable mit dem Stustzungspunkt c. Laut der Definition des Erwartungswertes

haben wir

E(ulu>c) = /oo ulg_b(—q?(c)du

1 /°° L e
= — u e u
1-®(c) J, Vor
1 1 /OO "y
_ e ’dv
1—¢(C) \/27]' 02/2

- v ()]

B 1 L 1

T 1-d(0)Vor

60
1—®(c)

Mit diesem Ergebnis,

- / o —x}f
E(‘€Z| y* > O) =0k (i’i > —X2ﬁ> _U#

o O o

woraus folgt, daf

()
E(yily; > 0) =x\8+ B(ei| yf > 0) =x/8+0———"2—— £ X3.
— - ()

g

Somit wird der einfache KQ Schétzer, auf positive Auspridgungen verwendet, auch

verzerrt sein.
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e Zwei-stufiges Schitzverfahren im Tobit-Modell mit Zensierung

Der Veranschaulichung der nichtkonsistenz des KQ Schétzung impliziert ein einfa-
ches zweistufiges Schatzverfahren fiirs Tobit-Modell mit Zensierung. Definieren wir
einen neuen Parametervektor a = /0. Der Erwartungswert der positiven Auspré-
gungen, wie oben gezeigt, ist

=x;0+ o\

—x
Blulyt > 0) = xj + 0 —2LX0)

1 —®(—xla)

—_——
=\

In der Regression fiir ausschlieklich positive Beobachtungen
yi = x84+ 0N + e, y; >0,

haben wir nun tatséchlich E (¢;) = 0, denn E(y;|y; > 0) = x,8+0 ;. Wir betrachten
somit A; als eine zuséatzliche erklarende Variable. Héatten wir \; gewusst, wiirden
wie sie einfach in die obige Regression einsetzen und [ konsistent Schétzen. Da
Ai = ¢ (—xla) /[1—P (—x,«)], das einzige was wir wissen miissen sind die Parameter
«, die die Wahrscheinlichkeit einer positiven Auspragung bestimmen. Dadurch ergibt

sich ein 2-Stufiges Verfahren

Stufe 1: Fiir alle Beobachtungen (zensierte und unzensierte) definieren wir

o 1, Yy; > 0
Tl w=o0
und schétzen ein Probit-Modell mit der abhéngigen Variable g; und erkléarenden

Variablen x;. Daraus bekommen wir die Schatzwerte &. Mit ihren Hilfe sagen wir
Ai = ¢ (—xla) /[1 — ® (—x}@)] vorher.

Stufe 2: Mit \; schiitzen wir mittels KQ die Regressionsgleichung
yi = X3+ o\ + €.

Die Schiitzwerte 3 und & aus dieser Gleichung sind die konsistente Schéatzungen der

wahren 3 und o.

Es kann noch weiter gezeigt werden, das der Storterm in der Schétzgleichung hete-

roskedastisch ist mit

Var (¢) = o [1 -\ (Xiﬂ + )\Z)} .
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Aufserdem, wird der vorausgesagte i als eine fixe Grofe betrachtet, wobei in Wirk-
lichkeit hat diese Variable ihre eingene Varianz, die durch die Varianz von & verur-
sacht worden ist. Die Heteroskedastizitat ldsst sich durch Anwendung der verallge-
meinerten KQ Schétzers beseitigen. Die Varianz von \i kann auch mitberiicksichtigt
werden, aber das ist ziemlich umsténdlich.! Aufgrund dieser zwei Komplikationen
wird immer die ML Schétzung bevorzugt. Das 2-Stufige Verfahren kann allerdings in
komplizierteren Modellen, wo ML Schéatzung nicht méglich ist, eine gute Alternative

darstellen.

5.3 Selktionsmodelle
5.3.1 Heckman-Modell

Bisher haben wir immer implizit angenommen, dafs die Stichprobe, die die samt-
liche Information iiber den Zusammenhang zwischen g; und x; in sich beinhaltet,
reprasentativ ist. Dies bedeutet, daft der Zusammenhang zwischen y; und x;, der mit
Hilfe dieser Stichprobe quantifiziert werden kann, ist sofort als der Zusammenhang in
der Gesamtbevolkerung interpretierbar. Nun, wenn wir plotzlich herausfinden, dafs
unsere Stichprobe nicht mehr auf einer zuféllingen Art und Weise erhoben wurde,
sondern ihre Erhebung von einem unbekannten Selektionsmechanismus beeinflusst
worden war, ware es trotzdem immer noch méglich den wahren Zusammenhang zu
schatzen? Der Heckman-Ansatz setzt sich mit einem solchen Schétzproblem ausein-

ander.
Man nimmt, wie immer, an es existiere eine lineare Regression
/
yi=x;B+ei, Yy € (—00,+00).

Allerdings, die Auspragungen y; kénnen nur dann beobachtet werden, wenn sie in
die Stichprobe zugelassen sind. Ob eine Beobachtung ¢ in die Stichprobe zugelassen
ist, wird mit Hilfe einer Selektionsbedingung bestimmt. Es existiere also die zweite

Regressionsgleichung
Yis = Z;’Y + Esi, Yis € (—OO, +OO) .

wobei, wenn ;s eine bestimmte Schwelle {iberschreitet, dann wird fiir das Individu-

um ¢ die Auspradung der ersten Variable, namlich y;, beobachtet. Sonst, wenn die

!Murphy, K. and R., Topel, “Estimation and inference in two step econometric model”, Journal
of Business and Economic Statistics, 1985, Vol. 3(4), p.370-379.
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Y;s eines Individuums unter dieser Schwelle liegt, haben wir keine Information iiber
y;. Gegeben dafl z; in sich einen Absolutglied beinhaltet, ist diese Schwelle, ohne
Verlust der Allgemeinheit, dem Null gleich. Somit haben wir die folgende Stichpro-

beninformation

{yi,xiy2;}, wenny,, > 0. i=1,..n.

{9,9,2;}, wennvy,, < 0. i=1,...,no.

Die genaue Werte der Selektionsvariable (y;s Vi) bleiben dabei immer nichtbeob-
achtbar.

Die beschriebene Abhéngigkeit zwischen der Zielvariable y; und Selektionsvariable
y;s impliziert, dafs diese beide Variablen von einer bivariaten Verteilung beschrieben
sind. Daraus folgt, dak die Storterme {e;, €;s} auch einer bivariaten Verteilung folgen.

Wir nehmen, wie immer, eine Normalverteilung an. Dann

Sl UN 07 o’ poo, |
Eis 0 poo, o2

wobei —1 < p < 1 ist der Korrelationskoeffizient der bivariaten Normalverteilung.
Es ist bekannt, dafs wenn zwei Zufallsvariablen X und Y der bivariaten Normal-
verteilung folgen, dann sind ihre bedingte Verteilungen, sowie die Randverteilungen

auch normal, ndmlich
o
Y| X ~N (,uy+p0—y [z — px], (1= p?) 0'32/> und Y ~ N (py,07).
X

Mit diesen Ergebnissen die bedingte Dichtefunktion der abhéngigen Variable in der
erhobenen Stichprobe ist

2
1 (y - (Xéﬁ + 07 [Yis — z;ﬂ))

Py TS (1 —p?)o?

f (vilyss) = ——
Yilbis o/2m (1 = p?)

o KQ-Schétzung

Wenn die Erhebung der Auspréagungen y; von den jeweiligen Werten ;s unabhéngig
ist, dann sind die Verteilungen von Y und Y; auch unabhéngig, was bedeutet, dafs
unter diesen Umstdnden p gleich Null ist. Wenn p = 0, dann verkleinert sich die

bedingte Dichte f (y;|y;s) zur einfachen Dichte der Normalverteilung

S 1 (y; — x,8)° 1y —xB
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Dies impliziert, daf der Erwartungswert des Stortermes in der Regressionsgleichung
y; = X;3 +¢; bleibt, wie frither,

E(e) = E(yi —x;0) = E () — x;3 = x;,f —x;0 = 0,
und somit kann der Parametervektor § mittels KQ konsistent geschéitzt werden.

Wenn, allerdings, die Erhebung der Auspriagungen y; von den jeweiligen Werten y;
durch die Bedingung y;s > 0 beeinflusst wird, miissen wir den Erwartungswert des
Stortermes in der Regressionsgleichung y; = x,0 + ¢; unter Bedingung y;s > 0

betrachten. Dies ergibt sich durch
E(eilyis > 0) = E(yi — x;Blyis > 0) = E (yilyis > 0) — x;3

Es kann gezeigt werden, dafs der Erwartungswert E (y;|y;s > 0) ist zu

o(2)
E (yilyss > 0) = X}B+po———4—
1—® (--”)

Os
gleich ist.? Somit

(%)

e ()

Os

E(eilyis > 0) = po

was schlieftlich eine nicht-Konsistenz des KQ Schétzers des wahren Parametervektor

0 in der selektiv erhobenen Stichprobe bedeutet.
Da wir den Erwartunswert des Stortermes in der selektierten Stichprobe wissen,
kénnen wir, wie im Tobit-Analog, die Regressionsgleichung als

yi = X0+ poX; + ¢

umdefinieren, wo \; = ¢ (—z.v/0s) /[1—® (—2z.v/0,)] ist. In dieser neuen Regression
ist es tatséchlich der Fall, dak E (¢;) = 0 ist, was die KQ Schétzung ermdoglicht

sobald man die zusétzliche “vernachléssigte” Variable \; hat. Da 1 — ® (—z,v/0;) =

2Die Herleitung ist nicht schwierig, aber ziemlich umstéindlich, denn man eine bivariate Dichte

iiber y; und y;s integrieren muss. Der Ausgangspunkt ist

E (yilyis > 0) = / Yi —¢ <01> dyisdyi
—0o0 0

cr\/lprd) oy/1— p? Os s
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® (ziy/os) = P (Yis > 0), konnen wir diese Grofe mit Hilfe einer Probit-Regression
schédtzen und mit den geschétzten Werten \; vorhersagen. Anwendung des Probit-
Modells, wie iiblich, impliziert eine Identifizierbarkeitsrestriktion. o, = 1. Fiir die
Vorhersage der Fehlenden Variable \; spielt diese Restriktion, allerdings, keine Rolle,

weil v/0g immer zusammen vorkommen.
Daraus ergibt sich ein schon bekanntes 2-Stufiges Schéatzverfahren
Stufe 1: Fiir den gesamten Datensatz definieren wir

__J 1, yi- beobachtet (& yis > 0)
' 0, ;- nicht beobachtet (< y;5s > 0)

und schétzen ein Probit-Modell mit der abhédngigen Variable y; und erklarenden
Variablen z;. Danach verwenden wir die geschiatzte Werte 4 (unter Normierung

o, =1) um \; = ¢ (—=x/3) /[1 — ® (—x!4)] vorherzusagen.

Stufe 2: Mit ); schitzen wir mittels KQ die Regressionsgleichung
yi = X3+ &N + €,

wobei £ = po. Somit BKQ und é k¢ sind die konsistente Schétzer von 3 und po. Der
Konsistente Schéatzer fiir o ergibt sich aus der Summe der quadrierten Residuen

ni

X 1 N2 . .
0%Q=n—12{(yi—x;ﬁ—§&> + &4 (zgvm)}
=1

Mit diesem Ergebnis, ﬁKQ = éKQ/@(Q.

Die Regression an der zweiten Stufe leidet unter den gleichen Problemen wie die in
der 2-Stufigen Schéitzung des Tobit-Modells, ndmlich der Storterm in der Schétz-

gleichung ist heteroskedastisch mit

/
Var (¢) = o [1 — %\ (Zﬂ + )\Z)} .
o

S

Aufkerdem hat ); ihre eigen Varianz dadurch, daf sie mit Hilfe von geschitzten

Probit-Koeffizienten vorhergesagt wurde.

e Okonomischer Inhalt des Modells

Der 6konomische inhalt ist wieder der Inhalt einer linearen Regression. Bei dieser
Klasse der Modelle geht es darum, die Verzerungen, die durch eine selektive Stichpro-

be verursacht werden konnen, zu vermeiden. Klassisches Beispiel: Lohnregression.
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5.3.2 ML Schatzung des Heckman-Modells

Unsere Stichprobe besteht aus zwei Teilen

{yi,xi,2;}, wenn y;s > 0. i=1 .. n;.

{9,9,2;}, wennvy,, < 0. i=1,...,no.

Betrachten wir erst den ersten Teil {y;, x;,2;}, wenn y;5 > 0. In dieser Teilstichprobe
interessieren wir uns fiir die Wahrscheinlichkeit y; zu beobachten wenn die entspre-
chende ;s positiv ist, was genau den Wahrscheinlichkeitsprozef in der selektiven
Stichprobe darstellt. Diese Wahrscheinlichkeit lautet

¢ (yi) = P (yis > 0) f (yilyis > 0),
d.h. die Wahrscheinlichkeit, daf die Selektionsvariable positiv ist [also: P (y;s > 0)]
mal die Wahrscheinlichkeit y; zu beobachten bedingt darauf, das die Selektionsva-
riable positiv ist [also: f (vi|yis > 0)]. Anwendung der Bayesianischen Regel

P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
lasst uns schreiben

@ (i) = f (Wilyis > 0) P (yis > 0) = P (yis > Olys) f (vs)

= i) =P is > Oly:) f (i) -
Somit besteht unsere Zielwahrscheinlichkeit ¢ (y;) aus zwei Komponenten: P (y;s > 0]y;)

und f (y;). Die erste Komponente bezieht sich auf die bedingte Dichte f (y;s|y;) der

bivariaten Normalverteilung, die selbst auch normal ist, ndmlich

/ Os [0). — ~! 2
1 o {_1 (yis — (2 + p% lyi — xi])) } |
Os\/ 2T (1 - p2)

/ (yi8|yi) = 9 (1 _ p2) 03

Somit
P(yis > O0ly;) = 1— ngz-s < 0lys)
-1 )
e (0— (7 + p% [yz-—x;m)>
crs\/l_ip2

(e -
osy/1 — p?

Z;’Y P /
o(Erghxn)

1—p?
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Die zweite Komponente ist die Randdichte der bivariaten Normalverteilung, die auch

normal ist, ndmlich
1 yi — xi3
= Lo (4=20)
o o
Somit haben wir schlielich
) = Lo (V=X g o+ 2y —xif)
90 3/@ - o o m )
was eine Dichtefunktion der Auspriagung y; in der Selektiven Teilstichprobe {y;, x;, z;}
darstellt.

Die Wahrscheinlicht der anderen Teilstichprobe zu gehéren, d.h. die Wahrscheinlich-
keit nur {&, &, z;} zu beobachten, denn y;, < 0 ist, ist einfach

. !
P(ys<0) = P(Zy+ey; <0)=Pley; < —2z07) =P <5_ < _ZZ7>

/ /
_ cp(_m) :1_¢(m)
O O

Das ist nichts anderes als eine Wahrscheinlichkeit einen “Null” in einer Probit-

Regression zu beobachten.

Die Teilen ¢ (y;) und P (y;s < 0) beschreiben die ganze zur Verfiigung stehende
Information. Da das Modell, &hnlich zu Probit, v getrennt von o nicht schéatzen
kann, greifen wir zu den gleichen Normierung o, = 1 zuriick. Definiert man eine

Dummyvariable

g - 1, wenn y;s > 0
' 0, wenn y;s <0

dann die Likelihoodfunktion des Heckman-Modells ist

mtne Y — X0 z;7y + 2 [y — x;[3] “ 1 N\11—di
L= Zl_Il [;Qb <T) d < \/1_7[)2 [1— @ (zi)]

Der gesamte Parametervektor 6 in diesem Modell besteht aus 6 ={/3,~,0, p}. Der

gesamte Parametervektor wird in einer Stufe geschétzt.

e Identifizierbarkeit im Heckman-Modell

Unter der Normierung o, = 1 ist das Modell identifizierbar und der ML Schétzer

des Gesamtparametervektors 6 ist eindeutig.
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e Partielle Effekte im Heckman-Modell

Partieller Effekt auf y; ist nichts anderes als 0E(y;|x;)/0x; = ;. Auferdem, das ist
der genaue Effekt, denn  wird nie mit o Skaliert. Partieller Effekt auf y;s ist dem
in der Probit Modell identisch. Im Heckman-Rahmen wird der Effekt auf y;, in der
Regel so gut wie nie angesprochen. Der Zweck dieser Regression ist konsistent 3 zu
schitzen. Wenn man die Aussagen ausschlieflich {iber v machen will, ein einfaches

Probit-Modell wiare dafiir schon ausreichend.
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