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Aufgabe 1:

(a) Für welche a ∈ IR ist u(x) = ‖x‖a ∈ H1(Ω) für Ω = B1(0) ⊂ IRn ?

(b) Zeigen Sie dass u(x) = log log
(

2
‖x‖

)

∈ H1(Ω) für Ω = B1(0) ⊂ IR2.

(c) Zeigen Sie: Für u(x) = |x| gilt u′ ∈ L2(Ω), u′ 6∈ H1(Ω) für Ω = (−1, 1) ⊂ IR.

Aufgabe 2:

Sei Ω ⊂ IC ein Gebiet, f : Ω → IC eine holomorphe Funktion, und die reellwertige Funktion
u sei durch

u : (ξ, η) → u(ξ, η) = Ref(ξ + iη), ξ + iη ∈ IC

deniert. Zeigen Sie, dass dann |grad u(ξ, η)|2 = |f ′(ξ+ iη)|2 gilt, und u die Laplace-Gleichung
u = 0 löst. Folgern Sie, dass uk(x) = rk cos kθ und vk(x) = rk sin kθ in der Polarkoor-
odinatendarstellung x = (r cos θ, r sinθ) mit r ≥ 0 und 0 ≤ θ ≤ 2π ebenfalls Lösungen der
Laplace-Gleichung sind.

Aufgabe 3:

Sei Ω ⊂ IRd ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und sei Γ ⊂ ∂Ω eine Menge mit
nichtverschwindendem (d− 1)-Maß. Betrachtet wird

−∆u = f in Ω, u|Γ = φ1
∂u

∂n

∣

∣

∣

∂Ω\Γ
= φ2

Ferner sei ein u0 ∈ H1(Ω) gegeben, welches die Randbendigung erfüllt.

(a) Finden Sie eine geeignete schwache Formulierung.

(b) Zeigen Sie die folgende Poincare-Typ Ungleichung.
Es gibt ein c > 0, so dass

c‖u‖2L2(Ω) ≤ |u|2H1(Ω) +

(
∫

γ

udσ

)2

für alle u ∈ H1(Ω).

(c) Beweisen Sie die Elliptizität der Bilieneaform aus der schwachen Formulierung.
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