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1. Der Satz von Bieberbach

Es bezeichne D immer die Einheitskreisscheibe und S die Menge aller schlichten (d.h.
injektiven holomorphen) Funktionen f : D — C mit f(0) = 0 und f/(0) = 1. Wir
verwenden durchweg die Notation

f(2) = 2z + ap2® + ag2® + ..., 2] < 1. (1.1)

Definition und Satz 1.1 Zu f € S existiert eine eindeutig definierte ungerade
Quadratwurzeltransformierte g € S, definiert durch

g(z) = (f(zz))l/2 =2+ c32® +es2® + ..., 2] < 1. (1.2)

Ist umgekehrt g € S eine ungerade Funktion, so definiert (1.2) eine eindeutig be-
stimmte Funktion f € S.

Beispiel 1.2 Fiir die Koebe-Funktion k bzw. eine Rotation kg der Koebe-Funktion

z

f(2) = ko(2) = e "k(e"z) = 1=

2l <1,

0 <0 < 2m, ist die Quadratwurzeltransformierte gegeben durch
2 1/2 <  ind 2n+1
9(2) = ((1_€iez2)2) T2 Ze S

n=0

vgl. Abbildung 1.1. <&

Satz 1.3 (Bieberbach, 1916) Fir f € S gemdfs (1.1) gilt immer |as| < 2. Ist
lag| = 2, so ist f eine Rotation der Koebe-Funktion.

Beweis. vgl. Duren [3, S. 28 ff]. 0
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Abb. 1.1. Die Koebe-Funktion (oben) und ihre Quadratwurzeltransformierte; 6 = 7 /4

Bieberbach stellt in derselben Arbeit fest, dass aufgrund der Verzerrungssétze von
Koebe der n-te Taylorkoeffizient a,, fiir alle f € S durch eine universelle Schranke
la,| < a, beschriankt ist (vgl. Korollar 2.2), und stellt in einer Fuinote die nach ihm
benannte Vermutung auf, vgl. Abbildung 1.2. (Bieberbach verwendet die Bezeichnung
k,, anstelle von a,.)

Vermutung (Bieberbach, 1916) Flir beliebiges f € S, gegeben durch (1.1), gilt
lan| < n firallen =2,3,.... Liegt fiir einn > 2 Gleichheit vor, so ist f eine Rotation
der Koebe-Funktion.

Der folgende Satz ist nach Koebe benannt, wurde aber vollsténdig erst in der be-
reits zitierten Arbeit von Bieberbach bewiesen. (Koebe hat nur die Existenz eines
universellen Radius 7y > 0 nachgewiesen.)

Satz 1.4 (Koebes 1/4-Satz) Flir jede Funktion f € S enthdlt f(D) eine offene
Kreisscheibe B,.(0) um z = 0 mit Radius r > ro = 1/4.

Beweis. vgl. Duren [3, Theorem 2.3]. O



Abb. 1.2. Auszug aus dem Originalartikel von L. Bieberbach (1916)



2. Der Verzerrungssatz von Koebe und die
Abschitzung von Littlewood

Satz 2.1 (Verzerrungssatz von Koebe) Fir alle f € S gilt

11— 1

A < e < (1_”)3 fiir |2 =7 < 1.
und

T SHEI S g0 rll=r<t

mit Gleichheit fir eine der vier Ungleichungen und ein z # 0 genau dann, wenn f
eine Rotation der Koebe-Funktion ist.

Beweis. vgl. Duren [3, p.32ff]. 0

Korollar 2.2 Fiir beliebiges f € S,
f(2) = 2 + ap2® + azz® + ..., zeD,

qilt
la,| < (en)?, n=23...

Beweis. Aus den Cauchyschen Integralformeln und dem Verzerrungssatz von Koebe
erhélt man fiir beliebiges 0 < r < 1

I CRp

27 zZntl

|an| =
|z|=r

Der Ausdruck auf der rechten Seite kann nun bzgl. » minimiert werden. Das Minimum
wird fir r, = (n — 1)/(1 + n) angenommen, so dass



rl-n n—1I\1-7/n+1\2
wl s 725 = G) ()
(1—r,)? n+1 2

2 n—1 1\ 2
:(1+ ) (n—l— >n2<62n2,
n—1 2n

was zu zeigen war. O

Satz 2.3 (Littlewood, 1925) Fiir beliebiges f € S,

f(2) =1+ 24 a2® + as2® + ..., ze D,
qilt
la,| < en, n=23,... (2.1)
Beweis. vgl. Duren [3, p. 371f]. 0

Der Vorfaktor e in der Abschétzung von Littlewood wurde in den Folgejahren suk-
zessive verbessert. Bazilevich war 1947 der erste, der diesen Faktor unter 2.0 driickte
(lan| < 1.925n); als Louis de Branges die Bieberbach-Vermutung 1984 bewies, war
das beste entsprechende Resultat von Horowitz aus dem Jahr 1977:

(1 659164 137

1/14
~ 1. .
631 080 400) " 0657n

||



3. Sternférmige Funktionen

Definition 3.1 Mit §* wird die Menge aller sternférmigen Funktionen f € S be-
zeichnet, fir die f(D) ein sternformiges Gebiet mit Sternpunkt z* = 0 ist.

Proposition 3.2 Ist f € §*, so ist f(B,.(0)) sternformig mit Sternpunkt z* = 0 fir
jedes 0 < r < 1.

Beweis. Sei 0 < t < 1 beliebig, aber fest. Da f € §* ist
wi(z) == fHtf(2)), z€eD, (3.1)

eine wohldefinierte holomorphe Funktion, die die Einheitskreisscheibe in sich abbildet
mit w;(0) = 0. Nach dem Schwarzschen Lemma gilt daher

lwe(2)] < |7/, zeD, (3.2)
fiir jedes 0 < t < 1.
Fiir ein festes 0 < r < 1 definieren wir nun die konforme Abbildung

g(z) == f(rz), zeD.

Offensichtlich ist g(D) = f(B,-(0)) und es ist zu zeigen, dass g(D) ein sternformiges
Gebiet mit Sternpunkt z* = 0 ist, also dass mit g(z) auch tg(z) in g(D) liegt, fiir
0 <t < 1. Nun ist aber nach (3.1) und (3.2)

wy(rz)

tg(z) = tf(rz) = flw(rz)) = g(z) mit 2z = eD.

r

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Satz 3.3 Ist f € §* holomorph in einer Umgebung der Einheitskreisscheibe, so gilt
7



T = [ sen, o

fir eine nichtnegative Funktion ¢ : [0,27] — R mit
2
/ p(t)dt = 1.
0

Beweis.  Unter den genannten Voraussetzungen ist f(e") die Randkurve eines
sternférmigen Gebiets mit Sternpunkt z* = 0, d.h., es gilt

Oparg f(e') > 0.

Wegen

GO NN 1 N
() 1)

bedeutet dies, dass die Randwerte des Realteils u der in einer Umgebung von D ho-
lomorphen Funktion F(z) = zf'(2)/f(z) nichtnegativ sind. Die Formel von Schwarz
liefert dann die gewiinschte Darstellung (3.3) mit ¢(t) = 3=u(e"), da F(0) = 1 ver-
schwindenden Imaginérteil aufweist. Wegen der Mittelwerteigenschaft gilt schliefSlich

Oyarg f(e") = Im o, log f(e) = Im

/27r p(t)dt = % 27ru(eit) dt = u(0) = ReF(0) = 1.

Satz 3.4 (Nevanlinna, 1920) Fir sternformige Funktionen f € S* ist
die Bieberbach-Vermutung richtig; insbesondere kann (innerhalb der Menge der
sternformigen Funktionen) Gleichheit |a,| = n fir ein n € N nur fir Rotationen
der Koebe-Funktion auftreten.

Beweis. 1. Wir betrachten zunéchst sternférmige Funktionen f € §*, die in eine
Umgebung des Einheitskreises holomorph fortsetzbar sind. Auf eine solche Funktion
ist Satz 3.3 anwendbar, d.h., es gilt

F(z) = Z;(S) _ /02” Zii—'zgp(t)dt, 2eD,

mit ¢ > 0 und [pdt = 1. Wir entwickeln den Integralkern in eine in D konvergente
Potenzreihe,
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61t+2

eit — z

= (1 +e'z) i et =1 + i 2e 1"
n=1

n=0

und erhalten daher

2m 0 2m o
F(z) = / (t)dt + Z/ e Mp(t)dt 2" = 1 + nynz"
0 n=1"0 n=1

mit |7y, < 2, n € N. Somit ist
212 = 1)1+ X))
n=1

Verwenden wir nun fiir f die iibliche Potenzreihendarstellung mit Taylorkoeffizienten
an, n € N so ergibt sich hieraus durch Koeffizientenvergleich

n—1
na, = a, + Zan_y%, neN. (3.4)
v=1

2. Nun betrachten wir eine allgemeine sternférmige Funktion f € S*. Nach Pro-
position 3.2 bilden die Funktionen f,.(z2) = f(rz)/r, 0 < r < 1, Elemente von
§*, die die Voraussetzungen der obigen Herleitung erfiillen. Da sowohl f,. als auch
F.(z) = zfl(2)/ f-(2) lokal gleichméafig gegen f bzw. F(z) = zf'(z)/f(z) konvergie-
ren, gelten die Relationen (3.4) mit (von f abhéngigen Koeffizienten |7,| < 2) daher
sogar fiir allgemeine sternférmige Funktionen f € S*.

3. Der Beweis geht nun induktiv auf der Grundlage von (3.4) weiter. Fiir den Induk-
tionsschluss nehmen wir an, dass |a,| < v fir alle v < n — 1 und ein n > 2 bereits
bewiesen sei; fiir die Induktionsbasis bei n = 2 verwenden wir, dass a; = 1 gilt. Mit
der Induktionsannahme ergibt sich dann aus (3.4) und |,| < 2 die Ungleichung

n—1 n—1
(n—Dlan| <2 lan—| < 2> v =(n-1)n, (3.5)
v=1 v=1

also die Induktionsbehauptung |a,| < n.

4. Nehmen wir abschlieBend noch an, dass f keine Rotation der Koebe-Funktion ist.
Nach Satz 1.3 von Bieberbach ist dann |ay] < 2, so dal ab n = 3 in der zweiten
Ungleichung in (3.5) ein echtes Ungleichungszeichen steht. Also gilt |a,| < n fiir alle
n > 2. a

Eine interessante Untermenge der sternféormigen Funktionen sind die konvexen Funk-
tionen f € S*, fur die f(D) konvex ist. (Die Koebe-Funktion gehort nicht in diese
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Klasse!) Fiir konvexe Funktionen ergibt dieselbe Technik eine deutlich stirkere Aus-
sage.

Satz 3.5 (Loewner, 1917) Ist f € 8* konvez, f =", a,2", dann gilt

la,| <1 fiir alle n € N.

Beweis. Zunéchst zeigen wir wieder, dass f(B,(0)) fiir jedes 0 < r < 1 konvex ist.
Zu beliebigen 21,z € B,.(0) mit z; # 2, |21| < |22| <7 und 0 < ¢ < 1 definiere man
die in D holomorphe Funktion

g9(z) = tf(

21

z) + (1—=1)f(2).

zZ2

Der Wert g(z) liegt nach Konstruktion zwischen zwei Funktionswerten von f; aufgrund
der Konvexitiat von f ist daher g(D) C f(D), und somit ist

h = fﬁlog

in D wohldefiniert. Zudem ist h(0) = ¢g(0) = 0. Nach dem Lemma von Schwarz gilt
|h(2)| < |z, und fiir z = 25 erhalten wir

f(h(z)) = g(z2) = tf(z) + (1 =1)f(22),  wobei [h(z2)] < |zo] <7

Mit anderen Worten, die Konvexkombination der Bildpunkte f(z;) und f(z3) aus
f(B(0)) gehort wiederum zu f(B,(0)). Somit lassen sich konvexe Funktionen ihrer-
seits durch konvexe Funktionen lokal gleichméfig approximieren, die noch auf einer
Umgebung der Einheitskreisscheibe holomorph sind.

Fiir eine solche Funktion impliziert die Konvexitét, dass sich die Tangentensteigung
an f(e'") mit wachsendem ¢ gegen den Uhrzeigersinn dreht, d.h., dass

_eitf/(eit) _ eQitf//(eit)

0 < Qyargd,f'(e") = Imo, log(ieitf/@it)) = Im

ieitf/<eit)
A o N A L) N © B
= tm(i + —555) = Re(L + “5r57) = Re Sy ’
wobei
b(z) = 2f(2). (3.6)

Die Funktion ¢ ist in einer Umgebung der Einheitskreisscheibe bis auf den Ursprung
nullstellenfrei, also ist F'(z) = 2¢'(2)/¢(2) in dieser Umgebung holomorph; ferner gilt
¥(0) =0 und F(0) = ¢'(0) = 1. Wie im Beweis von Satz 3.3 folgt somit

10



/ 2m it
z;}/}(ij) _ /0 Zitjzgp(t)dt, z€D,

fiir eine nichtnegative Funktion ¢ : [0,27] — R mit [ ¢ dt = 1. Entwickeln wir nun

Y(z) = Zanz", ap =1,
n=1

dann erhalten wir dieselben Relationen wie in (3.4) fiir die Koeffizienten «,, anstelle
von a,, wobei die 7, entsprechend definiert und betragsmiflig wieder durch 2 be-
schrankt sind. Der gleiche Induktionsbeweis wie in Satz 3.4 liefert daher

lo] < m, neN.
Eingesetzt in (3.6) folgt
na, = o, neN,

und daher die Schranke |a, | < 1 fiir alle konvexen Funktionen, die noch auf einer Um-
gebung der Einheitskreisscheibe holomorph sind. Fiir allgemeine konvexe Funktionen
folgt die Behauptung dann durch Grenziibergang. ad

Beispiel Auch die Aussage von Satz 3.5 ist bestmoglich, wie man sich anhand der
Mobius-Transformation

klar macht, die die Einheitskreisscheibe auf die Halbebene Rew > —1/2 abbildet.

11



4. Die Littlewood-Paley Vermutung

Ist f eS8,

f(2) = 2 4+ a92® + az2® + ...
fir z € D und

g(2) = c1z + c32® + c52° + ... mit =1 (4.1)
dessen Quadratwurzeltransformierte, so gilt

(p, = Ci1Cop—1 + ...Copn_1C1, n>2. (4.2)
Insbesondere ist ay = 2¢1¢3 = 2¢3, also
sl = 3 lasl < 1

nach Satz 1.3 von Bieberbach.

Ferner ist nach Beispiel 1.2 die Quadratwurzeltransformierte der Koebe-Funktion

durch N
_ 2n—1
g(Z) - 1 . Z2 - ;Z
mit
e, = 1 fiir alle n € N
gegeben.

Vermutung (Littlewood-Paley, 1932) Ist g € S eine ungerade Funktion, gegeben
durch (4.1), dann gilt
lcoan—1| <1 fiir allen € N,

12



Wegen (4.2) wire die Giiltigkeit der Littlewood-Paley-Vermutung hinreichend fiir
einen Beweis der Bieberbach-Vermutung.

Proposition 4.1 (Privalov, 1924) Fir ungerade sternférmige Funktionen g € S
ist die Littlewood-Paley Vermutung korrekt.

Beweis. Wir folgen dem Beweis von Satz 3.4. Unter den gegebenen Annahmen sieht
man dann, dass die gerade Funktion

z29'(2) S
G(z) = =1+ n2" ze D,

Taylorkoeffizienten |vys,| < 2 aufweist. Ferner ergibt sich fiir die Taylorkoeffizien-
ten (4.1) von g die Rekursion

n—1

2(n — 1)egpq = 202%1721/721/7 necN,

v=1

vgl. (3.4). Durch vollstdndige Induktion sieht man nun, dass |cg,_1| < 1 fiir allen € N,
O

1933 haben Fekete und Szeg6 gezeigt, dass die Littlewood-Paley-Vermutung im Allge-
meinen falsch ist. Ein etwas einfacheres Gegenbeispiel ist von Schaeffer und Spencer.

Satz 4.2 Fir jedes n > 2 existiert eine ungerade Funktion g € S wie in (4.1) mit
Cop—1 > 1.

Beweis. vgl. Duren [3, Abschnitt 3.9]. O

Abb. 4.1. Die Funktion g von Schaeffer und Spencer fiir n = 3

13



5. Die Vermutungen von Robertson und
Milin-Lebedev

Vermutung (Robertson, 1936) Sei g € S eine ungerade Funktion,
9(2) = c1z + 32® + 52”4+ ... mit ¢ =1. (5.1)
Dann gilt .
Z lcaj 1> < m  fiir allen € N.
j=1

Ist f € S beliebig,
f(2) = a1 + ap2® + az2® + ..., a; =1, (5.2)
und g € S aus (5.1) dessen Quadratwurzeltransformierte, so gilt
Gy, = C1Cop_1 + ...Copn_1C] . (5.3)

Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf die rechte Seite von (5.3) ergibt
somit unmittelbar das folgende Resultat.

Proposition 5.1 Die Robertson-Vermutung impliziert die Bieberbach-Vermutung.

Als néchstes fiihren wir die sogenannten logarithmischen Koeffizienten von f ein.
Definition und Satz 5.2 Fir eine Funktion f € S wie in (5.2) ist

z = :
log% = ;dnz” mit dy = ay (5.4)

eine wohldefinierte holomorphe Funktion in D. Die Koeffizienten d,, n € N, heiffen
logarithmische Koeffizienten von f.

14



Beweis. Nach Voraussetzung ist f(z)/z = 1+ a2z +. .. holomorph und nullstellenfrei
in D. Also existiert dort eine wohldefinierte Logarithmusfunktion von f(z)/z, die
durch die Vorgabe einer Nullstelle im Ursprung eindeutig festgelegt wird. Der erste
Term der entsprechenden Taylorentwicklung (5.4) ergibt sich unmittelbar durch die
bekannte Taylorentwicklung von log(1+¢) =¢ —1/2¢*+ ... um ¢ = 0. O

Beispiel 5.3 Fiir eine Rotation der Koebe-Funktion, kg, gilt

ko(2) 1 i
log > = log m = -2 10g(1 — € Z)
- 1 i0 _\n - 2 ind \ .n
:2n:15(e 2) 2321(;6 )z :

folglich gilt fiir die logarithmischen Koeffizienten der rotierten Koebe-Funktion

|d,| = 2/n, neN.

O
Wegen (5.4) ist d; = as und daher nach dem Satz 1.3 von Bieberbach
] <2 =2/1,
was eine Vermutung der Form
|d,| < 2/n, neN, (5.5)

fiir jedes f € S nahelegen konnte. Diese lésst sich aber wie die Littlewood-Paley
Vermutung widerlegen:

Beispiel Ist g € S wie in (5.1) ungerade, so gilt

log 9G) _ log(1 + cp2* + c32%)
z

1
= (@ +ezt+...) — (@t +.00)7 + L
2

= 2% + (c5 —c2/2)2* + ...
Die logarithmischen Koeffizienten einer ungeraden Funktion aus § sind also durch

1
d1:0, dQZCQ, d3:0, d4203—§c§,

15



gegeben. Wire nun (5.5) richtig, so ergébe sich im vorliegenden Fall |co] = |da] < 1
und dementsprechend

1 1
dal 2 les] = S leal” = fes| — 3
Nach Satz 4.2 existiert aber eine ungerade Funktion g € S der Form (5.1) mit |es| > 1.
Fiir diese Funktion ist folglich |d4| > 1 —1/2 = 1/2 im Widerspruch zu (5.5). &

Milin und Lebedev haben jedoch vermutet, dass die Ungleichung (5.5) “im Mittel”
richtig ist.

Vermutung (Milin und Lebedev, 1971) Sind d,, die logarithmischen Koeffizien-
ten von f € S, so gilt

on = 3@ PPy 2 0 firallen=23,... (5:6)

Satz 5.4 (Milin-Lebedev) Ist

o
= E anz", ag =1,
n=0

in einer Umgebung des Ursprungs holomorph und ist

log¥(z 25 2" mat 01 =aq.

Dann gilt

,_.

n—

n—J a2
! D).,  neN,

S|

—Z loy]? < exp(

<.
Il

Beweis. vgl. Remmert/Schumacher [8, S. 3211]. 0

Satz 5.5 Ist g aus (5.1) eine ungerade Funktion aus S, und sind d,, n € N, die
logarithmischen Koeffizienten von f(z) = g(1/z)?, dann gilt

Z |coj1]? < me=on/Un) n=23,..., (5.7)

j=1

16



wobei o, wie in (5.6) definiert ist. Ist f € S gegeben durch (5.2), und sind d,,, n € N,
die logarithmischen Koeffizienten von f, so gilt

la,| < ne~on/Un), n=23,.... (5.8)

Beweis. Sei g wie in der Formulierung des Satzes,
fo) = g(VaP = 2+ Y ane
n=2
und seien d,, n € N, die logarithmische Koeffizienten von f. Auf

Y(z) = 9(7\/\/5) = ZCQn—l—lzn

wenden wir nun den Satz 5.4 von Milin-Lebedev an. Wegen

log(z) = log(‘fﬁ(z))l/2 = 1log@ = Z%z"

n=0

z 2
besagt Satz 5.4, dass

—

n—

n—1

1 1 n—j, .

= lesl? < exp (2 D0 G - 1)
§j=0 T

<.
Il

1 .

1 n—73,. —0 n

— exp<—4n ‘ ; (5%]d;]? —4)> = eon/Un)
7j=1

3
I

Damit ist die erste Aussage bewiesen.

Fiir die zweite Behauptung starten wir mit f € S und definieren g € S aus (5.1)
als Quadratwurzeltransformierte von f. Aus dem Beweis von Proposition 5.1 und der
bereits bewiesenen Ungleichung folgt dann

n

|an| < Z|02j—1|2 < ne /U,
=1

Wenn die Milin-Lebedev-Vermutung stimmt, ist der Exponent auf der rechten Seite
der beiden Ungleichungen (5.7) und (5.8) nichtpositiv und daher in beiden Fillen die
obere Schranke hochstens gleich n. Daher gilt:

Korollar 5.6 Die Milin-Lebedev-Vermutung impliziert die Robertson-Vermutung und
damit auch die Bieberbach-Vermutung.

17



6. Der Konvergenzsatz von Carathéodory

Wir betrachten im weiteren eine Folge einfach zusammenhéngender Gebiete (2, C C,
die allesamt den Ursprung enthalten.

Definition und Satz 6.1 Existiert einr > 0 und eine offene Kreisscheibe B,.(0) C (2,
fiir fast alle n € N, so gibt es ein grofites Gebiet {2 mit 0 € (2 sowie der Eigenschaft,
dass jede kompakte Teilmenge von (2 in fast allen (2, enthalten ist. Dieses Gebiet {2
heifft Kern der Folge (£2,)). Gibt es kein solches r > 0, so setzen wir 2 = {0}.

Man sagt, dass (2, fir n — oo gegen den Kern (2 konvergiert (£2, — §2), falls jede
Teilfolge (§2,,) denselben Kern besitzt.

Beweis. Wir miissen nur im Fall » > 0 die Existenz eines grofiten solchen Gebiets
nachweisen. Sind GG; und G5 zwei Gebiete mit den genannten Eigenschaften, so hat of-
fensichtlich G UG, dieselbe Eigenschaft. Ist namlich K C G;UG, kompakt, so konnen
wir um jeden Punkt z € K eine Kreisscheibe Bys.)(2) wihlen, die entweder ganz in
G oder ganz in G, enthalten ist. Die Vereinigung aller Kreisscheiben |, x Bs(.)(2)
iiberdeckt K, und eine endliche Auswahl dieser Kreisscheiben iiberdeckt immer noch
K; ferner sind deren Abschliisse entweder in G; oder in (G5 vollstédndig enthalten. Da-
mit kann K C K; U K, zerlegt werden, Ky, Ky kompakt, mit K1 C G; und K5 C Gs.
Daher ist K in fast allen (2, enthalten und G; U G5 hat die gewiinschte Eigenschaft.
Die Vereinigung aller Mengen mit dieser Eigenschaft ist daher der Kern (2. a

Beispiel 6.2 Als Referenzbeispiel betrachten wir folgende Situation. Sei f € S ho-
lomorph in einer Umgebung der Einheitskreisscheibe. Dann definiert f(9D) eine ge-
schlossene analytische Kurve, die das Gebiet {2 = f(D) einmal umléuft. Diese Kurve
hat einen kleinsten Schnittpunkt zp = f(ei®) < 0 mit der rellen Achse. Wir bilden
nun die stiickweise analytischen Kurven

L, = (—oo,z0) + {f(e") : g <t <by+2r -1}, mneN,

vgl. Abbildung 6.1. Die Gebiete (2, = C\ I, sind einfach zusammenhéngend und ent-
halten alle das Gebiet {2, welches seinerseits den Ursprung enthélt. Umgekehrt enthélt
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Abb. 6.1. Illustration zu Beispiel 6.2

jedes Gebiet G 2 (2 eine kompakte Teilmenge, die in héchstens endlich vielen (2, ent-
halten ist. Also ist 2 der Kern der Gebiete (2,,, und diese konvergieren gegen 2. <

Satz 6.3 (Caratheodory) Sei (£2,) eine Folge einfach zusammenhdngender Mengen
mit 0 € 2, C C fiir alle n und {2 der Kern dieser Folge; {2 sei weder zu einem Punkt
noch der gesamten FEbene entartet. Ferner sei f, die Riemannsche Abbildungsfunktion
von D auf 2, mit f,(0) =0 und f/(0) > 0. Dann konvergiert f, lokal gleichmdfsig
gegen eine Funktion f in D genau dann, wenn §2, — (2. In diesem Fall ist f eine
konforme Abbildung von D auf 2, und auf jeder kompakten Teilmenge von §2 ist f;

fiir fast alle n € N wohldefiniert und konvergiert dort gleichmdfig gegen f~*.

Beweis. 1. Wir nehmen zunéchst an, dass die Folge (f,,) in D lokal gleichméfig gegen
eine Grenzfunktion f : D — C konvergiert. Nach Voraussetzung existiert ein r > 0
mit B,(0) C {2, fir alle n > ng. Fir diese n ist

gn(w) = i (w/r)

eine konforme Selbstabbildung des Einheitskreises mit g,(0) = 0, und aus dem
Schwarzschen Lemma folgt somit |¢/,(0)| < 1 bzw.

f0)=r,  n>mn.

Daher kann die Grenzfunktion f nicht konstant sein, ist also schlicht in D und erfiillt
f(0) =0und f’(0) > 0. Wir bezeichnen mit G = f(D) das Bildgebiet und wéhlen eine
beliebige kompakte Teilmenge K von G, sowie eine offene Umgebung U von K derart,
dass K C U C U C G. Dann ist f~4(U) C D kompakt und daher f, gleichmifBig
konvergent gegen f auf f~1(U); dies impliziert, dass 2, D f,(f~'(U)) D K fiir
hinreichend grosses n, also fiir fast alle n. Nach Definition 6.1 ist also GG eine Teilmenge
des Kerns {2 von (£2,),.
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Um zu zeigen, dass auch umgekehrt 2 C G gilt, wiahlen wir eine beliebige kompakte
Teilmenge K C (2, die 0.B.d.A. den Ursprung enthilt. Fiir fast alle n ist f,; ! auf
K definiert und (durch Eins) beschriankt, also gibt es nach dem Satz von Montel
eine gleichmiBig konvergente Teilfolge (f, Y auf K mit Grenzfunktion ¢ : K — D.
Wegen [, 1(0) = 0 ist 1(0) = 0, und aus dem Maximumprinzip folgt dann sogar, dass
Y(K) C D. Folglich ist f o1 wohldefiniert auf K. Zu beliebigem w € K betrachte
nun die kompakte Punktmenge

Py = {f3'(w) : ke N} U {¢(w)} C D.
Da f, auf P, gleichmiBig gegen f konvergiert und f stetig ist, gilt
w = (fop)w| = | fu. (fu (W) = f(&(w))]
< |fne = DU @)] + [F(F () = F(@(w))]
< | fow = fllp + € < 26

fiir k hinreichend grof. Dabei kann € > 0 beliebig klein gewéhlt werden, d.h., es ist
f((w)) = w fir alle w € K; insbesondere ist f(D) D K, und da K eine beliebige
kompakte Teilmenge von (2 war, ist somit G = f(D) D (2. Auflerdem zeigt das
Argument, dass ein beliebiger Hiufungspunkt von f, ! auf einer kompakten Teilmenge
K C 2 gleich f~! sein muss. Also konvergiert f, ! auf jeder kompakten Teilmenge
von 2 gleichmiiBig gegen 1.

Wir halten also fest, dass die Grenzfunktion f von (f,), die Riemannsche Abbildung
von D nach {2 mit f(0) =0 und f/'(0) > 0 ist. Da wir die gleiche Argumentation auf
jede Teilfolge (ny)r C N anwenden koénnen, ist der Kern (2 fiir jede Teilfolge (£2,, )«
gleich, d.h., es gilt 2, — (2.

2. Fiir die andere Beweisrichtung nehmen wir nun an, dass (2, — (2 # C. Dann
muss die Folge (f/(0)),, beschrinkt sein, denn andernfalls folgt aus dem Koebeschen
1/4-Satz (wegen f,/f!(0) € S), dass zu jedem k € N ein n;, € N existiert, so dass

£0) >4k und 2, = fu (D) D Bi(0).

ngk

im Widerspruch dazu, dass {2, — 2 # C.

Wiederum wegen f,,/f/(0) € S liefert der Verzerrungssatz 2.1 von Koebe nun die
Schranke

|fu(2)] < f1(0) TRTaE <C  fir0<|zl=r<ry<1

fir alle n € N. Nach dem Satz von Montel existiert also eine Teilfolge (f,,)x, die
in D lokal gleichméfig gegen eine Grenzfunktion f konvergiert. Nach dem bereits
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bewiesenen Teil des Satzes und wegen (2 # {0} ist f die besagte Riemannsche Ab-
bildungsfunktion von D aud den Kern {2 und dadurch eindeutig festgelegt. Somit
haben alle Teilfolgen von (f,), die gleiche Grenzfunktion, d.h., es gilt f, — f lokal
gleichméfig in D. O

Definition 6.4 Die Menge S C S bezeichnet die Menge aller f € S, deren Bild
durch f(D) = C\ I gegeben ist, wobei I eine zusammenhdingende Kurve ist, die sich
aus einem unbeschrinkten Intervall (—oo,xy) der negativ reellen Achse und einem

kompakten analytischen Kurvenstiick zusammensetzt. Wir nennen die Elemente von
S’ Schlitzabbildungen*.

Satz 6.5 Die Menge S liegt dicht in S, d.h., zu jedem f € S existiert eine Folge
(fn) C &', die lokal gleichmifig gegen f konvergiert.

Beweis. Sei f € S. Fiir 0 < p < 1 definieren wir

1 1
fo(2) = ;f(pz) = ;(pz + app®2® + ) €S.
Da f, lokal gleichméfig gegen f konvergiert fiir p — 1, ist es hinreichend zu zeigen,
dass f, durch Funktionen aus S’ lokal gleichméfig approximiert werden kann, d.h.,
wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass f auf einer Umgebung der Einheitskreisscheibe
holomorph ist.

Somit kénnen wir Kurven I, wie in Beispiel 6.2 konstruieren und konforme Abbildun-
gen f, : D — (2, = C\ [}, mit f,,(0) =0 und f;,(0) > 0. Nach Beispiel 6.2 konvergiert
2, — 2 = f(D) und nach Satz 6.3 konvergiert f, lokal gleichm&Big gegen f. Insbe-
sondere konvergiert f!(0) — 1 = f’(0), so dass auch f,,/f!(0) noch lokal gleichmafig
gegen f konvergiert. Dabei ist das Bild von f,/f/(0) wieder das Komplement einer
Kurve wie in Definition 6.4, d.h., (f,/ f,g(O))n C S ist die gesuchte Funktionenfolge.
(]

Korollar 6.6 Zum Beweis der Milin-Lebedev-Vermutung ist es hinreichend, die Ver-
mutung fir alle f € S" zu beweisen.

Ist nun f € &' eine Schlitzabbildung und + : [0,1) — I eine Parametrisierung des
zugehorigen “Schlitzes” aus Definition 6.4. Hierbei sei (0) € C der Anfangspunkt der
Kurve und es gelte vy(t) — oo fiir t — 1. Dann erhalten wir “Teilschlitze” I, C I,
0 <t < 1, durch die Einschrankung

*In der Literatur wird der Begriff Schlitzabbildung weiter gefasst und bezeichnet konforme Ab-
bildungen, deren Bild das Komplement mehrerer beliebiger Jordan-Kurven ist.
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I ={~y(r) - t<7<1}.

Proposition 6.7 Bezeichnet f(-,t) die Riemannsche Abbildungsfunktion von D nach
C\ I mit f(0,t) =0 und 0,f(0,t) = B(t) > 0. Dann ist 8 streng monoton wachsend
mit 5(t) — oo firt — 1.

Beweis. Fiir 0 < s < tsei g = f(-,t) und h = f(-,s). Dann ist g~' o h eine
wohldefinierte konforme Abbildung von D nach D, die den Ursprung invariant 148t,
und aus dem Schwarzschen Lemma folgt

Bls) _ W)

ple)  9'(0)

(Gleichheit ist nicht moglich, da die Bildmengen von g und h verschieden sind.) Also
ist [ eine streng monotone Funktion.

= (g7toh)(0) < 1.

Zu vorgegebenem r > 0 existiert ¢ € [0, 1), so dass B,.(0) € C\ I3, und fiir die oben
definierte Funktion ¢ ist dann

Y(w) = g~ (rw)

eine konforme Selbstabbildung des Einheitskreises mit ¢/(0) = 0. Wiederum nach dem
Schwarzschen Lemma ist daher 1 > ¢/(0) = r/¢'(0) = r/5'(t), baw. p'(t) > r, was
noch zu zeigen war. O

Mit der Bezeichnung aus Proposition 6.7 kann die Kurve wegen 3(0) = f/(0) = 1 wie
folgt umparametrisiert werden,

I ={y ()= 7(6’1(67*)) :0< 7" < o0}

Wir nennen dies im weiteren die Standardparametrisierung der Kurve [I' fiir eine
Schlitzabbildung f € &’. Definieren wir nun mittels der Standardparametrisierung
wieder [}, indem wir den Parameterbereich auf 7* € [t,00) einschranken, und be-
zeichnet f(-,t) die konforme Abbildung auf I3, so gilt dann

0.f(0,t) = €
und wir haben
f(z,0) = €'(z + as(t)z® + as(t)2® + ...). (6.1)

Fiir die Standardparametrisierung existiert ein kleinstes to = to(f) > 0, so dass v*(t) €
R fiir t > t(. Offensichtlich ist fiir diese ¢ die konforme Abbildung f( -, t) gegeben durch
eine Reskalierung der Koebefunktion,
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1) = —4" () k(z) = —W(ﬂﬁ = 4y ()Y e

Ein Vergleich mit (6.1) liefert v*(¢) = —e'/4 fiir t > ¢y und

f(z,t) = e'k(2), t>t.
Wir fassen die obigen Uberlegungen wie folgt zusammen.

Definition und Satz 6.8 Ist f € S’ eine Schlitzabbildung mit f(D) = C\ I', dann
existiert eine eindeutig bestimmte Standardparametrisierung v = v(t), t € [0, 00), von
I, so dass firt > 0 und I, = ~([t,00)) konforme Abbildungen f(-,t) von D nach
C\ I; mit f(0,t) =0 und 9,f(0,t) = e existieren, die sogenannte Loewner-Kette zu
f. Ferner gibt es ein to = to(f) > 0, so dass f(z,t) = e'k(2) fiir alle t > t,.

23



7. Die Loewner-Theorie

Wir betrachten zunéchst wieder die Loewner-Kette f(-,t) zu f € &', und bezeichnen
mit (-, ¢) die Umkehrfunktion von f(-,?).

f('?t)
i

fﬁl('at)

Abb. 7.1. Abbildungseigenschafen von f(-,¢)

Die in Abbildung 7.1 skizzierten Abbildungseigenschaften erlauben die Definition der
konformen Funktionenschar ¢(-,t) : D — D durch

g(z,t) = [ (f(2).1), zeD,t>0. (7.1)
Hierbei ist g(-,0) die Identitéit, und es gilt g(0,¢) = 0 und 9,¢(0,t) = e~ fiir alle
t > 0. Fiir das Beispiel aus Abbildung 7.1 ergibt sich das folgende Bild von g( -, t).

g("t)

M

Abb. 7.2. Abbildungseigenschaften von g( -,t)

24



Satz 7.1 Unter den Annahmen von Definition 6.8 gilt fiir die Funktionenschar g( - ,t)
aus (7.1) die Differentialgleichung

1+ k(t)g(z,t)
1—k(t)g(z 1)
wobei k : Ry — D stetig ist. Ferner konvergiert e'g(-,t) lokal gleichmifig gegen f
fiir t — oo.

Og(z,t) = —g(z,1) t>0,

Beweis. vgl. Remmert/Schumacher [8]. 0

Korollar 7.2 Die Loewner-Kette f(-,t) geniigt der Differentialgleichung
Af(z1) _ 1+ K(t):

= t>0 7.2
20,f(z,t) 1—k(t)z’ ’ (72)

mit demselben k(t) wie zuvor.
Beweis. vgl. Remmert/Schumacher [8]. 0

Beispiel 7.3 Ist k(z) = 2z(1 — 2)72 die Koebe-Funktion, so ist ty = to(k) = 0 und
flz,t) = 'k(z) = e(z+222+...)

fiir alle t > 0. Daher ist f~!(¢,,t) = k~*(e7(¢), und
9(z,t) = k7' (e7k(2)) = w(z,1).

Die Bezeichnung w(z,t) fiir diese spezielle Funktionenfamilie stammt von Weinstein

aus seinem Beweis der Bieberbach-Vermutung. Mittels Korollar 7.2 rechnet man
schnell nach, dass

Of(z,t)  ek(z) 11—z
20.f(z,t)  zetk'(z) 142z’ ze b,

d.h., k(t) = —1 nach (7.2) fiir alle ¢ > 0. Ferner gilt fiir die entsprechenden Funktionen
w(z,t) die Differentialgleichung

1—w

O
Satz 7.4 (Loewner, 1923) Fir f € S mit Taylorkoeffizienten a,, n € N, gilt immer
‘CL3| S 3

Beweis. vgl. Duren [3, Abschnitt 3.5]. O
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8. Kugelflaichenfunktionen

Kugelflichenfunktionen bilden ein (komplexwertiges) in C'(S?) dichtes Funktionensy-
stem auf der Einheitssphire S? C R?. Wir beschrinken uns im folgenden auf deren
Eigenschaften, soweit sie fiir den Beweis der Bieberbach-Vermutung relevant sind.
Durchweg verwenden wir fiir dreidimensionale Ortsvektoren x = (xy, 29, x3) die iibli-
che Darstellung

r1 =rcospsinf, wxy=rsinpsinf, x3=rcosh,
in Kugelkoordinaten, wobei > 0, ¢ € [0,27) und 6 € [0, 7].

Unter Kugelflachenfunktionen versteht man die Restriktion harmonischer homogener
Polynome in drei Variablen auf die Einheitssphére, also Polynome ¢ in z1, 9 und x3,
deren Summanden alle denselben Grad n aufweisen und die zudem harmonisch sind,
also Losungen der Laplace-Gleichung Ag = 0. Ein homogenes Polynom ¢ vom Grad
n hat in Kugelkoordinaten immer die Darstellung

q(x) = Y (0, ¢) (8.1)

mit einer geeigneten Funktion Y, und dieses Y stellt dann gerade die gesuchte Ein-
schrinkung von ¢ auf S? dar.

Lemma 8.1 Der Raum der harmonischen homogenen Polynome vom Grad n hat die
Dimension 2n + 1.

Beweis. Ein harmonisches homogenes Polynom ¢ vom Grad n kann in der Form

n

q(x) = Zan—k(xl,xz)x’gf (8.2)

k=0

mit homogenen Polynomen a,,_ in 1 und x5 vom Grad n —k dargestellt werden. Wir
schreiben im folgenden A fiir den dreidimensionalen und A’ fiir den zweidimensionalen
Laplace-Operator. Aus Ag = 0 folgt dann
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n—2

n—2
0= Z Ay, (21, 22) 25 + Z(k: + 1) (k +2) ap_p_o(21, 25) 28
k=0 k=0

wegen A'ag = A'a; = 0, und durch Koeffizientenvergleich ergibt sich hieraus

1

mA/CLn,kJrQ, k:2,...,n.

Ap—f = —
Folglich sind a,, und a,,_; frei wahlbar und legen dann alle anderen Koeffizientenfunk-
tionen fest. Aufgrund der Homogenitét ergeben sich hierfiir die linear unabhéngigen
Moglichkeiten

o = 22y a, =0, j=0,....,n—1;
a’n—1:07 an:xlfxg_k, kZO,...,n.
Somit hat der Raum die Dimension 2n + 1. O

Kugelflichenfunktionen vom Grad n = 0 sind zwangslaufig konstant; fiir n = 1 stim-
men sie mit den Einschrinkungen der linearen Funktionale auf S? {iberein, werden
also durch zy, x5 und x3 aufgespannt. Wir konstruieren nun eine Orthonormalbasis
aller Kugelflichenfunktionen vom Grad n > 2.

Dazu schreiben wir zunachst

r . . r . .
7 =3 sin@(e“" +e%) und Ty = o sin@(e‘“" —e %)
i
und sehen, dass bei einem Polynom ¢ vom Grad n wie in (8.1) die Einschrinkung Y
auf S? ein trigonometrisches Polynom in ¢ vom Grad n darstellt, also

Y(0,p) = Z fin(cos )™ | (8.3)

m=—n

mit gewissen Entwicklungskoeffizienten f,,, die nur von € bzw. cosf abhingen. Aus
(8.1) folgt zudem nach miihevoller Umrechnung des Laplace-Operators in Kugelkoor-
dinaten die Darstellung

1

NN .
Ag = (m Oplsin00pY) + — Y + nin + 1)Y>r 2.

Einsetzen von (8.3) und Substitution von x = cosf ergibt dann, dass ¢ aus (8.1),
(8.3) genau dann harmonisch ist, wenn alle Koeffizientenfunktionen f,, = f,(z),
—n < m < n, die jeweilige gewOhnliche Differentialgleichung

2

T V=0, —l<z<l, (84)

(1—2*)f" — 2zf + (n(n+1)—ﬁ
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erfiillen. Somit ist Y genau dann eine Kugelflichenfunktion, wenn die Darstellung
(8.3) gilt, die Koeffizientenfunktionen f,, die Differentialgleichungen (8.4) erfiillen
und ¢ aus (8.1), (8.3) ein homogenes Polynom vom Grad n darstellt.

Fiir m = 0ist (8.4) die sogenannte Legendre-Differentialgleichung, deren Losungen die
Legendre-Polynome sind. Zur Erinnerung: In der Numerik-Grundvorlesung werden die
normierten Legendre-Polynome p; € I, k =0,1,2,... durch die Rekursion

Brr1pe+1(z) = xpr(x) — Brpr-1(x) k € No, (8.5)
definiert, mit p_; = 0 und py = 1/v/2 und den Koeffizienten

k
Pr = Jk—DEk+r D) ke No.

Ferner wird dort gezeigt, dass diese Polynome eine Orthonormalbasis von II bzgl.
L*(—1,1) bilden.

Anhand der Rekursionsformel kann man sich davon iiberzeugen, dass die Legendre-
Polynome mit der folgenden erzeugenden Funktion

- 1

% k(l‘)z (va) (1 — 21z + 22)1/2 ( )
fir —1 <2z <1 und |z| <1 in Bezug stehen. In der Tat lésst sich die rechte Seite von
(8.6) mit der Binomialreihendarstellung

(1—§)1/2:1+%§+§C2+..., ¢ <1,

fiir ( = 222 — 22 in eine Potenzreihe in z entwickeln (fiir x € (—1,1) und |2] < 1 ist
immer auch |¢| < 1), und man erkennt als erstes, dass die Koeffizienten vor z* der
resultierenden Reihendarstellung Polynome Py in z vom Grad kleiner gleich £ sind,
mit Py = 1. Wegen der Differentialgleichung

T —z
(1 —2xz + 22)1/2

(1 —2xz+ 2%)0,H(z,2) = = (zr—2)H(z,x),

folgt hieraus

(1—2z2 + 2°) Z kPy(x)2" 1 = (z — 2) Z Pp(x)2"
k=0 k=0

und durch Koeffizientenvergleich erhélt man (mit P_; = 0) die Rekursion
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2k +1 k
Tl xPy(x) — —— Py_1(2), ke Ny, (8.7)

P, =
k+1(37) kot 1

fiir die Polynome Py € II;. Ein Vergleich mit (8.5) ergibt daher den Zusammenhang

2k 4+ 1\ 1/2
pk:( 2_'_ ) By, k=0,1,2,...

Tatséichlich versteht man normalerweise unter den Legendre-Polynomen die Polynome
Py, nicht py.

Sei nun p € I, ; beliebig gew#hlt und P, das n-te Legendre-Polynom, so ergibt sich
durch partielle Integration

/_1 (1—2*)P) pdz = —/1(1 —2?)P,p/dz = /1 P,((1-2%p) da = 0,

1 -1 -1

da P, senkrecht auf ((1 —x2)p')/ € II,,_; steht. Folglich steht @ = ((1 —xQ)P,’L)/ €1,
senkrecht auf I7,,_;, und daher muss @ ein Vielfaches des Legendre-Polynoms P, sein.
Mit anderen Worten, es gibt ein ¢ € R, so dass

cP, = ((1- l’Q)P;L)/ = (1-2*)P’ — 22P.. (8.8)

Anhand der Rekursionsformel (8.7) erkennt man unmittelbar, dass P,(1) = 1 fiir alle
k € Ny, und mit geringfiigig mehr Aufwand, dass

1
Somit ergibt sich durch Einsetzen von x =1 in (8.8), dass gilt
c=—=2P/(1) = —n(n+1),

und durch Vergleich von (8.8) und (8.4) sieht man, dass f, = P, die Legendre-
Differentialgleichung fiir m = 0 16st.

Da P, fiir gerade n ein gerades Polynom und fiir ungerade n ein ungerades Polynom
ist (dies sieht man erneut unmittelbar anhand der Rekursionsformel), ergibt sich fiir
gerade n eine Darstellung von

n/2 n/2
q(x) = r"P,(cosl) = Zwk (r 2'“9 2n/2=k) me (27 + 23 +x§)"/H
k=0

mit gewissen 7, € R, also ist ¢ ein homogenes Polynom vom Grad n; fiir ungerade n
ergibt sich eine analoge Darstellung.
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Fiir allgemeines m = 0, ..., n definieren wir die assoziierten Legendre-Funktionen

P™(x) = (1—22)™2PM™ (),  wobei P™ = 9"P,, (8.9)

n

die fiir m = 0 gerade mit den Legendre-Polynomen iibereinstimmen. Wie zuvor sieht
man, dass (fir —n < m <n)

q(x) = r"P™(cos §)e™ = (re*®sin §)mlpn=im plmD (cos )

= (1 & izy)Imlpn=ml pmD (cog 6)
ein homogenes Polynom vom Grad n darstellt.

Durch m-malige Differentiation der Differentialgleichung fiir die Legendre-Polynome

(1 <m < n) ergibt sich eine entsprechende Differentialgleichung fiir P,gm),

(1= 2P — 2m + DaP™ 4 (n—m)(n —m+ )P = 0,

und mit Hilfe von (8.9) rechnet man dann nach, dass f,, = P fir 1 < m < n die
allgemeine Legendre-Differentialgleichung (8.4) 16st. Somit haben wir 2n + 1 linear
unabhéngige Kugelflachenfunktionen

P!l (cos §)e™? —n<m<n,

bestimmt, und diese sind paarweise orthogonal bzgl. L?(S?), denn fiir m # m/ ist

/ Pl (cos 0)e™? PI™l(cos 0)e™ ™% ds
S2

L 27
= / Pml(cos 8) PI™|(cos 6) (/ eltm=—me d<p> sinfdf = 0.
0 0

Zusammen mit Lemma 8.1 folgt somit das folgende Resultat (im Fall n > 2).

Satz 8.2 Sein € Ny. Fiir geeignet gewdhlte ™ > 0 bilden die Funktionen

Y™, 9) = c™PIml(cos §)e™e —n<m<mn,

n

eine Orthonormalbasis der Kugelflichenfunktionen vom Grad n.

Beweis. Es verbleibt die Bestédtigung dieser Aussage fiir n = 0 und n = 1. Im Fall
n=0ist Y = cyo wie gewiinscht konstant. Wenn n = 1 ist, bestehen die genannten
Basisfunktionen aus normierten und paarweise orthogonalen Vielfachen von

sinfe ™ = 1 — iz, , cosf = w3 und sin e = x; + iz, .
In beiden Féllen ist die Aussage somit auch richtig. O
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Der Vollstandigkeit halber ergdnzen wir noch, dass die Funktionen Y, mit n € Ny
und —n < m < n sogar eine Orthonormalbasis von L?(S?) bilden. Da dieses Resultat
fiir die Bieberbach-Vermutung irrelevant ist, verzichten wir hier auf den Beweis*. Statt
dessen formulieren und beweisen wir noch das sogenannte Additionstheorem.

Satz 8.3 Fiir X,y € S? gilt

ZY’” WY () = (0)’Pu(k-3),

m=—n

wobei ¢ der entsprechende Koeffizient aus Satz 8.2 ist.

Beweis. Durch eine Koordinatentransformation im R? wird ein homogenes Polynom
vom Grad n wieder in ein homogenes Polynom mit demselben Grad iiberfiihrt. Ist
speziell ) eine orthogonale Matrix, also eine Abbildung, die S? auf sich selbst abbildet,
so ist folglich Y, (Qz) als Funktion von z € S? fiir jedes m € {—n,...,n} wieder eine
Kugelflichenfunktion und damit als Linearkombination der Y, darstellbar, d.h., es
gibt eine Matrix A € C? L2+ it

[szn(Qi) ]nm:,n = A[Ynm(i) }nm:,n fiir alle z € S%.

Durch Anwendung der Substitutionsformel sieht man, dass die so transformierten Ba-
sisfunktionen wieder eine Orthonormalbasis bilden, dass also A eine Orthonormalbasis
in eine andere iiberfithrt. Also ist die Abbildung A auch orthogonal, und es folgt, dass

Y(x.9) Z Y (x Z YIHQR)Y(QY)
also dass Y nur von dem Winkel zwischen X und y, also von x -y abhingt. Zeigt
y = ez in Richtung der z-Variablen und ist X € S? beliebig mit Kugelwinkeln 6 und
®, so ergibt dies
Y(x,e3) = f(x-e3) = f(cos0)

mit einer geeigneten Funktion f : [—1,1] — C. Auf der anderen Seite ist Y (-, e3) eine
Kugelflichenfunktion, und ein Koeffizientenvergleich mit (8.3) ergibt, dass f = cP,,
also ein Vielfaches des Legendre-Polynoms sein muss. Mit X = e3 folgt dann, dass

n

cP(1) = Yies,es) = Y (M PImI(1))* = (4P.(1))

m=—n

Wegen P, (1) = 1 resultiert hieraus schliefllich die Behauptung. O

*Der Beweis verwendet einerseits den Stone-Weierstrass’schen Approximationssatz, nachdem mul-
tivariate Polynome in jedem Kompaktum dicht im Raum der stetigen Funktionen liegen, sowie einen
Darstellungssatz fiir homogene Polynome mittels harmonischer homogener Polynome und Potenzen

von r? = 23 + 23 + 3.
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9. Weinsteins Funktionen

Die Bieberbach-Vermutung wurde 1984 von de Branges bewiesen; Weinstein présen-

tierte 1990 einen alternativen Beweis.

Weinsteins betrachtet in seinem Beweis die Funktionen

6tmerl
Wm(Z,t) = m, tZO, ZED, (91)
fiir m € Ny, wobei
w=w(zt) =k (ek(z)) (9.2)

der Loewner-Schar g fiir die Koebe-Funktion k(z) = z(1 — 2)™2, 2 € D, entspricht,

vgl. Beispiel 7.3.
Mit diesen Funktionen konstruiert Weinstein eine Fourierreihe in einer neuen Varia-

blen ¢ € [0, 27),

h(z,t, ) = Z VV|m|(Z,t) me — Wy + Z(ei"w + G_im‘p)Wm

m=—00 m=1

etw etw = ime —imep m
—1—w2+1—w2z(€ + e ™w

m=1
dw ( 1 1 1) _ elw
S l—w?\l—evw 1 —eYw 1 —2wcosp+w?’
Aus der Definition (9.2) von w folgt k(w) = e *k(z), beziechungsweise
1 —2)? 1 —t 1 — w)2
-2 _ _ o _ U (9.3)
z k(z) k(w) w
Setzt man diese Funktionalgleichung oben ein, so ergibt sich fiir den Kehrwert von h
1 1 —w)? 1—2)?
m = e‘%% + 2—2005@) = ( zz) + e (2 — 2cos p)
1 —2zz+ 2
- —
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wobei
r=x(t,p) =1—e"(1—cosp). (9.4)

Die erzeugende Fourierreihe hat also die Gestalt

z

ime —
Z I/V\m\<zvt)e 1 _ 2

D
xz + 22 (9:5)

mit x = x(t, ¢) aus (9.4).

Unter Verwendung der erzeugenden Funktion der Legendre-Polynome, vgl. (8.6), kann
die rechte Seite von (9.5) in eine Potenzreihe in z entwickelt werden, und wir erhalten
SO

i Wipn (2 )™ = z<i Pn(:zc)z">2 _ i(i Py(e)Pacy(@) )2 (96)

m=—00 n=0 n=0 v=0

Dabei ist immer noch x = z(t, ) gemif (9.4). Die Legendre-Polynome mit diesem
Argument konnen schliefllich mit Hilfe des Additionstheorems fiir Kugelflachenfunk-
tionen wieder in trigonometrische Polynome in ¢ mit von ¢ abhéngigen Koeffizienten-
funktionen entwickelt werden.

Lemma 9.1 Fir 0 < ¢ <27 und t > 0 sei x = z(t, ) durch (9.4) definiert. Dann
qilt
v |m| 2
Cv m — im
Pfr) = Y <co PV —e t)) eme .y eN,.

14

m=—v

Beweis. Da x(t, ) aus (9.4) im Intervall cos ¢ < x <1 liegt, bestimmt

_ 1/2
(%) = (1—eHY? = cosh (9.7)

einen eindeutig definierten Winkel 6 = 0(t) € [0, 7/2]. Die so spezifizierten Kugelwin-
kel 6 und ¢ gehoren zu einem Vektor

X = (cos psiné, sinpsinf,cosf) € S*.
Ferner wihlen wir
y = (sinf,0,cos6) € S*.

Aus (9.7) und (9.4) folgt dann
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X-y sin29005<p+00520:e_tcos<p+1—e_t:x’

und aus den Sétzen 8.3 und 8.2 ergibt sich

v v ml
1 —_— C 2.
. m(s miS) v [m| im
PA®) = (s mEZ:VY” QY (F) = mEZ:V(—CB Pl (cos0)) e
Zusammen mit (9.7) folgt somit die Behauptung. O

Nun kénnen wir die Funktionen W,,(z,t) in Potenzreihen in z € D entwickeln.

Satz 9.2 Die Funktionen W,,, m € Ny, aus (9.1) sind erzeugende Funktionen

Wilz,t) = Y AR@®)", |z <1, (9.8)

n=m-+1

nichtnegativer Koeffizientenfunktionen
AT(t) >0, t>0.
Zudem existiert fiir jedes n > m eine Abszisse 7' > 0, so dass

AMt) >0 fir  0<t<tr. (9.9)

Beweis. Wir verwenden die Abkiirzung

|m| 2
al(t) = (CCV—OPI‘/’”‘( 1— e*t)) : —v<m<uv. (9.10)

Damit erhalten wir fiir n € Ny aus Lemma 9.1 eine Entwicklung von

S PP = 3 [ 3 an@en 3 atmer | = 3 A e
v=0 v=0 m=—v M:—(n—y) m=—n

in ein trigonometrisches Polynom in ¢ vom Grad n, wobei sich

A= alag + ... (9.11)
als eine endliche Summe nichtnegativer Produkte der Form o/, /" errechnet. Insbe-
sondere sind alle Funktionen A" nichtnegativ. Mit (9.6) gilt dann fir z € D, ¢ > 0

und ¢ € [0, 27) die Reihenentwicklung
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S W™ = 32( 30 AZa@eme ) = 3 (30 Az@an)ene.

m=—oo n=0 m=-n m=—00 n=|m|+1

Fiir festes z € D und ¢t > 0 liegen somit zwei Fourierreihenentwicklungen in ¢ €
[0, 27) derselben Funktion vor, und daher ergibt sich durch Koeffizientenvergleich die
gesuchte Darstellung von

Wilz,t) = Y AT(t)2", meN,,
n=m+1

als erzeugende Funktion einer nichtnegativen Funktionenfolge.

Um den Zusatz (9.9) zu beweisen, erinnern wir zunéchst daran, dass a = Py = 1
konstant ist, vgl. (9.10), so dass wegen (9.11)

AT (t) > o ()ag(t) = o' (t)

gilt. Aus (9.10) und (8.9) entnehmen wir ferner fiir m > 0, dass

() = (1 -2y (% P (vT=e))

n

Da die Nullstellen der Legendre-Polynome alle im offenen Intervall (—1, 1) liegen, gilt
das nach dem Satz von Rolle auch fiir die Ableitungen P,gm), und daher existiert fiir
jedes n > m > 0 eine Abszisse ¢, ; > 0, so dass

A () > ant(t) > 0 fir  O<t<ty,.

Wir werden spéter noch sehen (in Satz 10.2), dass einige Koeffizientenfunktionen
A"(t) in t = 0 hingegen eine Nullstelle besitzen. O
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10. Der Beweis von de Branges

De Branges beweist die Bieberbach-Vermutung iiber die Vermutung von Milin und
Lebedev. Zur Erinnerung: Ist f € S und sind d,, die logarithmischen Koeffizienten
von f, d.h.

OIS
log = = 3" d,em, <1,
0g 2 z |2

so besagt die Milin-Lebedev Vermutung, dass

—_

n—

n—J]

o (4—4°d;]*) >0  fiirallen=2,3,..., (10.1)

1)

<.
Il

vgl. Abschnitt 5.

Fiir festes n € N\ {1} und f € &' betrachtet de Branges die Funktion

n—1

oult) = D Bi(1) (4= (1)), (10.2)

J=1

wobei d;(t), j € N, die logarithmischen Koeffizienten von e~ f(-,t) € & sind,

f(Z,t) = .
log—— = Zldj<t>2],
]:

f(-,t) ist dabei wieder die Loewner-Kette von f. Die Funktionen g;, j =1,...,n—1,
werden weiter unten in (10.4) spezifiziert; fiir den Moment nehmen wir lediglich an,
dass es sich um differenzierbare Funktionen von ¢ € [0, o0) handelt mit

B0y = "=9 i1 a1, (10.3)

so dass 0,(0) = o, gerade die gewichteten Mittel (10.1) sind. De Branges macht nun
den folgenden Ansatz fiir die Funktionenfamilie {£;}.
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Lemma 10.1 Sei f € 8’ und n € N, n > 2, beliebig, aber fest. Unter der Annahme,
dass die B, 7 =1,...,n— 1, das Differentialgleichungssystem

Bi + B85 = (G +1)Bj1 — B, (10.4)
mit B, = 0 losen, gilt

70 = 3l (R(0).0) 500 (105)

mat
j—1
G(¢t) =24 > 2di(t) ¢ + jdi(t) ¢ (10.6)
=1

und k = k(t) € 0D.

Beweis. Durch Auflosen der Rekursion erhalten wir aus (10.4) die Gleichung
n—1
iBi =B — > 28,
I=j+1

Leiten wir nun (10.2) nach ¢ ab und ersetzen anschlieflend (; durch obige Summe, so
ergibt sich

i
L

o = D (8= 21d;) = Bi*ould; )
j=1
n—1 n—1 n—1
= (4= 7°d;|* + jould;?) B; + 20k0y|dy,|”
j=1 k=1 I=k+1
n—1 n—1 1[1-1

= (4= 2+ jaldi?) 8+ >0 (D 2K0idil?) B

j=1 =2 k=1
n—1 j—1

= (4= + ol + Y 2kanldl?) 8. (107
j=1 k=1

Mit Hilfer der Loewner-Differentialgleichung (7.2) bestimmen wir nun die Ableitungen

dj, von dj, und 8;|dy|?:
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id;(t)zk — 9 log f(i’,t) B ez e'z0,f(z,t) —ezf(z,t)

p etz f(z,t) e?tz?
_ Of(zt) | — 1+ k(t)z 20.f(2,1) .
I I T O (e

B Z i i\20:f(z,1)
(1 22 ) (z,1) !
mit k = k(t) € 0D. Andererseits ist

flzt) B elz €'20,f(z,t) — e f(z,1)

etz 7 f(zt) et 22

Z kd(t)2" = 20, log

_ 20, f(z,t) q
f(z:1) ’

und oben eingesetzt ergibt sich hieraus

1+ S det = (1 ¥ ZZ/{kzk) (1 n Zk:dkzk),
k=1 k=1 k=1

wobei wir der Einfachheit halber das Argument ¢ weggelassen haben. Durch Koeffizi-
entenvergleich folgt schliellich
k—1 k—1
d, = 265 + 3265 Ud, + kg = &F (2 + 3 2dE + kdkzk)
=1 =
fiir beliebiges k£ € N, sowie
k—1 k—1
By|dy|? = dpkt (2 + Y 2R + kdm’“) + dyR" (2 + 5 20dk + k;d_m’f). (10.8)
=1 =
Summation {iber k liefert somit
j—1
> 2k0,|di|” + jOuld,)?
k=1
—1 k—1
Uyt (2 + Y 2 + kdE + Z AT + kdyR + jd, /i])

1 =1 I=k+1
-1

j—1
T (2 4 Y 2AdiE 4 G+ ) + 2 Y 2R+ i)
=1

=1

b.

Eonl
Il
<.

j—1 j—1
= (24 Yo 2mdint + ) (2 + Do 2diw + i) + jldsf ~
k=1 =1
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und eingesetzt in (10.7) ergibt sich hieraus die Behauptung. O

Man beachte, dass die Funktionen §; durch (10.4) und (10.3) eindeutig festgelegt sind:
Wegen 3, = 0 ergibt sich zunéchst

1

—(n—1)t 1
— (10.9)

Bn-1 (t) =

als Losung des Anfangswertproblems

1
n—1"’

57,1—1 = —(n—1)Bu-1, Bn-1(0) =

danach lassen sich die Funktionen (3,2, 8,_3, usw., jeweils als (eindeutige) Losungen
der entsprechenden inhomogenen linearen Anfangswertprobleme bestimmen. Durch
vollstdndige Induktion sieht man schnell, dass diese Losungen die Form

n—1
Bi(t) =Y Bae™,  j=1...n-1, (10.10)
I=j

haben fiir gewisse (induktiv berechenbare) Koeffizienten ;; € R. Insbesondere gilt

lim §;(t) = 0, j=1,....n—1.

t—o0

Eingesetzt in (10.2) folgt hieraus
on(t) =0, t— 00,

und somit ist hinreichend fiir ¢,(0) > 0, also fiir den Beweis der Milin-Lebedev-
Vermutung fiir f € &', dass die Ableitung o/, aus (10.5) fiir alle ¢ > 0 nichtpositiv ist.
Tatséchlich 148t sich zeigen, dass

n—j—1

Bi(t) = —e ' > PP -2, j=1,...n-1, (10.11)
v=0

wobei PS%0) sogenannte Jacobi-Polynome sind, also entsprechend normierte Ortho-
gonalpolynome bzgl. der Gewichtsfunktion(en)

w(z) = (1—x)% tiber  x€[-1,1].

Mit Hilfe seines Kollegen Walter Gautschi in Purdue und dessen Beziehungen zu Ri-
chard Askey fand de Branges schliellich heraus, dass die Positivitiat der Summe (10.11)
der Jacobi-Polynome wenige Jahre zuvor (1976) von Askey und Gasper bewiesen wor-
den war. Damit war der Beweis der Bieberbach-Vermutung erbracht.
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Mit Hilfe der Weinstein-Funktionen &8t sich dieses letzte Beweisglied wie folgt
ersetzen®.

Satz 10.2 Sein € N, n > 2, fest gewdhlt. Dann stimmen die Ableitungen der de
Branges-Funktionen f3; aus (10.4), (10.3) mit den Weinstein-Koeffizienten AT aus
(9.8) tberein:

Bl =-A_,, j=1,...,n—1. (10.12)

Beweis. Einsetzen von (9.3) in (9.8) ergibt

1—-w
= m_____ 10.1
Win(z,t) = k(z)w T o’ m € Ny, (10.13)

und weiter
Wi + Wiy = 1+ w)W; = k(2)w’ — k(z)w'™, j €N.
Differentiation nach ¢ ergibt daher zusammen mit (7.3) und (10.13)

oW, + oW,y = (jk(z)wjfl - (j+ 1)k(z)wj>6tw

1—w

= (T — G DR oY

= (+DWja — jW;.
Aus (9.8) folgt dann durch Koeffizientenvergleich die Differentialgleichung
0N, + 0N = G+ DA =GN, =1 n— 1,

fiir die Koeffizienten AJ von Weinstein, wenn man A” entsprechend identisch Null
setzt. Somit erfiillen die Funktionensysteme {AZ}, {—AJ} und {B;}, jeweils mit j =
1,...,n, dasselbe Differentialgleichungssystem, vgl. (10.4). Durch Differentiation von
(10.4) sieht man ferner, dass auch {5} eine Losung dieses Systems ist.

Die Behauptung (10.12) wird nun induktiv bewiesen, indem wir zeigen, dass die An-
fangswerte
Bi0) = =AJ(0), j=1,....,n—1, (10.14)

J

iibereinstimmen. Die Anfangswerte von AJ ergeben sich unmittelbar aus (9.8) und
w(z,0) = z: wegen

*Diese Beobachtung wurde von Koepf und Schmersau (1990) ausgearbeitet.
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00 Zj+1

Z AZL(O)z" = Wj(Z,O) = ] 5 = L I s
-z

LA (0) = —1, n —j ungerade,
" - 0, n —7 gerade.

Die Anfangswerte fiir 3}(0) folgen ihrerseits aus (10.4), (10.3): Demnach ist

n—j—1 n—7
e i - 00 = <A 0) —

Bi(0) = (G+1)

firj=1,...,n—2, und wegen !, _,(0) = —1, vgl. (10.9), ergibt sich induktiv ebenfalls

—1, n —j ungerade,
Bi(0) = 4
0, n—j gerade.

Somit ist (10.14) und damit die Behauptung (10.12) vollstédndig bewiesen. O

Korollar 10.3 Fiir f € S’ gilt die Milin-Lebedev- Vermutung, wobei

n—1 0o
In = Z/O g (5 (8), ) "A (1) A, n=2,3,... (10.15)
m=1

mit den nichtnegativen Funktionen AT aus (9.8). Da S in S dicht liegt (vgl. Ab-
schnitt 6), ist die Milin-Lebedev Vermutung und damit auch die Bieberbach- Vermutung
vollstiandig bewiesen.

Es verbleibt noch der Zusatz zu kldaren, dass sofern bei einem einzigen Taylorkoeffizi-
enten a, von f € S die Bieberbach-Schranke |a,| = n angenommen wird, die Funktion
f eine Rotation

z

f(z) = ko(2) = A= 0<6<2m, (10.16)

der Koebe-Funktion sein muss.

Satz 10.4 Sei S(«) die Menge aller f € S, deren zweiter Taylorkoeffizient durch
a < 2 beschrinkt ist. Dann existiert eine Folge (ou,)n>2 mit 0 < oy, < n, so dass fiir
alle

f(2) = 2 4+ a92® + a32® + ... € S(a)
die Ungleichung
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la,| < ay, n=23,...,
richtig 1st.

Beweis. Wir betrachten zunéchst eine Schlitzabbildung f € &’ N S(«) mit Taylorko-
effizienten a,, n € N. Dann gilt

f(2)

10g7 = log(1+a2z—|—...) = az F ...,

so dass der erste logarithmische Koeffizient d; von f mit a, ibereinstimmt. Wir greifen
neuerlich auf die Loewner-Kette f(z,t) und den ersten logarithmischen Koeffizienten
di(t) von e ' f(-,t) zuriick. Fiir t = 0 ist

d1<0) = d1 = Qag, (1017)

und wegen (10.8) gilt
Oldi(t)* < 4|dy(t)| + 2|di(t)]?. (10.18)

Sei nun ¢ die kleinste Abszisse, fiir die

()] = Gla+2).

Wegen (10.17) ist t§ > 0 und |d;(¢)| < (a+2)/2 fiir ¢t < ¢, und nach dem Mittelwert-
satz und (10.18) existiert ein 7 € (0, ¢5) mit

1
0 < J(a+2)°=a® < (@) — 1) = 5 aldi()]

t=1

< ty(4]dy(7)] + 2|da(7)]?) < 1615

Folglich ist

()] <

+1 fir 0<t<tyi=—— T <, (10.19)

N[

und nach (10.6),
I (k0,07 > (2 = |d(@)))* > 1—a/2)? >0, 0<t<t.

Man beachte, dass diese Schlussfolgerungen auch dann richtig sind, wenn d;(¢) immer
unterhalb von (a + 2)/2 bleibt, also keine entsprechende Abszisse ¢}y existiert.

Aus Satz 9.2 wissen wir, dass fiir alle n € N weitere Abszissen t! > ( existieren, so
dass
AL(t) > 0, 0<t<t).
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O.B.d.A. schriinken wir diese im weiteren durch ¢} < ¢, ein. Eingesetzt in (10.15) er-
halten wir somit wegen der Nichtnegativitéat aller A7 fiir n = 2,3, ... die Abschétzung

tn

Z/ 0 (T AT (O dt = (1= /27 [ Myt = o > 0.

0

Wie wir in Abschnitt 5 gesehen haben, vgl. (5.8) in Satz 5.5, gilt fiir die Taylorkoef-
fizienten von f die Abschétzung

la,| < ne-on/Un) (10.20)
also folgt die gewiinschte Behauptung mit a,, = ne= /" < n.

Sei nun f € S(a) beliebig gewihlt. Dann existiert eine Folge (f;) C S von Schlitzab-
bildungen, die in D lokal gleichméfig gegen f konvergieren. Insbesondere konvergieren
die Taylorkoeffizienten von f; gegen jene von f, so dass f; € S'NS(«a) fiir hinreichend
grofe j € N. Wie bereits gezeigt, gilt dann fiir den n-ten Taylorkoeffizienten a? von
f; € S(a) die obere Schranke (10.20); Wegen der lokal gleichméfigen Konvergenz von
fj gegen f iibertrégt sich diese Ungleichung somit auch auf den Taylorkoeffizienten
a, von f. Damit ist der Satz vollstdandig bewiesen. ad

Korollar 10.5 Gilt |a,| = n fir einen Taylorkoeffizienten von f € S, so ist f eine
Rotation (10.16) der Koebe-Funktion.

Beweis. Ist f € § keine Rotation der Koebe-Funktion, so ist nach dem Satz 1.3 von
Bieberbach der zweite Taylorkoeffizient von f echt kleiner als zwei betragsméflig. Also
gehort f zu S(a) fiir ein @ < 2. Nach Satz 10.4 ist dann |a,| echt kleiner als n, und
zwar fiir jedes n € N\ {1}. Damit ist das Korollar bewiesen. O
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