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1. Elektrische Impedanztomographie

Elektrische Impedanztomographie (kurz EIT) ist eine neuartige Tomographiemethode
aus der Medizin. Ziel ist die Darstellung des Leitfdhigkeitskoeffizienten im Innern des
Korpers anhand von Randmessungen.

Der “Versuchsautbau” ist wie folgt. Auf dem Rand I" des Koérpers §2 werden p Elek-
troden befestigt. In p einzelnen Versuchen wird reihum durch jeweils zwei benachbarte
Elektroden Strom in den Koérper geschickt, bzw. abgezapft. Dabei ergibt sich ein elek-
trisches Feld F, bzw. ein Potential U (“Spannung”), welches am Rand I — also an
den p Elektroden — abgegriffen werden kann. Auf diese Weise erhélt man somit p
Datensétze: einer fiir jeden Versuch mit jeweils p MeBwerten (einer je Elektrode).

Wie héngen diese Mewerte mit der Leitfahigkeit o : {2 — R zusammen? Das physi-
kalische Modell liefert das Ohm’sche Gesetz, nachdem der Strom J und das elektrische
Feld E wie folgt gekoppelt sind:

J=0F. (Ohm’sches Gesetz)

Dabei ist der positive Leitfdhigkeitskoeffizient o der Kehrwert des Widerstands. J und
E sind vektorwertige Funktionen; das elektrische Feld ist der negative Gradient des
Potentials U, also ein Gradientenfeld. Nach dem Ohm’schen Gesetz fliefit der Strom in
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die Richtung des steilsten Abfalls des Potentials; je grofier die Leitfiahigkeit ist, desto
starker ist der flieende Strom.

Von entscheidender Bedeutung ist im folgenden der Begriff der Leistung (Arbeit pro
Zeiteinheit). Die Leistung ist gegeben durch das Skalarprodukt von Kraft mit Ge-
schwindigkeitsvektor, also in unserem Fall J - E. Integration iiber {2 ergibt die Lei-
stungskomponente

1
Plzf/ o|lgrad U)? dz .
2J0

Dieser Teil der Leistung ist immer positiv. Dariiberhinaus fliet noch ein Strom .J,
zwischen den beiden Elektroden von s_ nach s, € I'" aulerhalb von (2. Dies ergibt
die zweite Leistungskomponente

Py =1Jo| (U(s-) = Ulsy)) 5
ist das Potential in s, grofler, dann ist dieser Anteil der Leistung negativ.

Die Gesamtleistung des Systems ergibt sich aus der Summe der beiden Komponenten
1
P= 5/ olgradUP dx + |Jo| (U(s-) = U(sy)) - (1.1)
2]

Bei einem festen Zeitintervall der Lange T ergibt sich somit die Energie W = PT', die
von der Batterie in diesem Zeitintervall aufgebracht werden mu#f.

Aufgrund iiblicher physikalischer Annahmen (Prinzip der geringsten Arbeit) richtet
sich in diesem Experiment dasjenige elektrische Feld aus, fiir das die Gesamtener-
gie minimiert wird. Nach Normierung des Randstroms Jy zu eins und Ubergang zu
dimensionslosen Gréflen fiithrt das auf das Funktional

Plu) == %a(u,u) —l(u) (1.2)
mit
a(u,v) = /Q ogradu - gradvdz, (u) == u(sy) —u(s_), (1.3)

welches zu minimieren ist. Die Potentialfunktion u ist also die Losung des Minimie-
rungsproblems
®[u] — min . (1.4)

Natiirlich ergeben sich unmittelbar eine Reihe wichtiger Fragen: Beziiglich welcher
Grundmenge v € X wird ®[u] minimiert? Existiert tiberhaupt das Infimum, und
wenn ja, wird es angenommen? Diese Fragen werden wir leider erst in Kapitel 5
zufriedenstellend beantworten kéonnen. Vorwegnehmen wollen wir hier lediglich, dafl
X ein linearer Raum sein soll. Dies pafit gut zu den grundlegenden Eigenschaften der
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Funktionen a und b aus (1.3): a(u,v) ist ndmlich eine Bilinearform in v und v, und
{(u) ein lineares Funktional auf X

Nehmen wir fiir den Moment an, dal ® an der Stelle v € X ein lokales Minimum
besitzt; dann folgt aus der erwéhnten Linearitét fiir ein beliebiges Element v € X und
fiir t € R hinreichend nahe bei 0:

Olu] < Dlu+tv] = ;a(u,u) +ta(u,v) + ;tza(v,v) —l(u) —tl(v)
= Pu] + t(a(u,v) — E(v)) + %t%(v,v)

= p(t).

Das quadratische Polynom p hat also in ¢ = 0 ein globales Minimum, und es folgt
zwangsldufig 0 = p/(0) = a(u, v)—£(v). Mit anderen Worten: Ist u ein lokales Minimum
von ¢ in X', dann gilt

a(u,v) = £(v) fiir alle v € X (1.5)
Da v in X' “variiert”, bezeichnet man (1.5) als Variationsgleichung fir u € X.

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, dafl u eine Losung dieser Variationsgleichung
sei und betrachten den Ausdruck

O] — Pu] = ;a(v,v) - ;a(u,u) —L(v) + £(u)
1

= 3 a(v—u,v —u) —alu,v) — alu,u) — £(v) + £(u) .

Aufgrund der Variationsgleichung (1.5) ergénzen sich die hinteren vier Terme zu Null
und es verbleibt

1 1
Olv] — Plu| = ia(v—u,v—u) = §/QJ|grad(v—u)|2dx >0,

d.h. u ist eine Minimalstelle von ® und v ist genau dann eine weitere Minimalstelle
von ®, wenn v — u in {2 konstant ist.

Bemerkung 1.1 Die Gleichung (1.5) ist vor allem fiir die Numerik interessant: Wihlt
man etwa einen endlichdimensionalen Teilraum X, C X, so bietet es sich an, das
Funktional ® statt iiber &X' lediglich iiber X,, zu minimieren. In diesem Fall geniigt
die Approximation u, € A, den Gleichungen (1.5) zumindest noch fiir alle v € X,,.
Représentiert man nun &, durch eine Basis {¢1,...,%,}, dann ergibt sich aus (1.5)
ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten in der Darstellung
Up = D p_q QYg, ndmlich
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zn:ozka(wk,z/)j) = ((¢;), j=1,...,n. (1.6)
k=1

Die Matrix A = [a(v;, ¥r)];r wird Steifigkeitsmatriz genannt.

Zuriick zu (1.5), wobei wir nun ergénzend noch annehmen wollen, dafl das Gebiet (2,
sowie die Funktionen ¢ und u hinreichend glatt seien. Durch partielle Integration

/vdiv(agradu)dx = /UU% ds—/ ogradv - grad u dx
Q r ov Q (1.7)
= / v@ds—a(u v) |
- %o ’
ergibt sich
[ vdiv(ogradu)de = [ @d—a)—/ O s+ u(s) —v(ss). (18)
vdiv(ogradu)ds = | ovo— ds v) = [ ovo ds+u(s-) —v(ss). :

Wihlt man schliellich in geschickter Weise fiir v Funktionen, die in Randnéhe ver-
schwinden und in 2" C {2 die Funktion div (¢ grad u) approximieren, so erkennt man,
dafl notwendig

div (o gradu) =0 fir alle z € (2.

Wieder eingesetzt in (1.8) folgt weiter, dafl
ou
/Fav E» ds =v(sy) —v(s-)

fiir alle v € X, also formal

(o 5)@) =0(s—s3)—08(s—s_).
0 bezeichnet hierbei die Delta-Distribution.

Falls die obigen Umformungen also allesamt zuléssig sind (d.h. im wesentlichen, falls
u hinreichend glatt ist), dann 16st u die partielle Differentialgleichung (Randwertauf-
gabe)

div (o gradu) =0 in 2,

U 1.9
U%(s)zé(s—&r)—&(s—s) auf I". (19)

Ist umgekehrt u eine glatte Losung von (1.9), dann 16st u auch das Minimierungspro-
blem (1.4). Dies ergibt sich durch Einsetzen von (1.9) in (1.7): Daraus folgt namlich
die Giiltigkeit von (1.5), was dquivalent zu (1.4) ist.

Uber die Existenz von Minimalstellen bzw. die Existenz von Losungen von (1.9) haben
wir bislang noch nichts ausgesagt. Auf diesen Punkt kommen wir in Kapitel 5 zuriick.
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Bemerkung 1.2 Wie wir bereits diskutiert haben, ist die Losung von (1.9) wie die
von (1.4) im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Das sieht man unmittelbar daran,
da mit u auch jede Verschiebung u + ¢ (¢ konstant) eine Losung von (1.9) darstellt.
Diese (triviale) Mehrdeutigkeit kann man jedoch leicht ausschlieen, indem man von
der Losungsfunktion noch zusétzlich fordert, dafl

/udSZO.
r

Dies werden wir duch eine geeignete Wahl von X garantieren.

Bemerkung 1.3 Die Voraussetzungen an die Glattheit von o und v in diesem Resul-
tat lassen sich fiir die oben gegebene Beweisskizze noch etwas abschwéchen; allerdings
ist das fiir uns nicht von Interesse, da wir spater ohnehin einen deutlich allgemeineren
Losungsbegriff einfithren werden. Man spricht ndmlich von einer “schwachen Losung”
u von (1.9), falls u lediglich das Minimierungsproblem (1.4) 16st, aber beispielsweise
noch nicht einmal in ganz (2 differenzierbar ist. Umgekehrt wird eine Funktion u “star-
ke Losung” von (1.9) genannt, falls u in {2 zweimal stetig differenzierbar ist, und der
Gradient von u stetig auf den Rand I" fortgesetzt werden kann. Schwache Losungen
sind durchaus physikalisch sinnvoll: So werden wir beispielsweise in Satz ?? sehen, dafl
die Ableitung der Losung u von (1.4) Spriinge aufweist an Stellen, an denen auch die
Leitfahigkeit sich sprunghaft dndert, etwa an Grenzschichten zweier unterschiedlicher
Medien. Dies ist physikalisch notwendig, da auf Grund von Flulerhaltungssétzen ga-
rantiert werden muf}, dafl in der Ndhe von Grenzschichten der elektrische Fluf stetig
ist.



2. Harmonische Funktionen

Es gibt einen wichtigen Spezialfall, fiir den man die Gleichung (1.9) explizit 16sen
kann, namlich fiir o = 1 im Einheitskreis. Fiir o = 1 entspricht div (o gradu) = Au
dem Laplace-Operator, und Losungen von Au = 0 werden harmonische Funktionen
genannt.

Identifizieren wir das Gebiet 2 C R? mit dem komplexen Gebiet, das sich bei der
Variablensubstitution z = £ + in ergibt und ist f : 2 C C — C eine analytische
Funktion mit Realteil v und Imaginérteil v, also

f2)=u&n) +ivn),  z=E+in, (2.1)
dann gelten bekanntlich die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen
Ug = Up, Uy = —V¢

in (2. Hieraus folgt unmittelbar, daf§ sowohl u als auch v harmonische Funktionen in

{2 sind:
Au = Uge + Upy = Ve — Vg =0,

AU:U&—FU,W = —Ung—FUgn =0.
Auf diese Weise konnen wir etwa die wichtigen Beispiele
up(rcosf,rsinf) = Rez" = r" cos(nd)
und
Up(rcosf,rsinf) = Imz" = r"sin(nd)

konstruieren sowie die Funktionen
U_p(rcosf,rsinf) = Rez™" = r~" cos(nd)

und
v_p(rcosf,rsinf) = Im(—z"") = r "sin(nh),

die jeweils nur fiir » > 0 harmonisch sind.



Von entscheidender Bedeutung fiir die Untersuchung harmonischer Funktionen ist die

sogenannte Grundlésung
1 1
Gzr,y) = —1
(z,y) = 5~ log p—

der Laplace-Gleichung und das folgende Resultat:

(2.2)

Satz 2.1 Die Grundlésung G(z,y) ist in R*\ {y} eine harmonische Funktion von x
und in R*\ {z} eine harmonische Funktion von y.

Beweis. Wir fassen zunéchst G fiir festes y als Funktion von x auf und bilden den
entsprechenden Gradienten von G, ndmlich
1 z—y

G = —— .
et 21 |z —yf?

(2.3)

Hieraus errechnet sich die Hesse-Matrix

1 1 2 T
“om Ty (177 PT = 2o —)e = o))

G// —

der zweiten Ableitungen von G, wobei I die 2 x 2-Einheitsmatrix bezeichnet und
x — y als Spaltenvektor aufgefafit wird. Die Umformungen sind natiirlich nur giiltig,
solange der Nenner nicht verschwindet, also nur fiir z # y. Der Laplace-Operator AG
entspricht der Spur dieser Hesse-Matrix und somit folgt

1 1

AG = ——  —
¢ 27 | —yl4

(2|x —y* - 2]z — y|2) = 0.

Fiir die Bestimmung der y-Ableitungen miissen wir wegen G(z,y) = G(y,x) in den
obigen Ergebnissen lediglich die Rollen von x und y vertauschen. Das ergibt letztend-
lich das umgekehrte Vorzeichen beim Gradienten und die identische Formel fiir G”
und AG. O

Physikalisch entspricht die Grundlésung dem elektrostatischen Potential v im gesam-
ten Raum R?, daB durch eine Punktladung im Punkt y erzeugt wird, also der Losung

—Au=6(x—vy).
Wir beweisen als néachstes die Greensche Formel:

Satz 2.2 Die Funktion u € C*(2) sei harmonisch in 2. Dann gilt
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ou o u(z), x € (2,
/F <$(S)G(x,s) - uls) g, GG 3)) ds(y) = { o el

Dabei beziehen sich sowohl das Randintegral als auch die Richtungsableitung der Fun-
damentallosung jeweils auf die y-Variablen.

Beweis. Wir beginnen mit z ¢ §2. In diesem Fall sind sowohl u als auch G(z, -)
harmonisch in {2 und die Behauptung folgt durch eine einfache partielle Integration:

0 = [ (Bul)Ga.y) — u(y)2,G(r.)) dy
ou 0
= /F <$(3)G(x,s) — u<8)8y—(y)G<x’S)> ds
— /Q(gradu(y) - grad G(z,y) — grad u(y) - grad G(x,y)) dy

-/ <%(5)G(m,s) — u(s) G(x,s)) ds,.

Sei nun x € (2 beliebig aber fest gewihlt. Dann betrachten wir die abgeschlossene

Kreisscheibe
K.={yeR’ :ly—z[<¢}

um x und wéhlen € so klein, da} K. vollstdndig in {2 enthalten ist und wenden das
Argument aus dem ersten Teil des Beweises auf das Gebiet 2\ K. an:

0 = [, (Qu)Clr.y) —ul)A,Grv) dy

= [ (a0t - )Gl i

B ov(y)
ou 0
+ /ly—m|a <$(s)G(x,s) - u(s)ay(y)G(ﬂc,s)> ds
— (grad u(y) - grad G(x,y) — grad u(y) - grad G(x,y)) dy

Q\K.

= /F <$(S)G(ZE,S) - u(s)aya(y)G(x,s)> ds

v (y)
Wir verwenden nun, daf auf der Kreislinie |y — 2| = ¢ die &uflere Normale durch
v(y) = (x — y)/e gegeben ist. Somit vereinfachen sich die Grundlésung und ihre

Normalenableitung dort zu
(x—s)-v(s) 1
v —s]2  2me

G(z,s) = % log(1/e) und ayi(y)G(x,s) = %



Oben eingesetzt ergibt sich hieraus

/F%@G(W—U@ d G<x7s>) ds

ov(y)
1 ou 1
= 5 log(1/¢) /|yz|:gay(8) ds + 5 /|yx|:€u(s) ds.

Im Grenziibergang ¢ — 0 verschwindet der erste Term der letzten Zeile, da der Be-
trag der Normalenableitung von u durch die Norm des Gradienten und somit global
beschriankt ist und der Integrationsweg wie O(e) gegen Null geht. Der zweite Term
konvergiert hingegen fiir ¢ — 0 wegen des Mittelwertsatzes der Integralrechnung ge-
gen u(z). Damit ist der Satz bewiesen. 0

Wir benétigen noch eine weitere wichtige Eigenschaft harmonischer Funktionen, die
uns in modifizierter Form spéter auch noch in der Impedanztomographie begegnen
wird.

Lemma 2.3 Liegt u € C*(§2) und ist dort harmonisch, so gilt

ou
F%ds = O

Beweis. Der Beweis folgt wieder durch partielle Integration: Wir setzen v = 1 in {2
und erhalten unmittelbar

/ gradv - gradudr = @ds.
r

r ov

Oz/QvAudx:/Fv%ds—

Harmonische Funktionen erben einige Eigenschaften holomorpher Funktionen: Bei-
spielsweise ist eine harmonische Funktion u selber wieder analytisch beziiglich der Va-
riablen ( = {+in (vgl. Lemma 8.1). Aulerdem sind harmonische Funktionen automa-
tisch unendlich oft differenzierbar; dies folgt aus der Greenschen Formel durch Vertau-
schung von Integration und Differentiation. Schliefllich gilt ein Maximum-/Minimum-
prinzip, wie wir nun herleiten wollen. Wir beginnen mit der folgenden Mittelwertei-
genschaft:

Satz 2.4 Die Funktion u sei harmonisch in einer offenen Kreisscheibe K, (x) = {y €
R? : |y — x| = r} mit Radius v um x und stetig auf K,(z). Dann gilt
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u(zr) = ! /yx|zru(s)ds.

© 27

Beweis. Wir betrachten zunéchst eine kleinere Kreisscheibe K,(z) um z mit einem
0<p<r.In=K,(z)ist u € C?(£2) und somit gilt die Greensche Formel, die sich in
diesem Fall stark vereinfacht (vgl. (2.4), lediglich das Vorzeichen des Normalenvektors
muf} gedndert werden),

u(r) = M/y 8u(s) ds + ! /Iyxpu(s) ds.

2 —z|=p % %

Nach Lemma 2.3 verschwindet das erste Integral und somit folgt die Behauptung
durch Grenziibergang p — 7. O

Satz 2.5 Eine harmonische Funktion u in einem Gebiet 2 nimmt dort nur dann ihr
Mazximum bzw. Minimum an, wenn sie konstant ist.

Beweis. Damit u auch —u harmonisch ist, reicht es, die Behauptung fiir das Maximum
zu beweisen. Sei also
M := supu(z)
zesf?

und D C (2 sei die Menge aller Punkte z € {2 mit u(x) = M. Wir nehmen nun an,
daBl das Maximum in {2 angenommen wird, also dafl D nicht leer ist. Aufgrund der
Stetigkeit von w ist D relativ abgeschlossen in (2, d.h. jeder Haufungspunkt von D,
der zu {2 gehort, liegt ebenfalls in D. Ist nun z irgend ein Element von D, so folgt
aus der Mittelwerteigenschaft, dafl u auf allen konzentrischen Kreislinien um x, die
vollstandig in {2 verlaufen, konstant gleich M sein muf}, d.h. es gibt eine ganze offene
Umgebung um z, in der u = M gilt. Demnach ist D also auch relativ offen in {2 und
somit ist D = (2, was zu zeigen war. O

Korollar 2.6 Sind v und v zwei harmonische Funktionen auf {2 mit gleichen Rand-
werten auf I, so gilt u=v in §2.

Beweis. Mit u und v ist auch v — v harmonisch in {2 und hat verschwindende Rand-
werte auf I'. Nach dem Maximum-/Minimumprinzip ist u — v entweder konstant, oder
es nimmt sein Maximum und sein Minimum auf dem Rand I an. In letzterem Fall
sind sowohl Maximum als auch Minimum gleich Null, d.h. © — v = 0. In ersterem
Fall hingegen ist u — v konstant in {2 und der Wert der Konstanten entspricht dem
Randwert Null auf I". Also ist auch in diesem Fall u — v = 0. O
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Hiernach stellt sich die Frage, ob u explizit aus seinen Randwerten berechenbar ist. Im
allgemeinen ist dies nicht der Fall, aber fiir den Einheitskreis ist eine entsprechende
Formel bekannt, die Poisson-Integraldarstellung, vgl. Satz 2.8. Bevor wir uns dieser
Formel zuwenden, fiihren wir allerdings erst noch das Konzept der Spiegelung ein.

Fiir y = (r cos g, rsinp) mit r > 0 definieren wir den Spiegelpunkt

. Yy (cosp,singp)
Yy =52 = (2.5)

am Einheitskreisrand und beachten, daf§ fiir jedes x auf dem Einheitskreisrand

_ =22y +)? |y —af
r r r

_Jyfr—ra| _

*

ly* — x| (2.6)

gilt.

Lemma 2.7 Liegt y # 0 im FEinheitskreis und ist y* der Spiegelpunkt (2.5) von y am
Einheitskreisrand, so gilt

1
G(l‘,y*) —G(ﬂf,y) = %logr

und
1

ov(x)

fir alle x mit |z| = 1.

Beweis. Aus (2.2) und (2.6) folgt unmittelbar die erste Behauptung. Entsprechend
folgt die zweite Behauptung aus (2.3), denn es ist

0 1 T—y x—y*
G G )= ——2x-
au(a;)( (.9) + Glay)) = —5-x (|x_y|2+|x_y*|2)
B 1 1—a-y+r2—riz-y*
2m |z —y]?
B 1 1-2z-y+r* 1
o 2r1-2z-y+r?2 21’
was zu zeigen war. O

Mit anderen Worten: Die Differenz gespiegelter Grundlésungen und die Neumanna-
bleitung der Summe gespiegelter Grundlosungen sind jeweils konstant auf dem Rand
des Einheitskreises.
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Satz 2.8 Sei u harmonisch im Finheitskreis und stetig fortsetzbar auf den Rand des
FEinheitskreises mit Randwerten g(0) = u(cosf,sinf), 0 < 6 < 2w. Dann gilt

( in ) 1/2” 1—r? () do
u(rcosp,rsing) = —
> 7 21 Jo 1—27’cos(9—<p)+7“29

fir alle0 <r <1 und0 < ¢ < 2.

Beweis. Fiir r = 0 stimmt die Poisson-Integraldarstellung mit der Mittelwerteigen-
schaft aus Satz 2.4 {iberein. Fiir 0 < r < 1 und z = (r cos ¢, rsin ¢) betrachten wir
den Ausdruck

grad ,G(2*,y) — grad ,G(z,y)
_ 1 <(w/r2—y)r2 T —y ) 1 (- (2.7)

T2\ e -yl Je-yl2)  2m -y

Hierbei bezeichnet x* wieder die Spiegelung von x am Einheitskreisrand. Nach Satz 2.2
und Lemma 2.7 gilt nun

u(r) = A(%(S)G(JI,S) — u(s)

0
v (y)

ou . 9 )
- /F (5(8)(0(:6, s) = G(a",s)) — u<8)8y(y) (G(z,s) - Gl ,s))) ds(y)
= gelomy [ gua) + o [T e sty

Das erste Integral verschwindet wegen Lemma 2.3 und aus dem zweiten Integral ergibt
sich die gewiinschte Integraldarstellung, da s-s =1 und

lz—s?=r*—22x-5+1 = 1> —2rcos(d — ) +1

fiir s = (cos@,sin0). O
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3. Ein Modellproblem

Ist die Leitfahigkeit o im Innern des Koérpers konstant (etwa auf Eins normiert), so
reduziert sich das Problem (1.9) auf die Suche nach einer in {2 harmonischen Funktion
u, die auf I' die Randbedingung

DU(s) = (s = 5) = 05— 5)

erfiillt. Nach (1.5) ist dies dquivalent zu der Variationsgleichung

/Q gradu(x) - gradv(z)de = v(sy) —v(s_), (3.1)

die fiir alle v eines geeigneten linearen Raums erfiillt sein soll.

Satz 3.1 Sei {2 der Einheitskreis. Dann erfillt die Funktion

1 |z —s_|
u(z) = 2(G<%S+) - G(%Sf)) - 10gm7 x ¢ {s,s-},
die Variationsgleichung (3.1) fiir alle v € C'(02).

Beweis. Seis, € ,0<e<lund K, ={y € R* : |y — s.| <¢e}. Dann ist G(x, s.,)
in 2\ K. harmonisch und partielle Integration ergibt

/ grad G(z, s,) - grad v(x) dx
O\K.

0 9]
- /Fs U(S)ﬁy(x)G(s’ S¢)ds + ook U<S)8V(ZL') G(s, s.)ds

- v(x)AG(x, s,) dx

Q\K.

0 0
= /Fs U(S)&/(x)G(S’ Se)ds + - v(s)mG(s,s*) ds.

Hierbei bezeichnet I, = I' \ K. den Teil des Einheitskreisrandes, der nicht zu K.
gehort. Auf I, ist v = s und aus (2.3) folgt
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0 1 s—s, 1 1—5-s, 1
—G(s,8) = —/—— S = ——————— = ——, el..
ov (5,5:) 27 |s — 542 ° 22 —2s- s, 47 o=t

Auf dem verbliebenen Randstiick 2N 0K, ist v = (s. — s)/e und es ergibt sich

0 1 s—s5. s.—35 1
—G(s,8:) = —— . = , € NNOK..
v (5,5:) 27 |s — 84/ £ 27e ° :

Insgesamt erhalten wir somit

1 1

dG(z,s,) - grad d:——/ d —/ ds.
/Q\KE grad G(z, s,) - gradv(z) dz gy ng(s) s + - rmaKgU(s) s

Hieran erkennt man, dafl beide Seiten fiir ¢ — 0 gegen den eindeutig bestimmten
Grenzwert

1

/Q grad G(z, s.) - gradv(z)dx = _E/FU(S) ds + %v(s*) (3.2)

konvergieren. Wenden wir (3.2) sowohl auf s, = s, und s, = s_ an und bilden die
Differenz dieser beiden Gleichungen, dann folgt die gewiinschte Behauptung. O

Potential bei Dipolstromvorgabe

Xi

eta

Die Abbildung zeigt die Werte des Potentials u bei zwei einander gegeniiberliegen-
den Elektroden sy. Die Randwerte von u (also die abgreifbaren Spannungen) weisen
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iibrigens jeweils logarithmische Singularitdten an den Elektroden auf. Zur Illustration
betrachten wir noch die folgenden zwei Plots:

Randpotential Equipotentiallinien
T T

Die Abbildungen gehoéren zu einer 16-Elektroden Konfiguration mit einer typischen
Dipolanregung an zwei benachbarten Elektroden. Die beiden Bilder zeigen auf der
einen Seite die resultierenden Spannungen auf dem Rand I', sowie die Aquipotential-
linien in £2. Die durchgezogenen Aquipotentiallinien gehéren zu |U | =0.1,0.2,...,2,
withrend die gebrochenen Linien den verbliebenen Bereich |U| < 0.1 feiner in Hun-
dertstelschritte unterteilen. Wie man sieht, treten relevante Abweichungen vom Null-
potential nur in einer sehr kleinen Umgebung der stromfiihrenden Elektroden auf.
Man kann sich denken, dafl es daher sehr schwer sein wird, beispielsweise Inhomoge-
nitdten im Leitfidhigkeitskoeffizienen weit im Inneren des Korpers, etwa in der Néhe
des Nullpunkts, zu identifizieren. Wir werden dies spéter noch genauer in Kapitel 9
untersuchen.

Wir wollen an dieser Stelle noch anmerken, dafl die verwendeten Punktelektroden
sowohl physikalisch als auch mathematisch problematisch sind. Dies liegt zum einen
daran, daf die resultierenden Distributionslosungen theoretische Schwierigkeiten mit
sich bringen und auch daran, dafl an den stromfiihrenden Elektroden — wie wir gesehen
haben — keine endlichen Spannungen abgegriffen werden kénnen.

In der Praxis hat es sich im Gegenteil als vorteilhaft erwiesen, Elektroden mit grofier
Oberfldche einzusetzen. In diesem Fall konnte man sich vorstellen, dal der Randstrom
eine auf I' quadratisch integrierbare Funktion sein kann, deren Tréger eine Teilmen-
ge der Elektroden umfafit. Diese Konstellation mag als Motivation fiir die in den
folgenden Abschnitten zu entwickelnde Losungstheorie dienen.

Fiir den Moment wollen wir aber noch einmal den Spezialfall eines homogenen Me-
diums im Einheitskreis aufgreifen und nun mit einem glatten Randstrom f € C?*(I)
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arbeiten, d.h. wir suchen eine Losung des Randwertproblems

Au=0 1in 2, %(s) = f(s) auf . (3.3)

Im Hinblick auf Lemma 2.3 muf fiir die Existenz von Losungen dieses Randwertpro-
blems gefordert werden, dafl

/Ff(s) ds =0 (3.4)

gilt. Entsprechend normieren wir die Losung durch

/F u(s)ds = 0. (3.5)

Satz 3.2 Sei 2 der Einheitskreis und u € C*(£2) eine Lésung des Randwertproblems
(3.3) bis (3.5). Dann ist
1

u(z) = —5- 0% f(6) log(l + 72 —2rcos(f — go)) do

fiir x = (r cos p,rsin ).

Beweis. Der Beweis verlauft sehr dhnlich zu dem Beweis der Poisson Integraldarstel-
lung. Wiahrend wir dort fiir » # 0 die Greenschen Formeln fiir  und z* subtrahiert
haben, addieren wir sie hier: dann ergibt sich

ou 0
u(z) = /F (5(3)0(1«,3) _ u(s)ay—(y)G(x,s)> ds(y)

ou .
+ /P <$(S)G(ZL‘ ,8) — u(s)

aI/(y)G(ac*, s)) ds(y)

-/ (g—j@)(c;(x, $)+ G, 9)) — uls) (G<x7s>+G<x*78>)> ds(y)-

v(y)

Aus Lemma 2.7 folgt nun

1
G(z,s) +G(z",s) = 2G(x,s) + %
s
sowie .
und oben eingesetzt erhalten wir daher
ou logr [ Ou 1
pr— 2 _— _— _—
u() /F o (5)Glas)ds + 22 [ So(s)ds + o /F u(s) ds,
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wobei die letzten beiden Randintegrale wegen (3.4) und (3.5) jeweils verschwinden.
Beachten wir noch, dafl

1 1
2G(z,s) = —o- log |z — s]* = 5 log(r? —2x - s+ 1)

1 2
= 5 log(r —2rcos(f — ) + 1) ,
so ergibt sich die Behauptung des Satzes fiir r # 0.

Fiir r = 0 verschwindet das Integral auf der rechten Seite der behaupteten Darstellung
von u(0), da das Argument des Logarithmus Eins wird. In der Tat ist auch u(0) = 0,
wie man leicht aus der Mittelwerteigenschaft sieht,

u(0) = %/@:1 u(s)ds,

denn dieses Integral ist gleich Null wegen (3.5). O

Wir bemerken noch, dafl diese Losungsdarstellung auch im Grenziibergang x — &
mit & € [’ erhalten bleibt, da das resultierende Integral trotz der logarithmischen
Singularitdt absolut konvergiert und stetig von x abhingt.

18



4. Der Raum H}(12)

Wir beschrinken uns in dieser Vorlesung auch weiterhin auf den Fall der Einheits-
kreisscheibe

Q={z=En)IEn)] <1},

so dafl I' = 0f2 der Einheitskreisrand ist. Dies hat vor allem didaktische Griinde, da
es erlaubt, einige kritische Abschétzungen “explizit” nachzurechnen.

Bekanntlich bezeichnet £2?(2) den Hilbert-Raum aller quadratisch integrierbaren
Funktionen u : 2 — R, bzw. alternativ, den Abschlul von C({2) beziiglich der Norm

lull ooy = [ () da.

Der entscheidende Vorteil des Einheitskreises macht sich dadurch bemerkbar, daf
Funktionen u € L£2(£2) durch einen “Separationsansatz” beziiglich Polarkoordinaten
approximiert werden konnen, d.h., durch Funktionen der Form

u(z) = y(r)r(0)

mit
£ =rcosb n=rsnb
r= (€2 + n?)/2 0 = arctan (4.1)
3 n "
re - Ty . 3 r2’ 2

Insbesondere ist also die Funktionaldeterminante

’0(6,77)‘ .
a(r,0)

(4.2)

Lemma 4.1 Sei £2[0,1] der Abschiuf der Menge aller iiber [0,1] stetigen Funktionen
beziiglich der Norm

1 1/2
2
= r)rdr .
1y[l 220,17 (/0 y () )
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Funktionen der Form u(z) = y(r)7(0) mit 7 € L2[0,27] und y € L2]0,1] gehdren zu
L2(02), und es gilt
ly(r) 7Ol 222y = Y[l 21007 17l 221027 -

Beweis. Fiir eine Funktion u der genannten Form gilt
2 5 n)
2(p)dy = / / dr do
/Qu (z) d d(r,0) "

2m 1
= [0 [ 0)rdrds = )2 Iyl

(]
Von besonderem Interesse ist der Fall, dafl
7= sin(nf),  n>0
MO =n@ = m =
ﬁ cos(nf), n<0
Wir setzen
T, = {u(z) = y(r)m.(0) |y € £L3[0,1]}, nei. (4.3)

Proposition 4.2 Die Unterriume 7, (n € Z) sind paarweise orthogonal zueinander.

Beweis. Sei m # n, u, = yn(r)7.(0) und u, = Y (r)7,(0) mit y,, v, € L£2]0,1].
Dann gilt

(i) = [ [ 007 (8) 7 6) i a6
= /Olyn(r)ym(r)r/;ﬂm(H)Tm(e) de dr

und das Ergebnis ist Null wegen der Orthogonalitét der {7, }. 0

Satz 4.3 Die Summe aller Teilriume T, liegt dicht in L*(2).

Beweis. Sei u € C(£2), und nehmen wir an, da (u,v) = 0 fiir alle v(z) = y(r)7,(0)
mit stetigem y. Zu zeigen ist, daf§ dann u = 0 sein mufl. Wegen

(u,v) /QW/ 0) rdr df = /O27r Tn(0) /01 w(z)y(r) rdrdf
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fiir alle n € Z ist die stetige Funktion

T(0) == /01 u(r, )y(r) rdr

zwangslaufig die Nullfunktion, und zwar fiir jedes y € C]0,1]. Wir wihlen nun 6 €
[0,27) fest: Da

/01 u(r,@)y(r)rdr =0

fir alle y € C'[0, 1], also insbesondere fiir y(r) := u(r, #) mit eben jenem fest gewéhlten
0, folgt [, u?(r,0)rdr = 0. Folglich ist die stetige Funktion u(r,#) identisch 0, und
zwar fiir jedes . Also ist u = 0.

Somit ist die Summe der 7,, (n € Z) dicht in C'(£2) (beziiglich der £?-Topologie) und
damit auch in £2(£2). O

Wir fithren nun in Analogie zum £?({2) einen Raum “differenzierbarer Funktionen”
ein:

Definition 4.4 Seiu € C'(2) mit [pudf =0, sowie

1/2
ull g1 o) = (/Q | gradu|2dx) . (4.4)

Der Raum HL($2) bezeichne die Vervollstindigung von {u € C*(2)| [rudd = 0}
beziiglich der Norm in (4.4).

H!(0) ist ein Hilbertraum mit Innenprodukt

(u,v) g1 :/Q gradu - gradvdz . (4.5)

Die Einschrankung auf Funktionen w mit [rudf = 0 ist wichtig, damit (4.4)
tatséchlich eine Norm ist.

Achtung. Genau wie L?*-Funktionen keine Punktauswertung zulassen, brauchen
H(£2)-Funktionen nicht differenzierbar sein; sie brauchen noch mnicht einmal be-
schrinkt zu sein:

Beispiel 4.5 Sei u(r,0) := log|log 5| — loglog 2. Dann ist u|r = 0 und w ist stetig
differenzierbar in {2\ {0} mit Ableitung

1
grad u = ] gradr.
0g

r
2
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Folglich ist

1 1
dul* = - —— dr|* = =
| grad u = 10g2§ | grad r| 5
und (4.4) existiert als uneigentliches Integral:

2r 111 1 ;1 2
/|gradu|2dx:/ / — —— rdrdf = —2rm =
2 o Jo r?log”§ logs o log2

Funktionen mit “schlimmeren” Singularitéiten sind jedoch im allgemeinen aus H}(2)
ausgeschlossen.

Beispiel 4.6 Die Funktion v aus Satz 3.1 hat logarithmische Singularitdten an den
Randpunkten s und diese verhindern, da w noch in H!(2) liegt: Wegen (2.3) gilt
namlich

grad u(@)|? = = <‘ L ez wzs) " —15\2>

A\l —si 2 fr sy fPlr—s |2

und wegen der doppelten Nullstellen an z = s divergiert folglich das entsprechende
Integral iiber (2.

Auch in H!(£2) spielen die Teilriume 7,, aus (4.3) eine wichtige Rolle.

Proposition 4.7 Die Unteriume T, NH!($2) (n € Z) sind auch beziiglich dem H(£2)-
Innenprodukt (4.5) paarweise orthogonal.

Beweis. Seien u,, und u,, wie im Beweis von Proposition 4.2 gewihlt, nun allerdings
stetig differenzierbar auf 2. Wegen

gradu, =y, 7, gradr + y,7, gradd
und den Rechenregeln
|gradr| =1, gradr- gradf =0, |gradf|=r"
ergibt sich

grad u,, - grad u,,
= Yn Tl Tl grad r|® + (Y, Tam T, + YnTnn,Tm) grad r - grad 0 + y, 7, ym,,| grad 0]
= y;ﬂ_ny;rﬂ—m + TﬁZynT/qymT;l .

Da 7, = n7_, fiir alle n € Z folgt
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grad u, - grad Uy, = YLy, TnTm + M 2YnYmTonT—m

und

/ grad u,, - grad u,, dx
2

27 27 1 ynym
= / Tn’i'm/ yryr rdrdf + nm/ T,nT,m/ dr df .
0 o T

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet fiir n # m. Das zweite Integral
hingegen kann hochstens einen Beitrag liefern, wenn nm # 0 ist. In diesem Fall miissen
yn und y,, einfache Nullstellen in = 0 haben, da ansonsten u,, bzw. u,, in £ = 0 nicht
differenzierbar wéare. Damit hat y,y,,/r eine hebbare Singularitéit im Nullpunkt und
der gesamte hintere Term in (4.6) verschwindet wegen der Orthogonalitét der {7,}.
Da die in (2 differenzierbaren Funktionen dicht in H!(f2) liegen, folgt die vollstindige
Behauptung schliellich durch Grenziibergang. O

(4.6)

Satz 4.8 Die Summe der Unterriume T, N H(2) (n € Z) liegt dicht in H:($2).

Beweis. Sei u € C*(f2), und sei ferner angenommen, daB (u,v )y = 0 fiir alle
v(x) = y(r)7,(0) mit stetigem y und n € Z. Mittels partieller Integration ergibt sich,
vgl. (1.7),

0= (u,v)p1n = gz df — /vAu dr =y(1 ) gu df — /vAu de. (4.7)

Damit ist ( Au,v) = 0 fur alle v(z) = y(r)7,(0) mit y(1) = 0. Letztere Nebenbe-
dingung ist aber wegen der Dichtheit der entsprechenden stetigen Funktionen keine
wesentliche Einschrankung, und es folgt wie im Beweis von Satz 4.3 dal Au = 0 in
(2. Eingesetzt in (4.7) — nun wieder mit einer beliebigen in [0, 1] stetigen Funktion y
— folgt

/ Mg —0 firallen ez,

" Oy
also 2¢|; = 0. Somit 16st u das Randwertproblem (3.3)-(3.5) mit f = 0 und aus
Satz 3.2 folgt daher w = 0 in (2, was zu zeigen war. ad

Die Teilraume 7,, enthalten fiir grofle n ausschliellich stark oszillierende Funktionen.
Daher wird man fiir grofie n eine groe H.({2)-Norm erwarten.

Lemma 4.9 Ist u € T, N H.($2), dann gilt

[ull m2 () = max{1, [nf} [Ju]| 220
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Beweis. Wieder beschrinken wir uns auf stetig differenzierbare u = y(r)7,(6) € 7,
so daf3 fiir n # 0 zwangsldufig y(0) = 0 gelten muB. Dann ist nach (4.6) fiir solche n

2

1 n 1
/Q|gradu|2dx = /0(|y/|2+ T—2y2) rdr > /OnQyzrdr

= n’ HQH%E[OJ] HTnH%Q[O,Qﬂ'] :

Nach Lemma 4.1 ist die rechte Seite gleich n?|[ul| 22, so daf die Aussage fiir u €
T, N HL(02) mit n # 0 giiltig ist.

Fiir n = 0 erhalten wir entsprechend
lull gy = Y11 22100 170]] 220,271 - (4.8)

Ferner ist

OzLud@zy(l)AQﬂTodﬁz\/ﬁy(l).

Daher ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
y(r) =y(1) +/1 Y (p)dp = /1 y'(p)dp,
und mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt
2 L 2 TP ! Lo 2 "2
) = ([ yerde) <v [ WeFde [ dp< [ ply' (o) dp < Iy 20y

und damit

2 Lo L2 "2

”yHﬁ%[O,u :/0 ry*(r)dr < /0 ly ||z:3[0,1] dr = |ly Hl:%[o,l]' (4.9)

Zusammen mit (4.8) und Lemma 4.1 gilt also fiir u € Ty N H(2)

Null g2y = Wl 2200 1170l 2210,20) = N2l £2(02) -

Korollar 4.10 Fiir jede Funktion u € HL($2) gilt

Null 2oy 2> llull 220 -
Ist zudem u LT, fir alle m mit |m| <n, dann ist
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ull g2y = nllull c2(0) -

Beweis. Seil

u= Y yn(r)mm(9). (4.10)

|m|<N
Nach den Propositionen 4.2 und 4.7, sowie Lemma 4.9 gilt (Satz von Pythagoras)

HU”%@(Q) = Z HymeH?qg(Q) = Z “ymeH%Q(Q) = HUHQLQ(Q)'
[m|<N Im|<N

Da nach Satz 4.8 Funktionen der Form (4.10) dicht in H!(2) liegen, folgt die erste
Behauptung. Die zweite Aussage ergibt sich entsprechend, da geméafl der Zusatzvor-
aussetzung Y, 7, = 0 sein muf fiir |m| < n. 0

Wir bendtigen zu guter Letzt noch einen Spursatz fiir Funktionen u € H!(2), auf
dessen Beweis hier verzichtet werden kann:

Satz 4.11 Eine Funktion v € H(£2) hat Randwerte u|p € L2(I") mit

1/2 1/2
ull c2r) < 2 HUHL/2(9) HUH;{g(Q)'

Bemerkung 4.12 Dieser Satz ist in gewisser Hinsicht scharf, in anderer Hinsicht
jedoch nicht. Tatséchlich 148t sich fiir 0 < s < 1 eine ganze “Skala” von Hilbertraumen
H:(£2) C L2(2) definieren (die sogenannten Sobolev-Riume ), die zwischen H2(§2) =
L2(2) und H!(§2) “interpolieren” in dem Sinn, daf}

lull g2y < Nl 2y 1l 31 )

fiir alle w € H!(§2). Es zeigt sich dann, dafl der Spuroperator sogar fiir Funktionen
u € H}/2(£2) noch wohldefiniert ist mit

|l 22(ry < CIIUIIHi/Q(Q)

und einem festem ¢ > 0. Diese Schranke unterscheidet sich also nur wenig von der
Schranke aus Satz 4.11; in diesem Sinn ist Satz 4.11 scharf. Umgekehrt ist die Spur
einer H!({2)-Funktion jedoch nicht einfach nur in £?(I"), sondern hat zusétzliche
Eigenschaften. Anders ausgedriickt: Nicht jede £2(I")-Randfunktion ist die Spur einer
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HZ(£2)-Funktion. Dies wird z.B. deutlich bei der speziellen Lésung u aus Satz 3.1 fiir
Dipolstromvorgaben. Wie wir in Beispiel 4.6 gesehen haben, liegt u gerade nicht mehr
in H!(2). Trotzdem ist die entsprechende Spur u|r eine quadratisch integrierbare
Funktion mit lediglich logarithmischen Singularitdten in den Punkten s = s, d.h.
u|p € L2(I"). Derartige Diskrepanzen lassen sich leider nicht an Satz 4.11 ablesen.

Am ehesten kann man dieses Defizit noch daran erkennen, da das £2-MaB auf dem
Rand I einer Funktion u € H!(2) keine Riickschliisse auf ihre H!(£2)-Norm erlaubt;
die beiden Topologien sind also weit voneinander entfernt.

Korollar 4.13 Sein € Z fix und v € T,, N H:(2). Dann ist

[l 2(ry < 2 max{n, 1} ||ul| g1 -

Beweis. Nach Satz 4.11 und Lemma 4.9 ist

||U||Hg(9)

m ||U||Hg(9)

[ullZery < 4 llull 2oy ull 2oy <

= 4 max{n,1}! ||U||§{g(m :
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5. Das Minimierungsproblem

In Kapitel 1 haben wir gesehen, dafl das Potential u die Energie

Dlu] = %a(u,u) —l(u) (5.1)

zu minimieren sucht. Im folgenden wollen wir Minimierungsprobleme der Form (5.1)
allgemein ansehen.

Wir gehen dabei von den folgenden Voraussetzungen aus. Sei X ein Hilbertraum und
a eine symmetrische Bilinearform iiber &X', sowie b ein stetiges (lineares) Funktional
auf X. b ist also ein Element des Dualraums X’ von X mit der entsprechenden Norm

{(u
6] 0 = sup 1L
w0 |l
Ferner sei 0 < a < @ < 0o mit
la(u,v)] < @ llull [|v] Vu,v € X,
(5.2)
a(u,u) > alul|? Vu € X .

Offensichtlich ist unter diesen Voraussetzungen ® eine stetige Funktion in X', denn

Ou] — Plv] = (u,u) — l(u) — %a(v,v) +L(v) = %a(u —v,u+v) —l(u—v)

=~ a
2
< (Gllutoll + 1) lu = vl

und nach Vertauschung von v und v ergibt sich

[@[u] — [v]| < (G llu+ o]l + (6] ) [lu =] -

— \2

Unter den getroffenen Annahmen klirt der folgende Satz die Losbarkeit von (5.1).

Satz 5.1 Das Minimierungsproblem (5.1) hat eine eindeutige Losung u € X, und jede
Minimalfolge {u,} C X konvergiert gegen w. Zusatz: Mit b # 0 ist auch u # 0.
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Beweis. Offensichtlich ist ® nach unten beschréinkt, denn

1

®lu > S allull* = [l flul > -~ ||€||X"

l\3|>—‘

Also existiert das Infimum von @ iiber X. Es gilt zudem
¢ := inf ®u] < P[0] =0

ueX

und Gleichheit kann nur gelten wenn b = 0; andernfalls existiert ndmlich ein v € X
mit £(v) # 0, und dann ist

: el
ggﬂf%q)[tv] = inf (515 a(v,v) —tﬁ(v)) =TSy < 0.

teR
Damit ist der Zusatz schon einmal bewiesen.
Wir wihlen nun eine Minimalfolge {u,} € X, also eine Folge aus X' mit
dlu,| — ¢, n— 0o.
Zu zeigen ist, dal {u,} eine Cauchy-Folge ist. Wegen

alu+v,utv) = alu,u)+ 2a(u,v) + a(v,v),
alu—v,u—v) = a(u,u)—2a(u,v)+ a(v,v),

ergibt sich die “Parallelogramm-Gleichung”
1 1
a(u,u) + a(v,v) = §a(u—|—v,u—|—v) + éa(u—v,u—v), u,v € X.

Damit folgt

D[uy,| + Pluy)

(U, Upy) + ;a(un,un) — U (Up,) — U(uy)

1
a(Up, + Uy Uy, + Upy) + 1 a(tp, — Uy, Uy, — Upy) — (U, + Uy

um—l—un]
2

e e =N Bl S Bl O

a(ty, — Uy, Uy, — Upy) + 2P|

>

a ||ty =t + 2.

Fiir m,n — oo strebt die linke Seite gegen 2¢ und daher ||u,, — u,,| gegen 0. Mit
anderen Worten: {u, } ist eine Cauchy-Folge in X und hat einen eindeutigen Grenzwert
u € X. Wegen der Stetigkeit von ® ist u also eine Losung von (5.1). Die Eindeutigkeit
folgt daraus, dafl jede Minimalfolge eine Cauchy-Folge ist: Gébe es zwei minimierende
Elemente u,v € X', wiirde die Minimalfolge
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Ugp = U, U2pny1 =V, ne ]N7

ansonsten nicht konvergieren. O

Korollar 5.2 Unter der Voraussetzung (5.2) laft sich die Losung u des Minimie-
rungsproblems (5.1) charakterisieren als Losung der Gleichungen

a(u,v) = £(v) fiir alle v € X (5.3)

Ferner gilt

lull < = 11€]] -

ISE N

Beweis. Dafl (5.3) aus Satz 5.1 folgt, haben wir bereits in Kapitel 1 gesehen, vgl. (1.5).
Ist nun umgekehrt u eine Losung von (5.3), dann gilt

Bl = Bl = S alo,0) — (e) — Salu,u) + ()
_ %a(v v — ) + a(u, v) — alu, u) — £0) + ()
= 2o~ —w)+ £0) — ) ~ £(0) + )
> Cafu—of?

Folglich ist u die Losung von (5.1). Um die Abschétzung zu beweisen, verwenden wir
(5.3) und die zweite Bedingung aus (5.2):

allull® < au,u) = £(u) < |02 Jul -

Daraus folgt sofort die Behauptung. O

Die Gleichungen (5.3) werden iiblicherweise als Variationsproblem bezeichnet (v vari-
iert in X’). Das Variationsproblem kann auch als Gleichung in X’ aufgefafit werden:

a(u,-)="1.
Demnach existiert ein linearer Operator
A X - X, A:ur /),

und Korollar 5.2 besagt, dafl dieser Operator stetig invertierbar ist.
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Satz 5.3 Die Inverse A™' : X! — X wvon A ordnet dem linearen Funktional { des
Minimierungsproblems (5.1) die Lésung u zu. A~ ist injektiv und stetig mit

1
A e < — .

2

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 5.1 und Korollar 5.2. a

Wir wollen nun diese allgemeine Theorie auf unser EIT-Problem anwenden. Das Prin-
zip der minimalen potentiellen Energie fithrt auf das Minimierungsproblem

1
Olu] = —/ o|gradul|® dv — /ufd@ — min, (5.4)
2 /e r
wobei f =0(-—s;) — (- — s_). Wir wihlen also

a(u,v) = /agradu~gradvdx, (5.5)
7

() = /Ffvde.

Unser Ziel ist es nachzuweisen, dafl ® eine eindeutige (globale) Minimalstelle u €
H!(£2) besitzt. Dazu bedarf es jedoch zweier Einschrinkungen:

e Die Leitfahigkeit o ist mefibar und durch 0 < ¢ < ¢ <& < oo beschrinkt. Dies
entspricht dem Ausschlufl von Isolatoren und perfekten Leitern. Die Menge der
zugelassenen Leitféahigkeitskoeffizienten bezeichnen wir mit £°(£2).

e Anstelle von d-Distributionen, wie sie in (1.3) und (1.9) bei der Definition von
¢ verwendet wurden, sei das Element f im folgenden aus einem quadratisch
integrierbarem Raum, ndmlich

Fe () ={ferxn| /Ffd9:0}. (5.6)

Dies ist eine Konsequenz aus dem Ergebnis, dafl Punktauswertungen wie in
(1.3) fiir u € H!(§2) nicht erlaubt sind. Zudem haben wir bereits bei dem einfa-
chen Beispiel 3.1 gesehen, dafl im Fall von Delta-Distributionen f in der Regel
keine H!(f2)-Funktion als Losung erwartet werden kann. Die Einschrinkung
(5.6) kann andererseits dadurch rechtfertigt werden, daf§ Elektroden eine positi-
ve Breite haben, und sie daher statt durch eine Delta-Distribution besser durch
eine £2-Approximation — etwa die charakteristische Funktion des Elektroden-
trigers — modelliert werden. Die Wahl des speziellen Teilraums £2(I") C L£%(I")
reflektiert, dafl in jedem Fall genauso viel Strom aus dem Korper hinausfliefit
wie eingespeist wird.
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Fiir Funktionen f € L2(I') ist das Funktional ¢(u) stetig iiber H!({2), denn nach
Satz 4.11 und Korollar 4.10 ist

1/2 1/2
()] < 1F ez lull 2y < 21PN ezl 2oty Nl iy < 2 11112y lull sy -

Satz 5.4 Fiir das EIT-Minimierungsproblem (5.4) mit f € L2(I") ewistiert eine ein-
deutige Lisung v € H}(£2), die durch die Variationsgleichung (5.3) charakterisiert ist.
Es ist

2
lull moy < — 1l c2ry -
und u # 0 falls f # 0.
Beweis. Wie bereits oben gezeigt wurde, ist £ ein stetiges Funktional iiber H}({2) mit
1ol oy = 2 W fll ez -

Andererseits erfiillt die Bilinearform a aus (5.5) die Voraussetzungen von Satz 5.1, da

‘/Qagradu- gradvda:’ < E(/Q|gradu|2)1/2(/n‘gradvp)l/z

= 0 Jull ;o llvll mo)

2 2
| olgadufdz > alulliy-

Also folgen Existenz, Eindeutigkeit und Abschétzung aus Satz 5.1. Die Darstellung
iiber die Variationsgleichung folgt aus Korollar 5.2. Der Zusatz von Satz 5.1 besagt,
daBl u # 0, falls £ # 0. £ = 0 bedeutet aber, da} fLlv|r fiir jedes v € H!(0).
Insbesondere, ist v € 7, N H!(2) dann ergibt sich fL7,, und zwar fiir jedes n # 0.
Demnach ist f eine Konstante, und wegen [ f df = 0 ist zwangslaufig f = 0. O

Bemerkung 5.5 Satz 5.4 besagt, dal der Lésungsoperator
Ly : L2(I) — HX(R), Ly: f—u,

der den Neumann-Randwerten das zugehorige Potential zuordnet, stetig ist. Mit an-
deren Worten: Das resultierende Potential hdngt stetig von den vorgegebenen Rand-
stromen ab.
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6. Der Neumann-to-Dirichlet Operator

Bezeichnet v € H!({2) die Losung des Minimierungsproblems (5.4) bei gegebener
Funktion f € L2(I'), dann ist u eindeutig bestimmt, und wir kénnen den Operator

A LX) — LX), A:fealp,

definieren. A heiit Neumann-to-Dirichlet Operator (NtD-Operator), da A die vorge-
gebenen Neumann-Daten von u, vgl. (1.9), auf die zugehorigen Dirichlet-Daten |
abbildet.

Satz 6.1 A: L2(I") — LX(I') ist stetig mit ||A]| < 4/c.
Beweis. Nach Satz 4.11, Korollar 4.10 und Satz 5.4 gilt

4

IAS N c2ry < 2 Jull 2oy < . £l 22y -

Im weiteren werden wir zeigen, dal A ein kompakter Operator, sogar ein Hilbert-
Schmidt Operator ist. Zunéchst zeigen wir jedoch erst, dal A selbstadjungiert ist.

Satz 6.2 A : L2(I") — L2(I') ist selbstadjungiert und positiv. Ist A der NtD-Operator
zur Leitfahigkeit o und Ay der NtD-Operator zur Leitfihigkeit og mit 0 < ¢ < o <
00 < T <00 in §2, soist A — Ag positiv semidefinit.

Beweis. Sei f € L2(I') und u € HL(£2) die zugehérige Losung der Minimierungsauf-
gabe (5.4). Ferner sei g eine beliebige andere Funktion aus £2(I'), und w € H($2)
die Losung des entsprechenden Minimierungsproblems

%a(w,w) — {(w) — min, l(w) = /Fgw do .
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Nach Satz 5.4 gilt
a(u,v) = L(v), alw,v)={(v), fiir alle v € HL(02).

Folglich gilt

/Fg(Af)dele(u):a(w,u) = a(u,w) zé(w):AfwdHZAf(Ag)dQ.

Ferner ist

[ FAF) a0 = tw) = a(u,w) = o flul fy0) > 0
fiir f # 0, vgl. Satz 5.4.

Seien nun ¢ und o wie in der Formulierung des Satzes und A und Aq die zugehori-
gen NtD-Operatoren. Ferner sei v = L;'f und uy = L_!f. Dann gilt aufgrund der
Variationsgleichung fiir ug

[ ra=snas = [ fapas— [ faof)do
= l(u) —Ll(ug) = L(u)+ L(ug) — 20(uyp)

= l(u)+ / ool grad ug|* dz — 2€(ug)
0

v

O(u) + /Qo| grad ug|* dz — 2€(ug)

wobei wir im letzten Schritt op nach unten durch o abgeschétzt haben. Die letzte
Zeile kénnen wir nun mit Hilfe des Funktionals ® aus (5.1) umschreiben und erhalten

A= 20))d0 = t(u) +20u).
und aus der Minimaleigenschaft von u folgt die Behauptung:

/F FA=Ao)f)dO > L(u) +2®[ug] > £(u) + 20[u]

= l(u)+ a(u,u) — 20(u) = a(u,u) —Ll(u) = 0.

Erinnerung. Ein kompakter, selbstadjungierter und positiver Operator K : X — X im Hilbertraum
X besitzt eine abzéhlbare Menge {\,} absteigend sortierter Eigenwerte A\, — 0, n — oo. Die
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zugehorigen Eigenfunktionen z,, € X kénnen so gewihlt werden, dafl {z,} eine Orthonormalbasis
von X bildet. (— Literatur: W. Walter, Gewdhnliche Differentialgleichungen)

Fiir die Eigenwerte von K gilt das Minmaax-Prinzip von Courant und Fischer: Demnach ist

K K
Ap = min  max (L% =min max (@, Kz) , (6.1)
0#elXx, |z 0#zLlx, |z]|?

wobei das Minimum {iber alle (n — 1)-dimensionalen Teilriume X,, C X gebildet wird.

Gilt fiir die Eigenwerte des kompakten Operators zudem Y - | A2 < 00, so nennt man K einen
Hilbert-Schmidt Operator. In diesem Fall gilt fiir jede Orthonormalbasis {z, ‘ n € N} von X:

o0

D lEzl? = ZAZ = ||| KII]*. (6.2)

n=1

(Mittels (6.2) kann der Begriff des Hilbert-Schmidt Operators auf nicht notwendig selbstadjungierte
Operatoren verallgemeinert werden.) Die Abbildung ||| - ||| definiert eine Norm iiber allen Hilbert-
Schmidt Operatoren, die sogenannte Hilbert-Schmidt Norm. Sie wird durch ein Innenprodukt erzeugt,
nédmlich

(( Ky, K2)) Z Kizp, Koz ). (6.3)

Dadurch gewinnt die Hilbert-Schmidt Norm einen entscheidenden Vorteil gegentiber der Spektral-
norm, da letztere nicht zu einem Hilbertraum fiihrt. Ubrigens ist der Wert der Hilbert-Schmidt Norm
immer grofier als der Wert der Spektralnorm || K| = A;.

Den Nachweis, daf} (6.3) von der Wahl der Basis {z, } unabhéngig ist, fithrt man am besten wie folgt:
Ist {Z,} eine zweite Orthonormalbasis von X, dann kénnen Kz, und Ksz, wie folgt entwickelt
werden:

Klzn:Z<K1zn)2V>2V7 KZZn:Z<K2Zn;2H>§p,-
v=1 pn=1
Daraus folgt
(K12, Kozn) = > (Ki2n, 2 )( Koza, ) (0 20 ) = D (K120, 50 ) ( Koz, 5 )
v,u=1 v=1

und weiter

(K1, K2)) = > (Kizn,Kozn) = ZZ Ki120,2, )( Koz, 2, )

= ZZ K1z, 2 )(KaZy, 2 ) i (K12, K2%,)

Beispiel 6.3 Wir betrachten den Spezialfall, da ¢ = ¢ > 0 konstant ist (fiir
¢ = 1 ergibt sich also wieder die bereits frither betrachtete Poisson-Gleichung). Eine
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naheliegende Orthonormalbasis fiir £2(I") bilden die trigonometrischen Funktionen
{mn|n # 0}. Fir f = 7,, n # 0, fithrt das Minimierungsproblem (5.4) auf eine Losung
u,, der partiellen Differentialgleichung, vgl. (1.9),

cAu =0, C—| =Ty (6.4)

Als Real- bzw. Imaginirteil von (cn|)~!2I"l ist

1 - n
tn) = 171717, (0)

eine harmonische Funktion und daher die Losung von (6.4). Offensichtlich hat w,, die
Spur

I, -
un|F = - |TL| lTna
C

und daher ist 7, eine Eigenfunktion der NtD-Abbildung A mit Eigenwert A\, =
(¢|n])~L. Folglich ist diese NtD-Abbildung ein Hilbert-Schmidt Operator, denn

A= (5 5 6) =2 (5 ) - 1 55

2 2 2
wzo G2 1 c \e—on

Nun kommen wir zum Hauptresultat dieses Kapitels.

Satz 6.4 Seio € LL(£2). Dann ist die zugehirige NtD-Abbildung A : L2(I") — L3(I)
ein Hilbert-Schmadt Operator.

Beweis. Zu o € L3°(§2) gibt es nach Voraussetzung ein ¢ > 0 mit 0 > ¢. Bezeichnen
wir mit Ag die NtD-Abbildung zu der konstanten Leitfahigkeit oy = ¢, so gilt nach
Satz 6.2

(A )2y < (A )2
fiir alle f € L2(I'). Speziell fiir

Xn = [7’7,’““,,7'71,7_17...,7_”]CE%(F), TLG]N, (65)
folgt hieraus
A A
max <f7f—2>£2m < max (Jc,o—j;)p(p) = (Tu+1, NoTot1 ) c2(r)
O#fJ—Xn ||f||£2(1") O#fJ‘X" ||f||l:2(F)
1
- = 1!
~(n+1)
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Die Ungleichung bleibt giiltig, wenn wir nun auf der linken Seite das Minimum iiber
alle 2n-dimensionalen Teilrdume X, bilden, und das Minmax-Prinzip von Courant-
Fischer ergibt somit die Abschétzung

(f,Nf ) ez

1
A2ngp1 < min max < —(n+1)"
A% e, o
Hieraus folgt, dal A kompakt und ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. ad

In Beispiel 6.3 haben wir gesehen, daf§ die Eigenfunktionen der NtD Abbildung bei
einer konstanten Leitfdhigkeit gerade die trigonometrischen Basisfunktionen {7y | k #
0} sind. Wir zeigen nun zum Abschlufl dieses Kapitels, dafl dieser Sachverhalt fiir jede
radialsymmetrische Leitfahigkeit o = o(r) giiltig ist.

Dazu wihlen wir in dem Minimierungsproblem (5.4) wieder f = 7, k& # 0, und
entwickeln die Losung

=D (@), un(x) =ya(r)m(6).

neZ
Eingesetzt in (5.4) folgt
1 o
Olu] = 5 Z / o grad u, - grad u,, dr — Z yn(1 / (0)71(0) db
n=—00 r
1 [e.e]
= 3 Z /agradun grad u,, dv — yi(1).

Da o nur vom Radius abhéngt, folgt nun wie in (4.6), da8

o0

1 , 27 10ynym 27
dlu] = Z </0 aynymr/o T Tm dO dr + nm/o . /0 TonTm dO d?”) — yi(1).

m,n=—00

Die inneren Integrale verschwinden jeweils fiir n # m und sind gleich Eins fiir n = m;
daher folgt schliefllich

= L /\2 2 103/2
dlu] = Z /Oa(yn) rdr+n/07"d7‘ — y(1)
! /\2 2 10%%
> /Oa(yk) rdr + k /0 “hdr — yi(1) (6.6)
= Oyl

Aufgrund der FEindeutigkeit der Minimalstelle von @ ergibt dies schliellich das
gewiinschte Resultat u = yp7. € 7. Damit ist klar, daf3
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A:m= yemilr = ye(1)75.

Wir fassen zusammen:

Satz 6.5 Sei o radialsymmetrisch und n € Z '\ {0}. Dann gilt
AT, = AT

fur ein geeignetes A\, € R.

Bemerkung 6.6 Liegt u = y7,, € 7, N H1($2), so gilt

77,2

1 1/2
_ 2 2
1wl 12y = (/0 (y" + Y )rdr) .

Umgekehrt definiert eine Funktion y : [0,1] — R, fiir die das Integral auf der rechten
Seite existiert, ein Element v = y7, € 7, N H.(£2). Der Ausdruck auf der rechten
Seite definiert einen Hilbertraum und die Elemente dieses Hilbertraums sind fiir » > 0
stetig. Fiir solche Funktionen definiert (6.6) eine symmetrische, stetige und elliptische
Bilinearform, die eine eindeutig bestimmte Minimalstelle y,, besitzt. Der Eigenwert A,
aus Satz 6.5 ist der Funktionswert y,, (1) dieser minimierenden Funktion an der Stelle
r=1.

Beachtet man noch, daf die Funktionen {7, | n # 0} eine Basis von £2(I") bilden, so
besagt Satz 6.5, daf fiir radialsymmetrische Leitfdhigkeiten die NtD alleine durch ihre
Eigenwerte beschrieben werden kann. Nach Beispiel 6.3 sind dies fiir ¢ = ¢ etwa die
Eigenwerte A\, = (c|n|)~1.
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7. Identifizierbarkeit harmonischer Leitfdhigkeiten

Fiir das EIT-Problem ist es natiirlich von entscheidender Bedeutung, ob die NtD-
Abbildung A {iberhaupt geniigend Informationen enthélt, um o identifizieren zu
konnen, d.h., ob die Abbildung o — A(0) injektiv ist.

Diese Frage wurde seit den 80er Jahren des 20. Jahrhunderts intensiv untersucht und
erst im letzten Jahr abschlieflend (mit ja!/) beantwortet. Dieses Resultat ist fiir den
Rahmen dieser Vorlesung zu schwierig — statt dessen werden wir in diesem Abschnitt
die Injektivitét {iber der kleineren Grundmenge der in {2 harmonischen Funktionen
o € L2(£2) beweisen.

Zunichst wollen wir jedoch anhand einer Plausibilitdtsiiberlegung die Identifizier-
barkeitsfrage diskutieren. Die gesuchte Funktion o ist eine reelle Funktion zweier
Verénderlicher, und daher wird man annehmen, dafl zu ihrer Identifikation auch eine
zweidimensionale Datenmannigfaltigkeit bendtigt wird. Diese ist durch die Wertepaare
(f; Af) mit f € £L2(I") auch gegeben. Beim EIT-Problem fiir ein Gebiet 2 C R? sieht
es iibrigens fiir die Identifizierbarkeit besser aus: Dort ist ¢ eine reelle Funktion dreier
Verédnderlicher, wihrend f und A f Funktionen zweier Verédnderlicher sind, also formal
eine vierdimensionale Datenmannigfaltigkeit liefern. Im R? ist das EIT-Problem also
formal tiberbestimmt.

Demgegeniiber macht das EIT-Problem im R' {iberhaupt keinen Sinn. Die Randwert-
aufgabe

—(ou') =0, a(0)u'(0) =1, o(1)u'(1) =1, (7.1)
mit 0 < ¢ <o <7 < oo hat eine eindeutige Losung u. Die Randwerte o(0)u'(0) = «
und o(1)u'(1) = « fithren auf die Losung au. Die NtD-Abbildung A hat daher die
Form

A:a|—><aﬂ(0>>,

au(l)

deren Informationsgehalt also nur aus den beiden Werten 4(0) und (1) besteht.
Daraus 148t sich o sicher nicht rekonstruieren.
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Wir bezeichnen im weiteren mit

Ci(2):={ceC'(2)|0< i%fa <supo < oo}
Q

die in {2 differenzierbaren Leitfihigkeitskoeffizienten, und mit
Hy={0 € CL(2)NC*(2)| Ac =0 in 2}

die zugehorige Teilmenge harmonischer Leitfahigkeitskoeffizienten.

Lemma 7.1 Ist o € C}(£2), dann konvergiert in L*(I")

11
In| (oA + T_p A7) — — —| |
m ol

Beweis. 'Wir untersuchen das EIT-Problem mit Randstromvorgabe f = 7, fiir n €
Z \ {0} fix. Dabei wird das Potential u zur tatsdchlichen Leitfahigkeitsverteilung o
mit dem Potential u; zur konstanten Leitfdhigkeitsverteilung identisch 1 verglichen.
In dem Minimierungsproblem (5.4) verwenden wir entsprechend die Bezeichnungen a
und a; fiir die beiden Bilinearformen. Nach Satz 5.4 gilt die Variationsgleichung

a(u,v) = ay(uy,v) = £(v) fiir alle v € H}(£2). (7.2)
Fiir ein noch zu wéhlendes w € R (vgl. (7.4) weiter unten) definieren wir nun

1
wWi=u— —U —Ww und p:=logo.
o

Nach Voraussetzung sind p und 1/0 in 2 stetig differenzierbar: Es gilt

1 1 1
grad — = — — grado = — —gradp.
o o o

Folglich ist
1 1 1 Uy
gradw = gradu — —grad u; — u; grad — = gradu — — gradu; + — grad p,
o o o o
und
o|lgradw|®* = o gradu - gradw — gradu; - gradw + u; grad p - gradw . (7.3)
Offen ist noch die Wahl von w. Diese treffen wir so, dal w € H!(§2) gilt, also setzen

1 Uq 1 Uq
— — | = = —— | —ds. 4
“ 2m (/FUdS /F o ds) 277/1“ o ds (7.4)
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Damit folgt aus (7.2) und (7.3)

/a|gradw|2dx = a(u,w)—al(ul,w)+/ uy grad p - grad w dz
Q o

= /ulgradp-gradwdx.
Q

Da die (vektorwertige) Funktion gradp in {2 stetig ist, kann |grad p| durch eine po-
sitive Konstante C' abgeschétzt werden, und es ergibt sich

clwll3ne < C [l lgradw] do < Cllall 2oy ol e

bzw. o
1wl myey < — llwll 2 - (7.5)
u; wurde in Beispiel 6.3 explizit ausgerechnet: Demnach ist u;(r, ) = WI‘TWTn und
1 2 1 1
||U1||%2(Q) = /0 /0 n_27’2‘”|7}% df rdr = n_2/0 P2+ gy = NS (nl+ 12
Zusammen mit (7.5), Satz 4.11 und Korollar 4.10 ergibt sich damit
ol exir < 2wl ey < 2 sl exer < o ]2, (7.6)

Schliefllich ist noch zu beachten, dafl die Randwerte von u durch
U w U w=w w
r r |, r ]n] r

gegeben sind, wobei nach (7.4)

1 1 1 1
w = Tpdf = — ——(

2| Jro

- 27'(_‘77/’ ;77_77, >£2(F) .
Wegen o € C*(£2) ist 1| € £3(I") und somit

1
<;,Tn>£2(p) = o(1), n — 00.

Zusammen mit (7.6) bedeutet dies, daf in £?(I") die folgende Gleichung gilt:

T e
n|AT, = |njw| + ;]F + [nw = = | +o(1).
Mit 72 4+ 72, = 1/7 ergibt sich daraus sofort die Behauptung. 0
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Nach Lemma 7.1 sind also die Randwerte einer Funktion o € C'}(£2) durch die NtD-
Abbildung eindeutig festgelegt. Ist ¢ zudem harmonisch, dann kénnen diese Rand-
werte durch die Poisson-Integraldarstellung aus Satz 2.8 eindeutig auf den ganzen
Einheitskreis {2 fortgesetzt werden. Wir haben also das folgende Ergebnis bewiesen.

Satz 7.2 Der Operator A ist auf dem Raum H. injektiv.

Das obige Eindeutigkeitsresultat — so elegant und einfach es auf den ersten Blick zu
sein scheint — hat jedoch einen entscheidenden Schonheitsfehler. Wegen der Poisson-
Integralformel aus Satz 2.8 ist die Menge der harmonischen Funktionen nur eine recht
“diinne Menge”, topologisch dquivalent zu einer Menge von Funktionen iiber einem
eindimensionalen Intervall. Ein Eindeutigkeitssatz fiir eine solche Grundmenge liefert
nicht wirklich ein Indiz dafiir, daf ein allgemeinerer Leitfahigkeitskoeffizient ebenfalls
identifizierbar ist.
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8. Identifizierbarkeit von Isolatoren

Wir betrachten in diesem und einigen weiteren Abschnitten ein geringfiigig modifi-
ziertes Problem, bei dem der Leitfahigkeitskoeffizient o die Gestalt

{O, reDc,
o(x) =

1, xeN\D, (8.1)

besitzt, wobei D ein Gebiet bezeichnet, dessen Abschluss noch vollsténdig zu (2 gehort.
Mit v bezeichnen wir gleichermafien die jeweils dufleren Normalen an D bzw. an (2.

Diese Leitfdhigkeitsverteilung modelliert einen Isolator in dem Gebiet D und verallge-
meinert unsere bisherige Problemstellung, da im Falle von (8.1) keine positive untere
Schranke fiir o existiert. Diese Verallgemeinerung betrifft zunéchst im wesentlichen
die Losungstheorie, wiahrend sich das zu minimierende Funktional genau wie zuvor
ergibt:

1 1
Olu] = §/Q<7|gradu|2d:p + /Ffudﬁ = 5/9\5|gradu|2dx + /Ffudﬁ.

Wie in Kapitel 5 sieht man jedoch, dafl dieses Minimierungsproblem eine eindeutig
bestimmte Minimalstelle

wo € HY(Q\ D) = {ue H'(2\D) : /udezo}
r
besitzt, die das Variationsproblem

ap(u,v) = /Q\B gradu - gradvdr = /Ffv db fiir alle v € HY(2\ D) (8.2)

16st. Man macht sich auflerdem schnell klar, dal uy eine harmonische Funktion iiber
2\ D ist, die die Randbedingungen

aw 1, verl, (8.3)

erfiillt. Die Randbedingung du/dv = 0 auf 0D bedeutet, dal kein Strom in D hin-
einflief3t.

ou _{0, r €D,
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Im Zusammenhang mit der Impedanztomographie spricht man von einem inversen
Hindernisproblem, wenn das Gebiet D aus Strom-/Spannungsmessungen am Rand I
von {2 rekonstruiert werden soll. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dafl unter
den getroffenen Annahmen ein einfach zusammenhéngendes Gebiet D durch Kenntnis
eines einzigen Strom-/Spannungspaares (f,ug|r) eindeutig festgelegt ist.

Zu diesem Zweck miissen wir jedoch zunéchst zwei Hilfssidtze und dann ein wichtiges
Eindeutigkeitsresultat fiir das Cauchy-Problem fiir harmonische Funktionen beweisen.

Lemma 8.1 Harmonische Funktionen in einem Gebiet 2 C R? sind analytisch,
lassen sich also in jedem Punkt xo € {2 in eine lokal konvergente Potenzreihe in & und
n entwickeln.

Beweis. Fiur den Beweis betrachten wir einen Punkt zo € {2 und ein hinreichend
kleines > 0, so dafl die (offene) Kreisschreibe B, (z() samt ihrem Abschluf in (2
enthalten ist und u in B,.(zg) noch stetig ist. Dann gilt in B,(xo) die (entsprechende)
Poisson-Integraldarstellung

r? — |z — 20)?

u(z) = / L us)ds,  z=(6m). (8.4)

27r z—zo|=r |$ — x|?

Den Bruch im Integranden kénnen wir umschreiben in

1 1 1

ls— a2 42 1—(1—|s —x[2/4r2)

Der Ausdruck 1 — |s — z|?/4r? ist kleiner als Eins auf dem Integrationspfad, also kann
der Bruch in eine geometrische Reihe und damit u in eine konvergente Potenzreihe in
¢ und 7 entwickelt werden. a

Das zweite Hilfsresultat ist das sogenannte Weylsche Lemma:

Lemma 8.2 Ist u € C(£2) und gilt

/uAvdsz

fiir alle v € C*(2) mit kompaktem Triger in §2, so ist u eine in {2 zweimal stetig
differenzierbare harmonische Funktion.

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Punkt x € {2 und ein r > 0, so dafl B,.(x¢)
noch ganz in {2 enthalten ist. Auflerdem wéhlen wir einen Faltungskern p(z), d.h. eine
nichtnegative Funktion p € C?*(R?) mit p(z) = 0 fiir |2| > r/2 sowie
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/RQp(x)dle.

Durch Stauchen von p entstehen die Funktionen py(x) = k?p(kz), k € N, mit

pe(z) >0, pr(z) =0 fir |z| > % und / pe(z)de =1.
R2

Nun falten wir die Funktion u mit py,
w(@) = [ ueke —y)dy, o€ Bilw),
r{(Z0

und erhalten

Aug(z) = / u(y)Api(z —y) dy. (8.5)

By(z0)
Fir z € B,)2(z9) und k € N verschwindet die Funktion py(xz — y), sobald y in
einer Umgebung von 0B, (z¢) liegt; nach Voraussetzung ist daher das Integral auf
der rechten Seite von (8.5) gleich Null, also uj, harmonisch in B, 5(xo).

Sei nun e > 0 beliebig, aber fest. Da u in B,(zg) gleichmé&Big stetig ist, gilt

u(a) — (@) = | [ (uly) —u@)ore—y)dy| < [ ol —y)dy = <
Br(Io) B (xo
unabhéngig von = € B, /3(%¢), sofern nur k hinreichend grof (und damit der Trager
von pj, hinreichend klein) ist. Folglich konvergiert wu;, gleichméBig gegen u in B, s(z¢).

Verwenden wir dieses Ergebnis in der Poisson-Integraldarstellung fiir uy, in B, jo(zo),
vgl. (8.4), so konnen wir wegen der gleichméfBiigen Konvergenz in dieser Darstellung
den Grenziibergang k — oo fiir jedes x € B,2(x¢) durchfithren und erhalten die
entsprechende Poisson-Darstellung fiir u. Wiederum fiir x € B, 5(xo) kénnen wir hier
nun Differentiation und Integration vertauschen und erhalten, dal u zweimal stetig
differenzierbar und in einer Umgebung von xy harmonisch ist. ad

Fiir das angesprochene Cauchy-Problem betrachten wir folgendes geometrische Setup:
Sei £2 C R? ein beliebiges Gebiet mit Rand I, 2 € I" ein Punkt auf dem Rand und
B,.(x) eine offene Kreisscheibe um zg, die durch I" in genau zwei Zusammenhangs-
komponenten By und B_ mit By C 2 und B_ N {2 = (). Ferner bezeichne v die
(beziiglich §2) duBere Normale an X := ' N B,(x(). Dann gilt:

Satz 8.3 Ist u € H'(2) harmonisch in 2 mit

u=0 und — =0
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auf X, dann ist u =0 in (2.

Beweis. Wir setzen u durch Null zu einer stetigen Funktion @ auf B, (z() fort und
zeigen zunéchst, daB @ eine harmonische Funktion in B,(x) ist. Dazu weisen wir
die Voraussetzungen des Weylschen Lemmas nach. Ist v € C?(B,(z()) eine beliebige
Funktion mit kompaktem Trager in B,.(zg), dann folgt mit partieller Integration

/ wAvdr = / uwAv dx
Br(Io) B4

- /u@der/ u@ds— gradu - grad v dx
s Ov oB.\y Ov By
= — %vds—/ a—uvds+ vAu dzx
2 Ov B \x Ov By
= 07

da auf X' sowohl u als auch der FluB von u verschwinden und auf 0B, \ X sowohl v
als auch der Flul von v verschwinden. Nach dem Weylschen Lemma 8.2 ist somit @
harmonisch in B, (zy).

Nun wenden wir Lemma 8.1 an und erhalten, dafl « fiir festes ¢ eine analytische Funk-
tion in 7 ist. Nach dem Identitatssatz fiir Potenzreihen mufl somit « auf dem ganzen
Teilstiick der Geraden & = &, in B,.(z() verschwinden, wenn diese Gerade einen nicht-
leeren Schnitt mit B_ aufweist. Entsprechend kann man fiir die Geraden mit festem
n = ny argumentieren. Auf diese Weise ergibt sich, daf§ & auf der ganzen Kreisscheibe
B, (x) und somit u auf dem Schnitt B, (z) N By verschwindet. Wéhlen wir nun eine
Uberdeckung von 2 durch offene Kreisscheiben in 2 und wiederholen dieses Argu-
ment, so erhalten wir schliellich, dal v in dem ganzen Gebiet (2 verschwinden mu$.

(]

Bemerkung 8.4 Man spricht von einem Cauchy-Problem fiir eine partielle Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung im R", wenn auf einer (n — 1)-dimensionalen Mannig-
faltigkeit X' sowohl eine Randbedingung fiir u als auch fiir Ou/dv vorgegeben wird.

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Eindeutigkeitsresultat fiir das inverse Hin-
dernisproblem.

Satz 8.5 Seien (0.B.d.A.) 2 wieder der Einheitskreis im R? und Dy, Dy C §2 einfach
zusammenhdngende Gebiete, deren Rdnder vollstindig in {2 enthalten sind. Ferner
bezeichne u;, i = 1,2, die harmonische Funktion, die fiir ein festes f € L2(I") \ {0}
die Neumann-Randbedingungen (8.3) fir D = D; erfillt. Gilt u; = uy auf I', dann ist
D1 = D,.
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Fig. 8.1. Zwei verschiedene Einschliisse D1 und Dy

Beweis. Wir illustrieren zunéchst die Situation anhand von Abbildung 8.1 (links). Die
Abbildung zeigt zwei verschiedene (einfach zusammenhéngende) Einschliisse D; und
Dy, wobei in diesem Fall das dunklere gezeichnete Gebiet D, das hellere Gebiet D,
teilweise verdeckt. Die Vereinigung D, U D5 ist nicht notwendigerweise mehr einfach
zusammenhingend (etwa im dem in der Abbildung gezeigten Fall). Wir bezeichnen
daher im weiteren mit D¢ den Schnitt der unbeschréinkten Zusammenhangskompo-
nente von R*\ (D; U D,) mit {2 (das dunkel eingefirbte Gebiet in Abbildung 8.1
rechts).

Nach Voraussetzung hat u; —uy homogene Neumann- und Dirichlet-Randbedingungen
auf I'; nach Satz 8.3 ist somit u; = uy auf dem gemeinsamen Definitionsgebiet D°.
Wir unterscheiden nun drei Fille und zeigen, daf in jedem dieser Félle uy in §2\ Do
konstant ist.

1. D1 N D2 = (Z):
In diesem Fall ist us eine harmonische Fortsetzung von w; in das Gebiet Dj.
Wegen
6U2 6u1
— = — =0 f oD
ov ov at !

ist up in D7 eine harmonische Funktion mit homogenen Neumann-Randwerten.
Folglich ist uy in Dy konstant und (wiederum nach Satz 8.3) dann in ganz 2\ Dy
konstant.

2. D2 C Dl :

In diesem Fall setzt uy die Funktion u; harmonisch in das Gebiet 2 := Do\ Dy
fort. Somit gilt
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Fig. 8.2. Die Menge (2’ im 3. Fall des Beweises bei der Konstellation aus Abb. 8.1

Quy _ 0w
o v
wéhrend ohnehin nach Voraussetzung Ous/0v = 0 auf 92’ N 0D, erfiillt ist.
Folglich ist uy eine harmonische Funktion mit homogenen Neumann-Randwerten

auf dem Gebiet (2" und wie im ersten Fall ergibt sich, dafl us eine konstante
Funktion ist.

=0 auf 02’ N oDy,

3. In den verbliebenen Fillen kann u; durch us harmonisch nach 2’ := 2\ (D°UDy)
fortgesetzt werden, vgl. Abbildung 8.2. Wie im vorangegangenen Fall setzt sich
der Rand von (2" aus den beiden Teilen 0f2] := 02’ N 9dD;, i = 1,2, zusam-
men, in denen die Neumann-Randwerte von uy aus den genannten Griinden
verschwinden. Also ergibt sich auch in diesem Fall, dal us konstant ist.

Somit ist gezeigt, dal uy in £2'\ D, konstant ist, doch dies steht im Widerspruch zu
f # 0. Folglich mul D; = D, gelten O

Bemerkung 8.6 Es sei noch einmal betont, dafl wir gezeigt haben, daf} ein einzi-
ges Strom-/Spannungspaar ausreicht, um einen Isolator zu identifizieren. Dieses Ein-
deutigkeitsresultat bleibt sogar noch giiltig, wenn D; und D, aus mehreren Zusam-
menhangskomponenten bestehen, die allesamt einfach zusammenhéngend sind oder
wenn Dy die leere Menge ist (in welchem Fall uy die in {2 harmonische Funktion mit
Neumann-Randbedingung f auf I ist).

Daf3 fiir die Identifikation des Isolators nicht die gesamte NtD-Abbildung notwen-
dig ist, mag man so erkldren, dafl das Gebiet D lediglich durch eine einparametrige
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Randkurve sperzifiziert werden kann, also (prinzipiell) eine einparametrige Mefunk-
tion ausreichen sollte.
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9. Zur Instabilitat von EIT

Eine beriihmte These von Hadamard (1923) besagt, dafl ein Problem gut gestellt ist,
falls

e 7u jedem Datensatz eine Losung existiert,
e die Losung eindeutig bestimmt ist,

e die Losung stetig von den Daten abhéngt.

Probleme, bei denen eine dieser Eigenschaften verletzt ist, heiflen schlecht gestellt.

In diesem Sinn ist etwa das Mefiproblem der EIT (d.h., die Bestimmung des NtD-
Operators A) gut gestellt: Existenz und Eindeutigkeit wurden in Kapitel 5 nachge-
wiesen; stetige Abhéngigkeit 148t sich auch beweisen.

Uns interessiert jedoch mehr das inverse Problem, also die Rekonstruktion des
Leitfahigkeitskoeffizienten o aus einem gegebenen Hilbert-Schmidt Operator A =
A(o). Im folgenden werden wir untersuchen, wie es bei dem inversen Problem mit
der stetigen Abhéngigkeit aussieht; dies ist natiirlich vor allem bei numerischen Im-
plementierungen von grofiter Bedeutung.

Wir betrachten im folgenden den Fall eines Korpers, der bis auf einen kleinen Kreis
um den Nullpunkt homogen ist. Genauer: ¢ sei radialsymmetrisch mit

_ 00, OSTSP»
"(’”)_{ 1, p<r<l1. (9.1)

Hierbei sei oy eine positive Konstante. Geméfl unserer Ergebnisse aus Kapitel 6 ist
die zugehorige NtD-Abbildung A(o) also durch ihre Eigenwerte vollstandig charakte-
risiert, es ist

Ao)Tn = AaTa, n+#0,

mit A\, = y,(1), wobei y,, der radiale Anteil des Losungspotentials u,(x) = y,,(r)7,(0)
ist.
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Fig.9.1. Die Losung y,(r) des gestoérten Problems

Schon frither haben wir gesehen, dafl »"7,, und r~"7, radiale harmonische Funktionen
darstellen, wobei letztere nur fiir » > 0 wohldefiniert ist. Wir machen daher einen
Losungsansatz

ar”, 0<r<p,

yn(r> B { ﬁnrn - (nil - ﬁn)rﬂ% p<r < 1, <92>

und versuchen die Koeffizienten a,, und (3, so zu bestimmen, dafl y und oy’ jeweils
stetig sind. Dies fiihrt auf die folgenden beiden Gleichungen:

Bup" — (7 = B)p " = anp”,
ﬁnpn + (n_l - ﬂn>p_n = UOanpn-

Elimination von a,, ergibt

(00— 1)Bup™ = (00 + 1)(n~" = Ba)p™",

beziehungsweise
1 gg — 1 2y —1
= — (1+ ——p“") . 9.3
B = (Lt ™) (9-3)
Der Vollstéandigkeit halber sei noch angefiigt, dafl
2
O = B -

Nun miissen wir beweisen, daf§ der gefundene Kandidat y,, tatsédchlich zu dem Losungs-
potential u,, = y, 7, fithrt. Dazu iiberpriifen wir die Variationsgleichung

a(up,,v) = /Qagradun- gradvdr = £(v) (9.4)
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fiir alle v € H1(£2) N C1(£2). Wegen der Linearitit in v kénnen wir uns weiterhin auf
Testfunktionen beschrénken, die iiberdies die Form v = y(r)7,, € 7,,, m € Z, besitzen.
In diesem Fall folgt, vgl. (4.6),

1
a(un,v) = / aygy’r/ TnTm dO dr + nm/ Iny T,nT,m dé dr ,
0 0

und diese Integrale verschwinden — genau wie £(v) = y(1) [ 7,7, df — fiir n # m. Fiir
n = m hingegen ergibt sich

Lo o 1 YnY
a(u,,v) = /annyrdr—l—n /0 JTdr
P ! 1 ! 7 1n2
= / oory,Y dr—l—/ TYLY dr+/ — oYy dr
0 p 0o T
;1P i P I\ ! Y 1 n?
- aoryny‘0+ryny‘ —/ oo(ryn)ydr—/ (ryn)ydr+/ — oY,y dr
p 0 p o T
= y(1) + py(p) (o0, (p—) — v (p+))
P ! \/ n2 /1 1 \/ n2
— — —y, ) dr — — —y, | d
oy((run)' = ) dr i oy((ry) = - yn) dr
= y(1),

denn sowohl " als auch =" sind Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung
(ry!) = n2y,/r. Andererseits ist auch

= [ fodo = y(1) [ 7240 = y(1).

Also 16st u,, die Variationsgleichung fiir einen dichten Teilraum von Testfunktionen
v € H!(£2) und ist somit das gesuchte Losungspotential.

—Nn

Uns interessiert jedoch ausschliellich der Eigenwert \,, der NtD-Abbildung, und zwar

1 2n
A = yn<1) = 0n — (n_l - 571) = l - Zgﬂp (9‘5>
nl+ OOHp

vgl. (9.2) und (9.3). Zur Erinnerung: Der entsprechende Eigenwert bei konstanter
Leitfihigkeit o = 1 ist n~'. Bezeichnet im weiteren A(1) die NtD-Abbildung zu o = 1,
so folgt fiir die Differenz

00 < Y oo—1 2n

—_ 2 et — 2 = 700+1p 2
lIAG) = ADIIP = 230 —n7)? = 2 ﬂxuﬂ%p)
— 1 1 2n 2
<8y H(T ) < s
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Demnach gilt
A(e) = Al =0,  p—0, (9.6)

ohne dafl gleichzeitig |[o — 1| = |00 — 1| gegen 0 konvergieren wiirde. Mit anderen
Worten, beziiglich der Supremumsnorm liegt keine stetige Abhéngigkeit des Leitfahig-
keitskoeffizienten von der NtD-Abbildung vor.

Bekanntlich héngt jedoch die Stetigkeit wesentlich von den verwendeten Topologi-
en ab, und man konnte hoffen, daf§ andere (praxisrelevante) Topologien zu stetiger
Abhéngigkeit fithren. Hierbei ist sogleich anzumerken, dafl die Hilbert-Schmidt Norm
einen sinnvollen Praxisbezug hat, da ihre Verwendung impliziert, dafl jede gemessene
Spannungsserie in gleicher Weise (£?) gestort ist. Da die Spektralnorm immer kleiner
ist als die Hilbert-Schmidt Norm, iibertrégt sich fehlende Stabilitét iibrigens sofort
auch auf diese Norm.

Andererseits konnte man fiir den Leitfahigkeitskoeffizienten mit einer schwécheren
Konvergenz als der gleichméfBigen zufrieden sein; wegen der Hilbertraumstruktur ist
hierbei etwa die Frage nach £2-Stabilitit von Bedeutung. Offensichtlich konvergiert
in dem obigen Beispiel bei festem o der Leitfdhigkeitskoeffizient o gegen 1 in £2(2)
fiir p — 0. Wahlt man allerdings og = 0¢(p), und zwar etwa

JO(IO) =1+ p_l ’
dann gilt (9.6) weiterhin; andererseits ist jedoch nun
lo = 1|122(q) = 7p*(00 — 1)* =,

konstant fiir alle p. Wir fassen zusammen:

Satz 9.1 Das EIT-Problem ist schlecht gestellt: Selbst wenn |||Ax — Al|] — 0 fir
k — oo, brauchen weder in L (§2) noch in L*(£2) die zugehirigen Leitfihigkeitskoef-
fizienten oy gegen den Grenzkoeffizienten o zu konvergieren.

Zum Abschluf} halten wir noch fest, dafl die Eigenwerte \,, aus (9.5) auch im Grenzfall
0o = 0 wohldefiniert sind,

11 2n
M=l peN. (9.7)
nl—p"

Dieser Grenzfall entspricht einem isolierenden Einschluf in dem Gebiet |r| < p; das
oben angegebene Losungspotential

un(2) = ya(r)ma(0), v =lz| €p,1],
ist harmonisch in p < |z| < 1 und erfiillt fir » = 1 bzw. r = p die Randbedingungen
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ou o y;(l)Tn:Tna ‘l" = 17
v _y;z(p)Tn =0, |$| =T,

d.h. u, ist die klassische Losung fiir den Isolatorfall. Folglich ist in der Tat 7, Ei-
genfunktion der entsprechenden NtD Ag und A\, = y,(1) aus (9.7) der zugehorige
Eigenwert.
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10. Die Faktorisierungsmethode:
Theoretische Grundlagen

Wir beschreiben nun ein konstruktives Verfahren, um isolierende Einschliisse D C (2
zu finden, sofern die NtD-Abbildung Ag fiir diese Situation gegeben ist. Ohne Ein-
schrinkung wollen wir wie in (8.1) wieder davon ausgehen, da die Hintergrund-
leitfihigkeit in 2\ D gleich Eins ist. Neben A¢ benétigt das Verfahren noch Referenz-
daten, d.h. die NtD-Abbildung A fiir den Fall, dafl D die leere Menge ist.

Nun definieren wir den linearen Raum

Xi={u: Q=R : ugpeH(2\D), ulp € H'(D), /BD[u]ds:O},

wobei wir mit [u] den Sprung von u quer zum Rand von D bezeichnet haben:

[u](z) == lim(u(z + ev) —u(z — ev)), r e dD.

e—0

Benennen wir generisch fiir ein allgemeines u € X die Einschréankungen u|9\5 und
u|p mit ut bzw. u~, so haben diese nach Voraussetzung und nach Satz 4.11 jeweils
eine wohldefinierte Spur u*|sp € £*(0D) und es gilt

[u] = ut|op —u"|op € L2(OD) .

Auf X kénnen wir durch
(u,v)y = / gradu - grad v dx
2\0D

ein Skalarprodukt definieren; dabei ist zu beachten, dafl die jeweiligen Gradienten
in der Regel nur in den beiden Teilgebieten wohldefiniert sind, der Ausschluf3 der
Nullmenge aufgrund des Integranden also notwendig ist. Zum Nachweis der Definitheit
dieses Skalarprodukts argumentiert man wie folgt: Aus

0= (u,u)y = / | grad u|* dzx
2\0D
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folgt, daf der Gradient von u in den beiden Teilgebieten D und {2\ D verschwindet,
u in diesen beiden Teilgebieten also konstante Werte u* und «~ annimmt. Da die
Konstante u™ zu H}(£2\ D) gehoren soll, also insbesondere die Spur auf I" verschwin-
dendes Integralmittel haben soll, mul ut = 0 gelten. Damit ist [u] konstant gleich
—u~ und es folgt

0= / [u]ds = —u~|0D|
oD
d.h. v~ = 0. Also ist v = 0 in {2, was zu zeigen war.

Offensichtlich ist H}(§2) ein Teilraum von X. Das Orthogonalkomplement von H}({2)
in X spielt im folgenden eine wichtige Rolle.

Lemma 10.1 Sei K die Menge aller w € X, die in £2\ 0D harmonisch sind mit
ow ow
o = 0 aufl’ und [%} =0 aufoD.

Dann ist K das orthogonale Komplement von HX () in X.

Beweis. Fiir v € HX(2) und eine in 2\ dD harmonische Funktion w € X mit
Komponenten w* und w™ gilt

+ —
/ gradv - gradwdx = /va—wds—/ vaLds—l— vaLds
2\0D r Ov op  Ov op  Ov (10.1)
ow ow '
= Fv%ds—/{wv{%}ds,

da v eine wohldefinierte Spur auf 9D besitzt. Fiir w € K verschwinden beide Integrale
und somit gilt w_lv im Sinne des Skalarprodukts auf X.

Sei nun w im Orthogonalkomplement von H!(§2) und v € C%(£2\ D) habe kompakten
Triger. Setzen wir v durch Null auf D fort, dann gilt

0
/_wAvdx = /w—vds—/ wa—vds—/ _gradw - gradvdz
2\D r ov op OV 2A\D
= /w@ds— w@ds—/ gradw - gradvdx,
r  ov op Ov 2\0D

und alle Integrale in der letzten Zeile verschwinden aufgrund der Konstruktion. Nach
dem Weylschen Lemma 8.2 ist somit w harmonisch in 2\ D und analog sieht man,
da w auch in D harmonisch ist. Demnach gilt (10.1) fiir jedes v € H}(£2), wobei
die linke Seite aufgrund der Orthogonalitdt Null ist. Folglich miissen die Neumann-
Randwerte von w auf I' bzw. ihr Sprung quer zu 9D (als Funktionale auf H.({2))
verschwinden. 0
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Wir wihlen nun einen festen Randstrom f € £2(I") und benennen mit v € H.({2)
das zugehorige Losungspotential bei homogener Leitfihigkeit ¢ = 1 im gesamten
Gebiet 2 sowie mit uy € H!(£2\ D) die Losung von (8.2), also das Potential, daf
sich entsprechend im Falle eines Isolators in D ergibt. Dieses zweitgenannte Potential
kénnen wir durch die Konstante

Uy = /(9Du0ds/|6D|

zu einem Potential 4y € X fortsetzen, denn dann gilt

/ [ﬂg]dS:/ upds — ug |0D| = 0.
oD oD
Als néchstes definieren wir den Operator

{ L2 — x,
K : ) (10.2)
[ =ty —u,

der aufgrund unserer Untersuchungen in Kapitel 5 und der obigen Voriiberlegungen
offensichtlich stetig ist.

Satz 10.2 Der Bildraum von K liegt dicht in K und der adjungierte Operator K* :
X — LA(I) erfillt

v|r, veK,
K*v:{ Ir

0, wveH(N).

Beweis. Sei zunéchst w = K f fiir ein f € L2(I"), d.h. w = Gy — u mit 4y und u wie
zuvor. Dann gilt fiir jedes v € H!(12)

(w,v)x = (Gg,v)x — (u,v)x = /

_gradug - gradvdr — / gradu - gradvdzr,
2\D 2

wobei wir bei dem hinteren Integral {iber den Rand 0D hinweg integrieren diirfen,
da sowohl u als auch v zu H}(£2) gehéren. Mit der Bilinearform ag aus (8.2) und der
Bilinearform a fiir die homogene Leitfahigkeit o = 1 erhalten wir so aus den beiden
Variationsgleichungen, dafl w1 v:

(w,v)x = ag(ug,v) — a(u,v) = L(v) —L(v) = 0.

Folglich gilt R(K) C K und N (K*) = R(K)L D K+ = HL(Q). Damit ist gezeigt,
dal K*v =0 fiir v € H($2).

Sei nun v € K und f € £2(I") beliebig; 1y und u seien wie zuvor definiert. Dann gilt
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(Kf,v)xy = (Ug,v)xr — (u,v)x = (Uo,v)x,

da v und v nach Lemma 10.1 aufeinander senkrecht stehen. Es folgt
(Kfv) = /\ grad ug - gradvdr = ag(ug,v) = / fvds = (f,v) 2,
2\D r

d.h.; es gilt K*v = v|r.

Nun miissen wir noch zeigen, dafi R(K) dicht in K liegt. Ansonsten gébe es ein
0#vekn R(K)l = KNN(K*) und wegen K*v = v|r hitte v verschwindende
Dirichlet-Randwerte auf I'. Andererseits ist v wegen v € K in 2\ D harmonisch
mit verschwindenden Neumann-Randwerten auf I'. Wegen der eindeutigen Losbarkeit
des Cauchy-Problems fiir harmonische Funktionen (Satz 8.3) ist demnach v = 0 in
2\ D. Aus v € K folgt weiterhin, da die harmonische Funktion v|p verschwindende
Neumann-Randwerte auf 0D besitzt und somit auch in D konstant gleich v~ ist. Also

ist [v] = —v~ und da dieser Sprung verschwindendes Integralmittel aufweisen muf,
folgt v~ = 0. Also ist v = 0 und damit R(K) dicht in K. O

Als wichtige Folgerung aus diesem Resultat halten wir fest:

Korollar 10.3 Mit K aus (10.2) gilt Ay — A = K*K.

Beweis. Mit derselben Notation wie zuvor gilt K f = 14y — v € K und

(Ao —AN)f = (up—u)|r = (tp —u)|r = K’Kf.

Im folgenden Abschnitt présentieren wir ein konstruktives Verfahren, mit dem fiir
einen beliebigen Punkt z € (2 iiberpriift werden kann, ob z € D liegt oder nicht. Da
diese Methode wesentlich auf der obigen Faktorisierung von Ay — A aufbaut, spricht
man in diesem Zusammenhang von der Faktorisierungsmethode.
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11. Die Faktorisierungsmethode:
Algorithmische Umsetzung

Wie wir in Kapitel 6 gesehen haben, ist Ag — A : L2(I") — L2(I') ein kompakter
selbstadjungierter Operator mit Eigenwerten ), und zugehorigen (orthonormierten)
Eigenfunktionen f,, € L2(I'), n € N. Der Beweis von Satz 6.2 1a8t sich auf die hier
vorliegende Situation wortlich {ibertragen und besagt, dafl die Eigenwerte A,, allesamt
nichtnegativ sind. Fiir diesen Spezialfall konnen wir sogar leicht nachweisen, daf} sie
positiv sein miissen: Andernfalls gibt es nimlich ein f € L£2(I') \ {0} mit Agf =
Af, d.h. die Dirichlet-Randwerte der Losungspotentiale uy und v zum Randstrom f
stimmen {iberein. Nach Bemerkung 8.6 widerspricht das jedoch der Identifizierbarkeit
von D aus einer einzigen (und beliebig wéhlbaren) Strom-/Spannungsmessung.

Wir nehmen im weiteren an, daf§ die Eigenwerte A, (die fiir n — oo gegen Null
konvergieren) monoton nicht aufsteigend angeordnet seien und setzen

Un = K fu/\/ An s necN. (11.1)
Offensichtlich gilt dann (wegen Korollar 10.3)

K0, = KK fu/\/A = (8o = ) fu/ Aw = /A i

und
Kfn, Kf, my KK fi ) o2 A1/
() = ¢ (fmm{/?))( - (Amxnj;/zﬁ - (E)”W’f”‘m

Die {v,} bilden also eine Orthonormalbasis von R(K) = K; die Tripel {(fn, Un, V) :
n € N} nennt man Singuldrwertzerlegung von K.

Da K*K = Ay — A injektiv ist, mufl auch K selbst injektiv sein. Wegen NV (K) =
R(K )*L folgt hieraus, da der Bildraum von K* dicht liegt in £2(I'); wie wir gleich

sehen werden, ist der Bildraum von K* jedoch ein echter Unterraum von L£2(I).
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Entscheidend fiir die Faktorisierungsmethode ist nun, dafl wir diesen Bildraum auf
zweierlei Art charakterisieren kénnen. Die erste Charakterisierung ist rein funktio-
nalanalytisch und kann anhand der gegebenen Daten (den NtD-Abbildungen Ay und
A) vollzogen werden; die zweite Charakterisierung erfolgt iiber die Lage des Isolators
D. Beide Charakterisierungen zusammen fithren auf den gesuchten Algorithmus zur
Losung des inversen Problems.

Satz 11.1 (Picard-Kriterium) FEine Funktion g € L2(I") gehért genau dann zu
R(K™), wenn die unendliche Reihe

0o 2
Z <gvf7;\>£2(F) (112)

n=1
konvergiert.

Beweits. Sei zundchst ¢ = K*v mit v € X. Dann kann v in zwei Komponenten vg € K
und vy € H}(§2) orthogonal zerlegt und vx in die Orthonormalbasis {v,} entwickelt
werden:

v = U0+Z<U,Un>xvn-

n=1

Dabei ist ((v, v, )x)n € €2, also quadratisch summierbar. Es folgt

g = K*'v = K*UO+Z<U>U7L>XK*U7L = Z\/rn<vavn>an
n=1

n=1

und

(9, fn>c2(r) = \//Tn(U,UnM-

o) 2 )
I I
n n=1

n=1

Demnach ist

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dafl die besagte Reihe fiir ein gegebenes g € £L2(I)
konvergiert, so dafl

e han,

n=1 \/_ "

in K C X wohldefiniert ist. Dann ist aber

Zgj\c;fp)K* ngnﬁ(l“ =9,

also g € R(K™). O
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Man beachte, daf§ aus Satz 11.1 insbesondere folgt, dafl R(K*) nicht mit dem gesamten
Raum L2(I') iibereinstimmt, da fiir ein generisches Element g € £2(I") die Reihe (11.2)
in der Regel nicht konvergieren wird. (Die Nenner konvergieren ja gegen Null fiir

Sind jedoch Ag und A gegeben, so kénnen wir prinzipiell die Eigenwerte und Fi-
genfunktionen von Ay — A bestimmen und damit fiir jedes ¢ € L£2(I") anhand des
Picard-Kriteriums iiberpriifen, ob g zu R(K*) gehort oder nicht. In Verbindung mit
dem zweiten, nun folgenden Kriterium wird dies zum Schliissel der Faktorisierungs-
methode. Um dieses Kriterium zu formulieren, miissen wir zuerst das sogenannte
Dipolpotential im Punkt z € £2 mit Dipolmoment d € R?, |d| = 1, einfiihren:

W, a(z) = lim G(z,z+td) — G(z, 2) |
’ t—0 t

x#z. (11.3)

Hierbei ist G(x,y) wie in Kapitel 2 die Grundlésung der Laplace-Gleichung. Mit Hilfe
von (2.3) erhalten wir daher
1 d-(z—2)
w,q(x) = d- grad ,G(z,2) = o oo (11.4)
Wir modifizieren nun dieses Dipolpotential, indem wir das am Einheitskreis gespie-
gelte Dipolpotential w} ; hinzufiigen:

w () = lim S EF ) = G, 2)

t—0 t

, T Fz;

hierbei bezeichnet wieder y* =: S(y) den Spiegelpunkt (2.5) von y. Wegen
(z4+td)* = 2*+td- grad S(z) + O(t?)

ist w} ; das Dipolpotential zu einem Dipol in z* mit Dipolachse

d:=d- grad S(z) = L (|z|2d—2(d-z)z).

[2[*
In Analogie zu (11.4) erhalten wir somit
1l d-(z—2Y)
21 |z — 2*|?

1 |2Pd-a—d-2=2(d-2)(z 2 -1)

wia(®) = w,.5(z)

= 11.5
o e 2P ()

1 2Pdor+ (1-2z-2)d- 2

27 |22z — = |?
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Lemma 11.2 Sei z # 0 und seien w.q bzw. w} ,; durch (11.4) und (11.5) gegeben.

Dann ist ! d
* "2
Uyd ‘= Wzd + wzd — % W (116)
eine in 2\ {z} harmonische Funktion mit
0 1d-(z—
%uz’d(@ =0 und u,q(z) = 2w,4(x) = - ﬁ zel.

Insbesondere ist / Uz 4(s)ds =0.
r

Beweis. Nach Konstruktion ist w, 4 harmonisch in 2\ {2} und w} ; harmonisch in
(2. Also ist u, 4 harmonisch in 2\ {z}.

In Lemma 2.7 haben wir gesehen, daf} fiir x € ' und y € (2

. 1

wenn y* den Spiegelpunkt von y bezeichnet. Folglich ist

. 1
G(z,y") + G(z,y) = 2G(v,y) + gloglyk

Verwenden wir dieses Ergebnis fiir y = 2z und y = 2 + td, so erhalten wir

. . Gz,z4+td) + Gz, (2 +td)*)  G(z,2) + G(z,2%)
wz,d('x) + wz,d(x) = 12% ( ¢ - ¢ )
B . G(z,z+1td) — G(z, z) 1 . logl|z+td| —log|z|
= 2} t o, t
1 d-z
— 9 - oz r.
wz,d(x) + o |Z|2 ) S
Also ist 1d
-z
uz,d(x) = zwz,d(x) = zw:,d(x) - ; Wa rel.

Aus der Mittelwerteigenschaft (Satz 2.4) der harmonischen Funktion w} ; und (11.5)
folgt somit

/Fuzyd(s) ds = Z/szd(s) ds — 2W = drw} 4(0) — QW =0.

Fiir die Berechnung der Normalenableitung auf I verwenden wir ebenfalls Lemma 2.7
und erhalten
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%uz,d(a;) ~ lim © (3(0@, 2+ td) + G, (2 + td)")) aﬁ (G(a,2) + G, z)))

0 t—0 t \ Qv v
o1 1 1
:%E%z(—%ﬁ-%)—o, xel,
was 7zu zeigen war. m|

Nun kénnen wir die zweite Charakterisierung von R(K™*) herleiten.

Satz 11.3 Sei z € 2 und d € R* mit |d| = 1. Dann liegt

) = 22 e o (1.7)

genau dann in R(K*), wenn z € D.

Beweis. Nach Lemma 11.2 gilt g, 4 = u, 4| € L£2(I"). Nun nehmen wir an, dafl sogar
Gza € R(K"), also g,q4 = K*v fir ein v € X. Aufgrund von Satz 10.2 kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, daB v € K, d.h. g, 4 ist die Spur einer in (2 \ 0D harmonischen
Funktion v mit

% =0 aufl’ und {%} =0 aufodD,

vgl. Lemma 10.1. Nach Lemma 11.2 besitzt u,, ebenfalls homogene Neumann-
Randbedingungen auf I, so dal u, 4 und v aufgrund der Eindeutigkeit des Cauchy-
Problems (Satz 8.3) in §2\ (D U {z}) iibereinstimmen. Dann kann aber z nicht in
2\ D liegen, da sonst u, 4 in einer Umgebung von z unbeschriinkt wire, wihrend
v dort beschriinkt bleibt. Ahnlich sieht man, da z auch nicht auf dem Rand von D
liegen kann, denn v gehort zu X', also v op2u H Y2\ D), wihrend u, 4 in z einen Pol
erster Ordnung und | grad u, 4/* einen Pol vierter Ordnung auf dem Rand D besitzt,
so daB |gradu, 4| ¢ £2(2\ D) und u ¢ H}(2\ D). Folglich gehért 2z zu D.

Sei nun z € D und

Y = 2uzd auf 0D .
ov ~

Wegen z € D ist u, 4 iiber den Rand von D hinaus harmonisch und ¢ eine wohldefi-
nierte stetige Funktion. Nach Lemma 2.3 und Lemma 11.2 ist zudem

0

0
0:/—2d— _Zd = — d
rayu 4 43 D 8uu 448 8D(70 °

Damit hat das Neumann-Randwertproblem
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0
Aw=0 inD, —wch auf 0D | wds:/ Uy qds,
v oD oD

eine eindeutig bestimmte Losung w € H'(D). Nun setzen wir

] usa(x), reN\D,
v(z) = { w(x), x€D,

und aus der Konstruktion von w folgt zunéchst, dafl v € X und dariiberhinaus, dafl
v € K. Nach Satz 10.2 ist somit K*v = v|p = w, 4|lr = g2.4, d-h. .4 € R(K*), was zu
zeigen war. a

Verkniipfen wir nun die beiden Charakterisierungen von R(K*) aus den Sdtzen 11.1
und 11.3, so erhalten wir den folgenden einfachen Test, ob ein Punkt z zu dem isolie-
renden Einschlul D gehort oder ob nicht:

Korollar 11.4 Fin Punkt z € {2 gehort genau dann zu D, wenn die Reihe

i <gz,da fn >%2(F)
n=1 /\n

konvergiert. Dabei sind f,, und \,, die normierten Figenfunktionen und die zugehdrigen
Eigenwerte von Ag— A und g. 4 ist durch (11.7) gegeben; die konkrete Wahl von d € R?,
|d| = 1, ist unerheblich.

Beispiel 11.5 Als Beispiel ziehen wir einen kreisférmigen EinschluB D = B,(0)
heran, d.h. der Leitfahigkeitskoeffizient o hat die spezielle Gestalt (9.1) mit og = 0.
Wie wir in Abschnitt 9 gesehen haben, sind in diesem Fall — wie im homogenen
Fall, vgl. Abschnitt 6 — die trigonometrischen Basisfunktionen 7, n € Z\ {0}, die
Eigenfunktionen der Neumann-Dirichlet-Abbildung und die zugehorigen Eigenwerten
wurden in (9.7) ausgerechnet.

Somit ist {7, : 0 # n € Z} auch die vollstiandige Eigenbasis von Ag — A und die
zugehorigen Eigenwerte lauten

1 + p2n 2n

1_p2n

2 p
n1+p2n

, neN.

1 1
Apn = Ay = — - —
n n

Man beachte, daf die Eigenwerte von Ag— A geometrisch abklingen (schneller als p??),
withrend die Eigenwerte von A und Ay nur wie 1/n klein werden.
Fiir z = (¢,0) mit 0 < ¢ < 1 sowie d = (0,1) und x = (cos #, sin ) gilt
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= = Im (e =9 = S Im 7§ = L Im 7C6i0
mC (e — () (e~ — ) mC (e= — () mC 1— (Cet®
_ i - n_ind __ L - n—
= Imnzz:lg e = = T;C Lr.(0).

Folglich ist

lym, >0,
<%mwﬁmvz{ 0, n<0,
und die Reihe aus dem Kriterium von Korollar 11.4 lautet

in C2n72 1 +p2n
n=1 p2n 2m ‘

Sie konvergiert genau dann, wenn 0 < z < p, also in der Tat genau dann, wenn z € D.
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