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1 Einleitung

Es gibt eine mathematische Theorie, die die Modellierung chemischer Reaktio-
nen betrifft und die Anfang der 1970er Jahre von Martin Feinberg, Fritz Horn
und Roy Jackson gegriindet wurde. Seitdem wurde sie immer weiter entwickelt,
wobei Feinberg weiterhin eine zentrale Rolle gespielt hat. Sie ist unter dem Na-
men ’Chemical Reaction Network Theory’ und der Abkiirzung CRNT bekannt.
In dieser Vorlesung sollen wesentliche Aspekte dieser Theorie vorgestellt werden.
Es gibt andere interessante mathematische Aspekte von chemischen Reaktionen
aber hier stehen Themen die mit der CRNT zusammenhéngen im Mittelpunkt.
Der klassische Text auf diesem Gebiet ist ein Vorlesungskript von Feinberg [8]
aus dem Jahr 1980. Er ist sehr gut obwohl natiirlich nicht mehr aktuell, da
es seitdem viele weitere Entwicklungen gegeben hat. In diesem Skript basieren
die ersten Abschnitte weitgehend auf dem Text von Feinberg. Eine andere gute
Quelle ist ein Text von Gunawardena [13].

In der Chemie und der Biologie wird man oft mit Systemen von chemischen
Reaktionen konfrontiert, die bestimmte problematische Aspekte aufweisen. Die
Systeme sind manchmal sehr grofl , d.h. sehr viele Stoffe sind beteiligt. Manch-
mal ist es so, dass man nicht einmal alle Stoffe kennt, die beteiligt sind. Aufler-
dem ist es so, dass man wenig liber die Mechanismen der beteiligten Reaktio-
nen weiss. In der CRNT ist es meistens der Fall dass man annimmt, dass das
Massenwirkungsgesetz gilt. Diese Annahme ist oft nicht sehr realistisch aber
hat den Vorteil, einfach zu sein. In dieser Vorlesung wird hauptséchlich mit
dieser Annahme gearbeitet. Selbst wenn diese Annahme gemacht wird bleibt
das Problem, dass es fiir jede Reaktion eine Reaktionskonstante gibt, die oft nur
sehr approximativ oder gar nicht bekannt ist. Mit diesem Hintergrund ist das
Hauptziel der CRNT Aussagen zu bekommen, die auf grofle Systeme anwendbar
sind und die moglichst wenig, am besten gar nicht, von den genauen Werten der
Reaktionskonstanten abhéngen.

Was fiir Systeme mochten wir gerne modellieren? Zunéchst betrachten wir
chemische Reaktoren, wie sie in der chemischen Industrie eingesetzt werden.
Ein Reaktortyp ist der diskontinuierliche Riihrkessel. Man fiillt die chemischen
Stoffe in ein Gefaf} , riihrt sie stdndig und wartet bis die Konzentrationen sich
einem stationdren Zustand nahern. Wenn dies geeignet gemacht wird hat man



am Ende ein Produkt im Gefafl , das man gebrauchen kann. Dann kann man
das Gefafl leeren und von vorne anfangen. Dabei kommt die Frage auf, ob
es zu einem stationdren Zustand kommen muss. Diese Frage wird uns spater
beschéftigen. Wenn die &ueren Umsténde (z. B. Temperatur, Druck) konstant
gehalten werden spricht man in diesem Fall von einem geschlossenen System.
Der zweite wichtige Reaktortyp ist der kontinuierliche Riihrkessel. In dem Fall
ist das Gefafl mit zwei Rohren verbunden. Durch das eine Rohr wird ein Gemisch
mit konstanter Zusammensetzung mit konstanter Geschwindigkeit eingefiihrt
und durch das andere Material mit konstanter Geschwindigkeit abgeleitet. Auf
diese Weise konnen Produkte mit konstanter Rate hergestellt werden. In diesem
Fall spricht man von einem offenen System. Die CRNT kann sowohl offene als
auch geschlossene Systeme beschreiben. In der Biologie werden viele Vorgénge
durch chemische Reaktionen beschrieben, wobei man davon ausgehen muss, dass
es in diesem Fall um offene Systeme handelt. Das Gefafl wird durch eine Zelle
oder eine andere Einheit (z. B. einen Chloroplasten) ersetzt.

In der CRNT untersucht man die Lésungen von gewhnlichen Differential-
gleichungen, wobei die Unbekannten die Konzentrationen der beteiligten Stoffe
sind, als Funktionen der Zeit. Warum diirfen wir annehmen, dass das Sys-
tem lberhaupt durch Konzentrationen beschrieben werden darf? Dazu muss
man annehmen, dass hinreichend viele Molekiile eines jeden Stoffes vorhan-
den sind. Sonst miisste man eine stochastische Beschreibung verwenden. In
einem industriellen Reaktor diirfte diese Bedingung ohne weiteres erfiillt sein.
In einer lebenden Zelle sieht es anders aus. Ein Bakterium hat ein Volumen
von etwa 1 fl. Es sind nicht immer sehr viele Molekiile aller Stoffe vorhan-
den, die man modellieren méchte. Bei konkreten Anwendungen muss man diese
Frage stellen. Wenn man angenommen hat, das die Kontinuumsbeschreibung
durch Konzentrationen angemessen ist bleibt noch die Frage, warum man die
raumliche Abhéngigkeit der Konzentrationen nicht beriicksichtigen muss. Sonst
miisste man die Diffusion modellieren und hétte es mit partiellen Differential-
gleichungen zu tun (Reaktions-Diffusions-Gleichungen). Im chemischen Reaktor
dient das Riihren dazu, etwaige raumliche Gradienten zu beseitigen. Der Reak-
tor wird auch so gebaut sein, dass inhomogene hydrodynamische Effekte keine
Rolle spielen. In einer biologischen Zelle wird nicht geriihrt aber eine Tatsache,
die wir als Nachteil gesehen haben, die kleinen Dimensionen der Zelle, kann hier
ein Vorteil sein. Die Auswirkungen der Diffusion breiten sich so schnell aus,
dass in solchen kleinen Rdumen die Konzentrationen sofort homogen werden.
Réumliche Gradienten kénnen in Anwendungen auf die Zellbiologie keineswegs
immer vernachldssigt werden, aber manchmal. Es ist auflerdem so, dass die
Fliissigkeit sich auf den Skalen die von Interesse sind so verhélt als wére sie sehr
zéh, so dass hydrodynamische Effekte vernachlassigt werden konnen. Ab diesem
Punkt werden nur Modelle mit gew6hnlichen Differentialgleichungen betrachtet.

Jetzt beginnen wir damit, die Beschreibung der Reaktionen mathematisch
zu formulieren. Sei S eine endliche Menge, die Menge der Stoffe. Es ist oft in
der Praxis so, dass man nicht alle Stoffe in das Modell aufnehmen kann, die
tatsdchlich vorhanden sind. S ist dann die Menge der Stoffe, die im Modell sind
und wir kénnen sie zur Verdeutlichung interne Stoffe nennen. Es gibt manchmal



Stoffe die deshalb nicht modelliert werden, weil ihre Konzentrationen von denen
der internen Stoffe nicht wesentlich beeinflusst werden. Wir nennen sie externe
Stoffe. Z. B. finden viele Reaktionen in einer wéssrigen Losung statt. Das
Wasser ist sehr wichtig fiir die Reaktionen aber Wassermolekiile werden weder
verbraucht noch produziert. Man kann als Idealisierung die Konzentrationen
der externen Stoffe als konstant annehmen. Diese konstanten Konzentrationen
werden dann oft in den Reaktionskonstanten absorbiert, so dass sie im Modell
nicht sichtbar sind.

Das néachste Element der Beschreibung sind die Reaktionen selbst. Be-
trachten wir zum Beispiel die Reaktion 2Hs + Oy — 2H50. Diese Formel
kénnte man als Zusammenfassung der Reaktion betrachten die stattfindet, wenn
Wasserstoff verbrennt. In Wirklichkeit ist diese Reaktion viel komplizierter mit
vielen Schritten wo, zum Beispiel, Wasserstoffradikale eine zentrale Rolle spie-
len. Auf solche Komplikationen gehen wir hier nicht ein. Wir betrachten einfach
als Beispiel eine Reaktion der Form 2A+ B — 2C mit Stoffen A, B und C. Zwei
Molekiile von A kommen mit einem Molekiil von B zusammen und es werden
zwei Molekiile von C produziert. In Wirklichkeit ist es sehr unwahrscheinlich,
dass wie hier mehr als zwei Molekiile sich gleichzeitig nahe kommen, aber dieser
Punkt wird hier nicht weiter betrachtet. Wenn S gegeben ist, ist ein Komplex
eine formale Linearkombination von Elementen aus & mit ganzzahligen Koef-
fizienten. Man kann es auch so formulieren, dass ein Komplex eine Abbildung
ist von § nach R. Die Menge der Komplexe in einem Netzwerk wird mit C
bezeichnet. Der Fall, den wir gerade eingefiihrt haben ist der, in dem die Werte
dieser Funktion nichtnegative ganze Zahlen sind aber es stellt sich heraus, dass
allgemeinere Fille auch von Interesse sind. Wir werden einen Komplex oft mit y
bezeichnen und den Wert der Funktion im Punkt mit dem Index i durch y;. Die
Zahlen y; heiflen in der Chemie stochiometrische Koeffizienten. Die Komplexe
in einem Reaktionsnetzwerk bilden eine endliche Teilmenge C des Vektorraums
der reellwertigen Funktionen auf S mit punktweiser Addition. In der Chemie
hat das Wort Komplex nicht nur diese Bedeutung aber wenn wir das Wort ver-
wenden ohne es weiter zu qualifizieren dann ist diese Bedeutung gemeint. Der
Raum der reellwertigen Funktionen auf S hat eine natiirliche Basis, die durch
die charakteristischen Funktionen der Punkte von S definiert wird. Die charak-
teristische Funktion im Punkt mit dem Index ¢ wird mit w; bezeichnet. Auf diese
Weise kann dieser Raum mit dem R™ identifiziert werden, wo m die Anzahl der
Elemente von S ist. Im oben eingefiihrten Beispiel ist m = 3 und die Komplexe
werden durch die Vektoren [2,1,0]7 und [0,0,2]7 dargestellt. Eine Reaktion
ist ein geordnetes Paar von Komplexen. Das erste Element ist die linke Seite,
mit den Stoffen die in die Reaktion hineingehen (manchmal Edukte genannt)
und das zweite die rechte Seite mit den Produkten der Reaktion. Die Reak-
tion, die y in 3’ Uiberfithrt kann auch als eine Funktion auf C betrachtet werden,
die den Wert —1 im Punkt y hat und den Wert +1 im Punkt 3’. Der Raum
der reellwertigen Funktionen auf C hat auch eine natiirliche Basis, die durch
charakteristische Funktionen gegeben wird und kann mit dem R™ identifiziert
werden, wo n die Anzahl der Komplexe ist. Weil die Reaktionen, die in einem
Modell vorkommen oft eine Zusammenfassung von mehreren elementaren Reak-
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tionen sind, ist es auch sinnvoll, die Definition von Komplexen so zu erweitern,
dass sie nichtnegative reellwertige Funktionen auf S sind, die ihre Werte nicht
in Z haben miissen. In der Vorlesung werden wir diese erweiterte Definition
verwenden. Die Funktion, die identisch Null ist, definiert auch ein Komplex,
der oft mit 0 bezeichnet wird. Eine Reaktion, wo 0 auf der linken Seite steht
ist eine Quelle, wo bestimmte Stoffe in das System eingefiithrt werden. Eine,
wo 0 auf der rechten Seite steht ist eine Senke, wo bestimmte Stoffe aus dem
System entfernt werden. In einem idealen Riihrkessel kommen solche Reaktio-
nen immer vor. Sie konnen auch andere Interpretationen haben. Z. B. hat man
in Wirklichkeit A — B, wo A ein externer Stoff ist und nur der interne Stoff
B im Modell sichtbar ist. Der Raum der Funktionen auf R kann mit dem R"
identifiziert werden, wo r die Anzahl der Reaktionen ist.

Unter einem Reaktionsnetzwerk verstehen wir eine endliche Menge S von
Stoffen zusammen mit einer endlichen Anzahl C von Komplexen bei denen
die beteiligten Stoffe aus S sind und einer endlichen Menge R von Reaktio-
nen bei denen die beteiligten Komplexe aus C sind. Um Trivialitdten zu ver-
meiden nehmen wir an, dass es mindestens einen Stoff gibt, dass jeder Stoff
in mindestens einem Komplex vorkommt, dass jeder Komplex in mindestens
einer Reaktion vorkommt und dass die zwei Komplexe in einer Reaktion immer
unterschiedlich sind. Wir kénnen jedem Reaktionsnetzwerk einen gerichteten
Graphen zuordnen. Die Knoten des Graphen sind die Komplexe und es gibt
genau dann eine gerichtete Kante von y nach 3’ wenn die Reaktion y — 3’ im
Netzwerk vorkommt.

Diese Begriffe werden jetzt mit einfachen Beispielen illustriert. Beispiel 1
beschreibt die Kombination von zwei Stoffen A und B zu einem Stoff C' und der
Zerfall von C bei dem A und B freigesetzt werden. Beispiel 2 besteht aus den
Reaktionen A — C, B — C und C — A + B. In beiden Féllen ist die Menge
der Stoffe {4, B,C}. Im ersten Fall ist die Menge der Komplexe {A + B,C'}
und im zweiten {A, B,C, A + B}. Es gilt in Beispiel 1 m = 3, n = 2 und
r = 2 und in Beispiel 2 m = 3, n = 4 und r = 3. Auflerdem betrachten wir
ein Netzwerk, das in [8] und [13] verwendet wird und das wir hier Beispiel 3
nennen. In diesem Fall ist die Menge der Stoffe {A, B,C, D, E} und die Menge
der Komplexe {A,2B,A+ C,D,B + E}. Es gilt m =5, n =5 und r = 6.

Eine Kantenfolge von y nach v’ ist eine Folge (¥, 0 < i < k von Komplexen
so dass y(© =y, y®) =3/ und dass fiir 0 < i < k — 1 entweder y* — 30+
oder y( 1) — 4 aus R ist. Wenn ) — 0+ immer aus R ist heiBt die Kan-
tenfolge gerichtet. Der triviale Fall £ = 0 wird zugelassen. Die Bedingung, dass
eine Kantenfolge von v nach v’ existiert definiert eine Aquivalenzrelation. Die
entsprechenden Aquivalenzklassen heiflen in der CRNT Verlinkungsklassen. In
der iiblichen Terminologie der Graphentheorie sind es die Zusammenhangskom-
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ponenten. Die Zahl der Verlinkungsklassen wird mit [ bezeichnet. Ein Net-
zwerk heifit reversibel wenn die Tatsache, dass y — 13’ im Netzwerk ist im-
pliziert, dass auch 3’ — y zum Netzwerk gehort. Es heifit schwach reversibel
wenn die Existenz einer gerichteten Kantenfolge von y nach ' immer die Ex-
istenz einer solchen Folge von gy’ nach y impliziert. Im Allgemeinen kénnen
wir eine Aquivalenzrelation definieren in dem wir sagen, dass y und y’ genau
dann &dquivalent sind, wenn es sowohl eine gerichtete Kantenfolge von y nach
y’ gibt als auch eine gerichtete Kantenfolge von 3’ nach y. Die entsprechenden
Aquivalenzklassen heifien in der CRNT starke Verlinkungsklassen. Jede starke
Verlinkungsklasse liegt in einer Verlinkungsklasse und die Verlinkungsklassen
eines Netzwerks stimmen genau dann mit den starken Verlinkungsklassen tiberein,
wenn das Netzwerk schwach reversibel ist. Eine starke Verlinkungsklasse heif3t
terminal wenn es keine Reaktion gibt von einem Komplex in dieser Klasse zu
einem Komplex in einer anderen starken Verlinkungsklasse. Die Anzahl der
terminalen starken Verlinkungsklassen wird mit ¢ bezeichnet. In jeder Ver-
linkungsklasse gibt es mindestens eine terminale Klasse. Wenn jede starke
Verlinkungsklasse terminal ist, dann ist das Netzwerk schwach reversibel. In
Beispielen 1, 2 und haben die Netzwerke eine Verlinkungsklasse und [ = 1. In
Beispiel 3 sind es zwei, ndmlich {A,2B} und {A + C,D, B + E}. Es gilt also
I = 2. Die Netzwerke der Beispiele 1 und 3 sind schwach reversibel, so dass die
Verlinkungsklassen auch die starken Verlinkungsklassen sind. Beispiel 2 ist nicht
schwach reversibel. In dem Fall ist jeder Komplex eine starke Verlinkungsklasse
fiir sich und die einzige terminale starke Verlinkungsklasse ist die, die aus A+ B
besteht.

Mit Hilfe der natiirlichen Basen kann man lineare Abbildungen zwischen
Raumen von Funktionen auf endlichen Mengen mit Matrizen identifizieren.
Diese Abbildungen kann man dadurch festlegen dass man die Bilder der charak-
teristischen Funktionen von Punkten unter der Abbildung angibt. Im Folgenden
werden wir meistens zwischen diesen Matrizen und den entsprechenden Abbil-



dungen nicht unterscheiden. Ein Beispiel ist die Komplex-Matrix Y eines Reak-
tionsnetzwerks die so definiert ist, dass die Eintrige einer bestimmten Spalte
die stochiometrischen Koeffizienten eines bestimmten Komplexes sind. Diese
Matrix ist m x n und erfiillt Yw, = y. In Beispiel 3 ist diese Matrix

10100
02001
00100 (1)
00010
00001

Eine andere Matrix I, wird folgendermassen definiert. Die Zeilen dieser
Matrix entsprechen den Komplexen und den Spalten den Reaktionen. Das Ele-
ment mit Indizes (4, j) ist —1 wenn Komplex ¢ auf der linken Seite der Reaktion
j ist, +1 wenn Komplex ¢ auf der rechten Seite der Reaktion j ist und sonst
Null. Diese Matrix ist n x r. In der stochiometrischen Matrix N ist das El-
ement mit Indizes (¢, ) die Netto-Produktion des Stoffes ¢ in der Reaktion j.
Diese Matrix ist m x r und ihr Rang wird mit s bezeichnet. Eine Spalte dieser
Matrix besteht aus den Netto-Produktionen der verschiedenen Stoffen in einer
bestimmten Reaktion. In den Beispielen 1 und 2 kann man leicht sehen, dass
dieser den Rang 1 bzw. 3 hat. In Beispiel 3 ist diese Matrix

-1 2 -1 1 1 0
2 -1 0 0 -1 1
0 0 -1 1 1 0 (2)
o0 0 1 -1 0 -1
0o 0 0 0 -1 1

und es gilt s = 3. Es folgt aus den Definitionen, dass N = Y1,,.

Ein Reaktionsnetzwerk wie hier definiert beschreibt, welche Stoffe mit welchen
reagieren aber nicht wie der Ablauf der Reaktionen ist. Dieser letzte Punkt wird
durch die Wahl einer Kinetik beschrieben. Dazu wird fiir jedes Element von
R eine reellwertige Funktion vy, (c) festgelegt. Diese Funktion soll nichtnega-
tiv sein und nicht identisch Null. Sie beschreibt die Reaktionsgeschwindigkeit
wenn die Konzentrationen durch ¢ gegeben werde. Die zeitliche Evolution der
Konzentrationen wird dann durch das System

=Y O~ v 3

yy'ER

beschrieben. Die rechte Seite kann in der Form Nv geschrieben werden und es
folgt, dass die Mengen der Form ¢ + imN invariant sind unter der zeitlichen
Entwicklung. Diese Mengen heiflen stochiometrische Klassen. In Beispiel 2 gibt
es nur eine solche Klasse. In Beispiele 1 und 3 haben sie die Kodimension 2.
Wie schon erwéhnt ist die Kinetik, die am haufigsten verwendet wird die,
die aus dem Massenwirkungsgesetz folgt. Diese Regel sagt, dass die Reaktion-
sgeschwindigkeit v, proportional der Potenz der Konzentration eines Stoffes



ist die gleich der Anzahl von Molekiilen dieses Stoffes ist, die in die Reaktion
eingeht. Das heifit,

Uyy () = kyy H cf. (4)
s=1

Mit der Abkiirzung ¢ = [~ ¢/ bekommen wir die Evolutionsgleichungen

dCi
ar Z Feyy ¢ (y; — i)- (5)
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Hier wird angenommen, dass die Koeffizienten k,,- alle positiv sind. Eine Al-
ternative ist iiber alle Paare von Komplexen zu summieren und &y, gleich Null
zu setzen fiir diejenigen Reaktionen die im Netzwerk das betrachtet wird nicht
vorhanden sind. Das Ergebnis ist

dCZ'
o Z Kyy ¢ (i — yi) (6)
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Die Rechte Seite dieser Gleichung besteht aus Polynomen falls die stchiometrischen
Koeflizienten ganze Zahlen sind. Ansonsten besteht sie aus verallgemeinerten
Polynomen, also Linearkombinationen von Produkten von positiven Potenzen
der Koordinaten. In Beispiel 3 sehen die Gleichungen mit Massenwirkung fol-
gendermassen aus

% = —kyca + kock — kscace + kacp + kscpeg, (7)
d:;itB = 2kicg — 2kock — kscpep + kecp, (8)
d:;—f = —kscacc + kicp + kscpeg, (9)
d;—tD = kscacc — (k4 + ke)cp, (10)
(Z:—f = —kscpep + kecp. (11)

Die rechte Seite der Evolutionsgleichungen, die jetzt mit f(c) bezeichnet wird
kann folgendermassen umgeschrieben werden. Wir definieren eine Abbildung
¥ von Funktionen auf S zu Funktionen auf C durch ¥(c) = 3 . cw, und
eine lineare Abbildung Ay von Funktionen auf C nach Funktionen auf C durch
Ap(x) = Y g kyyxy(wy —wy). In Beispiel 3 wird die Matrix Ay, durch

k1 ke O 0 0
ki —ks O 0 0
0 0 —ks kg ks (12)
0 0 ks —ki—ke O
0 0 0 ke ks



gegeben. Hier konnen wir bestimmte Eigenschaften beobachten, die die Matrix
A immer besitzt. Die diagonalen Eintrage sind negativ, die nichtdiagonalen
Eintrage sind nichtnegativ und die Summe jeder Spalte verschwindet. Die Grofie
f kann als die zusammengesetzte Abbildung f = Y AV geschrieben werden. Es
gilt auch I,v = A V. Wir sehen, dass man die Abbildung f bekommen kann,
in dem man drei Abbildungen zusammensetzt, wobei zwei davon linear sind. Es
ist vermutlich diese versteckte lineare Struktur, die fiir die besonderen Eigen-
schaften der Gleichungen verantwortlich sind, die durch Reaktionsnetzwerke
definiert werden.

Wenn man die qualitativen Eigenschaften der Losungen eines dynamischen
Systems untersucht dann spielen stationédre Losungen, d.h. solche die nicht von
der Zeit abhéngen eine wichtige Rolle. Hier sind es die Losungen der Gleichung
f(¢) = 0 und die Anzahl solcher Losungen ist ein zentrales Thema in der CRNT.
Die Losungen, die fiir die Anwendungen von direktem Interesse sind sind die
positiven, d.h. die bei denen ¢; > 0 fur alle i. Sei g(¢) = Ax¥(c). Dann
ist f(¢) = Yg(c) und eine spezielle Klasse von stationdren Losungen sind die
mit g(c) = 0. Wir nennen solche Losungen 'Komplex-ausgeglichen’ (englisch
"complex balanced’). Es gilt

ARV = Z koyy ¥ (wyr — wy) = Z(kyy’cy — kyryc? Jwyr. (13)
R R

Eine noch speziellere Klasse sind die Losungen bei denen £y, c? — ky/ycy/ =0
fiir alle Komplexe y und y’. Wir nennen sie ’detailliert-ausgeglichen’ (englisch
‘detailed balanced’). Diese letzte Klasse war frither in der Chemie sehr be-
liebt. Es war eine wesentliche Einsicht der CRNT, dass auch allgemeinere
stationare Losungen fiir die Chemie sehr niitzlich sein kénnen. Losungen die
detailliert-ausgeglichen sind sind nur in solchen Reaktionsnetzwerken moglich
wo alle Reaktionen reversibel sind.

Eine Grofie von zentraler Bedeutung in der CRNT ist die Defizienz. Sei &
die Dimension des Vektorraums kerY NimAj;. Es handelt sich offenbar um eine
nichtnegative ganze Zahl. Die Grofie g(u) ist in imAjy enthalten. Deshalb ist
fiir ein System mit 6’ = 0 jede stationidre Losung Komplex-ausgeglichen. In [13]
wird ¢’ als Defizienz definiert. Die in der Literatur iibliche Definition, die auch
in dieser Vorlesung verwendet wird, ist eine andere, die Durch § = n —1[1 — s
gegeben wird. Die Ungleichung § > ¢’ gilt immer aber die beiden Groen sind
nicht immer gleich. Im schwach reversiblen Fall sind sie gleich. Diese Aussagen
werden spéter bewiesen. Die Werte der Defizienz in den Beispielen 1-3 sind § =
2—1-1=4-1-3=5-2-3 = 0. Das bekannteste Theorem der CRNT betrifft
den Fall wo die Defizienz Null ist. In dieser Vorlesung werden wir zuerst dieses
Defizienz-Null-Theorem beweisen und dann Verallgemeinerungen betrachten,
wo die Defizienz grofier sein darf. Kurz zusammengefasst ist die Aussage, dass es
fiir § = 0 im schwach reversiblen Fall genau eine positive stationéire Losung gibt
in jeder stochiometrischen Klasse und dass es fiir Systeme mit § = 0 die nicht
schwach reversibel sind keine positiven stationdren Losungen gibt. Auflerdem
sind die stationdren Losungen im schwach reversiblen Fall asymptotisch stabil
innerhalb ihrer Klasse.



Was ist die Bedeutung solcher Aussagen fiir die Chemie und insbesondere
fiir die Biologie? Auf diesen Gebieten wird oft stillschweigend angenommen,
dass der Zustand eines Systems gegen ein eindeutig bestimmtes Gleichgewicht
strebt. Dies ist aber in der Praxis nicht immer der Fall. Das Vorhandensein von
mehreren stationdren Losungen gegen die ein System konvergieren konnte ist fiir
die Beschreibung der Differenzierung von Zellen von Bedeutung. Stammzellen
sind die urspriingliche Quelle aller Zellen. IThren endgiiltigen Zustand erreicht
eine Zelle durch viele Generationen und in diesem Prozess éndert sich die Natur
der Zelle. Sie wahlt, sozusagen, zwischen verschiedenen Zustanden. In anderen
Féllen konvergiert das System gar nicht sondern zeigt anhaltende Oszillationen.
Ein einleuchtendes Beispiel ist das der biologischen Uhren. Das Defizienz-Null-
Theorem und andere verwandte Ergebnisse liefern Kriterien mit denen man
unter Umsténden entscheiden kann, ob das Langzeitverhalten eines Systems
das einfachste Muster zeigt, oder ob es komplizierter ist.

FEine Klasse von Reaktionsnetzwerken mit Defizienz Null sind die monomoleku-
laren Netzwerke. In diesem Fall besteht jeder Komplex des Netzwerks aus einem
Molekiil eine Stoffes. Dann gibt es eine eineindeutige Korrespondenz zwischen
den Komplexen und bestimmten Stoffen. Die Verlinkungsklassen kénnen mit
disjunkten Teilmengen von § identifiziert werden. Der Rang s ist die Summe
von Beitragen s; der Verlinkungklassen, da die Komplexe aus verschiedenen Ver-
linkungsklassen linear unabhéngig sind. Seien n; die Anzahl der Komplexe in
den Verlinkungsklassen. Dann wird die Defizienz durch n—li—s =" (n;—1—s;)
gegeben. Es stellt sich heraus, dass die einzelnen Summanden verschwinden, so
dass die Defizienz in diesem Fall auch verschwindet. Um diese Aussage zu be-
weisen betrachten wir eine gegebene Verlinkungsklasse und die entsprechende
Menge von Stoffen S;. Wenn wir eine neue Reaktion zwischen Stoffen in S;
hinzufiigen dann &ndert sich weder n; noch die Dimension s; des Raumes, der
durch die Funktionen w,, — w, aufgespannt wird. Deshalb bleibt n; — 1 — s;
unverdndert. Wir konnen also zur Berechnung dieser Grofle das urspriingliche
Netzwerk durch das erweiterte Netzwerk ersetzen, in dem es zwischen jedem
Paar von Knoten eine Reaktion gibt. Die Werte einer Funktion in dem betra-
chteten Raum haben immer die Summe Null, womit die Dimension héchstens
n; — 1 ist. Wir koénnen aber n; — 1 Reaktionen im erweiterten Netzwerk finden,
die linear unabhéngig sind. Seien die Elemente von S; in irgendeiner Reihenfolge
yM ..,y Dann sind die Funktionen WyGi+1) — Wy() linear unabhéngig fiir
1 <i<mn;—1. Das Argument in dem man eine zusétzliche Reaktion hinzufiigt
ist unabhéngig davon, dass das Netzwerk monomolekular ist. Es folgt daraus,
dass wenn zwei Netzwerke die gleichen Stoffe, die gleichen Komplexe und die
gleichen Verlinkungsklassen haben dann haben sie die gleiche Defizienz. Aufler-
dem gilt, dass wenn kein Stoff in mehr als einer Verlinkungsklasse vorkommt
die Beziehung s = ). s; gilt.

Netzwerke von monomolekularen Reaktionen haben viele Anwendungen in
der Biologie. Ein Beispiel dafiir sind die Phosphorylierungssysteme. Man hat ein
Protein, dass eine Kette von Aminosduren ist. Bei einigen dieser Aminosauren
kann eine Phosphatgruppe angeheftet werden. Die Stellen, die durch Phosphat-
gruppen besetzt sind konnen benutzt werden, um Informationen zu speichern.



Ein Konkretes Beispiel ist ein Protein namens NFAT (nuclear factor of activated
T cells) [19]. Dieses Protein kommt in bestimmten weissen Blutkérperchen vor,
z. B. T-Zellen. In einer ruhenden Zelle ist dieses Protein im Cytosol, also
auBerhalb des Zellkerns und ist mit 13 Phosphatgruppen versehen. Wenn die
Zelle aktiviert wird dann wird ein Enzym namens Calcineurin aktiv und ent-
fernt die Phosphatgruppen. Dies beglinstigt eine Konformationsdnderung des
Proteins was wiederum dazu fiithrt, dass NFAT in den Kern transportiert wird.
Dort kann es mit der DNA wechselwirken uns als Transkriptionsfaktor agieren.
Die Phosphatgruppen kénnen anschliefend wieder angehangt werden. Diese
Gruppen werden in einer bestimmten Reihenfolge abgenommen und dann in
der umgekehrten Reihenfolge angehéngt. Das Protein existiert also in vielen
verschiedenen Formen. Die Anzahl der Phosphatgruppen kann alles zwischen 0
und 13 sein. Es kann in zwei verschiedenen Konformationen sein. Es kann im
Cytosol sein oder im Kern. Die Transportvorgidnge konnen formal als Reak-
tionen betrachtet werden, wobei der Stoff in den zwei rdumlichen Gebieten
als verschieden behandelt werden. Man kann diese Situation durch ein Sys-
tem von gewOhnlichen Differentialgleichungen Modellieren mit Massenwirkung.
Es sind 56 Unbekannte und 134 Parameter fiir die entsprechende Anzahl von
Reaktionen. Trotzdem ist es leicht, mit Hilfe der CRNT Informationen iiber
die Dynamik zu bekommen. Es handelt sich um ein monomolekulares System,
womit die Defizienz Null ist. Das System ist reversibel. Deshalb kann man das
Defizienz-Null-Theorem darauf anwenden um zu sehen, dass die Dynamik sehr
einfach ist.

Ein dhnliches Beispiel ist das kinetische Korrekturlesen, das in [21] analysiert
wurde. Es geht wieder um T-Zellen. Auf der Oberfliche einer T-Zelle findet man
ein Molekiil namens T-Zell-Rezeptor, das wir mit 7" bezeichnen. Dieser Rezep-
tor kann sich mit einem bestimmten Stoff verbinden, den wir mit M bezeichen.
(Es handelt sich um ein Protein, das mit einem MHC-Molekiil verbunden ist.)
Die Reaktion der Bindung ist von der Form T+ M — Cjy. Die Verbindung
Cy kann mit bis zu N Phosphatgruppen versehen werden, um Verbindungen
C; zu produzieren. Jedes C; kann zerfallen, wobei T, M und die Phosphat-
gruppen freigesetzt werden. Da die Phosphatgruppen nicht explizit modelliert
werden bekommen wir die Reaktionen C; — T + M. Das Netzwerk ist schwach
reversibel. Es gibt N + 2 Komplexe. Zu zeigen, dass 6 = 0 reicht es also zu
zeigen, dass s = N + 1. Zu veranschaulichen, warum dies der Fall ist, zeigen
wir die stochiometrische Matrix im Spezialfall N = 2.

-1 0 0 1 1 1
-1 0 0 1 1 1
1 -1 0 -1 0 0 (14)
0 1 -1 0 -1 0

Im Allgemeinen sind die ersten N+1 Spalten linear unabhéngig und alle anderen
Spalten kénnen als Linearkombinationen der ersten N + 1 geschrieben werden.
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2 Hintergrund aus der Theorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen

Betrachten wir ein System der Form & = f(x), wo = eine Abbildung von einem
Intervall I C R in den R™ ist. Man bekommt eine gute Theorie des An-
fangswertproblems mit Aussagen iiber lokale Existenz und Eindeutigkeit falls
f lokal Lipschitz ist. Dazu reicht es aus, wenn f stetig differenzierbar ist. Falls
die stochiometrischen Koeffizienten ganze Zahlen sind, ist diese Bedingung bei
den Gleichungen die von Reaktionsnetzwerken kommen immer erfiillt. Sie ist
auch erfiillt sofern alle nichttrivialen stochiometrischen Koeffizienten > 1 sind.
Die Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen héngen immer stetig
von den Anfangsdaten ab. Bei Anwendungen auf Reaktionsnetzwerken geht
es immer um Losungen die positiv sind, oder zumindest nicht negativ. Man
mochte wissen, dass diese Bedingungen aus entsprechenden Annahmen tiber die
Anfangsdaten folgen. Dies wird jetzt fiir eine Klasse von Gleichungen bewiesen
zu der die Reaktionsgleichungen gehoren.

Lemma 2.1 Sei = eine Losung des Systems &; = fi(x), wo fi(x) = fi1(z) —
x; fi 2(x) fiir jedes 4, und die Funktionen f; ; und f; o stetig differenzierbar und
nicht-negativ sind. Wenn z;(to) > 0 fiir alle ¢ dann ist z;(t) > 0 fur alle ¢ und
alle t > to. Wenn z;(tg) > 0 fiir alle 4 dann ist x;(t) > 0 fiir alle 4 und alle
t>to.

Beweis Wenn die erste Aussage falsch wére, dann gébe es eine kleinste Zahl ¢; >
to mit min; z;(t1) = 0. Sei ¢ ein Index bei dem dieses Minimum angenommen
wird. Dann gilt 2;(¢1) = 0. Es folgt, dass fiir ¢y <t < t; die Ungleichung

B(t) = —2 (1) fia(a(t)) (15)

gilt. Deshalb ist d/dt(logz;) > —C, wo C' dass Supremum von f; o auf dem Bild
von [to,t1] unter z ist. Es folgt, dass z;(t1) > e~ “z;(to) > 0, ein Widerspruch.
Die zweite Aussage im Lemma folgt aus der stetigen Abhéngigkeit der Losung
von den Anfangsdaten.

Eine stationire Losung des Systems ist ein Punkt z mit f(z) = 0. Manch-
mal sind solche Losungen fiir das Verhalten von allgemeineren Losungen von
Bedeutung. Dabei spielt der Begriff der Stabilitdt eine wichtige Rolle.
Definition Sei z eine stationire Losung des Systems & = f(x). Sie heifit stabil
wenn es zu jeder offenen Umgebung U von xy eine Umgebung V' von xg gibt,
so dass jede Losung die in V startet in U bleibt. Die Losung heifit asymptotisch
stabil wenn sie stabil ist und wenn es eine Umgebung U von z( gibt, so dass
jede Losung die in U startet fiir ¢ — oo gegen xg konvergiert.

Ein Werkzeug das manchmal verwendet werden kann, um die Stabilitat von
stationaren Losungen zu beweisen ist die Ljapunow-Funktion. Wenn V' eine
Funktion auf einer offenen Teilmenge des R” ist dann sei V = % fi(z). Durch
die Kettenregel ist V = 4 (V(z(t)). Eine Funktion, die V < 0 erfiillt heifit
Ljapunow-Funktion.

Theorem 2.1 Sei U eine offene Umgebung eines Punktes zy € R™. Sei f eine
stetig differenzierbare Abbildung von U nach R™ mit f(z¢) = 0. Sei V eine
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stetig differenzierbare Funktion mit V(z) = 0 und V(z) > 0 fir = # z,. Wenn
V(x) < 0 fiir alle 2 € U ist ¢ stabil. Wenn V(z) < 0 fiir alle 2 € U auBer
T = xg ist zy asymptotisch stabil.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen. Sei () eine Losung einer gewdhnlichen
Differentialgleichung. Wenn es eine Folge t,, von Zeiten gibt mit lim, o t, =
oo und einen Punkt z, mit der Eigenschaft, dass lim, o z(tn) = x., dann
heifit x,. ein w-Limespunkt der Losung z(¢). Die Menge dieser Punkte heifit w-
Limesmenge dieser Losung. Sei y(t) die Losung mit Anfangswert x,. Dann liegt
das Bild von y(t) in der w-Limesmenge von x(¢). Wenn das Bild einer Losung
x(t) in einer kompakten Teilmenge liegt, dann ist die w-Limesmenge von z(t)
zusammenhéngend. Wenn V eine Ljapunow-Funktion fiir das System & = f(x)
ist, dann kann ein Punkt z, in dem V(x*) < 0 kein w-Limespunkt einer Losung
x(t) des Systems sein.

3 Das Defizienz-Null-Theorem

Das Theorem, das in diesem Abschnitt diskutiert wird findet man in der Liter-
atur in verschiedenen Formen. Hier wahlen wir folgende Formulierung.
Theorem 3.1 (Das Defizienz-Null-Theorem) Sei & = f(z) das dynamische Sys-
tem das durch die Annahme von Massenwirkung aus einem Reaktionsnetzwerk
der Defizienz Null entsteht. Dann gilt
(i) wenn das Netzwerk nicht schwach reversibel ist, dann gibt es keine positiven
stationaren Losungen,
(ii) wenn das Netzwerk schwach reversibel ist, dann gibt es genau eine positive
stationare Losung in jeder stochiometrischen Klasse. Diese Losung ist asymp-
totisch stabil in ihrer Klasse.

Jetzt entwicklen wir Ideen, die im Beweis dieses Satzes verwendet werden.
Zunéachst betrachten wir die Matrix Ayg.
Proposition 3.1 Wir betrachten ein Reaktionsnetzwerk mit terminalen starken
Verlinkungsklassen (Aq,...,A;). Der Kern von Ay hat eine Basis {z1,...,2:}
so dass A; der Trager von x; ist fiir alle 7+ und z; auf A; positiv ist.

Insbesondere ist die Dimension des Kerns von Ay immer gleich ¢t und hangt
nicht von den Reaktionskonstanten ab. Ein mdgliche Wahl der Basis der Propo-
sition 3.1 in Beispiel 3 ist (Ufg, k1,0,0, O}T, [O, 0, k‘5(/€4 + k?a), ksks, k3k6]T). Um
Proposition 3.1 zu beweisen benutzen wir die Vorgehensweise von [7]. Es gibt
eine Verbindung mit dem Satz von Perron-Frobenius und ein anderer Beweis
der diesen Satz direkt verwendet findet man in [13].

Proposition 3.1 wird jetzt in mehreren Schritten bewiesen wie in ([7]). Wenn
X eine Funktion auf C ist, sei |x| ihr Betrag, punktweise berechnet. Fiir einen
Komplex y sei R_,, die Menge der Reaktionen deren rechte Seite y ist und R,
die Menge der Reaktionen deren linke Seite y ist.
Lemma 3.1 Wenn x € kerAy dann gilt || € kerA.

Beweis Ay = Zyec{ZR_.y kyyx(y') — (3w, kyy )x(y)}wy. Da die wy lin-
ear unabhéngig sind ist y genau dann im Kern von Aj; wenn die geschweifte
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Klammer verschwindet. Deshalb gilt fiir x € kerAy,

Z KyryIx(y)| > (Z kyy ) Ix(y)]- (16)
Ry

Ry

Wenn man diese Ungleichung iiber y summiert bekommt man

Z Z kyyIx(y)] = Z Z kyy IX(y)] (17)

yEC R 4y YEC Ry

Die Gleichheit in (17) gilt genau dann wenn die Gleichheit in (16) gilt. Aber
die Gleichheit gilt in der Tat in (17) und deshalb auch in (16). Daraus folgt
wiederum, dass

> kyy @) = O k)X @) (18)
Ry—

Ry

und dass x € kerAy die Aussage |x| € ker Ay impliziert.

Lemma 3.2 Wenn y € kerAyg, x(y) = 0 und es eine gerichtete Kantenfolge gibt
von y' nach y dann gilt x(y') =0

Beweis Wenn y = ¢’ ist die Aussage klar. Aus (18) folgt, dass wenn y'y € R
und x(y) = 0 dann gilt auch x(y") = 0. Die Aussage von Lemma 3.2 folgt durch
wiederholte Anwendung dieser Tatsache.

Lemma 3.3 Sei A eine starke Verlinkungsklasse, nicht notwendig terminal.
Wenn x € kerA;, und x(y) = 0 fiir irgendein y € A dann gilt x(y') = 0 fiir alle
y € A.

Beweis Wenn y und 3’ in der gleichen starken Verlinkungsklasse sind, dann
gibt es eine gerichtete Kantenfolge von 3’ nach y und die Aussage von Lemma
3.3 folgt aus der von Lemma 3.2.

Lemma 3.4 Sei 7 die Menge aller Komplexe die terminalen starken Verlinkungsklassen
gehoren und sei x € kerAg. Dann gilt suppy C Z.

Beweis Wenn Z = C ist die Aussage trivial. Nehmen wir also an, dass Z # C.
Fir y € 7 seien

RY ={yyeR:y €I}, (19)
RE, ={yyeR:y ¢ I} (20)

R,y ist die Vereinigung dieser zwei Mengen. Wenn wir diese Tatsache verwen-
den und (18) iiber Z summieren bekommen wir

SN @03 By @) =30 Byylx). (1)

yeI Rint yeL R YEL Ry

Der erste Summand auf der linken Seite in dieser Gleichung ist gleich dem
Ausdruck auf der rechten Seite. Deshalb gilt >0 7> rexe [X(y')] = 0. Sei

G={y €C\Z: esgibty'y e R mit y € Z}. (22)

Dann verschwindet x auf G. Da C eine endliche Menge ist gibt es zu jedem
y” € C\ T ein y' € G so dass es eine gerichtete Kantenfolge von 3" nach g/
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gibt. Deshalb folgt aus Lemma 3.2, dass x(y”) = 0 fiir alle y” € C \ Z und dass
suppy € Z.

Sei I'; der Raum der Funktionen auf C deren Triger in A; liegt. Dann ist
nach Lemma 3.4 der Kern von A; in der direkten Summe der I'; enthalten.
Lemma 3.5 Fiir 1 <14 <t ist der Raum I'; unter A invariant.

Beweis Sei R; = {yy’ € R : y € A;}. Wenn x € T'; dann ist x(y) = 0 fiir
y ¢ A;. Deshalb kann die Summe in der Definition von Ay auf R; eingeschrankt
werden wenn x € T';. Wenn R; leer ist (wie wenn A; aus einem einzigen Element
besteht) dann ist Axx = 0 und die Aussage gilt. Nehmen wir also an, dass R;
nicht leer ist. Da A; terminal ist impliziert yy’ € R; dass y und 3’ in A; sind.
Dann ist der Trager eines jeden Summanden in I'; und Agyx € T;.

Lemma 3.6 Fiir 1 < i <t existiert y; € I'; mit folgenden Eigenschaften.

(a) Apxi =0

(b) xi(y) > 0 fiir alle y € A;

(c) Wenn x} € T'; und Agx} = 0 dann gilt x; = ayx; fiir eine Zahl «

Beweis Sei Aj; die Einschrankung von Ay auf I';. Dann ist

Apix =Y kyyx)(wy —wy) (23)

yy' €ER;

dim(imAy ;) ist kleiner als dimI';, da Zye A, wy senkrecht auf im Ay ; steht. De-
shalb hat Ay ; eine nichttrivialen Kern. Sei x; ein nichtverschwindendes Element
von kerAy ;. Dann gilt x; € kerA;; und suppyx; C A;. Aber nach Lemma 3.3
gilt A; C suppy;. Deshalb ist suppyx; = A;. Es gilt x;(y) = 0 fir y ¢ A; und
Xi(y) # 0 fiir y € A;. Nach Lemma 3.1 kénnen wir annehmen, dass x;(y) > 0
fir y € A;. Damit sind Teile (a) und (b) bewiesen. Nehmen wir an, es existiere
X' € T'; mit Axx’ = 0. Es gibt eine Zahl o mit der Eigenschaft, dass x' —ayx =0
fiir ein y € A;. Die Funktion X’ — ax ist in kerAg und nach Lemma 3.3 ver-
schwindet sie auf ganz A;. Da der Triger von X' — ax in A; liegt folgt, dass
X' = ax und Teil (c) ist bewiesen.

Jetzt konnen wir Proposition 3.1 beweisen. Seien y; € I'; Vektoren, die
die Eigenschaften (a) und (b) von Lemma 3.6 erfiillen. Wir zeigen, dass diese
Vektoren eine Basis fiir den Kern von Ay, bilden. Dies reicht aus, um die Propo-
sition zu beweisen. Die Vektoren sind linear unabhangig. Es bleibt zu zeigen,
dass jede Funktion y in Ay eine Linearkombination dieser Vektoren ist. Sei
X € kerAy. Dann gilt

X=X1+...+ X (24)

mit x; € T; fir 1 < <t. Es folgt dass
AkX = Akxll + ...+ AkX; =0 (25)

Nach Lemma 3.5 gilt Agx; € I'; fur alle . Da die I'; linear unabhéngig sind
folgt Agxi = 0 fiir alle 7. Nach Lemma 3.6, Teil (c) gibt es Zahlen «; so dass
Apx} = a;x; fur alle 4. Damit ist Proposition 3.1 bewiesen.

Es folgt insbesondere, dass die Dimension des Kerns von A, gleich t ist,
unabhingig von den Reaktionskonstanten.
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Korollar 3.1 Der Kern von Ay enthélt einen positiven Vektor genau dann,
wenn das Netzwerk schwach reversibel ist.

Beweis Wenn das Netzwerk nicht schwach reversibel ist gibt ein Komplex g € C
der in keiner terminalen starken Verlinkungsklasse liegt. Sonst wiirden die Ver-
linkungsklassen mit den starken Verlinkungsklassen iibereinstimmen. Da, nach
Proposition 3.1 jeder Vektor im Kern von Ay eine Linearkombination von Vek-
toren in den terminalen starken Verlinkungsklassen ist muss es der Fall sein,
dass z(9) = 0 fir jede Funktion x im Kern von Aj. Deshalb gibt es keine pos-
itiven Elemente des Kerns. Umgekehrt, wenn das Netzwerk schwach reversibel
ist dann ist jeder Komplex in einer terminalen starken Verlinkungsklasse. Dann
ist die Summe der Basisvektoren in Proposition 3.1 der gesuchte Vektor.
Korollar 3.2 Es existieren positive Konstanten oy, mit

Z Qyy (wy —wy) =0 (26)
R

genau dann wenn das Netzwerk schwach reversibel ist.

Beweis Nehmen wir zunéchst an, das Netzwerk sei schwach reversibel. Sei k
ein positives Element von R" und sei A wie vorher. Aus Proposition 3.1 und
Korollar 3.1 folgt die Existenz von einem positiven Vektor & im Kern von Ay.
Wir wéhlen dann oy = ky,/&(y). Nehmen wir jetzt an, das Netzwerk sei nicht
schwach reversibel und dass eine positive Losung o existiere. Sei

Aa(z) = Z vy () (wy — wy) (27)
R

und sei Z der Vektor mit Z(y) = 1 fiir alle y € C. Dann ist A,(Z) =0 und Z ist
ein positiver Vektor im Kern von A,, ein Widerspruch zu Korollar 3.1.
Fiir ein Reaktionsnetzwerk sei

A ={wy —wy:yy €R} (28)

und
A = {w, — w, : es gibt eine Kantenfolge von y nach y'}. (29)

Es ist klar, dass der Raum, der durch A’ aufgespannt wird in dem Raum en-
thalten ist der durch A aufgespannt wird. In der Tat sind diese Raume gleich.
Lemma 3.7 Die durch die Mengen A und A’ aufgespannte Rdume sind gleich.
Beweis Wir kennen schon die eine Inklusion und miissen nur noch die andere
zeigen. Die Falle, dass die Lange der Kette Null oder Eins ist, sind offensichtlich.
Im allgemeinen gibt es Komplexe (@, ...,y die y und 3’ verbinden. Dann
schreiben wir

Wy — Wy = (wy(n) — wy(n_1)) + ...+ (wy<1) — wy(o)). (30)

Lemma 3.8 Fiir ein Netzwerk mit n Komplexen und [ Verlinkungsklassen sind
die Dimensionen der Radume in der Aussage von Lemma 3.7 gleich n — (.
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Beweis Zum Beweis betrachten wir den Raum der durch A definiert wird. Seien
{L',... L'} die Verlinkungsklassen des Netzwerks und fiir 6 = 1,...,[ sei

A = {wy —w, .y € L) (31)

Dann ist A die Vereinigung der A? und der durch A aufgespannte Raum die
direkte Summe der durch die A? aufgespannten Ridume. Sei ng die Anzahl der
Komplexe in LY. Die Dimension des durch die Komplexe aus L? aufgespannten
Raums ist ng — 1. Es folgt, dass die Dimension der direkten Summe durch
Zézl(ng — 1) =n — 1 gegeben wird.

Lemma 3.9 Seien L? die Verlinkungsklassen eines Reaktionsnetzwerks. Dann
ist die Menge {wye} eine Basis fiir das orthogonale Komplement des Raumes
span(A).

Beweis Jedes Element dieser Menge steht senkrecht auf jedes Element von
A und die Menge ist linear unabhéngig. Da die Dimension des Raumes der
Funktionen auf C n ist, hat das orthogonale Komplement die Dimension n —
(n — 1) = I. Deshalb ist die gegebene Menge eine Basis fiir das orthogonale
Komplement.

Aus Lemma 3.9 folgt, dass ein Vektor g genau dann in span(A) liegt wenn
das innere Produkt von g mit wye Null ist fiir alle 6.

Korollar 3.3 imA; = span(A) genau dann, wenn jede Verlinkungsklasse des
Netzwerks genau eine terminale starke Verlinkungsklasse enthalt. Insbesondere
gilt diese Beziehung wenn das Netzwerk schwach reversibel ist.

Beweis Da im Ay, in span(A) enthalten ist miissen wir nur iiberpriifen, ob diese
zwei Raume die gleiche Dimension haben. Von Lemma 3.8 wissen wir, dass die
Dimension von span(A) gleich n—1 ist. Da die Dimension des Raumes der Funk-
tionen auf C gleich n ist folgt es aus der linearen Algebra, dass dim imAx = n—t
ist, wo t die Anzahl der terminalen starken Verlinkungsklassen ist. Deshalb ist
die Differenz der zwei Dimensionen gleich ¢ — [ so dass die erwiinschte Bedin-
gung genau dann gilt wenn jede Verlinkungsklasse genau eine terminale starke
Verlinkungsklasse enthélt. Diese Bedingung ist offenbar erfiillt fiir schwach re-
versible Netzwerke.

Die Reaktionsvektoren eines Netzwerks sind die GroBen der Form 3 — y,
die als Funktionen auf S betrachtet werden koénnen. Der Raum, der durch
diese Vektoren aufgespannt wird ist der stéchiometrische Teilraum, Bild der
stochiometrischen Matrix und dessen Dimension s heifit Rang des Netzwerks.
Wir haben schon eine Matrix Y eingefiihrt mit der Eigenschaft, dass Yw, = y.
Entsprechend gilt ¥’ —y = Y (w,s — w,) und die Menge der Reaktionsvektoren
ist das Bild der Menge A’ unter Y. Es folgt, dass S = Y (span(A)). Falls jede
Verlinkungsklasse genau eine terminale starke Verlinkungsklasse enthalt dann
gilt S = im(Y Ay). Insbesondere gilt diese Aussage fiir Netzwerke, die schwach
reversibel sind.

Proposition 3.2 Die Defizienz § eines Netzwerks erfillt

0 = dim(kerY Nspan(A)). (32)
Wenn insbesondere die Defizienz des Netzwerks Null ist dann gilt kerY' Nspan(A) =

{0}
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Beweis Sei Y die Einschriinkung von Y auf span(A). Es gilt
dim span(A) = dim kerY + dim imY (33)

Aus Lemma 3.8 folgt, dass dim span(A) = n — . Auflerdem ist imY =
Y (span(A)) = S. Es gilt auch kerY = kerY Nspan(A). Es folgt, dass dim(kerY N
span(A)) =n—1—s=24.

Wir sehen, dass 6 > 0 und dass ¢’ = § genau dann wenn t = .
Korollar 3.4 Eine Funktion « auf R erfiillt die Gleichung

Y oy —y) =0 (34)
R

wenn sie die Gleichung
Z oy (wy —wy) =0 (35)
R

erfillt. Wenn die Defizienz des Netzwerks Null ist dann erfiillt sie die erste
Gleichung nur wenn sie die zweite erfiillt.
Beweis Die erste Gleichung kann umgeschrieben werden als

Y(Z Qg (Wy — wy)) =0 (36)
R

woraus die erste Aussage des Korollars folgt. Umgekehrt benutzen wir die Tat-
sache, dass ) ayy (wy — wy) € kerY Nspan(A). Wenn § = 0 ist enthélt der
Raum auf der rechten Seite dieser Gleichung nur die Null.

Korollar 3.5 Fiir ein Netzwerk der Defizienz Null besitzt die Gleichung (34)
genau dann eine positive Losung, wenn das Netzwerk schwach reversibel ist.
Korollar 3.6 Fiir ein Netzwerk der Defizienz Null gilt ker(Y Ay) = ker Ay.
Beweis Da ker A, offensichtlich in ker(Y A) enthalten ist miissen wir nur die
umgekehrte Inklusion beweisen. Wenn x € ker(Y Ay) ist Agz in kerY. Da Ay
ihre Werte in span(A) annimmt liegt Apz in kerY Nspan(A). Deshalb folgt aus
Proposition 3.2, dass Axz = 0 und dass x € kerAy.

4 Lage der Stationaren Losungen

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften von stationdren Losungen von
Reaktionsnetzwerken hergeleitet. Spéater wollen wir zeigen, dass unter bes-
timmten Umstédnden ein Gleichungssystem das durch ein Reaktionsnetzwerk
definiert wird genau eine positive stationére Losung in jeder stochiometrischen
Klasse enthélt. Dazu zeigt man, dass die Menge der stationdren Losungen die
Menge E der Elemente des positiven Orthanten ist mit logc — logc* € S+ fiir
ein festes positives Element ¢*. Der Logarithmus wird punktweise definiert. Wir
mochten jetzt wissen, dass FE jede stochiometrische Klasse in genau einem Punkt
trifft. Die Eindeutigkeit ist einfach. Wenn ¢ und ¢’ zwei Punkte von E sind in
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der gleichen stochiometrischen Klasse dann gilt c—¢’ € S und log ¢’ —logc € S*.
Es folgt, dass

0= (c—¢)(logc —loge) = Z(c’(s) —c(s))(logd(s) —loge(s)).  (37)

seS

Da der Logarithmus streng monoton steigend ist kann dies nur dann gelten
wenn ¢/ (s) = ¢(s) fiir alle s. Es bleibt, die Existenzaussage zu beweisen. Wir
definieren die Exponentialfunktion und das Produkt punktweise.

Proposition 4.1 Sei S eine endliche Menge und F(S) der Vektorraum der
reellwertigen Funktionen auf S, sei S ein linearer Teilraum von F'(S) und seien
a und b zwei positive Elemente von F'(S). Dann existiert ein eindeutiger Vektor
pin St so dass aet —b € S.

Beweis Sei ¢ : F(S) — R definiert durch ¢(z) = >, _sla(s)e™®) — b(s)z(s)].
Der Gradient von ¢ im Punkt x wird gegeben durch V¢(x) = ae® — b und die
Hessesche Matrix durch H(z)y = (ae®)y. H(z) ist positiv definit. Fiir alle
v € F(S), ungleich Null, gilt

v H(@)y =7-ae"y =Y a(s)e" (y(s))* > 0. (38)
seS

Deshalb ist die Funktion ¢ strikt konvex. Als néchstes wollen wir zeigen, dass
limy 00 @p(ax) = co. Es gilt

¢lax) =) (a(s)e™™ ™) — ab(s)z(s)) (39)

s€S
Fiir z(s) # 0 impliziert die Positivitit von a(s) und b(s)
lim (a(s)e®®®) — ab(s)z(s)) = oo (40)

a—0o0
wéhrend fiir z(s) = 0 gilt
a(s)e®®) — ab(s)z(s) = a(s) (41)

Damit ist (39) bewiesen. Sei jetzt ¢ die Einschrinkung von ¢ auf S+. Da ¢
stetig und konvex ist, hat ¢ auch diese Eigenschaften. Deshalb ist die Menge
C ={x € St : ¢(xr) < ¢(0)} abgeschlossen und konvex. Sie enthilt keine
Teilmenge der Form {az : o € (0,00)}. Deshalb ist C' beschrankt [22] und
kompakt. Es existiert also u € C mit der Eigenschaft, dass ¢(u) < ¢(z) fiir alle
x € C. Daraus folgt, dass Vo(u) -y = 0 fiir alle v € S* und dass V() in S
liegt. Damit ist die Existenzaussage bewiesen. Um Eindeutigkeit zu bekommen,
sei i/ € St eine Losung von ae” — b = S. Dann gilt a(e“' —et) =0 und, da
@ — € St haben wir

D als)('(s) — p(s) (e @ —er)) = 0 (42)
seES

Da a(s) positiv ist und die Exponentialfunktion strikt monoton steigend kann
diese Aussage nur gelten wenn p' = pu.
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Korollar 4.1 Fiir ein positives Element ¢* von F(S) trifft E jede stochiometrische
Klasse in genau einen positiven Punkt.

Beweis Sei p ein beliebiges positives Element von F(S). Wir werden zeigen,
dass die stochiometrische Klasse die p enthélt E in genau einem Punkt trifft.
Dass es hochstens einen solchen Punkt gibt wurde schon bewiesen. Um die Ex-
istenz zu bekommen stellen wir zundchst fest, dass Proposition 4.1 die Existenz
eines Punktes pu € S+ mit c¢*e# — p € S impliziert. Sei ¢ = c*e#. Dann ist ¢
positiv und liegt in der stochiometrischen Klasse die p enthélt. In dem wir den
Logarithmus auf beiden Seiten bilden sehen wir, dass logc — logc* = pu € S*.
Deshalb liegt ¢ in E.

5 Beweis des Defizienz-Null-Theorems

In diesem Abschnitt wird das Defizienz-Null-Theorem mit Hilfe der bisher en-
twickelten Ergebnisse bewiesen. Zunéachst beweisen wir den relativ einfachen
Teil (i).

Lemma 5.1 Die Differentialgleichungen die aus dem Reaktionsnetzwerk unter
der Annahme der Massenwirkung hervorgehen besitzen nur dann eine positive
stationdre Losung wenn es ein positives o gibt mit )5 gy (y' —y) = 0.
Beweis Sei c* eine positive stationdre Losung. Dann kénnen wir cy, als die
Reaktionsrate der Reaktion y — ¢’ nehmen wenn die Konzentrationen durch c¢*
gegeben werden.

Teil (i) des Defizienz-Null-Theorems folgt nun aus Korollar 3.5 und Lemma
5.1.

Als néchstes beweisen wir Teil (ii) unter der Annahme, dass es eine positive
Komplex-ausgeglichene stationére Losung gibt ohne zu verwenden, dass § = 0.
Wenn ¢* eine stationédre Losung ist dann gilt U(c*) € ker(Y Ai). Wenn dariiber
hinaus ¥(c*) € ker(Ay) ist dann kann man weitere Schliisse ziehen.
Proposition 5.1 Wenn eine positive stationére Losung c* existiert mit AW (c*) =
0, das heiit ¢* ist komplex-ausgeglichen, dann gilt f(c) - (log ¢ — log ¢*) < 0 fiir
alle positive Punkte ¢ von F(S). Auflerdem sind folgende Aussagen dquivalent
(i) f(c) - (log e — log ") = 0
(ii) logc — loge* € S+
(iii) AxP(c) =0
(iv) f(e) =0
Bemerkung Die Annahme der Proposition impliziert, dass das Netzwerk schwach
reversibel ist.

Beweis Sei = logc — logc*. Dann ist ¢¥ = (c*)¥e? (). Deshalb gilt f(c) =
S Ky (€)Ye¥H€) (y — y). Es folgt, dass

f(e)- (oge—loge™) = kyy (<) e O (y - p(e) =y - ule))  (43)
R

Jetzt hat die Exponentialfunktion die Eigenschaft e*(a/ — o) < e — e fiir
alle reellen Zahlen o und o’ mit Gleichheit nur fiir « = o/. Damit konnen wir
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schliefen, dass

fe) - (logc —logc¥) Z ey nl(e) _ gyenle)y (44)
R

mit Gleichheit nur wenn p(c) - (y' —y) = 0 fiir alle Reaktionen in R. Die Rechte
Seite der letzten Ungleichung kann umgeschrieben werden in der Form

Zkyy/ (") (wy — wy) Z eV ) Wyt (45)
R

y'eC

Der Ausdruck in der Klammer ist nichts anderes als A, ¥(c*), was nach Voraus-
setzung Null ist. Deshalb ist f(c) - (logc —logc*) < 0.

Es ist klar, dass (ii) die Bedingung (i) impliziert. Umgekehrt, wenn (i) gilt
dann gilt die Gleichheit in (44). Da die Vektoren y—y’ den Teilraum S aufspan-
nen folgt (ii). Jetzt wird gezeigt, dass (ii) die Bedingung (iii) impliziert. Das
Netzwerk ist schwach reversibel und deshalb stimmen seine terminalen starken
Verlinkungsklassen mit seinen Verlinkungsklassen iiberein. Letztere werden mit
{L',... L'} bezeichnet. AuBerdem gibt es nach Proposition 3.1 eine Basis
x, ... 2! fiir ker Ay, so dass supp 2 = LY fiir § = 1,...,1. Deshalb hat ¥(c*)
eine Darstellung der Form

!
= Z Z *)wy) Z Noz? (46)

=1 yEL9

fiir Konstanten \g. Weil wir wissen, wo der Triger von 27 liegt kénnen wir
schliefen, dass (¢*)Yw, = Agz? fiir alle . Deshalb ist die Menge der (c*)Yw,
auch eine Basis fiir kerAz. Nehmen wir an, dass u(c) € S*. Wir wissen, dass
y' - p(c) =y - p(c) wenn immer es eine Kantenfolge zwischen y und y' gibt. Das
heiBt, es existieren Zahlen &1, ..., & so dass y - p(c) = & fiir alle y € L. Jetzt
gilt

¢) = chwy = Z(c*)yey-u(C)

yel yel
l l
=D (D (@)t Ou) =3 (Y () w,) (47)
6=1 yeL®b 6=1 yeL®

Es folgt, dass Ay U(c) = 0. Dass (iv) aus (iii) folgt sieht man mit der Formel
fiir f(c) und es ist offensichtlich, dass (i) aus (iv) folgt.
Korollar 5.1 Unter den Annahmen von Proposition 5.1 haben die Gleichungen
genau eine stationédre Losung in jeder stochiometrischen Klasse.
Beweis Wegen der Aquivalenz von (i) und (iv) in Proposition 5.1 stimmen die
positiven stationdren Losungen mit der Menge E iiberein. Nach Korollar 4.1
trifft diese Menge jede stochiometrische Klasse in genau einem Punkt.

Wir haben viele Informationen iiber die stationdren Losungen erhalten. Jetzt
mochten wir auch dynamische Informationen bekommen und dies machen wir
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mit Hilfe von Ljapunow-Funktionen. Fiir ein festes positives ¢* aus F(S) sei h
die Funktion

h(c) = _[e(s)(logc(s) —logc*(s) — 1) + ¢ (s)] (48)
sES
Offensichtlich gilt h(c*) = 0. AuBerdem folgt aus der Tatsache dass der Loga-
rithmus strikt konkav ist fiir jedes s € S und jedes ¢(s) > 0 die Ungleichung

L (c(s) - () (49)

2 c(s)
mit Gleichheit genau dann, wenn c(s) = c¢*(s). Deshalb ist h(c) > 0 fiir alle
¢ # c¢*. AuBlerdem gilt Vh(c) = logc —logc* und die Hessesche ist G(c)y = 2.
Fiir alle ¢ und alle v # 0 gilt v - G(c)y = > ,c57(s)?/c(s) > 0. Wir sehen,
dass die Hessesche positiv definit ist und A strikt konvex. Jetzt kommen wir zu
einem weiteren Korollar von Proposition 5.1.
Korollar 5.2 Unter den Annahmen von Proposition 5.1 gilt Vh(c) - f(¢) < 0
mit Gleichheit nur wenn f(c) = 0.

Mit diesen Aussagen sehen wir, dass h eine monoton fallende Funktion ist
lings Losungen, 4 (h(c(t)) < 0 mit Gleichheit nur wenn f(c(t)) = 0. Es folgt,
dass die Einschrankung von h auf eine stochiometrische Klasse eine Ljapunow-
Funktion ist. Deshalb ist die stationare Losung nach Theorem 2.1 asymptotisch
stabil.

Die Beziehung zur Bedingung § = 0 kommt durch folgende Aussage.
Proposition 5.2 Nehmen wir an, dass die Gleichungen fiir ein Netzwerk unter
der Annahme der Massenwirkung eine stationire Losung besitzen und dass die
Defizienz Null ist. Dann sind die Annahmen von Proposition 5.1 erfullt.
Beweis Sei ¢* eine stationdre Losung. Dann gilt ¥(c*) € ker(Y Ag). Da die
Defizienz Null ist folgt aus Korollar 3.6, dass ker(Y Ay) = ker(Ay), womit das
Ergebnis bewiesen ist.

Um den Beweis des Defizienz-Null-Theorems zu vervollstandigen bleibt es,
die Existenz einer positiven stationaren Losung zu beweisen fir ein schwach
reversibles Netzwerk mit Defizienz Null. Wir suchen also ¢* mit Y A, ¥(¢*) = 0.
Da fiir Netzwerke mit Defizienz Null ker(Y Ay ) = ker(Ayg) reicht es ¢* zu finden
mit ¥(c*) € ker(Ay).

Die transponierte Matrix Y7 erfiillt Y7z = ZyEC (y - 2)wy. Die charakteris-
tische Funktionen wre der Verlinkungsklassen erfillen wre = Zy cro Wy-

log c(s) — log ¢*(s)

Lemma 5.2 dim[imY 7 +span(wy1,...,wr)] = n—3§. Wenn insbesondere § = 0
dann ist imY”? + span(wgs,...,wr:) der ganze Raum der Funktionen auf R.
Beweis Aus Proposition 3.2 folgt dim[kerY N span(A)] = 6. Da die Dimen-
sion des ganzen Raumes n ist kénnen wir daraus schliefen, dass dim[kerY N
span(A)]+ = n — §. Auf der anderen Seite ist

[kerY Nspan(A)]* = (kerY)* 4 (span(A))*. (50)

AuBerdem ist (kerY)* = imY”. Nach Lemma 3.9 wird (span(A))* durch die
wre aufgespannt. Aus der Kombination dieser Aussagen bekommen wir die
erste Behauptung von Lemma 5.2. Die zweite Behauptung ist dann klar.
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Proposition 5.3 Wir betrachten ein schwach reversibles Netzwerk und z!, . . ., 2!

eine Basis fir kerA;, wie in Proposition 3.1. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) es existiert eine positive Funktion ¢* auf & mit ¥(c*) € ker Ag.

(ii) log(Zé:1 2%) ist in imY” + span(wr1,...,wp).

Beweis Bedingung (ii) ist 4quivalent mit

(iii) es existiert eine Funktion z auf § und Zahlen {—¢;,..., =&} so dass
1 1
1og(z 2y =vTz - Z Eowre. (51)
0=1 0=1

Mit z und & wie in dieser Gleichung setzen wir ¢* = e¢* und \g = €% um zu
sehen, dass (iii) dquivalent ist zu

(iv) es existiert eine positive Funktion ¢* auf S und positive Konstanten {Ay,..., \;}
so dass
! l 1
Y7 (log c*) = log( Zxo + Z log Ag)wre = log( Z Aoz?) (52)
0=1 0=1 0=1

Es gilt Y7 (logc*) = > yec(y - logc")wy, und y - logc™ = log((c*)¥). Die letzten
zwei Gleichungen zusammen ergeben

Y7 (logc*) = Z[log(c*)y}wy = log(Z(c*)ywy) = log U(c"). (53)

yec yeC

Deshalb ist (iv) dquivalent mit

(v) es existieren eine positive Funktion ¢* auf § und positive Konstanten {A1, ..., A\;}
so dass ¥(c*) = 22:1 Xoz?. Da {z',... 2!} eine Basis von kerAy, ist impliziert
(v) die Bedingung (i). Dass (i) die Bedingung (v) impliziert folgt wegen der
Natur der Basis und der Tatsache, dass fir ¢* positiv die Funktion ¥(c*) posi-
tiv ist.

Korollar 5.3 Fiir ein schwach reversibles Netzwerk mit Defizenz Null existiert
eine positive Funktion ¢* auf & mit A,V (c*) = 0.

Beweis Fiir ein Netzwerk der Defizienz Null sagt uns Lemma 5.2, dass der
lineare Teilraum in Bedingung (ii) von Proposition 5.3 der ganze Raum von
Funktionen auf C ist. Deshalb ist die Bedingung (ii) erfiillt und damit die
dquivalente Bedingung (i) auch.

Fassen wir zusammen, was jetzt bewiesen worden ist. Wenn ein Netzw-
erk schwach reversibel ist und die Defizienz des Netzwerks ist Null, dann gibt
es in jeder stochiometrichen Klasse eine eindeutige positive stationédre Losung
c¢* und alle Losungen, die nahe genug bei ¢* starten konvergieren gegen c*.
Was kann man tber allgemeine positive Losungen in diesem Fall sagen? In-
formationen dariiber liefert die Ljapunow-Funktion h(c). Diese Funktion ist
eine Summe von nicht-negativen Beitragen von den verschiedenen Stoffen, sagen
wir h(c) = D" hi(c;) und jede Funktion h; ist nicht-negativ und positiv fiir
¢ # ¢*. Betrachten wir die Teilmenge die durch die Ungleichung h(c) < C
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definiert wird fiir eine Konstante C. Dann ist h;(¢;) < C fir alle i. Jetzt ist
h}(c;) = loge; — loger, so dass h; monoton steigend ist fiir ¢; > ¢ und mono-
ton fallend fiir ¢; < ¢f. Fiir ¢; — 0 konvergiert h;(c;) gegen ¢f und fiir ¢; — o0
haben wir h;(¢;) = ¢;logc;+O(¢;). Insbesondere divergiert h;(c¢;) gegen +oo fiir
¢; — oo. Daraus folgt, dass die Ungleichung h;(¢;) < C die Beschrénktheit von
¢; impliziert. Fiir solche Systeme existieren alle Losungen global in der Zukunft
und sind beschrankt. Fiir Systeme mit Defizienz Null, die nicht schwach re-
versibel sind gilt diese letzte Aussage nicht. Es reicht, die einfache Reaktion
0 — A zu betrachten, die auf die Gleichung & = k fithrt. Die Losungen sind
lineare Funktionen, die nicht beschrankt sind.

Betrachten wir wieder den Fall eines schwach reversiblen Netzwerks. Die
Ljapunow-Funktion verhindert nicht ohne weiteres, das eine positive Losung
w-Limespunkte besitzt, wo eine Konzentration verschwindet. Sie verhindert
allerdings, das es positive w-Limespunkte aufler ¢* gibt. Nehmen wir an, dass
eine bestimmte positive Losung ¢(t) keine w-Limespunkte auf dem Rand be-
sitzt. Dann konvergiert sie gegen ¢*, wie folgendes Argument zeigt. Betrachten
wir eine beliebige Folge t,, mit ¢, — oo. Die Folge c(t,) ist beschrinkt und
besitzt eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert dieser Teilfolge ist ein w-
Limespunkt und kann deshalb nur ¢* sein. Deshalb konvergiert c¢(t) gegen c*.
Die w-Limesmenge ist zusammenhadngend und deshalb kann ist nicht sein, dass
eine Losung sowohl ¢* als auch einen Punkt auf dem Rand als w-Limespunkte
besitzt. Entweder konvergiert die Losung gegen ¢* oder ihre w-Limesmenge ist
im Rand enthalten. In einer der ersten wichtigen Arbeiten auf diesem Gebiet,
eine Arbeit von Horn und Jackson [16], wurde behauptet, dass der zweite Fall
nicht moglich sei. Spéter hat Horn [17] darauf aufmerksam gemacht, dass er
keinen Beweis fiir diese Aussage hatte, obwohl er immer noch erwartete, sie
wiére richtig. Ein solcher Beweis fehlte vierzig Jahre spater immer noch obwohl
die Aussage, die unter dem Namen ’global attractor conjecture’ lief unter ver-
schiedenen zusétzlichen Annahmen bewiesen wurde. Anfang 2015 erschien eine
Arbeit von Gheorghe Craciun im Internet, wo er einen einen solchen Beweis
vorgestellt hat [4].

Fiir ein Netzwerk der Defizienz Null, das nicht schwach reversibel ist sagt uns
das Defizienz-Null-Theorem, dass es keine positiven stationdren Losungen gibt
aber wir bekommen keine sehr detaillierten Informationen iiber das Langzeitver-
halten der Losungen. Es ist zumindest moglich zu zeigen, dass es keine positiven
periodischen Losungen gibt. Sei ¢(¢) eine periodische Losung. Dann gibt es ein
T >0mit c(t+T) = c(t). Es gilt

t+T t+T
0= /t ¢(s)ds = (YAk)(/t U(c(s))ds). (54)

Wir sehen, dass ftHT U(c(s))ds im Kern von Y Ay, liegt. Da die Defizienz Null ist
liegt dieser Vektor Nach Korollar 3.6 im Kern von A;. Wenn ein positiver Vektor
im Kern von Ay, liegt ist das Netzwerk schwach reversibel, ein Widespruch zur
Annahme einer periodischen Losung.
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6 Das Defizienz-Eins-Theorem

Jetzt formulieren wir das Defizienz-Eins-Theorem wie in [11]. Dazu miissen
wir zuerst die Defizienz einer Verlinkungsklasse definieren. Sie wird als § =
n — 1 — s definiert, wobei n die Anzahl von Komplexen in der Klasse ist und
s die Dimension des Raumes, der durch die Vectoren w, — w, aufgespannt
wird fiir yy’ in der Klasse. Das heifit, wir betrachten die Verlinkungsklasse
als ein selbststdndiges Netzwerk und bilden davon die Defizienz. Wenn der
Rang der i-ten Verlinkungsklasse durch s; bezeichnet wird dann ist s < >~ s;.
Entsprechend gilt, wenn §; die Defizienz der i-ten Verlinkungsklasse ist, dass
d > >, 0;. Im Defizienz-Eins-Theorem geht es nicht nur um Netzwerke der
Defizienz Eins. Um diesen Umstand besser zu verstehen ist es hilfreich, die
Hauptannahme des Defizienz-Null-Theorems neu zu formulieren. Anstatt zu
verlangen, dass die Defizienz Null ist kann man verlangen, dass die Defizienz
der Verlinkungsklassen nicht gréfer als Null ist und dass 6 = ), ;. Dann kann
man die Annahme verallgemeinern in dem man verlangt, dass die d; nicht gréer
als Eins sind.

Theorem 6.1 (Das Defizienz-Eins-Theorem) Sei (S,C, R) ein Reaktionsnetzw-
erk mit Defizienz 6. Sei §;, 1 < i <[, die Defizienz der i-ten Verlinkungsklasse.
Es gelte

i &<1,1<i<li

(i) S5y 6 =0

(iii) jede Verlinkungsklasse des Netzwerks enthélt genau eine terminale starke
Verlinkungsklasse

Wenn das System von gewohnlichen Differentialgleichungen die durch die An-
nahme der Massenwirkung aus diesem Netzwerk hervorgeht eine positive sta-
tiondre Losung besitzt, dann gibt es in jeder stéchiometrischen Klasse genau
eine positive stationdre Losung. Wenn das Netzwerk schwach reversibel ist,
dann besitzt es eine positive stationare Losung.

Bei Netzwerken, die die Annahmen dieses Theorems erfiillen kann die De-
fizienz beliebig grof sein. Auf der anderen Seite erfiillt nicht jedes Netzwerk
der Defizienz Eins die Annahmen des Theorems. Es gibt insbesondere den Fall,
dass § = 1 wahrend é; = 0 fiir alle i. Wenn es nur eine Verlinkungsklasse gibt
dann ist die Annahme (ii) automatisch erfiillt und die Defizienz des Netzwerks
ist nicht grofler als Eins.

Theorem 6.1 wird zusammen mit einer anderen Aussage bewiesen, die jetzt
formuliert wird.

Theorem 6.2 Wenn ein Netzwerk die Bedingungen von Theorem 6.1 erfiillt und
eine positive stationare Losung c* besitzt, dann besteht der Durchschnitt des
Kerns von D f(c¢*) mit der stochiometrischen Klasse von ¢* aus dem Nullvektor.

Zum Beweis von Theorem 6.1 wird folgende Strategie verwendet. Zuerst wird
gezeigt, dass wenn Bedingungen (i)-(iii) von Theorem 6.1 erfiillt sind und es eine
positive stationdre Losung ¢* gibt dann ist die Menge der positiven stationéren
Losungen mit der im Abschnitt 4 eingefiihrten Menge E identisch. Dann kann
man Korollar 4.1 anwenden um zu zeigen, dass es in jeder stochiometrischen
Klasse genau eine positive stationidre Losung gibt. Um den Beweis von Theorem
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6.1 zu beenden bleibt es dann die Existenz von ¢* zu beweisen. Fiir eine feste
Wahl von ¢* sei k die Funktion auf R, die durch s(yy’) = ky,(c*)? definiert
wird.

Proposition 6.1 Sei ein Reaktionsnetzwerk gegeben, das die Bedingungen (i)-
(iii) von Theorem 6.1 erfiillt und sei x eine Funktion auf R, die die Bedingung

> k)Y —y) =0 (55)

R

erfiillt. Sei F(S) mit einem inneren Produkt versehen (das nicht das Standard-
produkt sein muss) und sei ¢ : R — R eine Funktion, die stetig und strikt
monoton ist. Eine Funktion p auf S erfiillt

>k )oly - w(y —y) =0 (56)

R

genau dann, wenn p senkrecht auf den stochiometrischen Teilraum steht.
Bevor wir Proposition 6.1 beweisen formulieren wir eine weitere Aussage.
Proposition 6.2 Fiir ein Reaktionsnetzwerk sei x eine Funktion auf R, die die
Bedingung
Z (YY) (wy —wy) =0 (57)
R
erfiillt. Sei F'(S) mit einem inneren Produkt versehen (das nicht das Standard-
produkt sein muss) und sei ¢ : R — R eine Funktion, die stetig und strikt
monoton ist. Wenn ¢ steigend bzw. fallend ist dann gilt

> ky)o(y-wy —y) - n<0 bzw. >0 (58)
R

fiir alle p € F(R). Auerdem sind folgende Aussagen dquivalent

(i) Xr sy )oly 1wy —y) - =0

(ii) p steht senkrecht auf den stéchiometrischen Teilraum

(iti) g w(yy )y - 1)y —y) =0

Beweis Wir nehmen an, ¢ sei monoton steigend. Der Beweis fiir den Fall
einer monoton fallenden Funktion ist dhnlich. Sei ® eine Stammfunktion fiir
¢. Es folgt aus der Tatsache, dass ¢ monoton steigend ist, und mit Hilfe des
Mittelwertsatzes, dass ¢(a)(b—a) < ®(b) — ®(a) fiir alle @ und b aus R und die
Gleichheit gilt nur, wenn a = b. Zusammen mit der Positivitdt von x impliziert
die Ungleichung, dass

Sk )ey -y —y) p <Y w@)@Y - p) - Sy-p)]  (59)
R R

mit Gleichheit nur dann, wenn (y' — y) - p = 0 fiir alle yy' € R, das heifit,
wenn g senkrecht auf den stochiometrischen Teilraum steht. Die Rechte Seite
der Ungleichung kann in der Form

{Z K(yy') (wy — wy)} x4 > Oy p) (60)

R y"ec
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geschrieben werden, wo der Stern das tibliche innere Produkt in F(C) ist. Wenn
die Annahme der Proposition gilt, dann verschwindet die rechte Seite in (59) fiir
alle . Damit ist die erste Aussage der Proposition bewiesen und die Bedingun-
gen (i) und (ii) sind dquivalent. Es ist klar, dass (iii) die Bedingung (i) impliziert.
Es bleibt zu zeigen, dass (ii) die Bedingung (iii) impliziert. Die Annahme der
Proposition impliziert die analoge Aussage bei der nur iiber einer gegebenen
Verlinkungsklasse summiert wird. Daraus folgt wiederum die entsprechende
Aussage in der wy — w, durch y’ — y ersetzt wird. Dass (ii) die Bedingung (iii)
impliziert folgt aus dieser Beobachtung und folgendem Lemma.
Lemma 6.1 Fiir ein Reaktionsnetwerk sei « eine Funktion auf R die die Be-
dingung

> Kwy)y —y) =0 (61)

yy' €L?

erfiillt fiir jede Verlinkungsklasse LY. Sei F(S) mit einem inneren Produkt verse-
hen (das nicht das Standardprodukt sein muss). Wenn p auf den stochiometrischen
Teilraum senkrecht steht dann gilt fiir jede Funktion ¢ : R — R die Gleichung

> oy wr(yy )y —y) =0. (62)
R

Beweis Wenn p auf den stochiometrischen Teilraum senkrecht steht gilt -y =
y' - immer wenn y und ¢’ in der gleichen Verlinkungsklasse sind. Es gibt also
Zahlen zp mit der Eigenschaft, dass y - = 2 fiir alle y € L?. Also hat die linke
Seite der Gleichung (62) die Form

> 6(z0) D> Ky — ) (63)

l
0=1 vy’ cLb

Daraus folgt das Lemma.

Damit ist auch Proposition 6.2 bewiesen.
Lemma 6.2 Betrachten wir ein Reaktionsnetzwerk, das Bedingung (ii) in The-
orem 6.1 erfiillt und eine Funktion x auf R fir die die Gleichung

> k)Y —y) =0 (64)
R

gilt. Sei F'(S) mit einem inneren Produkt versehen (das nicht das Standardpro-
dukt sein muss). Wenn g auf den stéchiometrischen Teilraum senkrecht steht
dann gilt fir jede Funktion ¢ : R — R

>k )oly - w(y' —y) =0. (65)

R

Beweis Die Gleichung in der Annahme kann in die Form

l
S k) —y) =0 (66)

0=1yy’cL?
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gebracht werden. Die Summe iiber L? liegt im Teilraum A?, dessen Dimension
sp ist. Der stéchiometrische Teilraum ist die Summe der Teilrdume A? und
die Summe ist genau dann direkt, wenn s = 22:1 sg. Diese letzte Gleichung
ist aber mit Bedingung (ii) von Theorem 6.1 dquivalent. Das Verschwinden
der Summe in der Annahme von Lemma 6.2 ist also mit dem Verschwinden
der einzelnen Summanden dquivalent. Damit folgt Lemma 6.2 aus Lemma 6.1.
Jetzt haben wir die eine Richtung in Proposition 6.1 bewiesen. Der Beweis der
anderen Richtung wird jetzt in mehreren Schritten ausgefithrt. Zunéchst wird
Proposition 6.1 in einer etwas anderen Sprache formuliert.

Proposition 6.1 (neu formuliert) Sei ein Reaktionsnetzwerk gegeben, das die
Bedingungen (i)-(iii) von Theorem 6.1 erfiillt und sei s eine Funktion auf R fiir
die die Bedingung we € ker(Y A,) gilt. Sei F(S) mit einem inneren Produkt
versehen (das nicht das Standardprodukt sein muss) und sei ¢ : R — R eine
Funktion, die stetig und strikt monoton ist. Eine Funktion p auf S erfillt die
Bedingung > . #(y - p)wy € ker(Y Ay) genau dann, wenn y senkrecht auf den
stochiometrischen Teilraum steht.

Hier bezeichnet we die Funktion auf C, die identisch Eins ist. Die Grofie A,
wird so definiert, wie die schon bekannte Aj;. Man kann eine solches Objekt A,,
definieren fiir jede Funktion « € F(R). Das Analogon von Proposition 3.1 gilt
flir Ag.

Lemma 6.3 Fiir ein Reaktionsnetzwerk in dem jede Verlinkungsklasse nur eine
terminale starke Verlinkungsklasse enthéilt gilt fir « € F(R) die Beziehung
dim(ker(YA,)) =6+ 1.
Beweis Es gilt

dim(ker(Y A4,)) = n — dim(im(Y 4,)) (67)

und imA, = span(A). Die Dimension von im(Y A,) ist der Rang s des Net-
zwerks. Deshalb ist dim(ker(Y' A,)) = n — s. Das Ergebnis folgt dann aus der
Definition der Defizienz.

Fiir ein gegebenes Netzwerk und P, ) teilmengen von C schreiben wir P — @
fiir die Menge der Reaktionen in R, bei denen die linke Seite in P liegt und die
rechte Seite in Q. Wenn P C C wird das Komplement von P mit P’ bezeichnet.
Lemma 6.4 Seien ein Reaktionsnetzwerk und eine Funktion « auf C gegeben.
Wenn z und z Funktionen auf C sind, die die Beziehung z = A,z erfiillen, dann
gilt fiir jede Teilmenge P von C, dass

Zz(y) = Z ayyz(y') — Z vy 2(Y). (68)

yeP P'—P P—P’
Beweis Fiir jedes y € C gilt
z(y) = Z ayy@(y') — Z oy z(y).- (69)
C—{y} {y}—cC

Wenn diese Beziehung iiber y € P summiert wird, bekommt man

Z z(y) = Z ayyr(y') — Z Qyy T (Y)- (70)

yeP C—P P—C
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Es gilt
C—o>P={P—Pu{P - P}, P—-C={P—Pu{P— P} (71

Damit heben sich die Beitriage der Reaktionen in P — P weg und der erwiinschte
Ausdruck bleibt {ibrig.

Jetzt wird der verbleibende Teil von Proposition 6.1 bewiesen im Spezialfall,
dass [ = 1. Dabei wird von der neuen Formulierung ausgegangen. In diesem
Fall ist die Bedingung (ii) von Theorem 6.1 automatisch erfiillt. Bedingung
(iii) wird zu ¢ = 1 und Bedingung (i) bedeutet, dass die Defizienz Null oder
Eins ist. Es wird angenommen, dass ein inneres Produkt auf F(S) gegeben ist
und eine monoton steigende Funktion ¢. (Der Beweis von Proposition 6.1 im
monoton fallenden Fall ist strikt analog.) Nehmen wir an, dass fiir eine positive
Funktion x auf R die Bedingung we € ker(Y A,) gilt. Das Ziel ist zu zeigen,
dass p € F(S) nur dann die Bedingung

>y pwy € ker(Y Ay) (72)

yeC

erfillt wenn p senkrecht auf den stochiometrischen Teilraum steht. Fir ein
Netzwerk mit [ = 1 ist die Bedingung an p mit der Bedingung aquivalent, dass
y-pu=1y - fir alle y und % in C.

In dem Fall, dass we nicht nur in ker(Y A,) sondern auch in kerA, gilt die
Beziehung

Agwe = Z Kyy (Wy — wy) = 0. (73)
R

Daraus folgt, dass Proposition 6.1 in dem Fall gilt. Deshalb wird jetzt angenom-
men, dass we nicht in kerA, liegt. In dem Fall sind ker(Y A,) und kerA,
nicht identisch und die Defizienz muss Eins sein. Aus Lemma 6.3 folgt, dass
dim ker(YA,) = 2. Wir wihlen jetzt eine bestimmte Basis von ker(Y A,).
Sei b ein Vektor in kerA,, der auf A, der einzigen terminalen starken Ver-
linkungsklasse, positiv ist und auflerhalb von A identisch verschwindet. Die
Existenz eines solchen Vektors folgt aus Proposition 3.1 und er ist eindeutig bis
auf eine positive multiplikative Konstante nach Lemma 3.6. Die Vektoren b und
we bilden eine Basis von ker(Y' A,,).

Nehmen wir jetzt an, dass u die Bedingung (72) erfiillt. Dann gibt es Zahlen
& und n so dass ZyGC d(y- 1wy = Ewe+nb. Diese Aussage ist damit dquivalent,
dass ¢(y - u) = €+ nb(y) fir alle y € C. Wir konnen schlieflen, dass y-p =y - u
wenn weder y noch ¢ in der terminalen starken Verlinkungsklasse liegen. Dazu
wird die Tatsache verwendet, dass ¢ strikt monoton ist.

Das Ziel ist jetzt zu zeigen, dass p auf den stochiometrischen Teilraum
senkrecht steht oder, mit anderen Worten, dass y - p = % - p fiir alle y und
y' in C. Da ¢ strikt monoton ist und deshalb, insbesondere, injektiv reicht es
zu zeigen, dass n Null sein muss. Dazu wird gezeigt, dass n weder positiv noch
negativ sein kann. Zuerst werden die Komplexe in eine Folge y"), y(?), .. ¢y
gebracht so dass b(y™)) > b(y?) > ...b(y"™). Wenn die Anzahl der Komplexe
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in der terminalen starken Verlinkungsklasse p ist, dann ist es klar, dass die er-
sten p Komplexe der Folge in A liegen. Eine der Ungleichungen muss strikt sein,
weil sonst b und we proportional waren, ein Widerspruch.

Wenn 7 > 0 dann gilt yM - >y > ... > y(). 4. Die strikte Ungleichung
gilt genau dann wenn die strikte Ungleichung an der entsprechenden Stelle in
der anderen Kette von Ungleichungen gilt. Wenn 1 < 0 bekommen wir eine
ahnliche Kette von Ungleichungen mit umgekehrter Richtung. Da w¢ nicht in
kerA,; enthalten ist, ist g = A,we nicht Null. Es gilt g € kerY Nspan(A). Es
gelten auch die Gleichungen > . g(y)y = 0 und > - g(y) = 0. Mit diesen
Gleichungen konnen wir folgende Beziehung herleiten

g NP —y@) + (9P + 9PN P — &) + ...
+3 gy =y =0. (74)

j=1
Die linke Seite ist nédmlich gleich

(gyMy™ + .o+ g™y ™) =y (g(yD) + ..+ g(y™)).  (75)

Jetzt bilden wir das innere Produkt von dieser Beziehung mit p, mit dem Ergeb-
nis

n—1 1 ) . )
DO gD =yt ) =0. (76)

i=1 j=1

Es soll gezeigt werden, dass wenn 7 positiv ist jeder Summand in der dufleren
Summe nicht negativ und mindestens ein Summand positiv ist. Es soll auch
gezeigt werden, dass wenn 7 negativ ist jeder Summand in der &ufleren Summe
nicht positiv und mindestens ein Summand negativ ist. In beiden Fallen bekommt
man einen Widerspruch. Um die erwiinschten Aussagen zu beweisen wird fol-
gendes Lemma verwendet

Lemma 6.5 Fiir ein Reaktionsnetzwerk und eine positive Funktion x auf R
sei A, wie oben definiert und ¢ = Aswe. Sei A eine terminale starke Ver-
linkungsklasse und b ein Element von kerA,, mit Trager A. Wenn die Komplexe
in einer Folge aufgelistet werden wie oben, dann gilt fiir 1 < ¢ < p die Un-
gleichung >>7_ g(y\9)) > 0. Fiir 1 < i < p ist diese Ungleichung strikt wenn
b(y™) > b(y ). Wenn i = m ist die Ungleichung strikt wenn A kleiner ist
als die Verlinkungsklasse in der sie liegt.

Beweis Sei P eine beliebige Teilmenge von C und P’ ihr Komplement. Da
Aiwe = g und A,b = 0 folgt aus Lemma 6.4 dass

Z Ry'y — Z Ryy' = Zg(y)’ Z Hy’yb(y/>_ Z ’%yy’b(y) =0 (77)
P'—P P—P’ yeP P'—P P—P’

Wir benutzen diese Aussage fiir P = A. Da A terminal ist gibt es keine Reaktio-
nen in A — A’ und wir bekommen ), , \ kyry = Z?:l g(y¥)). Wenn A kleiner
ist als die Verlinkungsklasse in der sie enthalten ist gibt es mindestens einen
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nichttrivialen Summanden auf der linken Seite und beide Seiten sind positiv.
Wenn A eine ganze Verlinkungsklasse ist dann sind beide Seiten Null. Um den
verbleibenden Teil von Lemma 6.5 zu beweisen wihlen wir P als die Menge [
bestehend aus den 3/ mit 1 < j < i < p. Es gilt nach (77)

by (D k) = b)Y Ryy) 2 0. (78)

I'—1I I—1

Da b(y") > b(y**t) folgt, dass >, ,; kyry — D 7.y Kyy > 0. Die Gleichheit in
dieser Ungleichung gilt nur dann, wenn die Gleichheit in der vorangegangenen
Ungleichung gilt. Damit ist das Lemma bewiesen.

Fiir ein Netzwerk mit nur einer Verlinkungsklasse kann jetzt bewiesen wer-
den, dass 1 verschwinden muss.

Jetzt soll Proposition 6.1 fiir Netzwerke mit beliebig vielen Verlinkungsklassen
bewiesen werden. FEine Zerlegung des Reaktionsnetzwerks (S,C,R) ist eine
Menge von Teilnetzwerken (S, C;, R;) mit der Eigenschaft, dass R die disjunkte
Vereinigung der R; ist. Die Zerlegung heifit direkt wenn der Rang des Netzw-
erks die Summe der Range der Teilnetwerke ist. Wenn S der stochiometrische
Teilraum des Netzwerks ist und S; die stochiometrischen Teilrdume der Teilnet-
zwerke sind dann ist S die summe der .S; und diese Summe ist genau dann direkt
wenn die Zerlegung direkt ist. Das nachste Lemma ist eine Verallgemeinerung
von Lemma 6.2.

Lemma 6.6 Nehmen wir an, dass ein Netzwerk eine direkte Zerlegung in Teil-
netzwerke erlaubt, die je nur aus einer Verlinkungsklasse bestehen. Sei k eine
positive Funktion auf R, die

Dk ly—y)=0 (79)
R

erfillt. Es sei ein inneres Produkt auf F(S) gegeben und ¢ : R — R eine
Funktion. Dann erfiillt eine Funktion p auf S

> kg oy m)y—y)=0 (80)
R

wenn sie auf den stochiometrischen Teilraum senkrecht steht.

Beweis Die Summen in den zwei Bedingungen koénnen als eine Summe iiber
¢ von Summen iiber R; geschrieben werden. Weil die Zerlegung direkt ist, ist
das Verschwinden der Summe dem Verschwinden aller Summanden &quivalent.
Wenn g auf S senkrecht steht, dann ist y - 4 = 3 - 4 immer wenn y und y’
in der gleichen Verlinkungsklasse liegen. Da jedes Teilnetzwerk aus nur einer
Verlinkungsklasse besteht ist 4 - u =y’ - p fiir alle y und 3’ in C;. Damit ist das
Lemma bewiesen.

Proposition 6.1 ist eine unmittelbare Folge der néchsten Proposition.
Proposition 6.3 Gegeben sei ein Netzwerk (S,C,R) die eine Zerlegung in
Teilnetzwerke erlaubt mit den Eigenschaften, dass
(i) die Defizienz von jedem Teilnetzwerk ist entweder Null oder Eins

30



(ii) die Zerlegung ist direkt
(iii) jedes Teilnetzwerk hat nur eine terminale starke Verlinkungsklasse
Sei k eine positive Funktion auf R, die die Bedingung

> hyyly—y) =0 (81)
R

erfiillt. Es sei ein Skalarprodukt und eine monotone Funktion ¢ gegeben, wie in
anderen Fillen. Eine Funktion p auf S erfiillt genau dann

>k dly-my—y) =0 (82)
R

wenn g auf den stochiometrischen Teilraum senkrecht steht.

Beweis Die vorwirts-Richtung folgt aus Lemma 6.6. Fiir die riickwérts-Richtung
erinnern wir uns zuerst, dass das Verschwinden der Summen in den zwei Bedin-

gungen mit dem Verschwinden aller Summanden &quivalent ist. Wenn g nicht

senkrecht auf S steht, dann muss es ein ¢ geben so dass p nicht auf S; senkrecht

steht. Das i-te Teilnetzwerk hat nur eine Verlinkungsklasse und erfiillt die Be-

dingungen von Proposition 6.1. Da Proposition 6.1 in dem Fall schon bewiesen

wurde haben wir einen Widerspruch.

Wir miissen noch sehen, dass Proposition 6.1 aus Proposition 6.3 folgt. Dazu

dient folgendes Lemma.
Lemma 6.7 Ein Netzwerk, dass die Bedingung (ii) von Proposition 6.1 erfiillt
besitzt eine Zerlegung in Netzwerke mit je nur einer Verlinkungsklasse. Wenn
das Netzwerk auflerdem Bedingungen (i) und (iii) von Proposition 6.1 erfiillt
dann besitzt es eine Zerlegung, die alle Bedingungen von Proposition 6.3 erfiillt.
Beweis Wir nehmen als die C; die Verlinkungsklassen und als R; die Reaktionen
von C; in sich. Wenn Bedingung (ii) von Proposition 6.1 erfiillt ist dann ist diese
Zerlegung direkt. Jedes Teilnetzwerk hat nur eine Verlinkungsklasse. Es ist
dann klar, dass wenn das Netzwerk die Bedingungen (i) und (iii) von Proposition
6.1 erfiillt diese Zerlegung die erwiinschten Eigenschaften besitzt.

Die Ergebnisse, die wir jetzt erhalten haben liefern im Wesentlichen den
Beweis von Theorem 6.2. Es bleibt aber zu erklaren, was diese Ergebnisse mit
der Ableitung von f an der stationdren Losung zu tun haben. Die Ableitung
wird durch folgende Formel gegeben

Def(e)y = ki (- Ny —v) (83)
R
wobei das innere Produkt durch

ey (4)

definiert wird. Um Theorem 6.2 zu beweisen reicht es zu zeigen, dass jeder
Vektor im Kern von D.f beziiglich dem gegebenen inneren Produkt senkrecht
auf den stochiometrischen Teilraum steht. Genau solche Aussagen haben wir
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bewiesen. Dabei wihlen wir ¢(z) = z. Man kann die Formel fiir die Ableitung
von f auch benutzen, um eine interessante Aussage fiir Netzwerke mit Defizienz
Null zu erhalten. Diese Aussage findet man in [11] aber sie ist anscheinend in
der Literatur wenig beachtet worden. Wir betrachten ein Netzwerk das schwach
reversibel ist und § = 0 erfiillt. Es wird gezeigt, dass die Einschréankung der
linearen Abbildung D, f(c*) auf den stochiometrischen Teilraum negativ definit
ist, beziiglich dem schon eingefiihrten ungewthnlichen inneren Produkt. Dies
bedeutet, dass alle Eigenwerte negativen Realteil haben. Die stationére Losung
ist nicht nur asymptotisch stabil sondern auch hyperbolisch. In Proposition 6.2
setzen Wir Ky, = ky,/(¢*)¥ und ¢(r) = x um zu erhalten, dass v- D.f(c*)y <0
fiir alle v € F(S) mit Gleichheit nur wenn v € S+.

Wir haben auch schon den grofiten Teil von Theorem 6.1 bewiesen. Es bleibt
die Existenz einer positiven stationdren Losung zu zeigen wenn das Netzwerk
schwach reversibel ist. Zuerst wird der Fall eines Netzwerks betrachtet, das
nur eine Verlinkungsklasse hat und die Bedingung (i) von Theorem 6.1 erfiillt.
Dann ist die Defizienz des Netzwerks Null oder Eins. Wir suchen eine positive

Funktion ¢ auf S die
Z kyy’(c)y(y/ —y)=0 (85)
R

erfiillt. Dies ist damit dquivalent, dass Z:yec(ey'log ‘wy) € kerY Ay. Es folgt aus
Proposition 3.1, dass kerY Ay nicht trivial ist.
Lemma 6.8 Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) es gibt eine positive Funktion ¢ auf S mit Zyec(ey'log ‘wy) € kerY Ay.
(ii) es existieren eine Funktion z auf S, eine Zahl £ und eine positive Funktion
a € kerY A;, so dass

YTz + twe =loga (86)

Beweis Wir zeigen zuerst, dass (ii) die Aussage (i) impliziert. Seien z, £ und a
wie in (ii), sei ¢ = e* und sei A = e~¢. Dann gilt

YT loge =loga + (log \we = log(\a). (87)

Die Funktion Aa liegt in kerY A und Y7 (logc) = > yec(y -logc)wy. Es folgt,
dass (i) gilt. Der Beweis der umgekehrten Richtung ist &hnlich.

Unser Problem reduziert sich also auf die Aufgabe zu zeigen, dass die Menge
I' von Funktionen auf C der Form loga mit a in kerY A den Vektorraum U =
imY7T + span(wc) trifft. Im Fall mit einer Verlinkungsklasse und § = 0 ist das
Problem schon gelost worden. Wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, dass § = 1.
In diesem Fall ist U nach Lemma 5.2 eine Hyperebene in F(C). Um zu zeigen,
dass die zusammenhangende Menge I' den Teilraum U trifft reicht es aus zu
zeigen, dass es Elemente von I' auf beiden Seiten von U gibt.

Sei g ein festes Element des eindimensionalen linearen Teilraums U+ =
kerY N span(A). Es wird jetzt gezeigt, dass es Elemente v* und v~ von T’
gibt mit g-4* > 0 und g-~v" < 0. Weil I' zusammenhingend ist impliziert die
Existenz von v* und v~ die Existenz von einem 7° mit g - 4 = 0. Dann liegt
7% in U.
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Wir untersuchen den konvexen Kegel bestehend aus den positiven Elementen
von kerY Aj. Aus Lemma 6.3 folgt, dass dim(kerY A;) = 2. Wir koénnen eine
Basis {p!, p?} von kerY Aj, bestehend aus nichtnegativen Vektoren finden so dass
der Kegel aus den Vektoren besteht, die in der Form A;p' + Agp? geschrieben
werden kénnen mit A\; und Ao positiv. p' und p? liegen in den zwei extremen
Strahlen des Kegels. Beide Vektoren liegen im Rand des positiven Orthanten.
Es gibt also Komplexe y und 3’ so dass p*(y) = 0 und p?(y’) = 0.

Da Ay, ihre Werte in span(A) annimmt und p* und p? beide in kerY Ay, liegen
muss es sein, dass Agp! und Axp? im eindimensionalen Raum (kerY’) Nspan(A)
liegen. Es gibt also Zahlen ¢! und €2 so dass App! = €'g und Axp? = &2g.
Lemma 6.9 Die Zahlen &' und ¢2 sind nicht Null und haben entgegengesetze
Vorzeichen.

Beweis Sei x ein positives Element von kerAy. Da kerAy in kerY Ay enthalten
ist sorgen die besonderen Eigenschaften der Basis {p', p?} dafiir, dass es positive
Zahlen \; und )y gibt mit £ = A1 p' + Aop?. Wenn wir A, auf diese Gleichung
anwenden bekommen wir (A1£! + \2&2)g = 0. Da g nicht Null ist und \; und
Ao positiv sind muss es entweder so sein, dass &' und &2 nicht Null sind und von
entgegengesetzem Vorzeichen oder dass beide Null sind. Die zweite Alternative
flihrt auf einen Widerspruch. Fiir den hier betrachteten Fall von einem schwach
reversiblen Netzwerk mit einer Verlinkungsklasse impliziert Proposition 3.1, dass
ker Ay eindimensional ist. Wenn ¢! und &2 beide Null wiren dann wiren p! und
p? proportional. Aber dann kénnten sie keine Basis von kerY A, sein.

Lemma 6.10 Sei p eine nichtverschwindende nichtnegative Funktion auf C deren
Trager nicht ganz C ist. Dann gilt wsupp p - Axp < 0.

Beweis Sei (supp p)’ das Komplement von supp p. Es gilt nach Lemma 6.4

Wsupp p - Akp = — Z Kyy py- (88)

supp p—(supp p)’

Die Mengen supp p und (supp p)’ sind nicht leer. Weil das Netzwerk schwach
reversibel ist und nur eine Verlinkungsklasse enthalt ist die Menge supp p —
(supp p)" auch nicht leer. Damit ist das Lemma bewiesen.

Lemma 6.11 Mit p', p? und g wie vorhin sind wgypp p1 - g und weupp p2 - ¢ nicht
Null und haben entgegengesetzte Vorzeichen.

Beweis Aus Lemma 6.10 folgt, dass

Wsupp p! * Akpl = gl(wsupp pt g) <0
Weupp p2 - Akp? = € (Weupp p2 - 9) <0 (89)
Aus Lemma 6.9 folgt, dass ¢! und &2 entgegengesetzte Vorzeichen haben, was
das erwiinschte Ergebnis liefert.
Jetzt untersuchen wir die Menge I'. Wir interessieren und fiir das Vorzeichen

von g-log(A1p! 4+ A\2p?) in Abhéingigkeit von A\; und \g. Zuerst setzen wir Ay = 1
und lassen \; grofl werden.

log(Mip' +p?) = (10g A)weupp 1 + D log(p' () +° () /A2)wy
yEsupp pl
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+ > log(P(y))wy. (90)

yE(supp p')’

Wir sehen, dass fiir A\; grof8 g - log(A1p! + \ap?) das gleiche Vorzeichen hat wie
9 Wsupp pt- In dem wir die Rollen von A; und A, vertauschen bekommen wir eine
dhnliche Aussage fiir den Fall, dass As grofl wird. Mit Lemma 6.11 bekommen
wir

Lemma 6.12 Die Menge I' enthilt Elemente y© und v~ mit g -4+ > 0 und
g-v~ <0.

Damit ist die Existenz einer positiven stationéren Losung in diesem Fall
bewiesen.

Jetzt soll dieses Ergebnis auf gewisse Netzwerke mit mehreren Verlinkungsklassen
verallgemeinert werden.

Proposition 6.4 Nehmen wir an, dass ein Netzwerk (S,C,R) eine Zerlegung
in Teilnetzwerke erlaubt so dass

(i) die Defizienz jedes Teilnetzwerks ist entweder Null oder Eins

(ii) die Zerlegung ist direkt

(iii) jedes Teilnetzwerk hat nur eine Verlinkungsklasse

Dann hat das Gleichungssystem, das aus diesem Netzwerk durch die Annahme
von Massenwirkung hervorgeht eine positive stationére Losung.

Ein schwach reversibles Netzwerk, dass die Annahmen von Theorem 6.1
erfiillt erlaubt eine Zerlegung wie in den Annahmen von Proposition 6.4. De-
shalb wird der Beweis von Theorem 6.1 vollstdndig sein wenn Proposition 6.4
bewiesen ist. Fiir den Beweis von Proposition 6.4 ist eine weitere Terminolo-
gie notwendig. Das System mit Massenwirkung fiir ein Teilnetzwerk (S,C’, R’)
bekommt man indem man die Reaktionskonstanten k von R auf R’ einschrankt.
Die bisherigen Ergebnisse zeigen, dass die Systeme, die aus den Teilnetzwerken
hervorgehen positive stationdre Losungen besitzen. Wir zeigen jetzt, dass sie
eine gemeinsame positive stationare Losungen besitzen.

Lemma 6.13 Sei (S,C, R) ein Netzwerk das eine direkte Zerlegung in Teilnet-
zwerke (§,C',R’) und (S,C”, R") erlaubt und dass es nichtnegative Funktionen
¢ und ¢’ auf S gibt so dass die Mengen

{c:loge—logd € (S')*},
{c:loge—logc” € (8")*} (91)

ausschlieBlich aus stationaren Losungen der zwei Teilnetzwerke bestehen. Dann
hat auch das Netzwerk (S,C,R) eine positive stationdre Losung. Es gibt eine
positive Funktion ¢* auf S so dass die Menge

{c:logc—logc* € St} (92)

ausschliefllich aus stationdren Losungen des Netzwerks (S,C, R) besteht.

Beweis Es ist nicht schwer zu sehen, dass jede positive Funktion, die eine
stationdre Losung fiir die zwei Teilnetzwerke ist, auch eine stationidre Losung
fiir das urspriingliche Netzwerk ist. Wir miissen also nur zeigen, dass die zwei
Mengen in (91) sich schneiden. Die affine Teilriume log ¢’ + (S")* und logc” +
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(8")* schneiden sich genau dann wenn log ¢’ —logc” € (S')* + (S”)*. Es gilt
(SNt + (8" = (8’ N S")+. Da die Zerlegung direkt ist gilt S’ N S” = {0}
und deshalb (S")* 4 (S”)+ = F(S). Deshalb ist die Bedingung an log ¢/ —log ¢’/
offensichtlich erfiillt. Sei z ein Punkt des Durchschnitts und ¢* = e*. Der Punkt
c* ist eine stationére Losung des urspriinglichen Systems. Der Durchschnitt der
zwei affinen Teilriume ist logc* + [(S”)* N (S”)*]. Deshalb ist jeder Punkt c
mit loge — logc* € (S')* N (S”)% ein Punkt des Durchschnitts und deshalb
eine stationdre Losung des urspriinglichen Systems. Auf der anderen Seite ist
(St N (8")*+ = S+, womit das Lemma bewiesen ist.
Mit diesem Lemma und Induktion bekommen wir
Lemma 6.14 Sei (S,C,R) ein Netzwerk das eine direkte Zerlegung in Teilnet-
zwerke (S,C%, R?) erlaubt und es gebe nichtnegative Funktionen ¢! so dass die
Mengen
{c:logc—logc € (SH)*} (93)

ausschliefllich aus stationdren Losungen der Teilnetzwerke bestehen. Dann hat
auch das Netzwerk (S,C,R) eine positive stationdre Losung.

Lemma 6.15 Sei (S,C,R) ein Netzwerk das eine direkte Zerlegung in Teil-
netzwerke (S,C* R?) erlaubt bei der jedes Teilnetzwerk aus nur einer Ver-
linkungsklasse besteht. Wenn fiir jedes 7 das Teilnetzwerk eine positive sta-
tiondre Losung besitzt dann besitzt das System des urspriinglichen Netzwerks
auch eine positive stationdre Losung

Beweis Sei ¢’ eine positive stationdre Losung des i-ten Teilnetzwerks. Das
i-te Teilnetwerk als eigenstédndige Netzwerk betrachtet besitzt eine positive sta-
tionare Losung und deshalb, nach Korollar 4.1 schneidet die entsprechende Teil-
menge E jede stochiometrische Klasse in genau einem Punkt. Nach Lemma 6.6
besteht die Menge E aus stationdren Losungen. Deshalb wissen wir, wo die
stationdren Losungen sind und Lemma 6.15 folgt aus Lemma 6.14.

Lemma 6.16 In einer direkten Zerlegung eines schwach reversiblen Netzwerks
ist jedes Teilnetzwerk schwach reversibel.

Beweis Sei yy’ eine Reaktion in einem der Teilnetwerke. Im urspriinglichen
Netzwerk gibt es eine gerichtete Kantenfolge von 3’ nach y. Deshalb gibt eine
geschlossene Kantenfolge durch y. Daraus folgt die Existenz einer Menge von
Vektoren die im urspriinglichen Netzwerk linear abhangig sind. Weil die Zer-
legung direkt ist muss die geschlossene Kantenfolge im Teilnetzwerk liegen.
Beweis von Proposition 6.4 Die Existenz einer Zerlegung wie in der Proposi-
tion angenommen impliziert, dass jedes Teilnetzwerk schwach reversibel ist und
Defizienz Null oder Eins hat und es hat deshalb eine positive stationdre Losung.
Die Proposition folgt aus Lemma 6.15.

Jetzt mochten wir die bisher behandelten Ergebnisse durch ein paar Beispiele
konkretisieren. Wir betrachten zuerst die Gleichungen der Enzymkinetik, die
aus einer einflussreichen Arbeit von Michaelis und Menten in 1913 bekannt
sind. Wir fangen mit einer einfachen Reaktion an, in der ein Substrat S in
ein Produkt P iberfithrt wird. Wenn die Reaktion durch einen anderen Stoff
katalysiert wird (z. B. durch ein Enzym E in der Biologie) dann kénnen wir
diese Beschreibung ausbauen. Es wird angenommen, dass das Enzym und das
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Substrat aneinander binden um ein Substrat-Enzym-Komplex S - E zu bilden.
(Das Wort 'Komplex’ wird hier in einem anderen Sinn verwendet als bisher
in dieser Vorlesung. Wenn wir das Wort in diesem zweiten Sinn verwenden
schreiben wir immer Substrat-Enzym-Komplex dafiir.) Wir haben also eine
Reaktion £ + S — S - E. Der Substrat-Enzym-Komplex kann sich auflésen
und E und S freisetzen. Die Reaktion ist S - EF — E + S. Es kann aber auch
passieren, dass im Substrat-Enzym-Komplex eine Reaktion stattfindet in dem
das Produkt entsteht. Dann wird das Produkt freigesetzt und das Enzym auch.
Dies wird durch die Reaktion S-FE — E+ P beschrieben. Diese drei Reaktionen,
mit Massenwirkung, nennen wir elementare Reaktionen. Die Beschreibung in-
sgesamt nennen wir die erweiterte Michaelis-Menten-Beschreibung. Der Name
soll vermeiden, dass diese Beschreibung mit einer anderen verwechselt wird,
die in dieser Vorlesung keine Rolle spielt. In der anderen Beschreibung gibt es
nur die eine Reaktion S — P und die Kinetik ist anders als Massenwirkung.
Sie heifit normalerweise Michaelis-Menten-Kinetik. Diese zweite Beschreibung
nennen wir effektive Michaelis-Menten-Beschreibung. Sie entsteht aus der er-
weiterten Michaelis-Menten-Beschreibung durch einen Grenziibergang.
Die Gleichungen der erweiterten Michaelis-Menten-Beschreibung dieser einzel-

nen Reaktion sind

de

7dts = —kicsce + kacs.E,

de

d—f = —kicscg + (k2 + k3)cs.p,

dcgs.
;E = ]{jlcSCE — (k'Q + kS)CS~Ea

dep

— k . . 4
at 3CS.E (99)

Es gibt vier Stoffe, drei Komplexe und drei Reaktionen. Es gibt eine Ver-
linkungsklasse und der Rang ist zwei. Die stochiometrischen Klassen sind die
Niveauflachen der Erhaltungsgréfien cg + c¢s.p und cg + cs.g + cp. Die De-
fizienz ist Null und das Netzwerk ist nicht schwach reversibel. Das Defizienz-
Null-Theorem zeigt, dass es keine positiven stationdren Losungen gibt. Dies ist
aber schon dadurch offensichtlich, dass —cp eine Ljapunow-Funktion ist.

Wir betrachten jetzt ein Phosphorylierungssystem. Gegeben ist ein Stoff X,
der bis zu N-mal phosphoryliert werden kann. Wir nehmen wieder an, dass die
Phosphatgruppen in einer bestimmten Reihenfolge angeheftet werden und in
der umgekehrten Reihenfolge wieder abgenommen. Dadurch gibt es Verbindun-
gen C; mit 0 < ¢ < N. Im ersten Abschnitt haben wir dieses System mit
Massenwirkung betrachtet. Jetzt wollen wir stattdessen annehmen, das jede
Phosphorylierung durch ein Enzym F (Kinase genannt) katalysiert wird und
jede Dephosphorylierung durch ein Enzym F' (Phosphatase genannt) katalysiert
wird. Wir nehmen dann fiir jede Reaktion eine erweiterte Michaelis-Menten-
Beschreibung. Es wird angenommen, dass nur eine Phosphatgruppe geandert
wird bei einer Bindung zwischen Substrat und Enzym (distributive Phospho-
rylierung). Die Stoffe sind dann die Substrate C; mit 0 < i < N, die Enzyme
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FE und F, die Substrat-Enzym-Komplexe C; - E mit 0 < ¢ < N — 1 und die
Substrat-Enzym-Komplexe C; - F' mit 1 < ¢ < N. Wir haben also m = 3N + 3.
Es gibt 4N + 2 Komplexe, 6N Reaktionen und zwei Verlinkungsklassen. Dieses
System heiflt 'mehrfacher vergeblicher Zyklus’ (englisch 'multiple futile cycle’)
[23]. Es erfiillt die Bedingung t = 1.

Betrachten wir zuerst den einfachen vergeblichen Zyklus, d.h. den Fall N =
1. In dem Fall haben wir m = 6, n = 6, ] = 2, s = 3 und § = 1. Die
beiden Verlinkungklassen haben Defizienz Null. Das Defizienz-Null-Theorem
kann nicht angewendet werden und das Defizienz-Eins-Theorem greift auch nicht
weil die zweite Bedingung nicht erfiillt ist. Dieses System hat eine eindeutige
positive stationare Losung in jeder stochiometrischen Klasse und diese Losung
ist global asymptotisch stabil in ihrer Klasse. Diese letzte Aussage ist nicht
leicht zu beweisen [1]. Wie sieht es mit dem zweifachen vergeblichen Zyklus
aus? In dem Fall haben wir m =9, n = 10,1 =2, s = 6 und 6 = 2. Beide
Verlinkungsklassen haben Defizienz Null. Auch in diesem Fall kann man weder
das Defizienz-Null-Theorem noch das Defizienz-Eins-Theorem anwenden. Es
ist bekannt, dass dieses System Multistationaritidt aufweist [23] - in manchen
stochiometrischen Klassen gibt es mehr als eine positive stationédre Losung.

Eine doppelte Phosphorylierung muss nicht distributiv sein. Sie kénnte auch
prozessiv sein. In dem Fall werden beide Phosphatgruppen im Rahmen einer
Begegnung zwischen Substrat und Enzym angeheftet. Es gibt mehr als eine
Moglichkeit fiir einen solchen Mechanismus. Hier betrachten wir folgende Vari-
ante (cf. [3]). Die Phosphorylierung hat den Mechanismus im Bild und die
Dephosphorylierung den strikt analogen. In diesem Fall ist m =9, n =8, = 2,
s =5und § = 1. Beide Verlinkungsklassen haben Defizienz Null. Es existieren
die Erhaltungsgréfien xg + z¢,.5 + zc,.E, TF + 2c,.F + 2c,.F und

To, +xc, + o, + Xcy.E +To.EXC,.F T X05F- (95)

Das freie C; nimmt an keiner Reaktion Teil. Man kann also ohne Weiteres
diesen Stoff in der Beschreibung des Systems weglassen. Dann kann man auch
die Konzentration von C7 von der letzten Erhaltungsgrofie entfernen.

7 Der Defizienz-Eins-Algorithmus

Das Defizienz-Eins-Theorem liefert Aussagen iiber Netzwerke mit beliebig grofier
Defizienz und es gibt Netzwerke mit Defizienz Eins fiir die dieses Theorem
keine Aussagen liefert. Eine andere Richtung wird durch den Defizienz-Eins-
Algorithmus gegeben. Dieser Algorithmus lédsst sich bei ziemlich allgemeinen
Netzwerken mit Defizienz Eins anwenden. Es gibt allerdings Einschréankungen
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die notwendig sind, damit der Algorithmus funktioniert. Die Netzwerke, die
diese Bedingungen erfiillen heiflen regulir. Wir werden diese Bedingungen jetzt
einfithren. Die erste Bedingung ist

(R1) Die Reaktionsvektoren des Netzwerks sind positiv abhéngig, d.h. es gibt
positive Zahlen a;; mit der Eigenschaft, dass ) 5 a;;(y; —yi) = 0.

Diese Bedingung ist notwendig, damit es iiberhaupt eine positive stationéare
Losung geben kann. Fiir schwach reversible Netzwerke ist sie immer erfiillt.
In einem schwach reversiblen Netzwerk gibt es einen geschlossenen gerichteten
Kantenzug durch jeden Komplex. Die Summe der Vektoren y; —y; fiir aufeinan-
derfolgende Reaktionen in diesem Kantenzug ist Null. Wir kénnen dann die
Groflen dieser Art summieren, die von einer Menge von geschlossenen Kan-
tenziigen kommen, deren Vereinigung ganz C ist.

(R2) Jede Verlinkungsklasse des Netzwerks enthélt genau eine terminale starke
Verlinkungsklasse.

(R2) ist genau Bedingung (iii) aus dem Defizienz-Eins-Theorem.

Um die dritte und letzte Bedingung einzufiihren brauchen wir etwas Ter-
minologie. Wenn es eine Reaktion von y nach 3’ gibt und das Entfernen
der Reaktionen zwischen y und 3’ die Anzahl der Verlinkungsklassen um Eins
erhoht, dann heifit diese Reaktion eine Briicke. (Diese Terminologie kommt
aus der Graphentheorie. Feinberg benutzt die Terminologie ’cut pair’ dafiir.)
Wir nennen einen Komplex terminal, wenn er in einer terminalen starken Ver-
linkungsklassen liegt.

(R3) Jedes Paar von terminalen Komplexen, das durch eine Reaktion verbunden
ist ist durch eine Briicke verbunden.

Ein schwach reversibles Netzwerk das die Bedingung (R3) erfiillt ist re-
versibel.

In [9] hat Feinberg vorgeschlagen, dass man Netzwerke, die die Bedingung
(R2) nicht erfiillen vielleicht nicht zu ernst nehmen sollte. Die Idee ist, dass
man ein Netzwerk dieser Art zu einem Netzwerk mit ¢ = [ machen kann in
dem man bei Reaktionen die nur in einer Richtung laufen eine Reaktion in der
Gegenrichtung mit kleiner Reaktionskonstante hinzufiigt. Bei dieser Anderung
kénnen sich die dynamischen Eigenschaften des Systems wesentlich &ndern. Das
heifit, dass Eigenschaften, die nur bei Systemen mit ¢ < [ auftreten kénnen
nicht strukturell stabil sind und deshalb vielleicht fiir Anwendungen nicht rele-
vant. Auflerdem ist es vielleicht so, dass absolut irreversible Reaktionen in der
Wirklichkeit nicht vorkommen. Man sollte allerdings bei solchen Argumenten
vorsichtig sein. Mit dem gleichen Argument kénnte man die Bedeutung von
Netzwerken, die nicht schwach reversibel sind in Frage stellen. Wenn wir ein
System betrachten, das nicht schwach reversibel ist und keine positiven sta-
tiondren Losungen besitzt mit einem gestorten System, das schwach reversibel
ist und solche Losungen hat sollten wir beachten, dass fiir sehr kleine Werte
des Storungsparameters die Konzentrationen die in den stationaniren Losungen
vorkommen so grof oder so klein sein konnten, dass die nicht biologisch relevant
sind. Es ist jedenfalls so, dass eine Storung wie gerade beschrieben die Defizienz
eines Netzwerks nicht dndert.

Abgesehen von diesen Aspekten eines solchen Storungsprozesses kann man
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die mathematischen Phinomene untersuchen, die dabei auftreten. Ein einfaches
Beispiel liefert folgendes Netzwerk mit den Reaktionen A7 — Ay, A1 — As, Ao+
Az — 2A; und Reaktionskonstanten (1,%,1). Es hat zwei Verlinkungsklassen
und drei terminale starke Verlinkungsklassen. Der stochiometrische Teilraum
hat die Dimension zwei und § = 1. Die Evolutionsgleichungen sind

¢ = —(k' + 1)61 + 2cyc3,
¢o = ke — caca,

ég = C1 — C2C3 (96)

Die Grofle ¢1 + co + c3 ist erhalten. Es gilt %(CQ —c3)=(k—1)c;. Fur k #1
gibt es also eine Ljapunow-Funktion und keine positiven stationdren Losungen.
Fir k£ = 1 ist diese Funktion eine zweite Erhaltungsgrofie und es gibt ein ganzes
Kontinuum von stationdren Losungen. Sie bilden die Menge mit der Gleichung
C1 = C2C3.

Im Allgemeinen kann man die rechte Seite der Evolutionsgleichungen in der
Form " | c¥i ZRyﬁ kij(y; —y;) schreiben. Wenn wir d; = Znyﬁ kij(y; —vi)
definieren dann hat die Rechte Seite die Form .7, ¢¥d;. Wir bezeichnen
den Teilraum von F(C) der durch die d; aufgespannt wird als kinetischen Teil-
raum S’. Der Vektorraum, der durch das Bild von ¥ aufgespannt wird ist
ganz F(C). Weil wenn das Bild von ¥ kleiner wére, dann gébe es ein verall-
gemeinertes Polynom mit nichttrivialen Koeffizienten das tiberall verschwindet,
ein Widerspruch. Deshalb ist §' = im(Y Ay) = Y (imAy). Diese Beziehung kann
man mit der Beziehung S = Y (span(A)) vergleichen. Wenn imAj = span(A)
dann ist S = S. Es folgt aus Korollar 3.3, dass ¢ = | eine hinreichende Be-
dingung ist fiir S’ = S. Im Beweis von Proposition 3.2 wurde gezeigt, dass
dimS = n — [ — dim((kerY") N span(A)). Auf eine dhnliche Weise kann gezeigt
werden, dass dimS’ = n — ¢ — dim((kerY’) NimAy). Deshalb gilt

dimS — dimS’ =t — 1 — 5 + 4. (97)

Aus dieser Beziehung kénnen wir ein paar Schliisse ziehen. Wenn ¢ — [ > 0 und
0 <t —1 dann sind S und S’ immer verschieden. Wenn § = 0 und deshalb
0’ = 0 dann gilt S = 5’ genau dann wenn ¢ = [.

Die Ableitung ¢ liegt im kinetischen Teilraum. Der kinetische Teilraum liegt
im stochiometrischen Teilraum aber die beiden sind nicht immer gleich. Der
kinetische Teilraum ist immer unter der Zeitentwicklung invariant. Wahrend
der stochiometrische Teilraum nicht von den Werten der Reaktionskonstanten
abhangen kann der kinetische Teilraum sehr wohl davon abhéngen. Im Beispiel
sind die d; die Vektoren

k(wg—w1)+(w3—w1),0,0,2w1 _(OJQ +W3),0. (98)
Fiir k # 1 sind sie eine Basis fiir den stochiometrischen Teilraum aber fir £ = 1

sind sie linear abhangig und der kinetische Teilraum ist eindimensional. Wenn
der kinetische Teilraum kleiner ist als der stochiometrische Teilraum und wenn
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es in einer kinetischen Klasse eine stationare Losung gibt die innerhalb dieser
Klasse nicht entartet ist dann wird es solche Losungen auch in benachbarten
Klassen geben und es wird ein Kontinuum von stationiren Losungen innerhalb
der stochiometrischen Klasse geben.

Eine nichtleere Menge A heifit aufnehmend wenn es keine Reaktion gibt von
einem Komplex in A zu einem Komplex auflerhalb von A.
Definition 7.1 Ein Konfluenz-Vektor fiir ein Reaktionsnetzwerk (S,C,R) ist
eine Funktion ¢ auf C mit den Eigenschaften
(1) Xyec 9y =0
(ii) fir jede Verlinkungsklasse L ist ZyeL g(y) =0
(iii) fiir jede aufnehmende Menge A die keine Vereinigung von Verlinkungsklassen
ist gilt >2 o7 9(y) >0

Wenn ein Netzwerk schwach reversibel ist ist jede aufnehmende Menge eine
Vereinigung von Verlinkungsklassen so dass Bedingung (iii) automatisch erfiillt
ist. Wenn eine stationire Losung c¢* Gegeben ist sei

9y) =D k(€)Y =D kyy () (99)

C—y y—C

Wir kénnen ky,(c*)¥ als ein Strom von y nach ¢y’ betrachten und dann ist g(y)
der Netto-Strom der in y von allen anderen Komplexen hineinfliefit.
Lemma 7.1 Sei (S,C,R) ein Netzwerk und « € F(R) eine Losung von

Z ayy (Y —y) = 0. (100)
R

Dann ist g(y) = > ¢, Qyry — D¢ Qyy €in Konfluenzvektor.

Um dieses Lemma zu beweisen benutzen wir
Lemma 7.2 Sei (S,C, R) ein Netzwerk und P eine Teilmenge von C. Wenn «
eine Funktion auf R ist und wird ¢ wie in Lemma 7.1 aus « konstruiert dann

gilt
D 9w = D ayy= > ay (101)
yeP P’ =P P—P’
Der Beweis ist eine einfache Rechnung. Jetzt kann Lemma 7.1 bewiesen
werden. Die Bedingung (i) in der Definition eines Konfluenzvektors folgt aus
der Rechnung

0= Z ayy (y' —y) = Z(Z Qyry — Z Qyy )y = Zg(y)y (102)
R

yeC C—y y—C yeC

Die Bedingung (ii) bekommt man in dem man in Lemma 7.2 P = L setzt und
die Tatsache benutzt, dass in diesem Fall beide Summen leer sind. Um die
Bedingung (iii) zu erhalten benutzt man Lemma 7.2 mit P = A. In diesem Fall
ist die eine Summe Null und die andere positiv.

Im Folgenden interessieren wir uns fiir positive Konfluenzvektoren.
Lemma 7.3 Fiir ein Reaktionsnetwerk ist die Menge der Elemente von F(C)
die Bedingungen (i) und (ii) in der Definition eines Konfluenzvektors erfiillt ein
linearer Teilraum mit Dimension §.
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Beweis ¢ kann in der Form Zye s 9(y)wy geschrieben werden. Bedingung (i) be-
sagt, dass g in kerY liegt. Bedingung (ii) besagt, dass g € spanA. Der gesuchte
Teilraum ist dann (kerY") N (spanA) deren Dimension uns aus Proposition 3.2
bekannt ist.

Wenn das Netzwerk schwach reversibel ist, ist die Bedingung (iii) automa-
tisch erfiillt. Der eben diskutierte lineare Raum ist mit der Menge der Konfluen-
zvektoren identisch. Wenn auflerdem die Defizienz positiv ist, dann gibt es also
nichtverschwindende Konfluenzvektoren. Wenn das Netzwerk nicht schwach re-
versibel ist aber hat die Eigenschaft (R1) dann folgt aus Lemma 7.1, dass es
einen Konfluenz-Vektor gibt und dieser Vektor kann nicht Null sein.
Definition 7.2 Zwei nichtverschwindende Konfluenz-Vektoren g und ¢’ fiir ein
Netzwerk sind ahnlich orientiert wenn es eine positive Zahl A gibt mit ¢’ = Ag.
Die Aquivalenzklassen, die durch die entsprechende Aquivalenzrelation definiert
werden heiflen Konfluenz-Vektor-Orientierungen.

Hier interessieren wir uns fiir reguldre Netzwerke mit Defizienz Eins. Fiir
solche existieren nichtverschwindende Konfluenz-Vektoren immer. In diesem
Fall sind alle Konfluenz-Vektoren proportional. Wenn das Netzwerk nicht re-
versibel ist gibt es nur eine Konfluenz-Vektor-Orientierung. Wenn es reversibel
ist gibt es zwei.

Lemma 7.4 Wenn g ein Konfluenz-Vektor ist, dann gibt es eine positive Funk-
tion «, die mit g verbunden ist wie in Lemma 7.1.

Beweis Das Netzwerk sei nicht schwach reversibel. Da es regulér ist gibt es
eine positive Funktion a* € F(R) mit

Doy —y) =0. (103)
R

Aus Lemma 7.1 folgt, dass ¢g* definiert durch

9 (y) = Z gy — Z Ayry (104)

C—y y—C

ein Konfluenz-Vektor ist. Weder g noch g* ist Null. Weil das Netzwerk § = 1
erfillt sind die beiden proportional. Auflerdem gibt es nur eine Konfluenz-
Vektor-Orientierung, so dass g = pg* fiir eine positive Zahl p. a = pa™ hat
die erwiinschten Eigenschaften. Sei jetzt das Netzwerk stattdessen reversibel.
Es folgt aus den Argumenten im Beweis von Lemma 7.3, dass g € (kerY) N
(span(A)). Weil g € span(A) gibt es £ € F(R) mit g =3 1cr &yy (wyr — wy)-
Da das Netzwerk reversibel ist gilt 0=}/ (wy —wy). Deshalb gilt fiir jede
Zahl p die Beziehung

9= Z (Eyy + D) (wy — wy). (105)

yy'€ER

Dadurch, dass man p hinreichend grof§ wéhlt kann man dafiir sorgen, dass die
Koeffizienten in dieser Beziehung alle positiv sind. Deshalb gibt es eine positive
Funktion @ mit g = >°  r ayy (wy — wy). Wenn man Y auf beide Seiten
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dieser Gleichung anwendet bekommt man die erste Gleichung von Lemma 7.1.

AuBlerdem gilt
9= Z (Z Qyry — Z Oy Jwy (106)

yy'€C C—y y—C

was die zweite Gleichung von Lemma 7.1 liefert.

Ein Komplex y heifit reaktiv wenn es einen anderen Komplex 3’ gibt, so dass
es eine Reaktion gibt von y nach y’. (Ein Komplex kann nur dann nicht reaktiv
sein, wenn er der einzige Komplex in einer terminalen starken Verlinkungsklasse
ist.) Eine terminale starke Verlinkungsklasse heifit nichttrivial wenn sie mehr
als einen Komplex enthalt.

Definition 7.3 Eine obere-mittlere-untere-Zerlegung eines Netzwerks ist eine
Zerlegung seiner reaktiven Komplexe in drei Teile U, M und L, die als oberer,
mittlerer und unterer Teil bekannt sind, mit den Eigenschaften, dass

(i) alle nicht-terminalen Komplexe sind in M

(ii) alle Komplexe im gleichen nichttrivialen terminalen Verlinkungsklasse sind
im gleichen Teil

Es ist erlaubt, dass U und L leer sind. Auflerdem, wenn jeder Komplex
terminal ist (d.h. das Netzwerk ist schwach reversibel) dann kann M leer sein.

Wir betrachten jetzt ein Netzwerk mit einer festen Wahl P = {U, M, L} und
Konfluenz-Vektor-Orientierung G. Zu einer solchen Wahl gehéren bestimmte
Ungleichungen, die beim Defizienz-Eins-Algorithmus eine wichtige Rolle spielen.
Die Ungleichungen betreffen Variablen ps, s € S oder, in einer dquivalenten
Formulierung ein Vektor p € F(S). Es werden lineare Formen in der Menge
{y-w:y €C, y reaktiv} durch die Relationen >, < oder = zueinander
in Beziehung gesetzt werden. Die Ungleichungen werden durch drei Regeln
festgelegt.

Regel 1. Wenn y und 3’ aus M sind dann muss p € F(S) die Beziehung
y-p =1y - erfillen.

Man sagt, dass ein Komplex in U oberhalb von Komplexen in M und L liegt
und ein Komplex in M oberhalb von einem Komplex in L.

Regel 2. Wenn y oberhalb von einem Komplex 3’ liegt, dann gilt y - u > 3/ - .

Wenn yy' eine Briicke ist, dann ist das Netzwerk, dass durch die Entfernung
der Reaktionen zwischen y und y’ von der Verlinkungsklasse in denen y und
y' liegen die Vereinigung von zwei Teilmengen W(y) und W(y') so dass yy’ die
einzige direkte Verbindung zwischen den beiden ist. Fiir einen Konfluenz-Vektor
g definieren wir [g,yy’,y] als > =,y 9(9)- Es gilt [9,yy",y'] = —[g,yy', y].
Regel 3. Wenn y und 4’ benachbarte terminale Komplexe sind dann gilt
(i) fir yy' € U, p € F(S) ist das Vorzeichen von y - u — ¢ - o gleich dem von
l9.yy",y]

(ii) fir yy' € L, p € F(S) ist das Vorzeichen von y - . — ¢ - u dem von [g, yy/', y]
entgegengesetzt.

Lemma 7.5 Fiir ein Netzwerk (S,C,R) sei « eine positive Funktion auf R
und g der entsprechende Konfluenzvektor. Sei yy’ eine Briicke. Wenn es eine
Reaktion von y’ nach y gibt, dann gilt oy, — ayry = [g,yy',y']. Wenn es keine
Reaktion von y’ nach y gibt, dann gilt vy, = [g, 9y, ¥'].
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Beweis Wir betrachten die Mengen W(y) und W(y'). yy’ ist die einzige Reak-
tion in W(y) — (W(y))’. Die Menge (W(y))" — W(y) enthélt nur die Reaktion
y'y wenn diese Reaktion in R liegt und ist sonst leer. Das Ergebnis folgt dann
aus Lemma 7.2.

Theorem 7.1 Sei (S,C,R) ein reguléres Netzwerk der Defizienz Eins und c*
und ¢** unterschiedliche positive Punkte einer stochiometrischen Klasse. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent

(i) es gibt positive Reaktionskonstanten so dass das entsprechende System mit
Massenwirkungskinetik ¢* und ¢** als stationdre Losungen hat.

(ii) es gibt eine Konfluenz-Vektor-Orientierung G und eine Zerlegung P =
(U, M, L) so dass u = log CC*: die Ungleichungen fir (P, G) erfillt.

Fiir ein Netzwerk mit m nichttrivialen terminalen starken Verlinkungsklassen
gibt es 3™ (im nicht reversiblen Fall) oder 2 - 3™ (im reversiblen Fall) Systeme
von linearen Ungleichungen die bei der Anwendung dieses Theorems iiberpriift
werden miissen.

Bevor es mit der allgemeinen Theorie weitergeht und insbesondere mit dem
Beweis des Theorems wird jetzt mit einem Beispiel gezeigt, wie das Theorem
angewendet werden kann. Es geht dabei um die prozessive zweifache Phospho-
rylierung. Dieses Netzwerk erfiillt die Bedingung (R1). Man kann, z.B. bei
den reversiblen Reaktionen o;; = 2 fiir die Vorwarts-Reaktion und «;; = 1 fiir
die Riickwarts-Reaktion wahlen und bei den irreversiblen Reaktionen c;; = 1.
Bedingung (R2) ist offensichtlich erfiillt. Da in diesem Netzwerk jede terminale
starke Verlinkungsklasse aus einem Komplex besteht ist (R3) auch erfiillt. Das
Netzwerk ist also regular. Da in diesem Beispiel kein reaktiver Komplex termi-
nal ist, gibt es nur eine Zerlegung (U, M, L) wo alle reaktiven Komplexe in M
sind. Die Regeln 2. und 3. liefern in diesem Fall keine Bedingungen. Es muss
nur noch die Regel 1. untersucht werden. Nach dieser Regel gelten folgende
Beziehungen

Wy + HE = Hey.E = JCy-E = iCy + WF = [Cy-F = JCy-F- (107)

Nennen wir den gemeinsamen Wert dieser GroBen A. Wenn wir die Exponen-
tialfunktion auf diese Beziehungen anwenden bekommen wir

eHCo glE — oHCo-E — gHC1 B — oHCy oltF — oliC1-F — gHCy F — €A. (108)

Fiir zwei Losungen in einer stéchiometrischen Klasse sind die Erhaltungsgrofien
gleich. Betrachten wir die Grofe cg + (coy.E + coy.p). Wenn A positiv ist
dann nimmt die Gréfle in Klammern zu beim Ubergang von c* zu c¢**. De-
shalb muss cg abnehmen. Es muss pug < 0 sein und deshalb pe, > 0. Aus
dhnlichen Griinden muss prp < 0 sein und pe, > 0. Zusammen implizieren
diese Umsténde, dass die Gesamtmenge des Substrats grofler wird, ein Wider-
spruch. Deshalb kann A nicht positiv sein. Der Versuch A negativ zu machen
fithrt auch zu einem Widerspruch. Es ist also A = 0. Damit sind einige pu; of-
fenbar Null. Eine weitere Betrachtung der Gesamtmenge der Enzyme E und F
zeigt, dass g = 0 und pp = 0. Daraus kann man schliefen, dass pc, und pe,
verschwinden. Mit Theorem 7.1 sehen wir dann, dass es nicht moglich ist, dass
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fiir dieses System eine stochiometrische Klasse mehr als eine stationire Losung
enthélt.

Theorem 7.1 entscheidet die Frage nicht, ob dieses System tiberhaupt eine
positive stationdre Losung besitzt. Weil es die Erhaltungsgroflen gibt ist jede
Losung beschrénkt und bleibt in einer invarianten Teilmenge ihrer stéchiometrischen
Klasse die mit einer abgeschlossenen Kugel im R™ homoéomorph ist. Deshalb
liefert ein allgemeiner Satz [15] die Existenz einer stationdren Losung, sagt aber
nichts dartiber aus, ob diese positiv ist. Wenn ausgeschlossen werden kann,
dass es stationdre Losungen auf dem Rand gibt, dann ist in dieser Situation
die Existenz einer positiven stationdren Losung gesichert. Wir betrachten eine
stochiometrische Klasse fiir die die drei Erhaltungsgréfien positiv sind. Wihlen
wir eine feste nichtnegative Funktion ¢ € F(S). Nehmen wir an, dass dieser
Punkt entweder eine stationdre Losung ist oder ein w-Limespunkt einer posi-
tiven Losung. Dann ist die Losung durch diesen Punkt nicht negativ. Wir sagen,
dass ein Komplex y eingeschaltet ist in dieser Konfiguration wenn ®(c)(y) > 0.
Sonst sagen wir, dass der Komplex ausgeschaltet ist. Der Komplex y ist genau
dann ausgeschaltet wenn mindestens einer der Stoffe, der an y beteiligt ist nicht
im Trager von c liegt. Betrachten wir jetzt eine Reaktion von y nach 3’. Wenn
y’ ausgeschaltet ist, dann hat mindestens einer der Stoffe, der an 3’ beteiligt
ist Konzentration Null in der gegebenen Konfiguration. Deshalb machen Reak-
tionen, bei denen 3’ auf der Linken Seite sind keine Beitridge zur zeitlichen
Ableitung dieser Konzentration. Dann darf aber die Reaktion von y nach g/
dort auch keinen Beitrag leisten. Sonst wiirde fiir eine Losung mit ¢;(¢1) = 0
die Ungleichung ¢;(¢1) > 0 gelten und ¢(¢) wére negative fiir ¢ ein wenig kleiner
als t1, ein Widerspruch. Wir schlieflen, dass y auch ausgeschaltet ist. Diese
Aussage liefert Bedingungen an die Menge der Komplexe in C, die ausgeschaltet
sind. Insbesondere sieht man, dass diese Menge eine Vereinigung von starken
Verlinkungsklassen ist.

Kommen wir jetzt zur Frage zuriick, ob das System fiir prozessive Phos-
phorylierung stationire Losungen besitzt, die auf dem Rand des positiven Or-
thanten liegen und fiir die alle Erhaltungsgrofien positiv sind. Das System hat
nur vier starke Verlinkungsklassen. Nehmen wir zunichst an, dass die Klasse
die Cy - F enthélt an der stationdren Losung ausgeschaltet ist. Dann sind die
Komplexe Cy + E, Cy - E und C1 - E ausgeschaltet. Da die Gesamtmenge des
Enzyms F positiv ist, muss die Konzentration des freien Enzyms E positiv sein.
Die Konzentration von Cj ist also Null. Dann ist Cy + F ausgeschaltet und die
Klasse, die C - F' enthilt ausgeschaltet. Da die Gesamtmenge des Substrats pos-
itiv ist muss die Konzentration von Cy positiv sein. Das bedeutet aber, dass die
Konzentrationen von allen Stoffen, die F' beinhalten Null sein miissen. Es folgt,
dass die Gesamtmenge von F Null ist, ein Widerspruch. Es ist jetzt gezeigt wor-
den, dass die Klasse, die Cy- E enthélt eingeschaltet ist. Aus Symmetriegriinden
gilt das Gleiche fiir die Klasse, die C5 - F' enthélt. Es miissen also alle Klassen
eingeschaltet sein. Damit ist die Existenz einer positiven stationaren Losung
bewiesen.

Definition 7.4 In einem Reaktionsnetzwerk (S,C,R) hat eine Funktion a auf
S Vorzeichen vertriglich mit dem stéchiometrischen Teilraum S wenn es ein
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Element o € S gibt mit der Eigenschaft, dass x(s) das gleiche Vorzeichen hat
wie o(s) fur alle s € S.

Fine aquivalente Darstellung dieser Eigenschaft ist, dass es eine positive
Funktion p auf S gibt mit x = po.

Lemma 7.6 Sei (S,C,R) ein Reaktionsnetzwerk. Wenn ¢* und ¢** positive
Funktionen auf S sind die in der gleichen stochiometrischen Klasse sind dann
hat p = log(c**/¢*) Vorzeichen vertréglich mit dem stéchiometrischen Teilraum.
Umgekehrt, wenn p Vorzeichen hat die mit dem stéchiometrischen Teilraum
vertraglich sind dann gibt es positive Funktionen ¢* und ¢** in der gleichen
stochiometrischen Klasse mit p = log(c¢*™*/c*).

Beweis Nehmen wir an, dass ¢* und ¢** in der gleichen stéchiometrischen Klasse
sind. Dann gilt ¢** —c* € S. Wenn wir p = log(c**/c*) definieren dann hat pu(s)
das gleiche Vorzeichen wie ¢**(s) — ¢*(s) fiir alle s € S. Deshalb hat p Vorze-
ichen die mit dem stochiometrischen Teilraum vertraglich sind. Umgekehrt,
nehmen wir an, dass g Vorzeichen hat die mit dem stochiometrischen Teilraum
vertraglich sind. Dann gibt es ¢ € S und eine positive Funktion p auf S mit
p=po. Seic* = pund ¢** = pet. Dann gelten die Beziehungen p = log(c**/c*)
und ¢**—c* = p(et—1). Wenn ¢*(s) und ¢**(s) gleich sind, dann gilt ¢**—c* = o
im Punkt s. Wenn ¢**(s) — ¢*(s) # 0 dann kénnen wir ¢*(s) und ¢**(s) mit dem
positiven Faktor [p(s)(e*(®) — 1)]'o(s) multiplizieren. Dann bleibt die erste
Beziehung unveréndert und in der zweiten wird die rechte Seite durch o ersetzt.
Nach der Reskalierung sind ¢* und ¢** in der gleichen stochiometrischen Klasse.
Korollar 7.1 Fiir ein reguléres Reaktionsnetzwerk (S,C, R) mit Defizienz Eins
sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) es gibt positive Reaktionskonstanten so dass das entsprechende System mit
Massenwirkungskinetik zwei verschiedene positive stationdre Losungen in einer
stochiometrischen Klasse besitzt.

(ii) fiir eine Konfluenz-Vektor-Orientierung G und eine Zerlegung P = (U, M, L)
besitzt das System von Ungleichungen das dem Paar (P,G) entspricht eine
nichtverschwindende Losung die Vorzeichen hat, die mit dem stochiometrischen
Teilraum vertraglich sind.

Wir sagen, dass eine Zerlegung P’ = (U’, M’, L') die Inversion einer Zer-
legung P = (U, M, L) ist wenn U’ = L, M’ = M und L' = U. In diesem Fall
gilt, dass das System von Ungleichungen, das P’ entspricht mit dem System von
Ungleichungen, das P entspricht iibereinstimmt, bis auf die Tatsache, dass alle
Vorzeichen umgedreht sind. Es ist also so, dass p genau dann eine Lésung im
ersten Fall ist, wenn —pu eine Losung im zweiten Fall ist. Deshalb ist es sinnlos,
die Inversion einer Zerlegung P zu analysieren, wenn man P schon analysiert
hat.

Wenn man ein System hat, wo Messungen fiir zwei unterschiedliche sta-
tiondre Zustande vorliegen aber wo man das Reaktionsnetzwerk nicht kennt,
kann man diese Ideen verwenden um zu testen, ob ein bestimmtes Netzwerk
mit den Beobachtungen vertréaglich ist in dem man die gemessenen Konzentra-
tionen in den beiden Zustanden vergleicht.

Theorem 7.1 liefert ein Kriterium fiir die Existenz von zwei verschiedenen
stationdren Losungen. Das néchste Theorem gibt ein dhnliches Kriterium fiir
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die Existenz einer entarteten stationaren Losung, also einer stationdren Losung
wo die Ableitung der rechten Seite der Entwicklungsgleichungen eingeschrankt
auf den stochiometrischen Teilraum einen nichttrivialen Kern hat.

Theorem 7.2 Fiir ein reguléres Reaktionsnetzwerk (S,C, R) mit Defizienz Eins
sei ¢* eine positive Funktion auf & und v # 0 ein Punkt des stochiometrischen
Teilraums. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.

(i) es gibt Reaktionskonstanten fiir die das entsprechende System mit Massen-
wirkungskinetik ¢* als stationdre Losung zulédsst, fir die D, f(c¢*)y = 0.

(ii) Es gibt eine Konfluenz-Vektor-Orientierung G und eine Zerlegung P =
(U, M, L) so dass das System von Ungleichungen, das (P, G) entspricht durch
~v/c* erfilllt wird.

Lemma 7.7 Sei (S,C, R) ein Reaktionsnetzwerk und ¢*, ¢** positive Funktionen
auf §. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.

(i) es gibt Reaktionskonstanten fiir die das Massenwirkungssystem ¢* und ¢**
als stationdre Losungen hat

(i)’ es gibt eine positive Funktion x auf R so dass

D (' —y) =0 (109)

yy'€R

und

Z Kyy e (Y —y) =0 (110)
yy'€ER

wo p = log(c** /c*).
Beweis Nehmen wir an, dass (i) gilt. Zu sagen, dass ¢* und ¢** stationére
Lésungen sind ist zu sagen, dass

> kyy ()Y —y) =0 (111)

yy' €ER

und

Dy (¢T)(y —y) = 0. (112)

yy'€R

Wenn kyy = ky, (c*)? und p wie oben definiert ist, dann gelten die zwei Gle-
ichungen in (i)’. Wenn umgekehrt (i)’ gilt, dann kénnen wir ks so wéhlen,
dass Ky, = ky,(¢*)? und dann folgt (i).

Das néchste Lemma ist eine dhnliche Umformulierung von (i) in Theorem
7.2.
Lemma 7.8 Sei (S,C, R) ein Reaktionsnetzwerk, ¢* eine positive Funktion auf
S und 7 eine Funktion auf S. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
(i) es gibt Reaktionskonstanten fiir die das entsprechende System mit Massen-
wirkungskinetik ¢* als stationdre Losung zulésst, fir die D.f(c*)y = 0.
(i)’ es gibt eine positive Funktion x auf R so dass

> Ry —y) =0 (113)

yy'€ER
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und
> by (- my —y) =0 (114)
yy'€R
wo u=y/c*.
Beweis Nehmen wir an, dass (i) gilt. Wenn ¢* eine stationédre Losung ist dann
gilt
> kyy () (Y —y) =0. (115)
yy'€R

Auflerdem ist die Bedingung an der Ableitung damit dquivalent, dass

D kg () (/e —y) =0. (116)

yy'€R

Die Aussage (i)’ folgt wenn wir x,,» = ky,/(c*)¥ definieren. Fiir die umgekehrte
Richtung miissen wir nur ky,s so wahlen, dass die letzte Beziehung gilt.

Mit Lemma 7.7 und Lemma 7.8 sehen wir, dass Theorem 7.1 und Theorem
7.2 Folgen sind von
Proposition 7.1 Sei (S,C,R) ein regulires Reaktionsnetzwerk mit Defizienz
Eins, ¢ : R — R eine stetige monoton steigende Funktion und p eine nichtver-
schwindende Funktion auf R die Vorzeichen hat, die mit dem stochiometrischen
Teilraum vertraglich sind. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent
(i) es gibt eine positive Funktion k,,, auf R mit

Z Ky (Y —y) =0 (117)

yy'€R

und

D ki d(y - w)y —y) =0 (118)

yy'ER

(ii) es gibt eine Konfluenz-Vektor-Orientierung G und eine Zerlegung P =
(U, M, L) so dass p das System von Ungleichungen erfiillt, das dem Paar (G, P)
entspricht.

Um zu sehen, dass Theorem 7.1 aus Proposition 7.1 folgt wahlt man p =
log(c**/c*) und ¢(z) = e* und wendet Lemma 7.7 an. Um zu sehen, dass
Theorem 7.2 aus Proposition 7.1 folgt wahlt man g = v/c¢* und ¢(x) =  und
wendet Lemma 7.8 an.

Jetzt wird Proposition 7.1 bewiesen, zuerst dass (i) die Bedingung (ii) im-
pliziert. Die Gleichungen in (i) sind mit folgenden Gleichungen dquivalent

YA.,we=0 (119)
und
YA oy mwy) = 0. (120)
yeCl

Mit anderen Worten ist (i) mit den Aussagen we € ker(YA,) und - 0 ¢(y -
pwy € ker(Y'A,) dquivalent. Da das Netzwerk regulér ist und § = 1 folgt aus
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Lemma 6.3, dass dim(ker(Y A4,)) =1+ . Wir wéhlen eine Basis des Kerns von
A,. wie in Proposition 3.1 und nennen sie hier b',.. .5 (Weil das Netzwerk
regulir ist ist t = [.) Falls we nicht im Raum liegt, der durch b!,...,b" aufges-
pannt wird, dann ist (we,b',...,b') eine Basis des Kerns von Y A,. Wenn diese
Bedingung nicht gilt, dann liegt we in kerA,. Nach Proposition 6.1 muss g in
diesem Fall senkrecht auf den stéchiometrischen Teilraum stehen. Da nach Vo-
raussetzung g ungleich Null ist mit Vorzeichen die mit dem stochiometrischen
Teilraum vertraglich sind bekommen wir einen Widerspruch. Deshalb bekom-

men wir tatséchlich eine Basis. Es gibt also Zahlen Ag, A1,..., \; mit
Z¢(y~,u)wy = Nowe + Mbt ...+ \D (121)
yel

Sei U die Vereinigung der nichttrivialen terminalen Verlinkungsklassen AY fiir
die \p > 0, L die entsprechende Menge mit Ay < 0 und M die Menge der
reaktiven Komplexe die weder in U noch in L sind. M ist die Vereinigung
der nichttrivialen terminalen Verlinkungsklassen A? mit Ay = 0 und der Menge
der nichtterminalen Komplexe. Die Mengen U, M und L erfiillen die Bedin-
gungen fiir eine obere-mittlere-untere-Zerlegung (U, M,L). Sei g = Axwe =
Y r Fyy (Wyr — wy). Da we nicht im Kern von A, liegt ist g nicht Null. Es gilt
9(Y) =D ey Byy — 2oysc Kyy - Es folgt aus Lemma 7.1, dass g ein Konfluen-
zvektor ist. Sei G die entsprechende Konfluenz-Vektor-Orientierung. Jetzt soll
gezeigt werden, dass die Ungleichungen die dem paar (G, P) entsprechen erfiillt
sind. Dazu miissen wir die drei Regeln iiberpriifen.

Zu sehen, dass die Regel 1. erfiillt ist stellen wir fest, dass die Eigenschaften
der Basis implizieren, dass ¢(y - u) = Ao fiir alle y € M. Wenn y und g/
aus M sind, dann folgt aus der strikt monotonen Natur der Funktion ¢, dass
y-p = 1y -p. Um die Giiltigkeit der zweiten Regel zu iiberpriifen seien ¥, ¥ und
y” Komplexe aus den entsprechenden Teilmengen. Seien yV und y* Mitgleider
der terminalen starken Verlinkungsklassen A' und A%. Dann implizieren die
Eigenschaften der Basis, dass

o(yY 1) = Ao + Mb' (yY),
o™ - 1) = o,
qb(yL INEDYES Ang(yL). (122)

Da A; > 0, Ay < 0 und ¢ monoton steigend folgt, dass yV - u > y™ - p >
y~ - 1. Es bleibt zu zeigen, dass Regel 3. gilt. Seien y und 3’ benachbarte
terminale Komplexe in der terminalen starken Verlinkungsklasse A?. In diesem
Fall gehdren yy’ und y'y zu R wegen (R3). Es gilt ¢(y - 1) = Ao + Aob?(y) und
&y - 1) = Ao + Agb?(y'). Nehmen wir an, dass y und 3’ aus U sind, so dass
Ag > 0. In diesem Fall folgt aus der monotonen Eigenschaft von ¢, dass y-u—y - p
und b (y) —b?(y’) das gleiche Vorzeichen haben. Wenn andererseits y und 3’ aus
L sind dann haben diese Grofien entgegengesetzte Vorzeichen. Deshalb um zu
zeigen, dass ;1 Regel 3. erfiillt muss man zeigen, dass b’ (y) — b%(y’) das gleiche
Vorzeichen hat wie [g,yy’, y]. Die Reaktion yy' ist eine Briicke und wir kénnen
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Mengen W(y) und W(y') definieren wie oben.

guy = > 9@ =Y. gz D>, gy (123)

gEW(y) W(y) =W(y) W(y)—=W(y)’

Die letzte Gleichheit folgt aus Lemma 6.4. Da yy’ bzw. y'y die einzigen Reaktio-
nen in W(y)" — W(y) bzw. W(y) — W(y)’ sind vereinfacht sich die Gleichung
auf

9,9y 4] = Kyry — iy (124)

AuBerdem, weil b’ im Kern von A, liegt gilt mit Hilfe von Lemma 6.4

S wgt’@) - Y. @ =0 (125)

W(y) —=W(y) W(y)—=W(y)’

und
ﬁy/ybe(y/) — /{yy/be(y) =0. (126)

Es folgt, da f,,, und k,, positiv sind, dass b%(y) — b?(y’) und [g,yy’,y] das
gleiche Vorzeichen haben. Damit ist (ii) bewiesen.

Nehmen wir umgekehrt an, dass (ii) gilt. Es gibt also eine Konfluenz-
Vektor-Orientierung G und eine Zerlegung (U, M, L) so dass u die entsprechen-
den Ungleichungen erfiillt und wir suchen eine positive Funktion « auf C mit
bestimmten Eigenschaften. Sei g ein nichtverschwindendes Element von G. Es
folgt aus Lemma 7.4 dass eine positive Funktion a auf C existiert mit den Eigen-
schaften, dass

> oy (v —y) =0, (127)
R

gly) = Z Qyry — Z Qyy - (128)

C—y y—C

Seien y*y*™* und y**y* ein Paar reversibler Reaktionen. Dann kann man die
erste Gleichung als

(yeyer — ey )™ =y )+ Y (W —y) =0 (129)
R\{y*y**y**y*}

schreiben. Es folgt, dass wenn 3, = ay, fiir alle Reaktionen aufler denen zwis-
chen y* und y** und By« y«x —Byreys = Qyeyes —Qyeeye dann gilt >- 5 By (v —y) =

0. Wenn y*y** eine Briicke ist dann gilt auch oysy«= — qyesy= = [g, ¥y, y**].

Jetzt wird k konstruiert. Wenn in der Zerlegung (U, M, L) die Menge M
nicht leer ist sei n = y- p fiir y € M. Wenn dagegen M leer ist, dann sei n irgen-
deine Zahl, die zwischen dem Minimum von y - auf U und dem Maximum von
y - auf L liegt. Die Funktion x wird wie folgt definiert. Wenn yy’ irreversibel

oder wenn yy’ reversibel ist und 3’ - p = y - p dann sei Ky, = ay,. Wenn yy’
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reversibel ist und ¢’ - p # y - p (woraus folgt, dass yy’ eine Briicke ist die in U
oder L liegt) sei

oy - 1) — o)

Fyy = [gvyy’,y’]qs(y,_m ) (130)
_ I, ¢(y ) M) - ¢(77)
sy = 0w S 1a)

Dass Ky, und kg, positiv sind folgt aus der Definition von p und den Ungle-
ichungen die der Zerlegung (U, M, L) und G entspricht. Diese Zahlen erfiillen
die Beziehungen fyy — Kyry = [9,9y’,9']. Deshalb konnen wir, mit Hilfe von
Lemma 7.5 in diesem Fall die Differenz von Koeffizienten x durch eine Differenz
von Koeffizienten a. Es folgt, dass Y kyy (¥’ —y) = 0. Damit ist die erste
Gleichung von (i) erfiillt.

Um zu zeigen, dass die zweite Gleichung erfiillt ist betrachten wir folgende
drei Teilmengen von R. R besteht aus den Reaktionen yy’ mit y € M. Ro
besteht aus den Reaktionen yy’ mit y # M fiur die y - u = y’ - u. R3 besteht
aus den Reaktionen yy’ mit y # M fir die y - 4 # 3" - p. Diese Mengen sind
disjunkt und ihre Vereinigung ist R. Jede Reaktion in Ro oder R3 ist reversibel
als Folge von (R3). Deshalb kénnen wir immer die Reaktionen als vorwérts und
rickwarts bezeichnen. Die Mengen der Reaktionen in Ry bzw. Rg3 als vorwarts
bezeichnet wurden nennen wir Fo bzw. F3. Wir konnen feststellen, dass

Z/‘ny‘by my —y) = Zﬁyy Y —y)

+ Z Oy - 1) (Fyy — Fyry) (Y — y)

Fa
D Ry d(y - ) = Ryyd (Y )W —y) (132)
F3
Fiir yy' € Fy gilt
Ryy — Kyry = Quy/ — Qyry = 9,99, 9] (133)

AuBlerdem ist yy’ in Fy genau dann wenn [g,yy’,y'] = 0. Deshalb ist ry, —
Kyy = 0 fiir alle yy’ € Fy. Es ist auch der Fall, dass fir yy’ € F3

Kyy &y - 1) — ’fy’y¢(y/ ) = d(M)(Kyy — Kyry). (134)

In dem wir diese Beziehungen kombinieren bekommen wir

> kg d(y - )y —y)
R

Z Ky (Y —y) + Z(“yy/ — Kyry) )+ Z (Fyy — Fyy) (Y —y)
Rl ]:2
MY gy (y —y) =0. (135)
R

Damit ist die zweite Gleichung bewiesen.
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8 Elementare Flussmoden

Der Defizienz-Eins-Algorithmus liefert manchmal gute Ergebnisse fiir Netzw-
erke der Defizienz Eins aber was kann man tun, wenn man ein Netzwerk hat,
deren Defizienz grofier als Eins ist? Eine Moglichkeit ist die Methode der ele-
mentaren Flussmoden, die aus einem gegebenen Netzwerk kleinere Netzwerke
produziert, die Defizienz Eins haben. Vorausgesetzt, dass diese Netzwerke die
Bedingung ¢ = [ erfiillen sind sie immer regulér und man kann den Defizienz-
Eins-Algorithmus darauf anwenden. Wenn die kleineren Netzwerke Multista-
tionaritat zulassen dann kann man unter Umsténden schlielen, dass das Aus-
gangsnetzwerk es auch tut. Die umgekehrte Aussage ist allerdings nicht immer
wahr. Die Beschreibung dieser allgemeinen Theorie die folgt basiert auf [2].

Die Bedingung fiir eine stationdre Losung kann in der Form Nw(c) = 0
geschrieben werden. Der Vektor v(c) der Reaktionsraten ist positiv. Der Durch-
schnitt des Kerns von N mit dem nichtnegativen Orthanten ist ein Kegel. Fiir
eine positive stationdre Losung c liegt v(c) im inneren von diesem Kegel. Man
kann die Punkte eines solchen Kegels als die Linearkombinationen mit nichtnega-
tiven Koeffizienten endlich vieler Vektoren darstellen die im Rand des positiven
Orthanten liegen ([20], Theorem 19.1). Die Punkte des Kegels kann man als
Flussverteilungen interpretieren. Im Fall des Kegels, den wir hier betrachten
nennt man diese Vektoren elementare Flussmoden. Man kann zeigen, dass die
elementaren Flussmoden genau die Vektoren im Kegel sind, die eine maximale
Anzahl von verschwindenden Komponenten besitzen. Es geht also um die Vek-
toren FE;, die zwei Bedingungen erfiillen.

(i) NE; = 0 und F; ist nichtnegativ

(ii) wenn es einen anderen Vektor E; gibt, der (i) erfiillt und dessen Tréger in
dem von E; enthalten ist, dann ist entweder F; = 0 oder E; = ak;

Wir nennen die F; auch Erzeugende des Kegels.

Die Erzeugenden haben eine Interpretation bei der die Reaktionen vorkom-
men. Man kann die Eintrage, die nicht verschwinden als aktive Reaktionen
interpretieren und die anderen als Reaktionen, die nicht aktiv sind. In diesem
Sinne definiert jeder Erzeugende ein Teilnetzwerk des urspriinglichen Netzw-
erks, das aus den aktiven Reaktionen besteht. Man kann zwischen Erzeugenden
unterscheiden die im Kern von I, liegen und solchen, die es nicht tun. Letztere
heiflen stochiometrische Erzeugende.

Wenn wir von einem Netzwerk ausgehen und ein Teilnetzwerk betrachten,
dann werden Grofien die mit dem urspriinglichen Netzwerk zu tun haben mit
einem Dach versehen, z.B. I, E (fiir den Erzeugenden). Beide Netzwerke haben
die gleichen Komplexe und Y wird fiir beide verwendet. Sei 7 die Anzahl von
Reaktionen im urspriinglichen Netzwerk und r die Anzahl von Reaktionen im
Teilnetzwerk. Sei E der Vektor, der aus E hervorgeht, in dem man die ver-
schwindenden Eintrége weglésst. Dann ist E positiv und es gilt Y I, EF = 0 und
I, E # 0. Seien 7, n, [ und ! die Anzahl der Komplexe und Verlinkungsklassen
der beiden Netzwerke.

Es stellt sich heraus, das die Teilnetzwerke, die auf diese Weise entstehen
immer § = 1 erfiillen und dass sie, sofern die Bedingung ¢t = [ erfiillt ist auch
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reguldr sind. Deshalb reicht diese eine Bedingung aus um dafiir zu sorgen, dass
der Defizienz-Eins-Algorithmus auf die Teilnetzwerke angewendet werden kann.
Diese Aussage wird jetzt bewiesen.

Lemma 8.1 Sei I, die Matrix die durch ein Netzwerk mit n Komplexen und {
Verlinkungsklassen definiert wird. Dann ist der Rang von I, gleich n —I.
Beweis Es handelt sich um eine leicht veranderte Form von Lemma 3.8.
Lemma 8.2 Sei E ein stéchiometrischer Erzeugender eines Netzwerks. Es gelten
folgende Aussagen

(i) E ist ein Erzeugender von ker(Y'I,) N R’ und ist der einzige Erzeugende.
Das heifit, dieser Raum wird von E aufgespannt.

(ii) dim ker(Y'I,) =1

(iii) I, hat maximalen Spaltenrang.

(iv) I, hat n — I Spalten.

(v) Der Rang von Y1, ist n —1 —1

Beweis (i) sei Ey ein nichtverschwindender Erzeugender. Da E positiv ist ist
der Tréger von Ejy in dem von E enthalten. Sei EO der Vektor in R” den man
bekommt in dem man Ej geeignet mit Nullen auffiillt. Dann gilt YI,Ey =0
und der Trager von Ey ist in dem von E enthalten. Da FE Erzeugender ist
schliefen wir, dass Ey = oF fiir eine positive Konstante o und deshalb, dass
Ey = aFE. Es folgt, dass E Erzeugender ist. Dieses Argument zeigt auch, das
FE der einzige ist.

(ii) Sei Ey # 0 ein Vektor im R” der nicht proportional E ist und die Gleichung
YI,Ey = 0 erfiillt. Aus (i) folgt, dass Ey negative Eintrdge enthdlt. Daraus
folgt, dass E kein Erzeugender sein kann. Um diese Aussage zu beweisen betra-
chten wir E = oF + Ey. Dann ist E positiv fiir a hinreichend grof und es folgt
aus (i) dass FE = BE fiir eine Konstante 3, ein Widerspruch.

(iii) Wenn der Spaltenrang von I, nicht maximal wire, dann gébe es einen
nichttrivialen Vektor im Kern von I, der dann auch im Kern von Y1, liegt.
Nach (ii) ist dieser Vektor proportional E, was zu einem Widerspruch fiihrt.
(iv) Nach Lemma 8.1 hat I, den Rang n—I. Aber I, hat maximalen Spaltenrang.
Deshalb hat I, die gegebene Anzahl von Spalten.

(v) Fiir eine Matrix A ist dim kerA die Differenz der Dimension des Definitions-
bereichs und des Rangs von A. Deshalb ist der Rang von Y1, gleich n — 1 —1
nach (ii).

Das Teilnetzwerk, das durch E definiert wird enthélt im Allgemeinen I
Verlinkungsklassen. Sei J; die Menge der Indizes, die zur Verlinkungsklasse
© gehoren. Jede Verlinkungsklasse kann als eigenstandiges Netzwerk betrachtet
werden mit entsprechender Matrix I/:. Diese Matrix besteht aus den Spalten
von I,, die zu J; gehoren.

Korollar 8.1 Sei n’¢ die Anzahl von Komplexen in J;. Dann ist der Rang von
Y1/ gleich n'i —

Beweis Nach Lemma 8.1 ist der Rang von I/¢ gleich n’i — 1. Wegen Lemma
8.2 hat Y'I): maximalen Spaltenrang und das Eregbnis folgt.

Korollar 8.2 Fiir ein Teilnetzwerk mit | Verlinkungsklassen, das durch einen
stochiometrischen Erzeugenden E definiert wird ist die Defizienz des Teilnetzw-
erks Eins. Die Defizienz jeder Verlinkungsklasse ist Null.
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Beweis Die erste Aussage folgt aus Teil (v) von Lemma 8.2. Die zweite folgt
aus Korollar 8.1.

Wir haben jetzt gezeigt, dass die Teilnetzwerke, die durch stéchiometrische
Erzeugende definiert werden Defizienz Eins haben. Jetzt soll untersucht werden
inwiefern sie die Voraussetzungen des Defizienz-Eins-Algorithmus erfiillen. Die
Bedingung (R1) kann so ausgedriickt werden, dass es einen positiven Vektor
im Kern von Y1, gibt. Nach Lemma 8.2 gilt diese Bedingung. (R3) ist damit
dquivalent, dass die terminalen starken Verlinkungsklassen keine geschlossenen
Kantenfolgen enthalten. Diese Aussage folgt aus der Tatsache, dass der Rang
von I, maximal ist. Nur (R2) bleibt offen und muss bei jeder Anwendung
kontrolliert werden.

Das néchste Ziel ist, Bedingungen zu bekommen die dafiir sorgen, dass Mul-
tistationaritat in einem der Teilnetzwerke, der gegebenenfalls mit Hilfe des
Defizienz-Eins-Algorithmus erhalten werden kann, die gleiche Eigenschaft fiir
das urspriingliche Netzwerk impliziert. Dazu verwendet man den Satz iiber
implizite Funktionen und muss nachweisen, dass geeignete lineare Abbildun-
gen vollen Rang haben. Wir betrachten ein Netzwerk mit p Reaktionen und
einen stochiometrischen Erzeugenden E. Die Reaktionskonstanten definieren
eine Funktion k auf R?. Sei kg die Einschrankung von k auf den Tréger von
und ke = k — kg die Einschrankung auf das Komplement von E. Die Evolu-
tionsgleichungen lauten

¢ = No(kg, ) + Nv(ke, c) (136)

wo die Abhéngigkeit der Reaktionsraten von den Reaktionskonstanten explizit
gemacht worden ist. Sei r+ 1 die Anzahl von Komponenten von E, die ungleich
Null sind. Sei Ng die Matrix die aus den Spalten von N besteht, die den
nichtverschwindenden Komponenten von E entsprechen und Ng die Matrix
deren Spalten die anderen Spalten von E sind. Dann gilt

¢ = Ngv(kg,c) + Nov(ke, ¢). (137)

Die gewdhnlichen Differentialgleichungen fiir das Teilnetzwerk sind ¢ = N, Ev(fc 5,C).
Da F ein stochiometrischer Erzeugender ist folgt aus Lemma 8.2, dass der Rang
von Ng gleich r ist und der Kern von Ng besteht aus den Funktionen, deren
Tréger im Trager von E liegen. Betrachten wir eine orthonormale Basis fiir
den links-Kern von N. Wir nennen die Matrix deren Zeilen die Vektoren dieser
Basis sind WT. Es handelt sich um eine p x m-Matrix. Betrachten wir jetzt eine
orthonormale Basis fiir den links-Kern von Ng und nennen wir die Matrix mit
diesen Zeilen W1. Es handelt sich um eine (m — r) x m-Matrix. Die unteren
Eintrige von W stimmen mit denen von W7 {iberein. Die oberen nennen wir
WZI . Wir betrachten aulerdem eine Matrix Sg deren Spalten eine orthonor-
male Basis fiir das Bild von Ng sind. Sei T = (Sg, Wadd, W), eine orthogonale
Transformation. Sei & = Ske, n = WL c und # = Wec. Dann ist ¢ das Bild
von dem Vektor mit Komponenten (£, 7,7) unter 7. In diesen Variablen sind
die Evolutionsgleichungen

£ = SENpvp(kp, ) + SENcve (ke ¢), (138)
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i) = WaaaNeve (kg o), (139)
(ny=0. (140)
Nehmen wir an, wir haben stationdre Losungen c¢j und ¢ fiir das Teil-

netzwerk mit Reaktionskonstanten kj. Das heifit N EvE(kEvCT,Q) = 0. Sei
(&1 25" %) = TchQ. Dann gilt

é - SENEUE(]CEa C(&i%n*aﬁ*)) + SENC,UC(]CC; 6(512,77*,77*)), (141)
T.] = W;z;{dNCvC(kC, C(gi:27 77*7 ﬁ*)>7 (142)
(7)=0. (143)

und der erste Term in der ersten dieser drei Gleichungen verschwindet. Treffen
wir eine feste Wahl von k% und * und definieren wir I%*E dadurch, dass I%E =kg
auf dem Trager von E und IE:*E = 0 auBerhalb des Tragers von E. Sei k =
lAcE + eke. Um stationdre Losungen des vollen Systems zu bestimmen miissen
wir £, n und k¢ finden mit

SENpvp (K, c(€,n,1)) + SENcve (ko, e(€,m,7%) =0, (144)
WhaNcve (ke e, n,7)) = 0. (145)

Die Reaktionsraten v(c) konnen in der Form (diag¥(c))k geschrieben werden.
Wir schreiben f(k,c¢) = Nv(k, ¢) und f.(k,c) fir die Jacobi-Matrix D.f(k, c).
Wir stellen jetzt ein Programm auf.

(1) Sei

Spfe(kp, € 2)(SE, Wada) = (A7 2, B o). (146)
Falls A} , regulir ist, dann kénnen wir X{, = —(A} ) "' Bf, definieren. Dann
gilt A7, X7o+ Bi,=0.
(2) Wir berechnen eine positive Losung von Girg = 0, wo G& die Matrix ist mit
oberem Teil W1 Nodiag(¥e(c;)) und unterem Teil WI Nodiag(Ve(ch)) und
definieren l%g als Null auf dem Trager von E und kg auflerhalb dieses Tragers.
(3) Sei WL fe(kE, ¢t 5)(SE, Wadd) = (Cf 5, D). Wir verlangen, dass D , =
Di‘72 + C’{"QXiQ regular ist.

Folgendes Theorem zeigt, dass dieses Programm auf zwei positive stationére
Losungen ¢ 2 in der Néhe von 7 , fiihrt mit den Reaktionskonstanten I%*E + el%*c
fiir € hinreichend klein. Dazu wéahlt man einen hinreichend kleinen Wert von €
und 16st N (k% + ek, & 2) = 0 fiir & o in der Nihe von cia-

Theorem 8.1 Nehmen wir an, dass folgende Bedingungen gelten.
(i) es existieren cj 5 > 0, k, mit Ngvg(kp,ci o) = 0.

(ii) es existiert ko > 0 mit GEro = 0.

(iii) A7 und Aj sind regulér

(iv) Dy und D3 sind regulér

Dann existieren ¢y > 0 und dg > 0 so dass 0 < € < ¢y und |[f) — 7*| < §p die
Existenz von unterschiedlichen positiven hyperbolischen stationéren Losungen

5172(77’6)
cro(ie)=[ S Waaa W || Hia(ie) (147)
n
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implizieren mit WTey (1), €) = WTea(), €) fiir die positiven Reaktionskonstanten
k(e) = k% + ek,

Beweis Anwendung der orthogonalen Transformation ¢ = Ske, n = W1e,
H = WTc liefert

£ = SENw(kl, ¢) + SENv(eky, c) (148)
i = WaaaNv(kj + ek (149)
(i =0. (150)

Fiir feste Werte von ¢} und k% und A7 reguldr hat die Gleichung € = 0 eine lokal
eindeutige Losung §; = Ej(n,ﬁ,el%g) in der Néhe von (n*,7*,0) mit A7X* +
B} =0, wo X7 = Q%Ej (n,7,0) auf Grund des Satzes iiber implizite Funktionen.
Um stationére Losungen mit gemeinsamen 7-Komponenten zu erhalten miissen

wir die Gleichungen

WhaNv(kE, SpE1(n, 1), €kg) + Waaan + W) (151)
WaaaNv(ke, SpZa (i, i, €ke) + Waaall + W) (152)

l6sen fir n = Hi(f),€) und 77 = H(7,€) in der Nahe von (n*,7*,7*,0)). Auf
Grund der Annahme (iv) zeigt der Satz iiber implizite Funktionen, dass solche
Funktionen H; und H, existieren. Es existieren also lokal stationidre Losungen

&1 = 1(H1(ﬁa€)7ﬁa€)7 n:Hl(ﬁve)v , (153)
S = 2(H2(ﬁa€)7ﬁ56)7 U:H2(777€)7 i (154)

fir ¢ > 0 hinreichend klein. Die entsprechenden stationdren Losungen cj 5
bekommt man als ¢} 5(7), €) aus dem Theorem.

Betrachten wir das Beispiel der erweiterten Michaelis-Menten-Beschreibung
einer einzelnen Reaktion. Wir haben

-1 1 0
-1 1 1
1 -1 -1 |’
0 0 1

(11 [1]

N = L= 1 -1 -1]. (155)

Es gilt dim kerN = dim kerl, = 1 und der Kern wird durch den Vektor mit
Komponenten (1, 1, 0) aufgespannt. Dieser Vektor ist eine elementare Flussmode
(die einzige) und ist kein stochiometrischer Erzeugender. Fiir den einfachen
vergeblichen Zyklus bekommen wir

-1 1 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
-1 1 1 0 0 0 1 -1 -1 0 0 0

1 -1 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
N=19 0o 1 =11 ol %= 0 0o 0o -1 1 o0
o 0 0 -1 1 1 0 0 0 1 -1 -1

o 0 0 1 -1 -1 o 0 0 0 0 1

(156)
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Der Kern von N hat die Dimension drei und wird von den Vektoren mit folgen-
den Komponenten aufgespannt: (1,1,0,0,0,0), (1,0,1,1,0,1) und (0,0,0,1,1,0).
Der erste und der dritte liegen im Kern von I, aber der zweite ist ein stochiometrischer
Erzeugender. Das dadurch definierte Teilnetzwerk bekommt man, in dem man
die Reaktionen abschaltet in denen die Substrat-Enzym-Komplexe sich in ihre
urspriingliche Bestandteile auflosen. Nach der allgemeinen Theorie hat dieses
Teilnetzwerk die Defizienz 1. Es ist klar, dass es die Bedingung t = [ erfiillt.
Man kann also den Defizienz-Eins-Algorithmus darauf anwenden.

Wir betrachten jetzt den zweifachen vergeblichen Zyklus aus dieser Sicht. In
diesem Fall gilt

-1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ]
-1 1 1 -1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 -1 1 0 0 0 1 -1 1 0
N = 0 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0o -1 1 1 -1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 0 0 0
| O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 ]
(157)
und
[ -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]
1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
@ 0 0 0 0 0 0o -1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1
| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1|
(158)

Der Kern von I, ist die direkte Summe der Kerne der zwei 5 x 6-Blocke. Der
Kern des ersten Blocks wird von den Vektoren (1, 1,0,0,0,0) und (0,0,0,1,1,0)
aufgespannt. Die Dimension des Kerns von [, ist vier. Die Dimension des Kerns
von N ist sechs und zwei weitere elementare Flussmoden sind (1,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,1)
und (0,0,0,1,0,1,1,0,1,0,0,0). Die Entsprechenden Teilnetzwerke sind die
zwei einfachen vergeblichen Zyklen, die im zweifachen vergeblichen Zyklus en-
thalten sind. Bei diesen beiden gibt es keine Multistationaritdt, so dass die
allgemeine Methode in diesem Fall keine niitzlichen Informationen liefert.
Jetzt werden Modelle fiir ein anderes biologisches System betrachtet. Es geht
um den Calvin-Zyklus der Photosynthese. Im einfachsten Modell sind die Stoffe
Ru5P (Ribulose-5-Phosphat), RuBP (Ribulose Bisphosphat), PGA (Phospho-
glycerat), DPGA (Diphosphoglycerat) und GAP (Glyceraldehyd-Phosphat). Im
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ks k
Ru5P —— RuBP —— 2PGA

ko k3
PGA —— DPGA —— GAP

.

5GAP T’ 3Rub5P
4

einfachsten Fall benutzt man ein Reaktionsnetzwerk fiir diese Stoffe und nimmt
an, dass Massenwirkung gilt.

Wir haben
0 0 0 0 -1
-1 0 0 0 1
-1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
2 -1 0 0 0 -1 0 0O -1 0 0 0
N = 0 1 -1 0 0 0 0 , I, = 0 1 -1 0 0
0 0 1 -5 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 0 0 3 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0O -1 0
0 0 0 1 0
(159)

Einige Parameter des Systems sind m =5, n=9,1=3,s=5,d=1,r=7.
Der Kern von I, wird durch den Vektor (0,1,1,0,0,—1,1) aufgespannt und
enthalt also keine positiven Vektoren. Der Kern von N wird durch die Vek-
toren (3,6,6,1,3,0,1) und (3,5,5,1,3,1,0) aufgespannt. In den entsprechen-
den Netzwerken wird eine der Senken abgeschaltet. Mit dem Defizienz-Eins-
Algorithmus kann man zeigen, dass dieses System keine Bistationaritét zulésst.
In der Tat kann man die Gleichungen fiir stationéire Losungen in diesem Fall
explizit 16sen. Abhéngig von den Reaktionskonstanten gibt es keine oder genau
eine stationare Losung. Das erste Teilnetzwerk hat immer genau eine positive
stationare Losung wahrend das zweite keine besitzt. Es ist interessant, dass
wahrend das Ausgangsnetzwerk die Bedingung ¢ = [ erfiillt das zweite Teilnet-
zwerk es nicht tut.

In einem komplizierteren Modell benutzt man eine erweiterte Michaelis-
Menten-Beschreibung fiir alle Reaktionen im einfachen Netzwerk. Dieses Mod-
ell nennen wir MM-MA-Modell. Die elementaren Flussmoden fiir dieses groflere
Netzwerk wurden in [14] berechnet. Es gibt zwei davon, die denen fiir das ein-
fache System, die wir angegeben haben analog sind. Mit Hilfe dieser Rechnung
konnte gezeigt werden, dass das MM-MA-System Bistationaritit zul&sst.
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9 Der fortgeschrittene Defizienz- Algorithmus

Eine andere Moglichkeit, Netzwerke mit § > 1 zu analysieren ist der fort-
geschrittene Defizienz-Algorithmus, eine Verallgemeinerung von dem Defizienz-
Eins-Algorithmus. Es wird ein System von Ungleichungen produziert, die zu
iiberpriifen sind. Im Gegesatz zur Situation im Defizienz-Eins-Algorithmus kann
es passieren, dass die Ungleichungen nichtlinear sind. Es passiert trotzdem oft,
dass die linear sind und selbst wenn nicht kénnen oft niitzliche Informationen
aus den Ungleichungen erhalten werden, die linear sind. Es gibt Groflen p wie im
Defizienz-Eins-Algorithmus und die Ungleichungen sind linear in diesen Gréfien.
Es gibt aber im Allgemeinen zusétzliche Grossen M die in den Ungleichungen
nichtlinear auftreten konnen. Der fortgeschrittene Defizienz-Algorithmus liefert
Systeme von Ungleichungen, die als Test fiir die Moglichkeit der Multistation-
aritidt in einem Netzwerk dienen. Wenn eines der Systeme eine Losung hat
dann gibt es Multistationaritdt. Ein solches System mit einer Losung heifit Sig-
natur des Netzwerks. Wenn kein System eine Losung hat dann gibt es keine
Multistationaritat.
Schritt 1. Im fortgeschrittenen Defizienz-Algorithmus wahlt man eine Orien-
tierung O des Netzwerks. Man wahlt eine Teilmenge von R mit der Eigen-
schaft, dass fiir jede reversible Reaktion genau eine der beiden Richtungen eine
Reaktion aus der Teilmenge ist. Jede irreversible Reaktion ist in der Teilmenge.
Diese Wahl beeinflusst das Ergebnis des Algorithmus nicht.
Schritt 2. Im néchsten Schritt definiert man die Kolinearitétsklassen. Sei p die
Anzahl von Elementen in O. Wir definieren eine lineare Abbildung Lo von RP
nach R™ durch

Loa = Z ayy (Y —y). (160)

yy'€O

Wir betrachten jetzt den Kern dieser Abbildung. Sei {v!,...,v?} eine Basis fiir
diesen Kern. Die Dimension des Kerns ist d = p— s und ist immer mindestens so
grof} wie die Defizienz. Diese Groflen sind genau dann gleich wenn jede Reaktion
im Netzwerk eine Briicke ist. Fiir jede Reaktion yy’ € O definieren wir einen
Vektor w,,, durch

d
Wyy" = Z Vyy (J)w; (161)
j=1

Wenn eine Reaktion yy’ nicht in O ist, dann ist 'y € O und wir definieren
Wyy' = Wyry.

Mit diesen Vektoren definieren wir die Kolinearitatsklassen des Netzwerks.
Zwei Reaktionen yy’ und pp’ sind in der gleichen Kolinearititsklasse wenn es
eine Konstant ¢ # 0 gibt mit wy, = cwyy. Eine reversible Reaktion und
ihre Gegenreaktion sind in der gleichen Klasse. Es gibt eine besondere Kolin-
earitatsklasse, die Kolinearitatsklasse Null, bei der die w-Vektoren Null sind.
Eine Kolinearitéatsklasse heifit reversibel wenn jede Reaktion in der Klasse re-
versibel ist. Wenn irgendeine Reaktion in der Klasseir reversibel ist dann heif3t
die Klasse irreversibel. Schon an dieser Stelle kann man eine notwendige Bedin-
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gung fir die Multistationaritat aufstellen. Wenn die Kolinearitatsklasse Null
irreversibel ist dann gibt es keine Multistationaritat. Es ist sogar so, dass ein
solches Netzwerk keine positiven stationdren Zustidnde zuldsst. In diesem Fall
kann man den Algorithmus an dieser Stelle abbrechen. Es stellt sich heraus,
dass die Kolinearitétsklassen weder von der Wahl von O noch von der Wahl
einer Basis des Kerns abhangen.

Schritt 3. Als nachster Schritt definieren wir die Koverlinkungsmengen. Das
Netzwerk wird in Teilmengen zerlegt die zu den verschiedenen Kolinearitatsklassen
gehoren. Eine Verlinkungsklasse eines solchen Teilnetzwerks heiffit Koverlinkungs-
menge des Netzwerks. Auf eine dhnliche Weise kann man starke Koverlinkungs-
mengen und terminale starke Koverlinkungsmengen definieren.

Schritt 4. Zu jeder Kolinearitatsklasse definieren wir einen Vertreter der Klasse
wie folgt. Wenn eine Klasse eine irreversible Reaktion yy’ enthilt dann kann
dieser Vertreter jede positive Konstante mal w,,s sein. Wenn ein Reaktionsnet-
zwerk zwei irreversible Reaktionen yy’ und pp’ in der gleichen Klasse enthéalt
mit wy,s = cwp, fiir eine negative Konstante ¢ dann gibt es keine Multistation-
aritat. Es gibt nicht einmal eine stationdre Losung. Auch in diesem Fall kann
der Algorithmus abgebrochen werden. Wenn eine Klasse reversibel ist dann
kann der Vertreter eine positive Konstante mal w,, ein fiir irgendeine Reaktion
yy’ in der Klasse. Fiir die Kolinearitatsklasse Null ist der Vertreter immer Null.
Schritt 5. Orientierung neu ausrichten. Es ist giinstig, wenn der w-Vektor eine
positive Konstante mal den Vertreter der Kolinearitatsklasse ist. Wenn man
diese Situation erreichen will gibt es bei den irreversiblen Reaktionen nichts zu
tun. Bei den reversiblen Reaktionen ersetzt man yy’ mit ¢’y in jedem Fall in
dem das Vorzeichen urspriinglich falsch war.

Schritt 6. Koplanare Mengen und zusammenhéngende Klassen finden. Hier
brauchen wir zwei Definitionen. Eine koplanare Menge ist J ist eine Menge von
Kolinearitatsklassen, die nicht Null sind mit folgenden Eigenschaften.

(i) Die Menge J enthélt mindestens drei Kolinearitatsklassen

(ii) Die Vertreter der Klassen in J liegen im gleichen zweidimensionalen Teil-
raum. Mit anderen Worten, jeder Vertreter einer Klasse in J can als Linear-
kombination von jedem Paar bestehend aus zwei anderen Vertretern.

(iii) jede Klasse deren Vertreter in der Ebene aus (ii) liegt ist in 7.

Die koplanaren Mengen bilden keine Zerlegung der Klassen. Diese Mengen
konnen sich iiberschneiden. Es ist auch moglich, dass eine Klasse zu keiner
solchen Menge gehort. Es kann sogar sein, dass ein Netzwerk tiberhaupt keine
solchen Mengen besitzt.

Es gibt eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Kolinearitdtsklassen die
nicht Null sind. Zwei Klassen P; und P; heifien direkt verbunden wenn sie einer
gemeinsamen koplanaren Menge gehoren. Zwei Klassen heiflen verbunden wenn
eine der drei folgenden Eigenschaften gilt
(i) die zwei Klassen sind gleich
(ii) die zwei Klassen sind direkt verbunden
(iii) es gibt eine Kette von direkten Verbindungen von P; nach P;.

Die entsprechenden Aquivalenzklassen heiflen Verbindungsklassen. Wenn
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ein Netzwerk mehr als zwei Kolinearitatsklassen besitzt die nicht Null sind und
die Dimension des Kerns von L zwei ist dann hat es nur eine koplanare Menge,
die alle Kolinearitatsklassen enthélt die nicht Null sind. Wir definieren jetzt den
Verbindungsgraphen. Die Knoten sind die Kolinearitatsklassen die nicht Null
sind und die koplanaren Mengen. Die Kanten verbinden Kolinearitatsklassen
mit koplanaren Mengen nach der folgenden Regel. Es gibt eine Kante zwischen
einer Kolinearitatsklasse und einer koplanaren Menge wenn die Klasse der ko-
planaren Menge gehort. Die Verbindungsklassen sind die Zusammenhangskom-
ponenten von diesem Graphen.

Schritt 7. Bestimmung der Linearitdt. Ein System von Ungleichungen, die
zur Untersuchung der Stabilitdt verwendet wird und die eine Losung besitzt
heifit Signatur. Jetzt werden zwei Bedingungen genannt die zusammen dafiir
ausreichend sind, dass jede Losung eines Systems von linearen Gleichungen die
in diesem Schritt aufgestellt werden eine Signatur definiert. Die Bedingungen
sind

Linearitidtsbedingung der Unabhéngigkeit. Die Summe der Anzahl der ko-
planaren Menge und der Anzahl der Verbindungsklassen ist d, die Dimension
des Kerns von Lo.

Linearitatsbedingung der Tripel. Keine koplanare Menge enthéalt mehr als drei
Kolinearitatsklassen.

Wenn eine dieser Bedingungen nicht erfiillt ist dann gibt es Moglichkeiten,
die Situation zu verbessern.

Schritte 1.-7. sind die vorbereitenden Schritte im fortgeschrittenen Defizienz-
Algorithmus. Die néachsten Schritte sind der Kern der Methode. In den Schrit-
ten 8. und 9. bekommen die Kolinearitédtsklassen Vorzeichen zugewiesen und es
wird eine Zerlegung der Komplexe definiert. Nach Ellison nennen wir die Teil-
mengen in dieser Verteilung Schubladen. Fiir jede Wahl werden in den Schritten
10. bis 14. Systeme von Ungleichungen produziert.

Schritt 8. Vorzeichen fiir die Kolinearitatsklassen wahlen. Jede Klasse bekommt
ein Vorzeichen nach den folgenden Regeln.

(i) die Klasse Null hat das Vorzeichen Null

(ii) eine irreversible Klasse hat ein positives Vorzeichen

(iii) eine reversible Klasse die nicht Null ist darf jedes Vorzeichen haben, dass
mit den nachfolgenden Bedingungen (iv)-(vi) vertraglich ist

(iv) wenn mehr als eine Kolinearitétsklasse in einer koplanaren Menge das Vorze-
ichen Null hat, hat jede Klasse in dieser Menge das Vorzeichen Null

(v) wenn es drei Kolinearitétsklassen P;, P; und Py in der gleichen koplanaren
Menge gibt deren Vorzeichen alle ungleich Null sind dann gibt es keine drei
Zahlen c;, ¢; und ¢, mit den Vorzeichen der entsprechenden Klassen, die die
Beziehung c;w’ + cjwj + cpw” = 0 erfiillen.

(vi) wenn es drei Kolinearitatsklasse P;, P; und Py in der gleichen koplanaren
Menge gibt so dass P; das Vorzeichen Null hat und P; und P Vorzeichen
ungleich Null haben, dann gibt es keine drei Zahlen ¢;, ¢; und ¢ so dass ¢; und
ci, das gleich Vorzeichen haben die die Beziehung c;w? +cjwj + cpw® = 0 erfiillt.

Wenn es keine Wahl der Vorzeichen gibt so dass diese Bedingungen erfiillt
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sind dann gibt es keine Multistationaritdt. Es gibt nicht einmal positive sta-
tiondre Losungen. In diesem Fall kann man den Algorithmus abbrechen.
Schritt 9. Schubladen fiir die Komplexe wahlen. Es gibt zwei Unterschiede zum
Defizienz-FEins-Algorithmus. Erstens werden nicht die Komplexe sondern die
Reaktionen in Schubladen verteilt. Zweitens gibt es obere, mittlere und untere
Schubladen fiir jede Kolinearitétsklasse deren Vorzeichen nicht Null ist.

Wir betrachten also eine feste Kolinearitidtsklasse mit Vorzeichen ungleich
Null. Wir bezeichnen die obere, mittlere und untere Schubladen als U, M und
L. Die Bedingungen sind
(i) eine Reaktion deren linke Seite in einer nicht-terminalen starken Kover-
linkungsmenge liegt ist in M
(ii) eine irreversible Reaktion ist in M
(iii) eine reversible Reaktion deren linke Seite in einer terminalen starken Kover-
linkungsmenge liegt darf in U, M oder L sein, vorausgesetzt dass Reaktionen
in der gleichen Kolinearitdtsklasse deren linke Seiten in der gleichen starken
Koverlinkungsmenge liegen in der gleichen Schublade sind.

Schritt 10. Ungleichungen die durch die Wahl der Schubladen definiert werden.
Wenn die Reaktion yy’ in der mittleren Schublade der Kolinearitéitsklasse P;
liegt dann gilt -y = M;. Wenn yy’ in der oberen Schublade der Klasse P;
ist gilt p-y > M;. Wenn yy' in der unteren Schublade der Klasse P; ist gilt
wey < M.

Schritt 11. Weitere Ungleichungen fiir die oberen und unteren Schubladen.
Wenn eine Reaktion yy’ in O in der oberen Schublade einer Klasse mit positivem
Vorzeichen oder in der unteren Schublade einer Klasse mit negativem Vorzeichen
liegt dann gilt -y’ > p-y. Wenn eine Reaktion yy’ in O in der unteren Schublade
einer Klasse mit positivem Vorzeichen oder in der oberen Schublade einer Klasse
mit negativem Vorzeichen liegt dann gilt p -y’ < p-y.

Schritt 12. Ungleichungen fiir Klassen mit Vorzeichen Null. Fiir jede Reaktion
yy' in O die einer Klasse mit Vorzeichen Null gehort gilt p-y = p -y’

Schritt 13. Ungleichungen fiir die Groflen M;. Wenn alle Klassen in einer
koplanaren Menge das Vorzeichen Null haben, dann entstehen keine weiteren
Ungleichungen. Wenn P;, P; und Py, in der gleichen koplanaren Menge sind und
P; das Vorzeichen Null hat wahrend P; und P, Vorzeichen ungleich Null haben
dann gilt M; = Mj,. Wenn alle Klassen in einer koplanaren Menge Vorzeichen
ungleich Null haben dann gibt es eine Wahl. Wenn es Konstanten ¢; gibt mit
den gleichen Vorzeichen wie ihre Klasse so dass cyw® = c;w® + c;w’ dann muss
eine der folgenden drei Bedingungen gelten. M; > M; > My, M; = M; = M,
oder M; < M; < Mj,.

Schritt 14. Gibt es Losungen des Systems von Ungleichungen? Die Ungleichun-
gen die bisher aufgelistet wurden sind das vollstandige System von linearen
Ungleichungen fiir das Netzwerk. Wenn das System von Ungleichungen eine
Losung hat dann heifit diese eine Présignatur fiir das Netzwerk. Wenn man
weiss, dass lineare Ungleichungen ausreichen, dann ist jede Prasignatur auch
eine Signatur.

Bei der Suche nach Prasignaturen miissen alle Wahlmoglicheiten ausprobiert
werden. Wenn es keine Prasignaturen gibt, dann ist Multistationaritéat nicht
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moglich.

Die Analyse der nichtlinearen Bedingungen wird hier nicht weiter betrachtet.
Stattdessen werden jetzt die bisherigen Konstruktionen mit Hilfe eines Beispiels
illustriert. Dieses Beispiel kommt nicht von einer bestimmten Anwendung son-
dern wurde gewahlt, um ein besseres Verstandnis der Theorie zu ermoglichen.
Das Netzwerk enthélt sechs Stoffe A1 — Ag.

Jetzt wird der Algorithmus fiir dieses Netzwerk durchgefiihrt. Die Teilmenge
O kann gewahlt werden als die Reaktionen A; — 0,0 — Ay, A3 = 0, A1+ A —
Az, A1+ Ay — As, Ao+ Ay — Ag und Ay + As — Az + A4, Es sind also sieben
Reaktionen in O. In diesem Netzwerk gibt es sechs Stoffe. L ist also in diesem
Fall eine Abbildung von R” nach R®. Die entsprechende Matrix besteht aus
ausgesuchten Spalten der stochiometrischen Matrix. Der Rang dieser Matrix
ist 5 and deshalb hat der Kern die Dimension 2. Eine Basis des Kerns besteht
aus den Vektoren [—1,1,1,1,0,0,0]7 und [-1,1,1,0,1,0,1]7. Die w-Vektoren
sind die Zeilen der Matrix, die diese Vektoren als Spalten hat. Wir bekommen
die Vektoren [—1,—1], [1,1], [1,0], [0,1] und [0,0]. Es gibt in diesem Fall vier
Kolinearitatsklassen.

Po={As+ Ay — Ag, Ag — Az + Ay},

Py ={A; = 0,0 > A1, A2 = 0,0 > Ay, A3 — 0},

Py ={A; + Ay — A3},

Ps={A1+ Ay — A5, Ay + A5 — Az + Ay} (162)

Py ist die Kolinearitéatsklasse Null. Nur Py is reversibel. Diese Klassen definieren
vier Teilnetzwerke. Es gibt flinf Koverlinkungsmengen und neun starke Kover-
linkungmengen. Die starke Koverlinkungmenge {43} ist in zwei verscheidenen
Kolinearitatsklassen. Sie ist nicht terminal beziiglich P; und terminal beziiglich
Py. Wir wihlen w® = [0,0]7, w! = [1,1]T, w? = [1,0]7 and w?® = [0,1]T
als Vertreter der Klassen. Im fiinften Schritt miissen wir nur eine Reaktion
umdrehen. A; — 0 wird durch 0 — A; ersetzt. Im Beispiel gibt es nur eine
koplanare Menge {P1,P2,P3}. Bis einschliesslich Schritt 7 ist der Rest der
Diskussion fiir dieses Beispiel trivial. In Schritt 8 gibt es fiir dieses Netzwerk
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nur eine mogliche Wahl der Vorzeichen. Py bekommt das Vorzeichen Null und
die anderen Klassen, da sie alle irreversibel sind bekommen ein positives Vorze-
ichen. Alle Bedingungen sind erfiillt. Insbesondere ist es klar, dass (v) gilt. Wir
miissen Schubladen wéhlen fiir drei verschiedene Klassen.

Die linken Seiten der Reaktionen Az — 0, A1+ A — A3, A1+ A4 — As und
Ao+ A5 — A3+ Ay liegen in nicht-terminalen Koverlinkungsmengen, so dass sie
in den mittleren Schubladen ihrer Koverlinkungsklassen sein miissen. Die zweite
Bedingung impliziert, dass die gleichen Reaktionen in den mittleren Schubladen
sein miissen. Die Reaktionen 4; — 0, 0 — Ay, A — 0 und 0 — A, sind
in der Klasse P; und ihre linken Seiten sind in der gleichen terminalen Kover-
linkungsmenge (bez. P;) und sie miissen dort alle in der gleichen Schublade
sein. Nehmen wir an, sie sind alle in der oberen Schublade. Dann bekommen
wir die Verteilung

Ui :{Al —)0,0—)A1,A2—>0,0—>A2}7M1 :{A3—>0},L1 :@
Uy =0,My ={A1 +Ay = A3}, Ly =10
U3:®’M2:{A1 +A4%A5,A2+A5*}A3+A4},L3:® (163)

Schritt 10 liefert folgende Ungleichungen. py; > My, puo > My, 0 > My, us =
My, py + po = Mo, py + pg = M3 und po + ps = Ms. In Schritt 11 kommen
die Ungleichungen g1 > 0 und g > 0 hinzu. In Schritt 12 bekommen wir
po + pa = pe. Da die Beziehung w' = w? 4+ w? besteht, entsteht in Schritt
13 eine der Ungleichungen My > My > Ms, My = M; = Ms oder My <
M; < Ms;. Hier konzentrieren wir uns auf die dritte dieser Moglichkeiten.
In diesem Fall gibt es keine Losung mit g # 0, die Vorzeichen hat, die mit
dem stochiometrischen Teilraum vertraglich sind. Dieses System ist also keine
Signatur. (Fiir dieses Netzwerk ist es so, dass u genau dann Vorzeichen hat, die
mit dem stochiometrischen Teilraum vertraglich sind wenn entweder die Menge
{14, 115, 116} eine positive und eine negative Zahl enthélt oder alle drei Zahlen
Null sind.)

Es bleiben noch zwei Moglichkeiten in Schritt 12, die untersucht werden
miissen. Fiir die Wahl My, = M; = M3 gibt es wieder keine Losung. Im Fall
My > M; > Mj gibt es Losungen, z. B. u = [1,4,—-1,-3,-6,1], M; = —1,
Ms =5 und M3 = —2. Wir bekommen eine Signatur. In Schritt 9 wurde eine
Wahl getroffen. Es gibt eine andere Alternative. Mit der neuen Wahl bekommt
man wieder drei Systeme von Ungleichungen. Es stellt sich heraus, dass keines
dieser drei Systeme zuldssige Losungen besitzt.

Wir beweisen einige Aussagen, die mit den linearen Ungleichungen zu tun

haben.
Theorem 9.1 Wir betrachten eine Kolinearitdtsklasse P; und Schubladen fiir
die Reaktionen in P; mit den Figenschaften, dass beide Reaktionen eines re-
versiblen Paares in der gleichen Schublade sind und alle irreversiblen Reaktionen
in der mittleren Schublade. Wenn ein Vektor p und eine Zahl M; existieren so
dass die Ungleichungen aus Schritt 10 erfiillt sind dann miissen alle Reaktionen
in P; deren linke Seiten in der gleichen starken Koverlinkungsklasse liegen in
der gleichen Schublade sein.
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Beweis Es ist gegeben, dass wenn gy’ eine reversible Reaktion ist yy’ und
y'y in der gleichen Schublade sind. Wenn zwei Reaktionen in P; die gleiche
linke Seite y haben miissen sie in der gleichen Schublade sein weil wenn sie in
unterschiedlichen Schubladen wéren wiirde das System zwei der Ungleichungen
y-pu>M;,y-p=DM; und y- p < M; erfillen, ein Widerspruch.

Nehmen wir an, dass alle Reaktionen in P; deren linke Seiten in einer gegebe-
nen starken Koverlinkungsmenge sind reversibel sind. Seien yy’ und pp’ zwei
solche Reaktionen deren linke Seiten in der gegebenen Menge liegen. Es muss
eine Kantenenfolge v, 41, -, ¥y, p in der Kolinearitéatsklasse geben. Alle diese
Reaktionen sind reversibel. Da yy; reversibel ist, miissen yy; und y;y in der
gleichen Schublade sein. Gleichzeitig miissen y;y und y;y, in der gleichen
Schublade sein. Deshalb sind yy; und y;y2 in der gleichen Schublade. Diese
Argumentation kénnen wir fortsetzen um zu sehen, dass yy; und py; in der gle-
ichen Schublade sind. yy’ ist in der gleichen Schublade wie yy; und pp’ in der
gleichen Schublade wie py;. Deshalb sind yy’ und pp’ in der gleichen Schublade.
Damit ist ein Fall des Theorems bewiesen.

Nehmen wir stattdessen an, dass es einen Komplex p in einer gegebenen
starken Koverlinkungsmenge gibt mit der Eigenschaft, dass pp’ eine irreversible
Reaktion in P; ist. Da pp’ irreversibel ist muss sie in der mittleren Schublade
sein. Sei yy’ eine andere Reaktion in der Kolinearitatsklasse deren linke Seite
in der gegebenen Koverlinkungsmenge liegt. Wenn yy’ irreversibel ist muss sie
in der mittleren Schublade sein. Nehmen wir an, das yy’ reversibel ist. Da
y und p in der gleichen starken Koverlinkungmenge sind gibt es eine Kanten-
folge (y,y1,--.,y:p) aus Reaktionen in P;. yy’ und yy; sind in der gleichen
Schublade. Wenn yy; irreversibel ist muss sie in der mittleren Schublade sein
und deshalb ist y3’ in der mittleren Schublade. Sonst miisste yy; in der gleichen
Schublade sein wie y1y. Es ist auch so, dass y;y in der gleichen Schublade ist
wie y1y2. Wenn wir diese Logik fortsetzen sehen wir, dass entweder yy’ in der
mittleren Schublade ist oder dass vy’ in der gleichen Schublade ist wie pp’. Aber
pp’ ist in der mittleren Schublade. Deshalb ist yy’ auf jeden Fall in der mittleren
Schublade. Damit ist der Beweis vollbracht.

Wenn wir nach Bistabilitat suchen, ist eine erste niitzliche Beobachtung, dass
Lemma 7.7. auch in diesem Fall gilt. Es geht also darum zu fragen ob bestimmte
Gleichungen fiir GréBen p und kg, eine Losung haben. Wir definieren jetzt
Gyy &S Kyy — Ky fiir yy' reversibel und &y, fiir yy' irreversibel und h,, als
eV Ry — €y/'”/£yfy fir yy' reversibel und e¥*k,, fiir yy' irreversibel. Dann
konnen die wesentlichen Gleichungen in der Form

Loh= Y hyy =0, Log= Y gy =0 (164)
yy' €O yy' €O

umgeschrieben werden. Wir brauchen also genau, dass g und h im Kern von
Lo liegen. Wir wahlen eine Basis des Kerns und schlieen, dass g = E?Zl At
und h = Z;i:l niv® fiir geeignete Koeffizienten \; und 7;. Die Vektoren g und h
konnen durch die w-Vektoren ausgedriickt werden. gy, = A - wy, und hyy =
7 - Wyy . Man kann dann diese Gleichungen verwenden, um g und h von den
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Gleichungen in Lemma 7.7 zu eliminieren. Das Ergebnis ist, dass A - wy,s durch
Kyy' — Ky'y gegeben wird fiir ;gy’ reversibel und £y, fiir yy’ irreversibel und dass
1 - Wy, durch e¥ky, — e¥ k., gegeben wird fiir yy’' reversibel und durch
eVt fur yy irreversibel. Unsere Aufgabe ist jetzt neu formuliert worden
als die Suche nach den Vektoren A und 7. Jetzt mochten wir die Koeffizienten
Kyy eliminieren. Nehmen wir zuerst an, dass yy’ irreversibel ist. Dann gelten
Kyy = X Wyy und Ky = n - wyy. Damit Ky, > 0 brauchen wir die

. NW,, 7 . . . . .
Bedingungen A - wy, > 0 und y** = e¥* wenn yy’ irreversibel ist. Damit
vy

bekommen wir

Theorem 9.2 Wenn die w-Vektoren von zwei irreversiblen Reaktionen in der
gleichen Kolinearitédtsklasse in entgengesetzte Richtungen weisen, dann gibt es
keine positiven stationdren Losungen .

Beweis Nehmen wir an, dass yy’ und pp’ zwei irreversible Reaktionen in der
gleichen Kolinearitdtsklasse sind die in entegengesetzte Richtungen weisen, d.h.
es gibt eine positive Zahl ¢ mit wy,s = —cwp,y . In dem man das innere Produkt
mit A bildet bekommt man einen Widerspruch.

Theorem 9.3 Wenn die Kolinearitatsklasse Null irreversibel ist, dann gibt es
keine positiven stationdren Losungen.

Beweis Wenn die Kolinearitéitsklasse Null irreversibel ist gibt es eine irreversible
Reaktion yy’ deren Vertreter w,,, Null ist. Dann folgt aber A - wy, = 0, ein
Widerspruch.

10 Zusammenfassung

In dieser Vorlesung haben wir verschiedene Werkzeuge der Theorie der chemis-
chen Reaktionsnetzwerke (CRNT) eingefiithrt. Wir haben verschiedene Moglichkeiten
erklart, wie man feststellen kann ob die Gleichungen mit Massenwirkungskinetik
die durch ein Reaktionsnetzwerk definiert werden mehr als eine positive sta-
tiondre Losung in einer stochiometrischen Klasse zulassen. Es geht darum zu
entscheiden ob es Reaktionskonstanten gibt fiir die solche Losungen existieren
oder ob es keine solchen Reaktionskonstanten gibt. Dabei spielt der Begriff
der Defizienz eine zentrale Rolle. Jetzt sollen einige Aspekte dieser Ergebnisse
zusammengefasst werden.

Wenn ein System die Defizienz Null hat ist Bistabilitat immer ausgeschlossen.
Es ist auch relativ leicht zu entscheiden, mit Hilfe des Defizienz-Null-Theorems,
ob es iiberhaupt positive stationare Losungen gibt. Eine notwendige und hin-
reichende Bedingung ist, dass das Netzwerk schwach reversibel ist. Wenn das
Netzwerk schwach reversibel ist, dann ist die stationdre Losung asymptotisch
stabil und hyperbolisch. Ein Ergebnis von Gheorghe Craciun, das vor kurzem
angekiindigt wurde impliziert, dass die sogar global asymptotisch stabil ist.
Damit hat man sehr gute Kontrolle {iber das Langzeitverhalten im schwach re-
versiblen Fall. Wenn das System nicht schwach reversibel ist, dann sagt die
gangige Theorie wenig iiber das Langzeitverhalten aus.

Wenn ein Netzwerk die Defizienz Eins hat dann steht der Defizienz-Eins-
Algorithmus zur Verfiigung. Es gibt die Bedingung der positiven Abhéngigkeit.
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Wenn diese Bedingung nicht gilt, dann gibt es keine positiven stationaren Losungen.
Sie kann nur bei Netzwerken versagen, die nicht schwach reversibel sind. Es gibt
auch eine graphentheoretische Bedingung am Netzwerk, damit der Defizienz-
Eins-Theorem angewendet werden kann. Auflerdem gibt es die Bedingung ¢ = [.
Durch diese Bedingungen wird eine grofie Klasse von Netzwerke identifiziert, bei
denen ein leistungsfihiges Werkzeug zur Verfiigung steht. In diesem Fall liefert
der Algorithmus eine Aquivalenz zwischen Multistationaritit und der Existenz
einer Losung mindestens eines Systems linearer Gleichung aus einer endlichen
Menge. Man bekommt Bedingungen, die man mit der Hand oder mit dem Com-
puter untersuchen kann. Damit hat man ein Programm mit dem man Netzwerke
der Defizienz Eins untersuchen kann. Im Fall, dass es Multistationaritit gibt
bekommt man keine Informationen iiber die Anzahl der stationdren Lésungen.
Wenn es keine Multistionaritit gibt bekommt man keine Informationen dariiber,
ob es iiberhaupt eine positive stationare Losung gibt. Man bekommt auch keine
Informationen iiber die Stabilitdt der stationdren Losungen.

Das Defizienz-Eins-Theorem liefert Informationen iiber Multistationaritét
fiir gewisse Netzwerke mit ¢ beliebig grofl aber dieses Ergebnis scheint im Ver-
gleich zu anderen Ergebnissen dieser Theorie etwas abseits zu stehen. Der fort-
geschrittene Defizienz- Algorithmus ist ein Analogon des Defizienz-Eins- Algorithmus,
der im Prinzip auf beliebige Netzwerke angewendet werden kann. In bestimmten
Féllen kann Multistationaritdt ausgeschlossen werden. Ansonsten bekommt
man ein Kriterium fiir Multistationaritit, das notwendig und hinreichend ist.
Der vielleicht grofite Unterschied zum Defizienz-Eins-Algorithmus ist, dass die
Ungleichungen die man bekommt teilweise nichtlinear sind. Man muss dann
fragen, inwiefern sie einfacher sind als die Gleichungen fiir stationare Losungen
selbst. Damit hat man jedenfalls ein Programm mit dem man Multistation-
aritéat in Netzwerken mit beliebiger Defizienz untersuchen kann. Es gibt eine Er-
weiterung des forschgeschrittenen Defizienz-Algorithmus, der hohere Defizienz-
Algorithmus [18].

Fine andere Methode, um Netzwerke mit § > 0 besser zu verstehen ist die
Methode der elementaren Flussmoden. Bei dieser erhilt man Netzwerke der
Defizienz Eins aus dem gegebenen Netzwerk. Falls die kleinen Netzwerke Mul-
tistationaritat zulassen tut das grofle es manchmal auch. Ein Nachteil dieser
Methode, ist dass sie Multistationaritdt nur in einem kleinen Teil des Parame-
terraums finden kann. Ein Vorteil ist, dass Stabilitdtsaussagen von den kleinen
zum groflen System propagiert werden konnen.
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