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Motivation und einfithrende
Beispiele

0.1 Ziele, Aufgaben und Methoden der mathematischen Mo-
dellierung biologischer Systeme

Das Ziel der Vorlesung ist es, einen Uberblick iiber die Modellierung biologischer Systeme durch Differen-
zialgleichungen zu gewinnen. Dazu miissen wir uns zunéichst klar machen, unter welchen Bedingungen
wir ein System in sinnvoller Weise durch ein System gewohnlicher oder partieller Differenzialgleichungen
beschreiben kénnen.

Unser biologisches System besteht typischerweise aus einer Vielzahl Objekten (Individuen, Mo-
lekiilen), sich im Raum bewegen, ihre Eigenschaften (und damit oft die Zugehorigkeit zu ihrer Ob-
jektklasse) iiber die Zeit #ndern, miteinander wechselwirken, neu entstehen (z.B. geboren werden) oder
verschwinden (z.B. sterben), etc. All dies geschieht einerseits aufgrund gewisser GesetzméiBigkeiten (z.B.
fallen schwere Korper nach unten, Organismen miissen eine gewisse Reife erlangt haben, um sich fortzu-
pflanzen...), andererseits spielt aber auch der Zufall eine Rolle (Bewegung kleiner Molekiile im Wasser,
Reproduktionserfolg bei geschlechtlicher Fortpflanzung...).

Abhéngig von der Art des biologischen Systems werden wir also zu verschiedenen Modellierungs-
techniken greifen miissen, von denen einige im folgenden kurz vorgestellt werden sollen.

Stochastische Prozesse

Betrachten wir zunéichst ein einzelnes Bakterium, das frei in einem Néhrmedium umhertreibt. Sténdig
wird es von irgendwelchen Molekiilen oder sogar gréfleren Partikeln angestoflen und verdndert dabei
seine Geschwindigkeit. Vielleicht hat es auch Flagellen (wie z.B. E. Coli) und kann seine Bewegung
aktiv beeinflussen, oder es wird von einer Stromung mitgerissen. Typischerweise kénnen wir seine aktive
Bewegung kaum vorhersagen, und auch die Stromung kénnte turbulent sein und das Bakterium scheinbar
willkiirlich herumwirbeln.

Gelegentlich wird es einem Nihrstoffmolekiil (etwa Glukose) begegnen und dieses mit etwas Gliick
aufnehmen und verarbeiten. Dadurch wird es zum Beispiel wachsen und in die Lage versetzt werden,
seine Fortpflanzung vorzubereiten. Moglicherweise trifft es auch auf Giftstoffe, etwa Antibiotika, die
ein interessierter Experimentator in die Nahrlosung gegeben hat. Diese werden ihm unter Umsténden
Schaden zufiigen, sein Wachstum oder wichtige interne Prozesse stéren und es womoglich sogar toten.
Sollte es jedoch hinreichend lange iiberleben und genug Nahrung finden, so wird es sich mit etwas Gliick
teilen, und wir haben plotzlich zwei Bakterien, deren Schicksal wir verfolgen kénnen.

Stellen wir uns nun die Frage, wieviele Bakterien nach einer gewissen Zeit (sagen wir, dem Zehnfachen
der typischen Reproduktionszeit T') in der Néhrlosung vorhanden sind und wo sich diese befinden, so
stellen wir fest, dass wir das unmdoglich vorhersagen kénnen. Es kénnten ca. 210 ~ 4000 sein, falls die
Bedingungen bakterienfreundlich sind und die Anzahl sich im Schnitt einmal pro Zeitintervall 7" durch
Teilung verdoppelt hat. Es konnte aber auch gar kein Bakterium mehr da sein, wenn zum Beispiel
unser urspriingliches (oder die beiden, in die es sich geteilt hat) gestorben ist, bevor eine Vermehrung
stattgefunden hat. Oder die Anzahl liegt irgendwo dazwischen.

Selbst wenn wir die Anzahl genau kennen — sagen wir, es sind sieben — wird es uns unmdglich
sein, deren Position im Raum, ihre Bewegungsrichtung, ihren Gesundheitszustand oder was auch immer
vorherzusagen.

In diesem Fall kénnen wir unser System im besten Fall durch einen stochastischen Prozess beschrei-
ben, der uns die moglichen Entwicklungen unseres Bakteriums (und die seiner moglichen Nachkommen)
liefert. Daraus konnen wir bestimmte Schliisse ziehen, z.B. konnten wir bei ausreichender Kenntnis
der Zusammensetzung des Ndhrmediums und der Bediirfnisse des Bakteriums vorhersagen, mit welcher
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Wahrscheinlichkeit es iiberleben und sich fortpflanzen wird. Wir kénnten aus einem geeigneten Modell
sogar die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl der Bakterien zum Zielzeitpunkt berechnen und da-
mit vorhersagen, wie sich die Ergebnisse vieler Experimente, die wir mit den Anfangsbedingungen ein
Bakterium in diesem speziellen Ndhrmedium starten, verteilen werden.

Das soll aber nicht der Schwerpunkt dieser Vorlesung sein. Vielmehr suchen wir nach Systemen,
deren Verhalten sich wenigstens qualitativ, am besten aber auch quantitativ vorhersagen lisst.

Gewdhnliche Differenzialgleichungen

Nehmen wir also an, in unserem Ndhrmedium befinden sich Ny Bakterien, wobei Ny eine hinreichend
grofle Zahl sei. Was genau hinreichend grof§ in diesem Zusammenhang bedeutet, hédngt von der jeweiligen
Situation ab. Manchmal geniigt N ~ 1000, manchmal sollte es schon Ny ~ 10 sein. Mit Ny ~ 6 - 1023
(der AvOGADROzahl) sind wir hingegen meistens auf der sicheren Seite. Wir nehmen weiter an, dass
unser Ndhrmedium stets gut durchgeschiittelt oder geriihrt wird und dass weder die Bakterien noch
andere Stoffe dazu neigen, sich am Rand des Behéltnisses, in dem dies alles stattfindet, festzusetzen.

Wie diese Beschreibung des experimentellen Aufbaus bereits suggeriert, werden wir nun also anneh-
men, dass sich Bakterien, Ndhrstoffe, Giftstoffe und alles andere gleichméfig in der Losung verteilen und
wir zu jeder Zeit in jedem Tropfen Losung in etwa gleich viel von all diesen Stoffen vorfinden werden.
In einer solche Situation ist es sinnvoll, die Anzahl N(¢) der Bakterien im Medium zur Zeit ¢ durch ein
Anfangswertproblem fiir eine gewohnliche Differenzialgleichung der Form

AN (t)
dt

zu beschreiben, wobei b die durchschnittliche Anzahl durch Zellteilung (oder Geburt, englisch: birth)
neue erzeugter Bakterien pro Zeiteinheit bezeichnet, wihrend d die durchschnittliche Anzahl der pro
Zeiteinheiten durch Tod (englisch: death) vernichteten Bakterien ist. Beide héngen in der Regel von der
Zeit (z.B. durch verdndertes Nihrstoffangebot) und von der Anzahl der vorhandenen Bakterien ab.

Dank des zentralen Grenzwertsatzes wissen wir, dass im Fall hinreichend grofler N die tatsdchlichen
Anzahlen neu erzeugter bzw. vernichteter Bakterien prozentual nur wenig von den durchschnittlichen
abweichen, und dass diese Abweichungen annéhernd normal verteilt sind. Wir kénnen also guter Hoff-
nung sein, dass sich die tatsichliche Anzahl der Bakterien zur Zeit ¢ nur geringfiigig von der Losung
N (t) unseres Anfangswertproblems (0.1.1) unterscheidet. Dass dies wirklich so ist, und was geringfigig
fiir gegebenes Ny heifdt, ergibt sich aus der Theorie stochastischer Prozesse. Hierfiir verweise ich auf
einschlégige Vorlesungen oder Literatur.

Es sollte allerdings noch erwéihnt werden, dass (0.1.1) bereits ein allgemeines Populationsmodell fiir
eine Spezies bei guter Durchmischung darstellt.

= b(t,N(t)) —d(t, N(t)) £.¢t>0,  N(0) =Ny (0.1.1)

Partielle Differenzialgleichungen

Verzichten wir in der eben geschilderten Situation auf das gleichméfiige Rithren und nehmen wir an,
dass sich die Bakterien statt in einer wéssrigen Losung in einer festen Umgebung wie auf einem Agar-
Agar-Gel in einer Kulturschale oder im Gewebe eines Wirtskorpers befinden, so sollten wir vermuten,
dass die Entwicklung der Bakterienkolonie nicht nur von der urspriinglichen Zahl, sondern auch von der
urspriinglichen Verteilung der Bakterien abhéngt (vermutlich hat jeder schon einmal die unregelmiifig
wachsenden Kulturen gesehen, die sich aus Abstrichen entwickeln). Die unterschiedlich dicht gedringten
Bakterien werden dann auch die zur Verfiigung gestellten Nahrstoffe ungleichméssig aufbrauchen, deren
Konzentration dann auch rdumlich variieren wird, sollten sie nicht hinreichend schnell diffundieren.
Wir werden nun also auch die rdumliche Komponente beriicksichtigen miissen und beschreiben unsere
Bakterienkolonie daher durch die Dichte n(t,z) (Bakterien pro Flichen- oder Volumeneinheit) zum
Zeitpunkt ¢ an der Stelle x. Diese dndert sich wie gehabt durch Geburt und Tod der an dieser Stelle
vorhandenen Bakterien, aber auch durch (aktive oder passive) Bewegung der Zellen zu dieser Stelle oder
von dort weg. Das ganze beschreibt man durch eine partielle Differenzialgleichung der Form
on(t,z) 0 .
ot oz’
wobei b und d die uns bekannten Geburts- und Sterberaten sind und j den Fluss der Bakterien bezeich-
net. Wie genau dieser aussieht, hingt davon ab, wie die Bakterien sich bewegen. Fiir reine Diffusion (d.h.,
passsives Driften ohne Bewegung des umgebenden Mediums) in einer homogenen, isotropen Umgebung
ergibt das die sogenannte Reaktions-Diffusions-Gleichung
on(t, ) 9?n(t, x)

e D 92 +b(t, z,n(t,x)) — d(t, z,n(t, z)), (0.1.3)

(t,x) + b(t, z,n(t,z)) — d(t, z,n(t, x)), (0.1.2)
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die zusitzlich noch durch Anfangsbedingungen (die Verteilung der Bakterien zur Zeit ¢ = 0) und
moglicherweise durch Randbedingungen am Rand des Gebiets (der Kulturschale, des Wirtsorganis-
mus,...) ergénzt werden muss.

Differenzengleichungen

Oft haben wir es in der Biologie mit Systemen zu tun, denen eine feste Periodizitéit (z.B. durch Jahres-
zeiten, Hell-Dunkel-Zyklen im Tagesverlauf,...) innewohnt. Manchmal ist es auch der Experimentator,
der aus einem kontinuierlichen Vorgang kiinstlich einen diskreten Prozess macht, indem er Messungen
zu einzelnen Zeitpunkten durchfiihrt.

Als Beispiel wollen wir die Entwicklung der Anzahl N der sich zur Laichzeit in der Sargassosee
versammelnden Lachse {iber mehrere Jahre betrachten. Wir beginnen mit Ny Lachsen am Anfang unseres
Beobachtungszeitraums und wollen wissen, wieviele nach einem Jahr (N7), nach zwei Jahren (N) usw.
zuriickkommen. Wir betrachten der FEinfachheit halber eine tropische Aalart, deren Larvenstadium nur
ein Jahr dauert.

Da es sich um viele Tiere handelt, die wéhrend ihrer Wanderung vielen ganz unterschiedlichen
Bedingungen ausgesetzt sind, konnen wir zumindest beim Ausbleiben groflerer Katastrophen annehmen,
dass der Zufall fiir die Populationsentwicklung insgesamt kaum eine Rolle spielt. Also erhalten wir ein
deterministisches Modell, nun aber mit diskreter Zeit. Wir berechnen also die (geschétzte) Anzahl der
Fische im (j + 1)ten Jahr durch

Njt1 = fi+1(Nj). (0.1.4)
Dabei mag aufgrund sich &ndernder &duflerer Bedingungen die Funktion f;; fiir jedes Jahr j ein anderes
sein. Dies ist eine besonders einfache Differenzengleichung, die bei Kenntnis von Ny die Berechnung von
N; fiir beliebige j erlaubt.

Strukturierte Modelle

Gerade bei Populationsmodellen, aber auch in epidemiologischen Problemen oder bei der Modellierung
von Polymerisationsprozessen stellen wir oft fest, dass die betrachteten Individuen einer Entwicklung
unterliegen, in deren Verlauf sich ihre Eigenschaften grundlegend #ndern. Zum Beispiel wire es bei
der Modellierung einer Population gréflerer Organismen fahrlissig anzunehmen, dass jedes dieser Tiere
zu einem gegebenen Zeitpunkt gleichermaflen in der Lage ist, am Fortpflanzungsprozess teilzunehmen.
Vielmehr sollte man annehmen, dass die Organismen ein gewisses Alter erreicht haben miissen, um sich
vermehren zu kénnen. Bei menschlichen Populationen kommt noch hinzu, dass wenigstens die weiblichen
Individuen oft ein Alter erreichen, in dem ihnen die Fortpflanzung auf natiirlichem Wege nicht mehr
moglich ist.

Auflerdem ist anzunehmen, dass die Sterberate vom Alter des Individuums abhéngt. Ganz offen-
sichtlich sind besonders junge und besonders alte Exemplare anfilliger fiir bestimmte Krankheiten oder
auch die Vernichtung durch Fressfeinde. Bei vielen Arten schafft es nur ein winziger Prozentsatz des
Nachwuchses iiber das Larvenstadium hinaus.

Diese Probleme stellten sich bei den Bakterienkolonien von oben nur bedingt, da dort erstens jedes
Bakterium bei der Teilung in genau zwei “Nachkommen” aufgeht und zweitens damit die Lebensdauer
des Bakteriums auch endet. Tod durch Altersschwiche ist dort also eher uniiblich.

Da es oft notig sein wird, iiber das Alter der beteiligten Individuen Buch zu fithren, miissen wir das
Alter (oder z.B. die Grofie) als Strukturparameter einfithren. Wie die Zeit kann dieser Parameter konti-
nuierlich oder diskret sein (wenn man zum Beispiel nur juvenile und adulte Individuen unterscheidet).
Die resultierenden Modelle konnen dann partielle Differenzialgleichungen mit speziellen Anfangs- und
Randbedingungen, Integrodifferentialgleichung oder Differenzial-Differenzengleichungen sein.

Ein Beispiel ist die folgende partielle Differenzialgleichung als Erweiterung von (0.1.1)

ON(La) | ON(ha)  — _§(a)N(t,a) f.t,a>0
N(0,a) = Ny(a) Anfangspopulation (0.1.5)
N(t,0) = [;°B(a)N(t,a)da Geburtenrate.
Zusammenfassung

Wir stellen also fest, dass unser Hauptziel bei der Modellierung typischerweise in der Vorhersage be-
stimmter Groflen des zu beschreibenden Systems liegt. Speziell mag es darum gehen zu prognosti-
zieren, ob eine bestimmte Krankheit beim Eindringen einer gegebenen Anzahl von Erregern in einen
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Wirtskorper das Potenzial hat, diesen nennenswert zu schidigen, wie sich die Population einer Tierart
in Zukunft vermutlich entwickeln wird oder wie lange es dauern wird, bis nach einem Unfall die Konzen-
tration von Giftstoffen in einem verunreinigten Naturschutzgebiet wieder so weit zuriickgegangen sein
wird, dass man iiber die Neuansiedlung seltener Arten nachdenken kann. Aufschluss dariiber geben (im
Fall erfolgreicher Modellierung) die Losungen der obigen Modelle.

Oftmals geht es aber auch darum, die Zukunft nicht einfach vorherzusagen, sondern die zukiinftige
Entwicklung zu beeinflussen. Dazu kann man beispielsweise fragen, welchen Prozentsatz der Bevolkerung
man impfen muss um zu verhindern, dass einige wenige mit einer bestimmten Krankheit infizierte
Personen eine Epidemie auslosen kénnen. Oder wir wollen wissen, wieviele Tiere einer bestimmten Art
man pro Jahr jagen kann, ohne ihren Bestand zu gefihrden. Das lduft dann auf die Frage hinaus, wie die
Parameter in unserem Modell aussehen miissen, um einen gewissen Zielwert fiir die Losung zu erreichen
oder ein gewiinschtes asymptotisches Verhalten fiir grofle Zeiten zu erzeugen.

In den allermeisten Anwendungen in der wissenschaftlichen Forschung geht es aber auch darum, mit
den Vorhersagen eines Modells dieses selbst zu testen und zu verbessern. Dabei versucht man, die Ergeb-
nisse gewisser Experimente durch ein Modell nachzuvollziehen. Hat man damit Erfolg, untersucht man
das Verhalten der Losungen des Modells unter Anfangs- und Randbedingungen oder mit Parametern,
zu denen noch keine Experimente durchgefiihrt wurden und macht damit wieder Vorhersagen. Gelingt
es dann einem Experimentator genau diese Bedingungen in einem Versuch zu reproduzieren, vergleicht
man dessen Ergebnisse mit den Vorhersagen des Modells. Sollte es dabei zu Diskrepanzen kommen, wird
es spannend. Dann gilt es herauszufinden, welchen Teil des experimentellen Aufbaus das Modell nicht
beriicksichtigt hat und wie man diesen einbauen kann um ein besseres Modell zu bekommen.

Manchmal ist die mathematische Modellierung aber auch die einzige sinnvolle Moglichkeit, ein Pro-
blem tiberhaupt anzugehen. Wer mochte schon Experimente mit Tausenden von Menschne machen
um festzustellen, dass ein Medikament zwar gegen eine bestimmte Krankheit nicht hilft, aber dafiir
gefahrliche Nebenwirkungen hat. Hier kann die Modellierung helfen, eine grofle Zahl von Wirkstoft-
kandidaten auszuschlieflen, bevor man mit den verbleibenden Tierversuche und spéter klinische Sudien
beginnt.

Die Aufgabe des Mathematikers besteht in all diesen Fillen darin,

e aus den gegebenen Umsténden zu schlieBen, welche Art von Modell (stochastisch/deterministisch,
rdumlich homogen/inhomogen, diskret/kontinuierlich,....) geeignet ist, ein gegebenes System zu
beschreiben,

e herauszufinden, welche Effekte dieses Modell enthalten sollte (man wird kaum jemals alle in ei-
nem System auftretenden Effekte modellieren kénnen) und welche man weglassen kann, ohne das
Verhalten der Losung mafgeblich zu dndern,

e die Form der in den Gleichungen vorkommenden Funktionen, Gebiete usw. zu bestimmen,

e das erhaltene System zu analysieren und die Art der méglichen Losungen (in Abhéingigkeit der
Parameter) zu untersuchen,

e moglicherweise mittels Simulation konkrete Losungen fiir bestimmte Parameter zu liefern.

0.2 Weitere einfithrende Beispiele

Bevor wir mit den Beispielen beginnen, wollen wir einige Notationen einfiihren, die es uns erlauben, die
Gleichungen in Platz sparender Form zu schreiben.

Notation. Fiir Funktionen f: I ¢+ f(t) € X, die lediglich von der Zeit ¢ abhéingen, schreiben wir
fiir die Ableitung beziiglich der Zeit
df

Dabei ist I C R stets ein Intervall, das, sofern nicht genauer spezifiziert, offen, abgeschlossen, halboffen,
beschrankt oder unbeschrankt sein kann.

Fiir Funktionen f : I x R" 3 (¢t,z) — f(¢,z) € X mehrerer Variabler (z = (x1,...,7,)T) nutzen wir
folgende kurze Schreibweisen fiir die partiellen Ableitungen:
of
0 = =
tf 8t
0
of=onf = 7
(9561‘

Vi = (0ufr.... 00 ).
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Zunichst betrachten wir einige Beispiele aus dem Bereich der Populationsdynamik. Diese beschéftigt
sich mit der mathematischen Beschreibung der Anzahl beziehungsweise Dichte von Individuen einer oder
mehrerer Arten in einem gegebenen Habitat.

Beispiel 0.1. Wachstum von Mikroorganismen in einer Néhrlosung

N(t)=BN(t) —6N({t) ft>0, N(0) = Ny (0.2.1)

mit den folgenden Grdflen:
N ... Anzahl (oder dquivalent: Dichte) der Organismen
B ... Geburtenrate (oder Reproduktionsrate, hier als konstant angenommen)
d... Sterberate (ebenfalls als konstant angenommen,).
Mit der Wachstumsrate v = 8 — & (engl. growth) ergibt sich, wie man leicht durch Differenzieren
tberprift, die Lésung
N(t) = Ny exp[yt].

Die Entwicklung (Vermehrung oder allmdihliches Aussterben) der Population hdngt also nur vom Vor-
zeichen der Wachstumsrate vy ab.

Beispiel 0.2. Wachstum einer Population in einer Umgebung mit begrenzten Ressourcen

N(t) = yN(t) (1 - 1\;(:)) ft>0, N(0) = N (0.2.2)
mit N und vy wie im vorigen Beispiel und der zusditzlichen Tragfihigkeit (engl. carrying capacity) K des
zur Verfiigung stehenden Habitats. Falls die Wachstumsrate v positiv ist (was wir in aller Regel anneh-
men,), wird fiir beliebige Anfangspopulationen Ny > 0 (jedenfalls, solange diese so grofi sind, dass unser
Differenzialgleichungsmodell gerechifertigt ist) die Zahl der Individuen gegen die Tragfihigkeit K konver-
gieren. Insbesondere bleibt die Lisung fiir beliebige (sinnvollerweise nicht negative) Anfangsbedingungen
in jedem Fall beschrankt.

Ublicherweise werden in einem Habitat mehrere Spezies hausen, die um die vorhandenen Ressourcen
konkurrieren oder einander aktiv storen kénnen. Das folgende Beispiel ist ein einfaches Rauber-Beute-
Modell, das (unabhiingig voneinander) ALFRED LOTKA und VITO VOLTERRA in den Zwanziger Jahren
des vergangenen Jahrhunderts vorgeschlagen haben.

Beispiel 0.3. LOTKA-VOLTERRA-Modell
Wir betrachten eine Beutepopulation, beschrieben durch eine Dichte (oder Grifie) u, und eine Riu-
berpopulation, beschrieben durch eine Dichte v und fiir thr Uberleben angewiesen auf die Beute.

w(t) = yu(t) — agu(t)v(t) ft>0, wu(0)
0(t) = agu(t)v(t) — du(t) ft>0, v(0)

Ug (0.2.3a)
Yo. (0.2.3b)

Dabei ist der erste Term auf der rechten Seite von (0.2.3a) bereits bekannt ist und beschreibt die freie
Entwicklung der Beute in Abwesenheit der Riuber, wihrend der zweite Term die Vernichtung der Beute
durch Fraf§ darstellt. Die Rduber haben eine natirliche Todesrate § und tberleben und vermehren sich
durch Fressen der Beute, was im ersten Term von (0.2.3b) deutlich wird.

Als letztes Beispiel aus der Populationsdynamik betrachten wir ein System, das eine explizite rium-
liche Komponente enthélt. Es beschreibt das Verhalten der Schleimpilze bildenden Amobe Dictyostelium
discoidum unter Bedingungen stark eingeschrankten N&ahrstoffangebots.

Beispiel 0.4. KELLER-SEGEL-System

Wir beschreiben die Dichte von Amdben durch u und die eines von diesen freigesetzten Lockstoffs
(cAMP) mit c. Sowohl dieser Lockstoff als auch die Bakterien unterliegen zufilliger Bewegung (Diffu-
sion) mit unterschiedlicher Diffusionskonstante. Zudem tendieren die Amdében dazu, sich zu Regionen
mit hoherer cAM P-Konzentration zu bewegen.

% = DAu(t,z) — XVT(u(t,CL’)VC(t,:L’)) ft>0xcR? u(0,2) = up(x) (0.2.4a)
Gcg]; 2) = DAc(t,x) + Bu(t, ) — dc(t, z) ft>0,zeR?  ¢(0,2) = co(z). (0.2.4b)

Dabei bezeichnet
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den LAPLACE-Operator in zwei Dimensionen und beschreibt die Diffusion. Der zweite Term auf der
rechten Seite in (0.2.4a) steht fiir die gerichtete Bewegung der Amdben entlang des Konzentrationsgra-
dienten V¢ des Lockstoffs und ist als

XV (u(t,z)Ve(t,x)) = x (01, 0z) (u (g;)) = x 01 (udic) + x B2 (udac) = x (Vu)' Ve + yulc

zu lesen. Die Terme Bu und —dc in (0.2.4b) beschreiben die Produktion von cAMP durch die Amdben
beziehungsweise dessen chemischen Abbau. Man beachte, dass es in der ersten Gleichung keine Fort-
pflanzungs- oder Todesterme gibt, da wir annehmen, uns auf einer Zeitskala zu bewegen, auf der die
Anderung der Gesamtzahl von Amdében vernachlissigbar ist.

Ein weiteres Teilgebiet der mathematischen Biologie ist die epidemiologische Modellierung. Das
einfachste epidemiologische Modell ist das sogenannte SI-Modell, das wir hier kurz anfiithren wollen.

Beispiel 0.5. SI-Modell fiir Infektionskrankheiten

FEine Wirtspopulation werde unterteilt in gesunde, fir die fragliche Krankheit empfingliche (engl.:
susceptible, S) und infizierte (infected, I) Individuen. Im einfachsten Fall ergeben sich daraus folgende
Gleichungen:

S(t) = — pI(t)S(t) 4+ ~I(t) ft>0, S(0)=5, (0.2.5a)
I(t) = pI(t)S(t) — (v + 0)I(t) ft>0, I(0) = I. (0.2.5b)

Dabei ist p die Infektionsrate, v die Genesungsrate und § die Todesrate aufgrund der Krankheit. Geburten
und natirliche Tode werden auf der betrachteten Zeitskala erneut vernachldssigt.

Beispiel 0.6. SEIR-Modell

Nehmen wir an, dass genesene Wirte gegen die Krankheit immun sind, kénnen wir eine dritte Ka-
tegorie von (durch Genesung oder Tod) aus der relevanten Population entfernten (engl.: removed, R)
Individuen einfithren. AufSerdem nehmen wir eine (zufillig verteilte) Inkubationszeit an, wihrend der die
Individuen unterschiedlich stark ansteckend sind, jedoch noch keine Symptome zeigen (engl.: exposed,
E). Wir erhalten ein Modell mit Altersstruktur:

S(t)y= —p (/00 E(t,a)da + ,uI(t)) S(t) ft>0, S(0)=25 (0.2.6a)
0
0E(t,a) = O0E(t,a) B
BN + 90 ala)E(t,a) fa,t>0, E0,a)=FEy(a)

E(t,0)=p (/000 E(t,a)da + ,uI(t)) S(t) (0.2.6Db)

I(t) = /000 a(a)E(t,a)da — (v + 0)I(t) ft>0, I(0)=1I (0.2.6¢)
R(t) = (y +0)I(t) ft>0, I(0)=1I,  (0.2.6d)

Beispiel 0.7. Ein Modell fiir eine Zoonose

Als Zoonosen bezeichnet man Infektionskrankheiten, deren Erreger unter mormalen Umstinden in
tierischen Wirten leben, ohne diese nennenswert zu schidigen, von diesen aber auch auf den Menschen
tbertragen werden konnen, um dort unter Umstinden verheerende Wirkungen zu entfalten. Ein aktuelles
Beispiel ist das FEbola-Virus, das nach derzeitigem Kenntisstand in Flughunden ein natirliches Reservoir
hat. Diese werden durch das Virus kaum beeintrdichtigt. Steckt sich jedoch ein Mensch bei einem Flughund
mit dem Virus an, so wird dieses im neuen Wirt ein schweres, oft tédliches, hdmorrhagisches Fieber
hervorrufen.

Betrachten wir in beiden Wirtspopulationen (Tier und Mensch) nur empfingliche, infizierte und
entfernte (tote oder nach Heilung immunisierte) Organismen, so erhalten wir

Sr(t) = Br — uSp(t)Ir(t) — 5750(1) £150, Sp(0) = Spg (0.2.7a)
Ip(t) = pSr(t)Ir(t) — (67 + dr)Ir(t) ft>0, Ir(0) = Irp (0.2.7b)
Surt) = — epSat () Ir(t) — vSa () Ina (1) F150, Su(0)=Swo  (0.2.7¢)
Far () = epSat () In(t) + vSas ()1t (8) — das Ine (£) 650, Inu(0)=0. (0.2.7d)

Dabei werden die entfernten Organismen iblicherweise nicht mit modelliert, da sie fiir die weitere Ver-
breitung der Krankheit oft nur eine untergeordnete Rolle spielen. Wenn man sich fir die Zahl der
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Todesfille interessiert, muss man diese natirlich explizit modellieren. Auflerdem kann eine grofie Zahl
immunisierter Individuen einen betrdchtlichen Einfluss auf die effektive Infektionsrate haben und muss
unter Umstinden schon allein deshalb beriicksichtigt werden.

Der Index T steht hier fiir den tierischen Wirt, M fiir den menschlichen. Dabei haben wir eine kurze
Lebensspanne fir die Tiere angenommen und daher bei ihnen auch Geburten und natirliche (wicht
durch die Krankheit begriindete) Todesfille beriicksichtigt. Im Fall v = 0 haben wir es mit einer reinen
Zoonose zu tun, bei der keine Ubertragung von Mensch zu Mensch stattfindet, wie dies zum Beispiel bei
allen Ausbriichen der sogenannten Vogelgrippe in den letzten Jahren der Fall war. Desweiteren haben
wir angenommen, dass keine Ubertragung vom Menschen auf die Tiere stattfindet

Fiir unser letztes einfithrendes Beispiel wollen wir uns ein Modell aus dem Bereich der Neurophy-
siologie ansehen. Dieses wurde von MORRIS und LECAR 1981 vorgeschlagen, um das Membranpotential
einer Muskelfaser zu beschreiben.

Beispiel 0.8. MoORRIS-LECAR-Modell fiir Muskelzellen

Das Membranpotential sei mit V' bezeichnet und wird bestimmt durch die Kapazitit C,, der Mem-
bran, den Strom durch die in der Membran enthaltenen Ionenkandle und einen mdglicherweise vom
Experimentator zugefithrten Strom I.... Die Leitfihigkeit mindestens einer Art der Ionenkandle ist ih-
rerseits vom Membranpotential abhingig und wird durch eine Durchlassfunktion (engl.: gating variable)
w beschrieben.

C V() = — goameo(V(t) = Voa) + grw(t) (V(E) — Vi) —gr (V(t) — Vi) + Lewe(t)  f. £ >0,

(0.2.8a)
w(t) = AV (1)) (weo (V (1)) — w(t)) ft>0,

(0.2.8b)
V(O) = Vo, U)(O) = Wg. (0.2.80)

gi ... mazimale Leitfihigkeit der Kandile fiir Ionensorte i (Ca®*, K+, Leckstrom)
Vi... Umkehrpotential fiir die Ionensorte i
Moo - .. beschreibt nichtlineare Strom-Spannungs-Charakteristik der Ca®T-Kandile



Kapitel 1

Elemente der Theorie gewohnlicher
Differenzialgleichungen

1.1 Formulierung von Anfangswertproblemen fiir gew6hnliche
Differenzialgleichungen

1.1.1 Einige Begrifflichkeiten

Eine allgemeine gewdhnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung hat die Form

Ly nflu U
f (ddﬁ(f)’ ddtn—gt) 1t ddit) ) u(t)vt> =0. (111)

Dabei ist die Funktion w : I 5 ¢ — wu(t) € X gesucht, wobei I C R ein Intervall und X ein
vorgegebener Wertebereich (eine geeignete Teilmenge des R™, oft der gesamte R™) sind. Gegeben ist
die Funktion

R XR™ x -« xR™xI — R™. (1.1.2)

(n+ 1) Kopien

Die unabhdngige Variable haben wir natiirlich nicht ohne Hintergedanken ¢ genannt, da es sich in den
bei uns auftretenden Modellen typischerweise um die Zeit handeln wird. Die gesuchte Funktion u wird
auch als abhdngige Variable bezeichnet.

Dieses ist deutlich allgemeiner als alles, was wir in dieser Vorlesung vorfinden werden. Erstens ist
(1.1.1) eine implizite Differenzialgleichung, wihrend wir nur explizite Gleichungen betrachten werden,
die sich dadurch auszeichnen, dass die hochsten auftretenden Ableitungen der gesuchten Funktion wu
explizit durch eine Funktion der niedrigeren Ableitungen ausgedriickt werden:

nu nflu ”
ddtit) =9 <ddtn—§t) rrrt dd(tt)7u(t)at> . (113)

Dies ist natiirlich fiir X € R™ als System von m Gleichungen

du(t) <d”1u(t) du(t) >
g1 su(t),t

den den=t 77 de
d"u,(t) dn~tu(t) du(t)
— - - Im < T A su(t),t

zu lesen.

Bemerkung 1.1. Oft ist es mittels des Satzes tiber implizite Funktionen mdglich, eine implizite in

eine explizite Gleichung zu iberfihren, indem man die Funktion f in (1.1.1) nach ihrem ersten Fintrag

dz;‘,ﬁt) auflost. Leider funktioniert das auch in giinstigen Fillen im allgemeinen nur fir kleine Zeiten.

10
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Auflerdem sind unsere Beispiele nicht beliebig hoher, sondern in aller Regel lediglich erster Ordnung.
FEine explizite Differenzialgleichung erster Ordnung lautet nun

u(t) = g(u(t),t), (1.1.4)
was erneut fiir X C R™ als System von m Gleichungen aufzufassen ist.

Bemerkung 1.2. Glicklicherweise kann man jede explizite Gleichung n-ter Ordnung in ein System
von n Gleichungen erster Ordnung umformulieren. Dazu fiihrt man die Hilfsfunktionen

dn—tu(t) dn—2u(t) du(t)
Un_l(t) = W, Un_Q(t) = W’ . ,Ul(t) = dt
ein und stellt fest, dass dadurch aus (1.1.3) das System
On—1(t) = glon_1(f),...,v1(t),u(t),?)
1.}7L—2(t) == vn—l(t)
0n(t) = wva(t)
at) = wui(t)

erster Ordnung wird. Falls u R™-wertig ist, sind dies insgesamt nm Gleichungen.

Bisher hingen die gegebenen Funktionen f und g explizit von der unabhéngigen Variablen ¢ ab.
Solche Gleichungen heiflen nicht autonom. Kommt hingegen die unabhéngige Variable nicht explizit in
der Gleichung vor, sprechen wir von einer autonomen Gleichung:

d™u(t) d™tu(t) du(t)
=0. 1.1.
£ S ) ) o, (115)
oder im Fall einer expliziten Gleichung erster Ordnung:
u(t) = gu(t)). (1.1.6)

Notation. Als (klassische) Lisung der allgemeinen Differenzialgleichung (1.1.1) n-ter Ordnung im Inter-
vall I C R bezeichnen wir eine im Intervall I n-fach differenzierbare Funktion u, die durch Einsetzen in
jedem Punkt ¢t € T die Gleichung (1.1.1) erfiillt.

1.1.2 Notwendigkeit zusitzlicher Bedingungen

Versuchen wir nun, die einfachste mégliche Differenzialgleichung zu 16sen, so stellen wir schnell fest,
dass die Losung nicht eindeutig ist. Betrachten wir etwa die Gleichung

a(t) = a (1.1.7)
mit einer konstanten rechten Seite a € R, so stellen wir fest, dass wir durch Integration die Lésungen
u(t) =at+c

finden, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Nun stellt sich sofort die Frage, welche Konstante ¢
wir fiir unsere Losung wéhlen sollen. Dafiir ben6tigen wir eine zusétzliche Information in Form einer
Anfangsbedingung, bestehend in der Angabe des Wertes der gesuchten Funktion u fiir eine gegebene
Stelle tg:

u(to) = UgQ- (118)

Setzen wir diese Anfangsbedingung in die Lésung ein, so ergibt sich
ug = atg +c, also ¢ = ug — aty.

Die nunmehr eindeutige Losung des aus der Gleichung (1.1.7) und der Anfangsbedingung (1.1.8) beste-
henden Anfangswertproblems lautet damit

u(t) = at+uo —ato =wuo +a(t —to). (1.1.9)
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Fiir Gleichungen hoherer Ordnung stellen wir die Notwendigkeit weiterer Bedingungen fest. Integrie-
ren wir etwa die Gleichung
d™u(t)
de»

—a (1.1.10)

n Mal, so erhalten wir nacheinander
d"—tu(t)
den—1
dn—QU(t) t2
W :a§+01t+C2,...
tn tnfl
u(t) = a + Cli(n —i

also eine n Konstanten ¢y, ..., c, enthaltende allgemeine Losung. Es sollte also nicht iiberraschen, dass
wir nun n voneinander unabhéngige Zusatzbedingungen brauchen, um eine eindeutige Losung zu be-
stimmen. Dies kénnen nun Anfangsbedingungen

=at+cy,

+ - +Cn—1t+cnv

du(to) d”flu(to)
u(to) = uo, QW T et T Unmt (1.1.11)
fiir die gleiche Stelle to, Randbedingungen
uts) = un, ... ultn) = uy (1.1.12)
fiir n verschiedene Stellen oder eine Kombination von beidem sein.
Notation. Als Losung des Anfangswertproblems
d™u(t) d™tu(t) du(t)
e = f. 1 1.1.1
f( dtn ) dtnil ) ) dt ,U(t),t O te ( 3&)
du(to) dnilu(to)
u(to) = o, T W T et T Unt toel (1.1.13Db)

im abgeschlossenen Intervall T = [tg, tg +T'] bezeichnen wir eine im Innern von I n-fach differenzierbare,
in I (n — 1)-fach stetig differenzierbare Funktion u, die fiir alle ¢ € int] durch Einsetzen die Gleichung
(1.1.13a) erfiillt und deren Ableitungen im Punkt ¢y genau die durch (1.1.13b) spezifizierten Werte
annehmen.

1.2 Einige Existenz- und Eindeutigkeitssitze

Bevor wir zu unserem ersten Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme kommen, be-
weisen wir einen sehr méchtigen Fixpunktsatz, der in vielen Bereichen der Analysis Anwendung findet.
Zunéchst fithren wir folgende Definitionen ein.

Definition. (1) Fiir einen kompakten metrischen Raum (M, d) (z.B. ein kompaktes Intervall I C R)
und einen BANACHraum X bezeichnen wir mit C°(M; X) den BANAcHraum der stetigen Funktionen
f+M — X, versehen mit der Norm

[fllgo = max {[|f(z)l|x [ = € M}

(2) Fiir einen beliebigen metrischen Raum (M, d) (ein beliebiges Intervall I C R) und einen Ba-
NACHraum X bezeichnen wir mit CP(M; X) den BANACHraum der beschrinkten, stetigen Funktionen
f+M — X, versehen mit der Norm

1lley = sup {7 @)l | = € M}

Bemerkung 1.3. Man beachte, dass fiir den Fall eines kompakten Raums (M,d) beide Definitionen
tibereinstimmen.

Satz 1.4. (Fixpunktsatz von BANACH)
Gegeben seien ein BANACHraum (X, || - ||), eine nicht leere, abgeschlossene Teilmenge M C X und
eine Kontraktion K : M — M, d.h. es existiere ein k < 1 derart, dass fir alle x,y € M

1K (x) = K@)l < sz -y

gilt.
Dann besitzt K genau einen Fixpunkt in M, d.h., es existiert genau ein z* € M mit K(z*) = z*.
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Beweis. Wir wihlen einen beliebigen Startwert zop € M und definieren rekursiv die Folge (x,,),>0 in X
durch
Tp = K(xp_1), n > 1.

Dann gilt fiirn > 1

[Znt1 — 2ol = 1K (zn) — K(zn-1)|| < Kllon — 2p1l|
= k|| K(zp-1) — K(2p—2)| < K [Zn—1 — Zn—2l
= ... <K"||x1 — x0
Wir nehmen an, dass xy von x; verschieden ist (sonst haben wir unseren Fixpunkt bereits gefunden).

Dann finden wir zu gegebenem & > 0 ein N € N derart, dass der Rest Ry = > - v kF der geome-
trischen Reihe Y7o, x* kleiner als

&
|1 — o
ist und daher fiir alle n > N,m € N
||(En+m - (En” = ||(En+m — Tn4+m—1 + Tn4+m—1 — *°° — Tp41l + Tn+1 — xn”
n+m—1 n+m-—1
<Y lea-ml €S Wl — ol
k=n k=n
%)
< |ler — ol Z K" = |lz; —xo|Ry < ¢
k=N

gilt. Es handelt sich also bei (x,,), um eine CAUCHY-Folge, die im BANACHraum X einen Grenzwert z*
besitzt, der wegen der Abgeschlossenheit von M auch in M liegt. Es gilt also x,, — =* und andererseits
auch K (zy,) = xp41 — a* fiir n — co. Wegen der Stetigkeit der Funktion K ist also K(z*) = 2* und
z* der gesuchte Fixpunkt. (I

Bemerkung 1.5. (i) Wenn Sie mit dem Konzept der BANACHTdGume nicht vertraut sind, formulieren
Sie den Satz zur Ubung fir den R% mit dem iiblichen EUKLIDischen Betrag als Norm um. Sie werden
feststellen, dass Sie den Beweis wortlich ibernehmen kdnnen.

(i) Der Satz gilt in beliebigen vollstindigen metrischen Raumen (mit der Metrik d(x,y) statt der Norm-
differenz ||x —yl| ). Allerdings muss man dann den Beweis etwas anpassen, da man nicht davon ausgehen
darf, die Folgeglieder addieren oder voneinander abziehen zu kénnen.

Diesen Satz benutzen wir nun, um unseren ersten Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswert-
probleme zu expliziten Differenzialgleichungen erster Ordnung zu beweisen.

Satz 1.6. (von PICARD-LINDELOF, globale Version)

Seien I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, (X, || - ||) ein BANACHraum und f : X x I — X stetig
sowie gleichmdflig LIPSCHITZ-stetig beziiglich der ersten Variable, d.h., es existiere ein A > 0 derart,
dass fiir alle x,y € X und allet € 1

1y, t) = f(a, D)l < Az -y

gilt. Dann besitzt fiir jedes ty € I und jedes ug € X das Anfangswertproblem

u(t) = f(u(t),t) ftel u(ty) =wuo (1.2.1)
genau eine Losung u: I — X.

Bemerkung 1.7. Ublicherweise ist das Intervall I von der Form I = [to, to + T, d.h., die Anfangs-
bedingung ist am linken Randpunkt des Intervalls gegeben (wie man es bei der Interpretation von t als
Zeitvariable fiir einen Anfang erwarten sollte).

Beweis (von Satz 1.6). Wir integrieren die Gleichung beziiglich ¢ und erhalten als Kanditaten fiir unsere
Losung

u(t) :=wuo + t flu(r), 7)dr, (1.2.2)

was uns aber zunéchst noch nicht viel weiter bringt, da u selbst auch unter dem Integral auf der rechten
Seite steht.
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Wir definieren die Abbildung
t
K:CYI;X)3v~ Ku, gegeben durch (Kv)(t) :=wuo+ [ f(v(r),7)dr, tel.

to

Dabei sei mit C9(I; X) der Raum der stetigen Funktionen I — X, versehen mit der gewichteten Norm
lullog := max exp[-2X¢]u(t)]x
bezeichnet. Diese Norm ist dquivalent zur iiblichen Supremumsnorm:

exp [2Aa] [Jullcg < [luflco < exp [2A0] [|ullcy, (1.2.3)
also handelt es sich bei Cg(] ; X) um einen Banachraum. Wegen der Stetigkeit von f und der LiPSCHITZ-
Stetigkeit beziiglich des zweiten Arguments ist die Funktion Kv : I — X stetig differenzierbar, also

insbesonere stetig. Es handelt sich bei K also um eine Abbildung von C9(I; X) in sich selbst.
Dank der gewichteten Norm handelt es sich bei K nun auch tatséchlich um eine Kontraktion:

/t fu(r),7) — Fo(r),7)dr

[Ku— Kv|co = rilealxexp[—Q/\t} ‘ ;

< max exp| 2] t [f(u(r),7) = f(o(r),7)llx dT

t
< max exp[—2\t] / AMu(r) —o()| x dr
tel to
t
< maxexp[—Q)\t]/ Xexp[2A7] ||u — v]| qo AT
tel to A
exp[2At] — exp[2Ato]
2

1
< Au = vl g max expl—2A1 < 5 lu—vlg.
Also besitzt K einen eindeutigen Fixpunkt, d.h., es existiert genau eine Losung der Integralgleichung
(1.2.2). Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung handelt es sich dabei auch um die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems. O

Satz 1.8. (von PICARD-LINDELOF, lokale Version fiir den RY)

Seien tg € R, ug € RY, Q@ C R? x R eine offene Umgebung von (ug,ty) in R¥TL f: Q — RY stetig
und (lokal) LIPSCHITZ-stetig in der ersten Variable, d.h., fiir alle (x,t) € Q existieren A\ > 0 und eine
Umgebung U von (x,t) derart, dass fir alle (y,s),(z,s) € U

If(y,s) = f(z,8)] < Aely — 2]

gilt.
Dann hat fiir ein § > 0 das Anfangswertproblem (1.2.1) genau eine Losung u : (to,to +6) — R%.

Bemerkung 1.9. Das im Satz angegebene § kann man auch explizit angeben. Ist ndamlich By(ug) %
[to, to +T) C Q und setzt man

m:= max{|f(x,t)| |t € [to,t0+T],|fE—U0| < 'r}v

so kann ,
§ := min {T , —}
m
gewdhlt werden, wie sich aus dem Beweis ergibt.

Beweis (von Satz 1.8). Die offene Umgebung 2 von (g, ug) enthilt eine abgeschlossene Umgebung der
Form -
BT(U()) X [to,to + T} mit T,r > 0,

wobei B,(up) die abgeschlossene Kugel um uy im R? vom Radius r ist. Wegen der Stetigkeit von f
existiert das Maximum

m=max {|f(z,t)| | to <t <to+T,|z—up| <r}

und ist endlich. Wir setzen also ,
6= min{T, —} .
m
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Nun erinnern wir uns an den Beweis des Fixpunktsatzes von BANACH und definieren u; : [to, to+0] — R¢
als konstante Funktion u; (t) = ug und rekursiv u, 41 : [to,to + 7] — R? (n = 1,2,...) durch

t
Un41(t) :=up + fup (), 7)dr fiirtg <t <tg+17.
to
Es ist dann fiir ¢ € [tg, tg + 0]

lua(t) — up| < < m(t—1t9) < mé < r.

t fuy(r), 7)dr

und damit induktiv )
|Un+1(t) —uol < / |f(un(7),7)|dT < 7,
to

also bilden alle unsere Funktionen w,, aus [to,ty + ] nach B,.(ug) ab.
Wegen der Kompaktheit von [tg, to + d] existiert

A:= max )\
to<t<to+d

also gilt

fiir alle (z,t), (y,t) € Byr(ug) X [to,to + 0]
Fiir unsere Funktionen u,, konnen wir also induktiv

An(t _ to)(n+1)

fiirtg <t <t 1)
1) urto =t =to+t

|un+1(t) - Un(t)l <m

berechnen und finden damit zu gegebenem € > 0 ein N(e) derart, dass fiir beliebige n > N(¢) und k > 1
unter mehrfacher Anwendung der Dreiecksungleichung (vgl. Beweis des Fixpunktsatzes):

k n+j—1 - n+j m [e%s) j
ren(t) = (0] < m Y2 (n(ij)t!()) <y &

Jj=1

<e. (1.2.4)

Die CaucHYfolge (u,), hat also im BaNAcHraum CO([tg,to + 6];RY) einen Grenzwert u. Da dies
natiirlich auch eine stetige Funktion ist und fiir alle ¢t € [tg, tg + §] wegen der gleichméBigen Konvergenz
der u,, gegen u

. < . _ . n—o0o
x| (un(0),0) = F(u(t), O] S A max fun(t) = u(t)] = Allu, = ullco "5 0

erfiillt, stellen wir beim Grenziibergang fest, dass u tatséchlich die Gleichung

u(t) = ug +/t flu(r),7)dr

und dank des Hauptsatzes auch das Anfangswertproblem erfiillt.
Eine andere Losung kann es nicht geben, da bei Existenz zweier Losungen u und v deren Differenz
nach den obigen Rechnungen mit dem Integral notwendigerweise verschwinden wiirde:

lu—vllco < [Ju—v|co.
O

Bemerkung 1.10. Die Ldsung kann auf ein mazimales Existenzintervall Iya. = (a,b) ausgedehnt
werden, wobei —oco < a < b < oo ist. Das heifit, die Lisung existiert fir t € (a,b), jedoch fiir kein
anderes t € R. Wir kénnen sogar etwas tber das Verhalten der Lésung am Rand dieses Intervalls
aussagen.

Satz 1.11. Fir eine offene Menge G C R? sei f : G x R — R? stetig und (lokal) LIPSCHITZ-stetig in
der ersten Variable. Dann existiert zu gegebenem to € R und ug € G ein Intervall (a,b) € R mit —oco <
a < b < oo derart, dass die durch Satz (1.8) garantierte eindeutige Lisung des Anfangswertproblems
(1.2.1) fiir t € (a,b) existiert, jedoch nicht firt = a oder t =b.

Falls a oder b endlich sind, so divergiert die Losung fiirt \, a bzw. t /b oder sie erreicht den Rand
von G.
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Falls die Funktion f keine LiPSCHITZ-Bedingung erfiillt, konnen wir nur nicht mehr auf Eindeutigkeit
der Losung hoffen, wie das Beispiel

Wi

a(t) = 3ult) fir t € [-1,1],  u(0)=0 (1.2.5)

mit den Losungen wug(#) = 0 und u(t) = t3 zeigt. Unter gewissen schwiicheren Bedingungen konnen wir
aber wenigstens die Existenz von Losungen zeigen.

Satz 1.12. (von PEANO fiir R?)
Fiir ein Intervall I C R und eine offene Menge G C R? sei f: G x I — G stetig. Dann existiert zu
jedem to € intl und jedem ug € G ein § > 0 derart, dass das Anfangswertproblem

a(t) = f(u(t),t) fiir Is = (to — 6,t0 +0),  ulto) = uo (1.2.6)

im Intervall Is eine Losung u hat. Insbesondere gilt fiir diese Losung u(t) € G fir t € Is.

1.3 Abhingigkeit von Parametern

Wir wollen uns nun ansehen, wie sich die Losungen dndern, wenn wir die Gleichungen oder die An-
fangsbedingungen leicht storen. Dazu formulieren wir eine Erweiterung des lokalen Satzes von PICARD
und LINDELOF fiir parameterabhéngige rechte Seiten. Dabei beschrinken wir uns auf differenzierbare
Funktionen f, was in unseren Anwendungen in aller Regel ausreicht.

Satz 1.13. Fiir ein offenes Intervall I C R und die offenen Mengen G C R? und A C RP sei die
Funktion f : G x I x A — RY stetig differnzierbar (und damit insbesondere lokal LIPSCHITZ-stetig).
Dann existieren zu gegebenen t, € I, u, € G und A\, € A offene Umgebungen I, von t,, G, von u, und

A, von A\, sowie eine Funktion
é: I, x G, x I, x A, - R?

derart, dass zu jedem ty € I, uy € Gx und A\g € A, das Anfangswertproblem
w(t) = f(u(t),t, Ao) firt e Iy, wu(to) =ug (1.3.1)
die eindeutige Losung u(t) = ¢(t, ug, to, No) hat.
Bemerkung 1.14. Oft schreibt man die Abhdngigkeit vom Parameter als Index
In(w,t) = fla,t, )
und gibt die Abhdngigkeit von den Parametern und Anfangsbedingungen auch in der Lisung an:
ux(t; uo,to) = d(t, o, to, A).

Fiir die im vorigen Satz gefundene eindeutige Losung beobachten wir die folgende Vererbung der
Regularitdt von der rechten Seite an die Losung.

Satz 1.15. Ist unter den Voraussetzungen von Satz 1.138 die Funktion f von der Klasse C* fiir ein
k>1, C*® oder C¥, so hat die Funktion

¢:I*><G*><I*><A*—>]Rd

die gleiche Regularitdt.

1.4 Stationidre Punkte und invariante Mengen fiir autonome
Systeme erster Ordnung

Wir betrachten nun die autonome Gleichung
alt) = f(u(t)) (L4.1)

und fragen nach Punkten u* € RY, fiir welche u(t) = u* eine konstante Losung ist. Dies sind selbst-
verstindlich die Nullstellen von f, d.h., f(u*) = 0. Dazu nehmen wir stets mindestens lokale LIPSCHITZ-
Stetigkeit fiir f an, meist wird f sogar mindestens stetig differenzierbar sein.
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Definition. Zu einer offenen Menge G C R? und stetig differenzierbarem f : G — R? heifit u* € G
stationérer Punkt von (1.4.1), falls f(u*) = 0.

AuBerdem fragen wir nach Mengen M C R?, aus denen das System nicht ausbrechen kann.

Definition. Zu einer offenen Menge G C R? und stetig differenzierbarem f : G — R heifit S ¢ G
invariante Menge fiir (1.4.1), falls fiir jedes up € S die eindeutige Losung u des Anfangswertproblems
(1.4.1), u(0) = uo

u(t) € S

fiir alle ¢ € (a, b) erfiillt, wobei (a,b) das maximale Existenzintervall fiir die Losung u ist.

Besonders interessieren wir uns im Zusammenhang mit stationdren Punkte fiir invariante Mannig-
faltigkeiten. Dies sind invariante Mengen, die gleichzeitig (k-dimensionale Unter-) Mannigfaltigkeiten
(des RY) sind. Diese diirfen selbstverstindlich einen Rand haben, was bei endlichen Existenzintervallen
nicht {iberraschen sollte.

Definition. Der Punkt u* € G sei ein stationérer Punkt von (1.4.1).

1. Die stabile Mannigfaltigkeit W*(u*) von u* ist die Menge aller Punkte x € G, fiir welche die
Losung des Anfangswertproblems (1.4.1), u(0) = x fiir alle t > 0 existiert und lim;_, o, u(t) = u*
erfiillt.

2. Die instabile Mannigfaltigkeit W*(u*) von u* ist die Menge aller Punkte x € G, fiir welche die
Losung des Anfangswertproblems (1.4.1), u(0) = z fiir alle ¢ < 0 existiert und lim;_, _ o, u(t) = u*
erfiillt.

Man beachte, dass es sich hierbei um eine rein formale Definition handelt und die derart definier-
ten Mengen nicht zwingend Mannigfaltigkeiten sein miissen. Wir werden spéter sehen, unter welchen
generischen Bedingungen dies doch so ist. In jedem Fall handelt es sich aber um invariante Mengen.

Beispiel 1.16. Fliir ein lineares System
u(t) = Au(t) (1.4.2)

mit A € R™ ist der einzige Gleichgewichtspunkt u* = 0.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die Matrix A diagonalisierbar ist und die Figenwer-
te A\1,..., \g mit zugehdrigen Eigenvektoren n1,..., nqg hat, konnen wir die stabile und die instabile
Mannigfaltigkeit des stationdren Punktes u* = 0 leicht berechnen. Dazu stellen wir fest, zu gegebenem
up € R? die allgemeine Lisung des Anfangswertproblems 1 = Au, u(0) = uq als

d

u(t) = exp[tAJug = Z cpe (1.4.3)
k=1

ist, wobei uy = ZZ:O ckMy die Darstellung von ug in der Eigenbasis von A ist. Diese Lisung existiert
fiir alle t € R, und wir stellen fest, dass
lim u(t) =0

t—o0

genau dann gilt, wenn in der Zerlegung von ug alle Koeffizienten c,, mit Relp > 0 verschwinden, was
genau dann der Fall ist, wenn ug im Eigenraum von A zu denjenigen Eigenwerten mit strikt negativem
Realteil liegt.
Analog gilt
lim w(t) =0

t——o0

genau dann, wenn ug im Figenraum von A zu den FEigenwerten mit strikt positivem Realteil gehort.
Ordnen wir also die Figenwerte von A nach aufsteigendem Realteil:

ALy ooy Ans Andls oo o Andes Anbed 1y - - - s Andetp (wobei n 4+ c+p =d ist),
so erhdlt man
W#(0) = E® = span(n,...,ns) und W*(0) = E° = span(Nnrei1s- - » Mntetp)-

Auflerdem werden wir uns gelegentlich fiir periodische Orbits interessieren. Dazu fiithren wir folgende
Definitionen ein.
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Definition. Zur Gleichung (1.4.1) und dem Punkt uy € G bezeichnen wir als Orbit durch ug die Menge
aller Punkte = € G, die von der (maximalen) Losung des Anfangswertproblems (1.4.1), u(0) = wug
erreicht werden. Genauer ist der Orbit durch ug durch

Orb(ug) = {u(t) [ t € Lnaxz(uo)}

gegeben, wobei I,,,.(ug) das maximale Existenzintervall der Losung u des Anfangswertproblems ist.
Ferner definieren wir den Vorwértsorbit

Orb™ (ug) = {u(t) | t € Lyaz(uo) N[0,00)},
den Riickwértsorbit
Orb™ (ug) := {u(t) | t € Inax(uo) N (—00,0]}

und fiir den Fall der Existenz der Losung fiir alle t € R die a-Grenzmenge

alug) := {a: € G| lim u(t,) = z fiir eine Folge (t,,),>1 mit t,, — —oo f. n — oo}

n— oo

sowie die die w-Grenzmenge

w(ug) := {x € G| lim u(t,) = z fiir eine Folge (t,),>1 mit t,, — oo f. n — oo}

n—oo
Ein periodischer Orbit ist ein solcher, der gleich der w-Grenzmenge eines jeden seiner Punkte ist.

Selbstverstéindlich ist jeder Orbit eine invariante Menge im Sinne unserer obigen Definition, insbe-
sondere natiirlich jeder periodische Orbit.

1.4.1 Stabilitdt von Gleichgewichtspunkten

Abschlielend wollen wir noch die Stabilititseigenschaften von Gleichgewichtspunkten untersuchen. Da-
bei erinnern wir uns, dass wir verschiedene Typen von Stabilitidt zu unterscheiden haben. Diese sammeln
wir in der folgenden Definition.

Definition. Der Gleichgewichtspunkt u* € G des Systems (1.4.1) mit f : G — R? (G C R? offen) heifit

1. (LyAPUNOV-)stabil, falls es zu gegebenem & > 0 ein § > 0 derart gibt, dass fiir alle t > 0 die
Losung des Anfangswertproblems (1.4.1), u(0) = ug

lu(t) —u*| <e
erfiillt, sofern |ug — u*| < ¢ ist.

2. (lokal) attraktiv, falls es eine Umgebung U C G von u* derart gibt, dass fiir alle ug € U die Losung
des Anfangswertproblems (1.4.1), u(0) = ug fiir t — oo gegen u* konvergiert.

3. global attraktiv (oder globaler Attraktor), falls fiir alle ug € G die Lésung des Anfangswertproblems
(1.4.1), u(0) = ug fiir ¢ — oo gegen u* konvergiert.

4. global/lokal asymptotisch stabil, falls er global/lokal attraktiv und stabil ist.

Bemerkung 1.17. Die Definition laft sich problemlos auf nicht autonome Systeme

ausweiten, sofern deren Lésungen fir alle Zeiten existieren. Die Stationarititsbedingung lautet dann
flu*,t) =0 fir alle t € R.

Nun zitieren wir noch zwei Sétze iiber die Linearisierung von autonomen Systemen.

Satz 1.18. Fiir die stetig differenzierbare Funktion f : R? — R? habe die Gleichung (1.4.1) den Gleich-
gewichtspunkt w* (d.h., f(u*)=0).

(i) Falls alle Eigenwerte von A := f'(u*) = Ju~ f strikt negativen Realteil haben, so ist u* asymptotisch
stabil.

(it) Falls ein Eigenwert von A positiven Realteil hat, so ist u* instabil.
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Wie kommen wir darauf? Wir setzen v(t) := u(¢) — v* und erhalten
0=t —ur = f(u) = 0=f(v(t) - ) = f(u") = Av(t) + h(v(1))

wobei der Rest h : RY — R von der Ordnung o(|z|) ist, d.h., die Bedingung

lim —= =0

x—0 |:L" B
erfiillt. Wir schreiben (1.4.1) also zum semilinearen System
0(t) = Av(t) + h(v),

welches wir mit dem linearisierten System v = Av vergleichen koénnen. Wegen der obigen Bedingung
an h wird also fiir kleine |v| das Verhalten der Losung durch die Linearisierung A bestimmt und wie
das Losungsverhalten der linearen Gleichung von den Eigenwerten der Matrix A abhéngt, haben wir im
letzten Abschnitt gesehen.

Der zweite Satz garantiert uns die (lokale) Existenz stabiler und instabiler Mannigfaltigkeiten an
einem Gleichgewichtspunkt, falls die Linearisierung eine spektrale Liicke bei der Null aufweist.

Definition. Ein Gleichgewichtspunkt u* € G (G C R? offen) des autonomen Systems (1.4.1) mit f €
C1(G;RY) heiBt hyperbolisch, falls die Realteile aller Eigenwerte von f’(u*) von Null verschieden sind.

Satz 1.19. (Existenz invarianter Mannigfaltigkeiten)

Fiir f € CYG;R?Y) (G C RY offen) sei u* € G ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt des autonomen
Systems (1.4.1). Die Linearisierung A = f'(u*) habe n Figenwerte A, ..., \, mit negativem und d — n
Eigenwerte Apy1, ..., \q mit positivem Realteil. Dann ezistiert eine Umgebung U C G von u* derart,
dass fiir die stabile Mannigfaltigkeit W*(u*) und die instabile Mannigfaltigkeit W*"(u*) die Mengen
We(u*) N U und W (u*) NU tatsichlich differenzierbare Untermannigfaltigkeiten des RY (mit Rand)
der Dimensionen n bzw. d —n sind. Auferdem sind die Tangentialrdume an W*(u*) und W*(u*) im
Punkt u* durch die zu A1, ..., Ay bzw. Aps1,..., g gehorigen FEigenrdume gegeben.

Den Beweis finden Sie in der Standardliteratur iber dynamische Systeme (z.B. [3], Abschnitt 2.7).

Invariante Gebiete

Da wir uns in der Biologie oft mit Systemen befassen, deren abhéingige Variablen Dichten, Populations-
grofen oder andere notwendigerweise nicht negative Gréflen beschreiben, sollten wir eine Moglichkeit
haben, die Nichtnegativitéit der Losungen zu iiberpriifen. Dazu fithren wir invariante Gebiete ein. Anders
als {iblich in der Analysis sind diese ,, Gebiete* allerdings typischerweise nicht offen, sondern abgeschlos-
sen.

Definition.1. Ein [vorwérts/riickwérts] invariantes Gebiet fiir das System

a(t) = flult),t) (1.4.4)

mit f: GxR — RY (G C R? offen) ist eine abgeschlossene Teilmenge D von G mit nicht leerem Inneren,
die eine [vorwiirts/riickwirts] invariante Menge ist.

2. Zu einer abgeschlossenen Menge D C R? mit Rand 9D sei fiir € 9D mit N, D die Menge aller
duBeren Normalenvektoren n € R an D in x bezeichnet. Dabei heifit n duBerer Normalenvektor an D
in z, falls By (z +n) N D = 0 ist.

Man beachte, dass es keinen, genau einen, oder beliebig viele normierte dulere Normalenvektoren an
D in = geben kann! Wir geben noch zwei (eng miteinander verwandte) Sitze an, welche die Invarianz
einer Menge D mit dem Verhalten der rechten Seite f am Rand von D verkniipfen.

Satz 1.20. FEine abgeschlossene Menge D C G ist genau dann vorwdrts invariant fir (1.4.4) mit
f€C%G x R;RY), wenn fiir allet € R und x € D

’lllglodlst(az + hf(x,t),D)=0

qgilt.
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Die im Satz angegebene Forderung an f und D heifit manchmal Subtangentialbedingung und ist fiir
im Innern von D liegende Punkte x automatisch erfiillt. Fiir Randpunkte x € 9D erfordert sie, dass die
durch x laufende Trajektorie einer Losung nie aus D herausfiithren kann. Anschaulicher wird das im Fall
konvexer Mengen D. Diese haben den Vorteil, dass in jedem ihrer Randpunkte mindestens ein duflerer
Normalenvektor existiert. Daher ergibt die im folgenden Satz angegebene notwendige und hinreichende
Bedingung stets Sinn.

Satz 1.21. Eine konveze abgeschlossene Menge D C G ist genau dann vorwdirts invariant fir (1.4.4)
mit f € C°(G x R;R?), wenn fiir allet € R, z € D und alle n € N;D

fz,t)In <0

gilt.

Diese Sétze nebst der Beweise finden sich recht anschaulich dargestellt etwa in [5], Kapitel 7.



Kapitel 2

Populationsmodelle in
kontinuierlicher Zeit

In diesem Kapitel wollen wir uns einige Modelle aus der Populationsdynamik genauer ansehen. Dabei
konzentrieren wir uns auf Modelle mit kontinuierlicher Zeitvariable, die wir durch Systeme gewthnlicher
Differenzialgleichungen beschreiben kénnen.

2.1 Modelle fiir eine Spezies

2.1.1 Lineare Gleichungen — exponentielles Wachstum

Das einfachste Modell zur Beschreibung einer Population haben wir bereits in der Einfithrung gesehen.
Dabei nimmt man an, dass die Organismen sich mit einer Rate vermehren, die von ihrer aktuellen
Anzahl unabhéngig ist. Dies ist oftmals fiir geringe Bevolkerungsdichten gerechtfertigt, wenn eine klei-
ne Population die ihr zur Verfiigung stehenden Ressourcen nicht anndhernd ausschopft. Eine derartige
Entwicklung hatte MALTHUS bereits im 18. Jahrhundert fiir die Bevolkerung von Grofibritannien vor-
hergesagt, da er annahm, dass die Anzahl von Nachkommen pro Individuum im Durchschnitt stets die
gleiche bleibe.
Das allgemeine Modell, bei dem wir zeitabhéngige Geburten- und Sterberaten erlauben, lautet

a(t) = Btu(t) — s(E)ult) = y(t)u(t), u(0) = up. (2.1.1)

Durch Trennung der Variablen finden wir die Losung

u(t) = ug exp [ /O t'y(t)dt] . (2.1.2)

Die Zeitabhéngigkeit der Wachstumsrate mag sich dabei aus jahreszeitlichen Schwankungen der
Umgebungsbedingungen, aus gezielten Anderungen der Bedingungen in einem Experiment oder aus
anderen externen Prozessen ergeben, die nicht explizit mit modelliert werden.

Fiir strikt positive, von Null weg beschrinkte Wachstumsraten y(t) > 9 > 0 liefert dies eine
exponentiell wachsende Population

u(t) > ug explyot],

was fiir grofe Zeiten zu arger Uberfiillung des Lebensraums fithrt. Genau diesen Effekt hatte MAL-
THUS befiirchtet und daher fiir strikte Geburtenkontrolle pliddiert, um unvermeidlichen Hungersnote
vorzubeugen.

Eine wichtige Eigenschaft der Gleichung ist, dass unabhéngig von der konkreten Form und dem
Vorzeichen der Wachstumsrate die Positivitédt der Losungen fiir positive Anfangsbedingungen gesichert
ist. Das ergibt sich sofort aus der expliziten Darstellung der Lésung und ist ein grundlegendes Kriterium
fiir ein sinnvolles Modell. Es wére wenig hilfreich, wiirde unser Modell negative Populationsdichten
vorhersagen. Allerdings konnten in einem realistischen Szenario natiirlich alle Individuen aussterben,
was in diesem Modell nicht in endlicher Zeit vorkommen kann. Wie bereits in der Einfithrung erwihnt,
kommen wir fiir sehr kleine positive Populationszahlen allerdings ohnehin in einen Bereich, der das
Modellieren mit Differenzialgleichungen unter Umsténden nicht mehr rechtfertigt.

Ubung. Finden Sie die Gleichgewichtspunkte der Gleichung
u(t) = yu(t)

21
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fiir konstante Wachstumsrate v und bestimmen Sie deren Stabilitdtseigenschaften!

2.1.2 Verhulst-Gleichung — beschrinktes Wachstum

Ebenfalls in der Einfithrung hatten wir uns bereits eine Gleichung angesehen, die eine Population in
einem Habitat mit begrenzten Ressourcen beschreibt. Dazu hatten wir die Tragfihigkeit K des Habitats
eingefiihrt, die gerade die Populationsgrofie beschreiben sollte, fiir welche die vorhandenen (als konstant
angenommenen) Ressourcen gerade ausreichen. Die Gleichung enthélt die freien Geburten- und Sterbe-
raten des linearen Wachstumsmodells (2.1.1), wobei die Geburtenrate fiir wachsende Populationsdichten
sinkt, da wegen der Konkurrenz um Nahrung, Platz und andere wichtige Ressourcen weniger Nachwuchs
versorgt werden kann.

K[) — u(t)

R

,0} u(t) — odu(t), u(0) = up. (2.1.3)

Oft findet man als VERHULST-Gleichung die folgende Form
t
u(t) = yu(t) (1 - u}({)) , (2.1.4)

die man fiir 0 < u(t) < Ky erhélt, wenn man v = 8 — § und K = %Ko setzt. Fiir u > K, erhielte
man einfach

au(t) = —ou(t),

was aber oft weggelassen wird, da man davon ausgeht, dass die Population eine solche Grofle sicher
nicht erreichen wird. Wie wir gleich sehen werden, kann die Losung fiir Anfangspopulationen zwischen
0 und K dieses Intervall ohnehin nie verlassen. Es handelt sich bei I = [0, K] ndmlich um ein vorwérts
invariantes Gebiet im Sinne unserer Definition. Im eindimensionalen Fall sieht das ganze zwar etwas
merkwiirdig aus, aber das Konzept funktioniert:

e [ ist als Intervall konvex und nach Definition abgeschlossen.

e Die duBeren Normalen sind ng = —1in 0 € I und ng, = 1 in Ky € dI (oder beliebige positive
Vielfache davon).

e Die rechte Seite f(¢,u) = yu (1 — %) ist von ¢ unabhéingig, wir haben also nur die Skalarprodukte

(im eindimensionalen Fall schlicht: Produkte) von f mit den dueren Normalen zu untersuchen:

f(O)ng =0, f(Ko)ng, = vKo (1 - II({O) = 7Ky (1 - 565) <0,

wie in Satz 1.21 gefordert. Dabei haben wir (wie auch stets im folgenden) angenommen, dass 8 > §
ist, damit es iiberhaupt positive Werte fiir u gibt, fiir die f(u) positiv ist. Andernfalls wiirde jede
Population schrumpfen und asymptotisch aussterben.

Also ist I tatsdchlich vorwérts invariant.

Interessanter ist die Untersuchung der Gleichgewichtspunkte. Die Bedingung f(u) = 0 ergibt die
(im invarianten Gebiet I liegenden) stationdren Punkte u, = 0 und u* = K. Um deren Stabilitit zu
untersuchen, sehen wir uns die Linearisierung an.

Fiir u, = 0 erhalten wir als Ableitung

f(0) = [v (1 - %) +yu (—;)L_O =7>0,

wir haben also einen positiven Eigenwert, und u, = 0 ist ein instabiler Gleichgewichtspunkt.
Fiir uv* = K berechnen wir

K K
>—'y<0,

fI(K)_’Y<1KK

der einzige Eigenwert ist also negativ. Der Gleichgewichtspunkt u* = K ist also asymptotisch stabil.
Dass u* = K sogar global asymptotisch stabil (im biologisch relevanten Bereich u > 0) ist, sehen

wir in diesem einfachen Fall auch durch direktes Betrachten der Gleichung. Ist ndmlich u(t) € (0, K), so

ist & = f(u) positiv und v wird daher grofier und néhert sich K. Ist hingegen u(t) > 0, so ist @ = f(u)
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Abbildung 2.1:  Losungen der VERHULST-
Gleichung fiir Anfangsbedingungen

e uy =0.03K < & (schwarz, durchgezogen),

o K >ug=0.7K > & (blau, gestrichelt) und

o ug = 1.3K > K (rot, gepunktet).

Als Parameter wurden v = 1 und K = 1 gewihlt.

negativ und u schrumpft und bewegt sich daher wieder auf K zu, wie wir schon in der Einfiihrung
bemerkt haben.
Fiir dieses einfache Modell kénnen wir sogar noch die explizite Losung angeben:

uo K expl]

ult) = 7= uo(1 — exp[t])”

Man beachte noch, dass die Losung konvex ist, falls ug > K, konkav, falls ug € [K/2, K) und sig-
moide Form hat, falls ug < % Der Grund fiir das letzte Verhalten liegt darin, dass f (und damit die
K

Zeitableitung von u) sein Maximum in % annimmt.

2.1.3 Aussterben kleiner Populationen

Betrachten wir eine Population, deren Individuen zusétzlich einem Jéager zum Opfer fallen kénnen, so
miissen wir dem obigen Modell noch einen Jagdterm p(u) hinzufiigen, der die Population verringert:

a(t) = yu(t) <1 - “;?) — plu(?)). (2.1.5)

Dabei nehmen wir zunéchst an, dass p(u) nicht negativ (fiir uw > 0) ist, p monoton wachsend ist (je
mehr Individuen vorhanden sind, desto mehr kénnen gefressen werden), fiir u N\, 0 gegen Null geht und
beschrinkt ist (beschrénkte Zahl von Jidgern mit endlichem Appetit). Ein typisches Beispiel ist

2

au
Pl = e

was zu

a(t) = yu(t) (1 - “;(t)) au u(0) = up (2.1.6)

12 42’

fithrt. Diese Gleichung wird zum Beispiel fiir die Modellierung eines Waldschédlings (engl. spruce bud-
worm, etwa Fichtentriebwickler) benutzt (vgl. z.B. das erste Kapitel in [12]).

Wir wollen hier annehmen, dass unsere Jéger etwas effektiver auf kleine Mengen unserer Individuen
reagieren und die Zahl der Jéger durch das Fressen der Beute nicht nennenswert zunimmt. Dann sieht
der Fressterm etwa so aus:

au
p(u) - L+ U,
was uns zur Gleichung
. u(t) au
t) = t)l1———= | — 0) = 2.1.7
i) =ute) (1- 52 ) = 5 w0 = (2.17)
fithrt, die wir durch Messen der Populationsdichte in Vielfachen von ¢ und geeigneter Zeitskalierung:
U o} K L
v=—, Tzita kZi’ Y= =7
L L L
in die dimensionslose Gleichung
(1Y) - = ), (0 == (218)
pum— v _ = — = e v v = Vg = —. 1.
ar 7 k 1+v VRS 07

iiberfiithren.
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Auf der Suche nach Gleichgewichtspunkten setzen wir f(v) = 0 und erkennen als ersten Gleichge-
wichtspunkt v = 0, was uns nicht iiberraschen sollte, da keine Population aus dem Nichts entstehen
kann. Die iibrigen stationdren Punkte sind dann Losungen der Gleichung

(-9 =1

oder dquivalent
1
O:v2+(1—k)v+k(~—1). (2.1.9)
Y

Dies liefert weitere Losungen

vc/e;<kli\/(kl)2+4k(1;>> ;(kli (k+1)24§>

Diese Losungen sind reell, falls

TR e
(1+Ek)?

ist. Das ergibt eine notwendige Bedingung fiir weitere Gleichgewichtspunkte. Damit diese biologisch
relevant sind, miissen sie auch noch positiv sein. Dazu unterscheiden wir folgende Fille.

1. k> 1, 4 > 1: ein positiver Gleichgewichtspunkt (sowie ein negativer, biologisch irrelevanter).
2. k>1, 4ﬁ < 7 < 1: zwei positive Gleichgewichtspunkte.
3. k <1, # > 1: ein positiver Gleichgewichtspunkt (sowie ein negativer, biologisch irrelevanter).
4. k<1, 4ﬁ < 4 < 1: kein positiver Gleichgewichtspunkt.

Untersuchen wir nun noch die Stabilitat der Gleichgewichtspunkte. Wir beginnen mit dem in jedem
Fall vorhandenen Gleichgewicht v = 0. Dazu berechnen wir

L) =q oy L
f;y,k‘(v)_’y Qk'v (1+U)2

und damit
firw)=7-1

Das ist nun nicht mehr zwingend positiv. Vielmehr hingt die Stabilitdt der leeren Population von 4 ab.
Ist ndmlich 4 < 1 (was notwendig ist, damit wir zwei positive Gleichgewichtspunkte erwarten diirfen —
siehe Fall 2 in der obigen Liste), so wird v* = 0 asymptotisch stabil und wir miissen mit dem allméhlichen
Aussterben kleiner Populationen rechnen.

Betrachten wir nun die moglichen positiven stationéren Punkte und beginnen wir mit

vcz—l<k—1— (k+1)2—4’f>,
v

der nur in Fall 2 auf unserer Liste positiv ist.
Eingesetzt in die Ableitung von f ergibt das

i) =7 -2 (k—1- -4) - 4 )
fiale) =4 k(’f Loy R+ L? 47) (2+(k*1* (k+1)2*4§))

Wir wissen bereits, dass bei 4 = 1 eine der beiden Lésungen von (2.1.9) mit Null zusammenfallen wird,
was sich fiir diesen Gleichgewichtspunkt beim Ausrechnen der Ableitung bestétigt:

4 4

1
—1-0— — =
(2+k-1- (k—1)2)2 (2+0)2

ka(Uc):l_z(k‘—l— (k—|-1)2—4l<:) —

0.

Berechnen wir weiter

2k 4k
aﬁ(f“"/,k(ﬂc))H:l =1- FE—1) -
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was fiir 0 < k < 1 strikt positiv und fiir £ > 1 strikt negativ ist, so stellen wir fest, dass die Ableitung
f% x(vc) im ersten Fall in unserer Liste (k > 1,7 < 1) positiv sein muss und dieser stationére Punkt im
Fall seiner Existenz stets instabil sein wird.

Analog gehen wir fiir
k
(k—1+ (k+1)2—4~>
5

N | =

Ve 1=

vor und erhalten

x>

f%vk(ve)zfyf <k1+ (k+1)2 -4

2|

T

was fir y =1

1 4 1\?
wv)=1--2k-1) - ——m——— —< —
Fale) =1 @ = 1) = oo -
Dieser Gleichgewichtspunkt ist fiir 4 = 1 also stabil.
Andererseits wissen wir, dass die beiden Losungen von (2.1.9) fiir
k
L
e
zusammenfallen. Dort ist die Ableitung wie zu erwarten
k k 4
L (Veye) = 4 —4 k—1+0)— =0,
Fo.4(Vere) (14 k)2 k(1+k)2( ) 2+ (k—1+0)°

und wir folgern, dass fiir ¥ > 49 der groflere Gleichgewichtspunkt v, asymptotisch stabil ist, wdhrend
der kleinere v, instabil ist.

W
~

410 420 430 440 430 460 +7.0  +80  +9.0

o Se_s0a---Tos  vod~, soa +op As\ v \\ //,/ 000
Abbildung 2.2: Verschiedene Formen von f5 , und Bifurkationsdiagramm. Links: f5,1.5 fiir ¥ = 1.04 (rot), 1.0
(schwarz, gestrichelt), 0.97 (gelb), 0.96(= Ao) (blau, gestrichelt), 0.94 (griin); Mitte: f5,0.75 fir 4 = 1.04 (rot),
1.0 (schwarz, gestrichelt), 0. ~ 9796(~ o) (blau, gestrichelt), 0.92 (griin) — die gestrichelten Kurven entsprechen
gerade den Grenzfillen; rechts: Bifurkationskurven in der 4-k-Ebene. Die Zahlen in den verschiedenen Bereichen
stimmen mit denen in der obigen Liste iiberein. In der weilen Region unterhalb der blauen Kurve (Jo(k) =
4%) gibt es keine reellen Gleichgewichtspunkte.

Der besonders interessante Effekt ist fiir den Fall 2 mit zwei positiven Gleichgewichtspunkten zu
beobachten. In diesem Fall ist die Null ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht, und wir haben eine
kritische Populationsdichte v, als instabilen Gleichgewichtspunkt derart, dass fiir Anfangsbedingungen
vy < v die Losung monoton fillt und die Population asymptotisch ausstirbt. Ist hingegen die Anfangs-
population vy > v, so entwickelt sich die Losung auf den grofleren, stabilen Gleichgewichtspunkt ve zu
und konvergiert fiir grofle Zeiten dagegen, wie wir es schon von der VERHULST-Gleichung her kennen.
Dieser stellt also so etwas wie eine effektive Tragfihigkeit des durch Jédger unwirtlicher gewordenen Ha-
bitats dar (man beachte, dass stets v, < k gilt). Man spricht auch von Bistabilitit, wenn man betonen
will, dass es zwei asymptotisch stabile Gleichgewichtspopulationen gibt.

In den Féllen 1 und 3 (¥ > 1) ist das Verhalten des Systems dem logistischen Wachstum sehr dhnlich
(man vergleiche die Form von f5 j, fiir diesen Fall mit der rechten Seite der VERHULST-Gleichung). Wie-
der ist der (nunmehr alleinige positive) Gleichgewichtspunkt v, eine verminderte effektive Tragfihigkeit.
In diesem Fall dominiert der logistische Wachstumsterm den Jagdterm so stark, dass dieser keine qua-
litative Anderung des Populationsverhaltens bewirken kann.
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Im Fall 4 sowie fiir ¥ < 4¢ gibt es aufler der Null keine biologisch relevanten Gleichgewichte. Da ferner
in diesem Fall stets fz ;(0) < 0 ist, bleibt als einziges mogliches Losungsverhalten das asymptotische
Aussterben der Population (f5x(u) ist fir alle positiven u negativ), der Jagdterm dominiert also in
diesem Fall den Wachstumsterm derart, dass die Population keine Chance hat, der Vernichtung zu
entgehen.

2.1.4 Ubung: Jagen und Sammeln in wilden Populationen

Abschlielend wollen wir uns ansehen, was passiert, wenn man in einer sich frei entwickelnden Population
gelegentlich durch Jagd (bei Tierpopulationen) oder Sammeln bzw. Ernte (bei Pflanzen-, Pilz- oder
Mikroorganismenpopulationen) eine bestimmte Menge von Individuen entnimmt. Dabei kénnen analog
zum Modell im vorigen Abschnitt Effekte wie das Aussterben kleiner Populationen auftreten, was man
zum Beispiel bei Modellen fiir Uberfischung beobachtet.

Fiir den Entnahmeterm gibt es zwei Extremfélle, ndmlich Entnahme mit konstantem Ertrag und
Entnahme mit konstantem Aufwand. Im ersten Fall ist wird von der freien Wachstumsrate einfach eine
Konstante H (die Entnahmerate) abgezogen, was im Fall logistischen Wachstums zu

t
a(t) = yu(t) (1 - “;()) CH  firt >0, w(0) = g (2.1.10)
fiihrt. Bei Entnahme mit konstantem Aufwand werden bei grofleren Populationen auch grofiere Mengen
entnommen und die VERHULST-Gleichung wird zu

au(t) = yu(t) (1 - u}({t)) —hu fir ¢t > 0, u(0) = up. (2.1.11)

Die Analyse dieser Systeme dhnelt der fiir die Gleichung mit Jagdterm aus dem letzten Abschnitt und
soll als Ubungsaufgabe dienen. Finden Sie insbesondere fiir beide Fille kritische Werte H* und h* fiir
die Entnahmeparameter H bzw. h und beschreiben Sie das Verhalten der Losungen fiir verschiedene
Anfangsbedingungen in Abhiingigkeit vom Wert dieser Parameter (d.h., H > H* vs. H < H* bzw.
h > h* vs. h < h*)!

2.1.5 Zusammenfassung

Das typische Populationsmodell mit einer Spezies geht von einer Pro-Kopf-Wachstumsrate I" aus, die
zu einer Gleichung der Form
a(t) = u(t)I(u(t)) (2.1.12)

fithrt. Das funktioniert auch fiir die Modelle mit Jagd- oder Entnahmeeffekten (mit Ausnahme der Ent-
nahme mit konstantem Ertrag) mit differenzierbaren Funktionen I'; und in Abhiingigkeit vom Verhalten
der Pro-Kopf-Wachstumsrate werden die Modelle folgendermafien klassifiziert.

e Kompensationsmodelle: T hat eine positive Nullstelle K, I'(u) > 0 fiir 0 < v < K, I'(u) < 0 fiir
0 < u < K — klassisches Beispiel ist die VERHULST-Gleichung

e Depensationsmodelle: " hat eine positive Nullstelle K und ein positives Maximum K* < K, I'(u) >
Ound I'"(u) <0 fir 0 <u<K,I'(u) >0 fir 0 <u< K* I'"(u) <0 fir K* <u < K — solche
Modelle sind eher selten, kommen aber gelegentlich bei der Modellierung von Fischpopulationen
(auch ohne Fischerei) vor

e kritische Depensationsmodelle: T' hat zwei positive Nullstellen u, und w, > u, mit I'(u) < 0 fiir
0 < u < ueund T'(u) > 0 fiir u. < u < u, — diesen Fall haben wir fiir geeignete Parameter beim
Modell mit Jagdterm oder Entnahmeterm beobachtet.

Das Verhalten der Wachstumsrate fiir deutlich gréfiere Argumente als K bzw. u,. ist oft unnatiirlich,
spielt aber fiir die biologische Relevanz des Modells oft keine grofie Rolle, da die Populationen derartige
Werte in aller Regel nicht erreichen. Dieses haben wir fiir die VERHULST-Gleichung bereits diskutiert.

2.2 Modelle fiir zwei Spezies

Wollen wir zum Beispiel im Modell (2.1.7) die Entwicklung der Jégerpopulation explizit mit beschreiben,
so bleibt uns nichts anderes iibrig als ein System von Gleichungen zu betrachten. Wir beginnen mit
einigen allgemeinen Betrachtungen iiber Modelle mit zwei Spezies, bevor wir uns mit einigen Beispielen
beschéftigen.
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2.2.1 Gleichgewichtspunkte in zweidimensionalen Systemen

Wir bezeichnen die Dichten bzw. Populationsgroflen der zwei Spezies mit v und v und erhalten fiir das
allgemeine autonome Modell folgende Form:

w(t) = fu(u(t),v(t)) = gu(u(t)) + hy(u(t),v(t)) fir ¢t > 0, u(0) = uyp, (2.2.1a)
0(t) = fulu(t),v(t)) = go(u(t)) + hy(u(t),v(t)) fiir t > 0, v(0) = vp. (2.2.1b)

Dabei lassen sich die rechten Seiten in die freien Wachstumsraten g, (u) = f.(u,0) und g,(v) = f,(0,v)
(in Abwesenheit der jeweils anderen Spezies) und echte Wechselwirkungsterme h,, und h, aufspalten.
Wie bisher auch wird die Null (genauer der Punkt (0,0)) ein Gleichgewichtspunkt des Systems sein,
da wir keine creatio ex nihilo annehmen wollen. Weitere Gleichgewichtspunkte mégen auf den positiven
Halbachsen liegen und entsprechen den Gleichgewichtspopulationen einer der beiden Spezies in Abwe-
senheit der anderen. Desweiteren gibt es moglicherweise strikt positive stationdre Punkte (u*,v*), die
man als Koexistenzgleichgewichte bezeichnet. Man findet diese zum Beispiel graphisch, indem man die
Nullstellengebilde von f, und f, in der u-v-Ebene zeichnet und deren Schnittpunkte sucht.

Fiir die stationdren Punkte betrachten wir unter Annahme der stetigen Differenzierbarkeit der Ab-
bildung

die Linearisierung

[ = (fuafv)T :R? - R?
o (0ufe Bt —(*®
A= ‘J(U*’U*)f B <aufv 8va) (u*,v*) - <C d> |

_ Diese habe die nicht verschwindenden Eigenwerte A\; und Ao, mit welchen wir die Matrix A per
Ahnlichkeitstransformation auf eine der folgenden Formen (mit reellen Eintriigen) bringen kénnen:

0 .
)\2) mit

a))q:/\g?é()
b))\1>)\2>00der)\1<>\2<0
c) A1 >0> Ao

und Losungen der linearisierten Gleichung der Form

U = Uy exp[Ait], V =V exp[Aat]

! ) mit Ay = A2 = A # 0 und Loésungen der linearisierten Gleichung der Form

U ~ (Up + Vot) exp[At],  V ~ Vg exp|t]

Z) mit A\jp = @ £ w, a > 0 oder @ < 0 und B # 0 und Lésungen der linearisierten Gleichung der

Form
U = explat] (Cy cos(wt) + Cysin(wt)), V = explat] (—C sin(wt) + Cs cos(wt)) ,

wobei C? + C3 = Ug + V.
w) mit \; /5 = fww # 0 und Losungen der linearisierten Gleichung der Form

U = Cy cos(wt) + Cysin(wt), V = —Cysin(wt) + Cycos(wt), C?+C3=UZ +V§
und insbesondere U2 + V2 = const.

Fiir die Fille I bis III sind die Sétze 1.18 und 1.19 anwendbar und das Verhalten des vollen Systems
in der Ndhe des Gleichgewichtspunkts lésst sich durch Betrachtung der Linearisierung A vorhersagen.
Diagramme....
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Bemerkung 2.1. Man bendtigt die Eigenwerte nicht explizit, um die Art des Gleichgewichtspunkts
(u*,v*) zu bestimmen. Vielmehr geniigt es, die Spur trA = A\ + A2, die Determinante det A = A\j Ay und
die Diskriminante

A(A) = (a — d)? + 4be

der Matriz A = J(y~ ) f zu kennen. Die Bedingung, dass beide Eigenwerte von Null verschieden sein
sollen, iibersetzt sich zu D # 0. Ferner ist (u*,v*) ein

o Sattel, falls det A < 0.

e Zentrum, falls trA =0 und det A > 0.

e stabiler Knoten/Fokus, falls trA <0, det A > 0 und A(A) >/ < 0.

e instabiler Knoten/Fokus, falls trA >0, det A > 0 und A(A) >/ < 0.

2.2.2 Wechselwirkungen zwischen zwei Spezies

Die Art der Wechselwirkung in (2.2.1) ist nun durch die Vorzeichen von 9,h,, und 9,h, bestimmt und
lasst sich wie folgt katalogisieren.

1. Wettbewerb. Stehen beide Spezies im Wettbewerb um die verfiigharen Ressourcen (etwa um eine
gemeinsame Futterquelle), so ist

Ophy <0 und Ouhy < 0.

2. Jager-Beute-Beziehung. Ernéhrt sich eine der beiden Spezies (sagen wir, v) von der anderen und
dezimiert diese dabei, so ist
Ophy <0 und Ouhy > 0.

3. Mutualismus/Symbiose. Profitieren die beiden Spezies voneinander, so erwarten wir folgendes Ver-
halten:
Ophy >0 und Ouhy > 0.

Diesen Effekt gibt es in fakultativer oder obligatorischer Ausprigung.

In jedem der genannten Félle kénnen in Abhéngigkeit von der genauen Form der Wachstumsraten
verschiedene Typen von Gleichgewichtspunkten oder auch periodische Orbits auftreten. Aulerdem kann
man durchaus Modelle konstruieren, bei denen die relevanten Ableitungen ihr Vorzeichen wechseln, wenn
sich die Populationsgrofien dndern.

2.2.3 Wettbewerbsmodelle

Um das Prinzip des Wettbewerbs zu untersuchen und das Prinzip des wechselseitigen Ausschlusses zu
veranschaulichen, wollen wir uns auf Modelle mit Pro-Kopf-Wachstumsraten beschrinken, die in beiden
Populationsdichten linear sind. Das allgemeine Modell lautet dann

w(t) =u (| yu— Ju gy - mo| = y|1- L muv  flirt >0 u(0) = ug (2.2.2a)
K, K,

. Yo v ..

o(t) =v |y — KU =T 1- K )~ mew firt >0 u(0) = up. (2.2.2b)

Insbesondere erkennen wir fiir jede einzelne Spezies das VERHULST-Modell — oder im Grenzfall K/, —
oo das exponentielle Wachstumsmodell — wieder.

Bemerkung 2.2. Wir bemerken, dass der positive Quadrant Q = {(u,v)T € R? | v > 0,v > 0} ein
invariantes Gebiet fir dieses Modell ist, wie es sich gehdrt. Dazu berechnen wir auf den Randstiicken
der abgeschlossenen, konvezen Menge Q die dufferen Normalen n und die rechte Seite f = (fu, fu)7.
Firu=0, v>0istn=(—1,0)T (oder ein positives Vielfaches davon) und

Yu
f(O,'U) - ( ( v )a
Yo 1_K7v)
also nT f(0,v) = —7, < 0.

Analog ist fir u >0, v =0 das fragliche Skalarprodukt —=,.
Fiir den verbleibenden Randpunkt u = v = 0 ist f(0,0) = 0, also unabhdingig von der duferen Normalen
nl'f=0.
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Gleichgewichtspunkte und Stabilitét

Wegen der Linearitét der Pro-Kopf-Raten kénnen wir die Gleichgewichtspunkte des Modells besonders
leicht berechnen. Zunéchst einmal verschwindet

fu=u Y= 2wy
K,

fiir v = 0 oder
wahrend

fiir v = 0 oder
K,
v=— (Y — n2u)
Yov

Null wird.
Dies ergibt stets die Gleichgewichtspunkte (0,0), (0, K,) und (K,,0). Das sollte uns nicht iiber-
raschen, da dies die stationéiren Populationsdichten der jeweils einzelnen Spezies in Abwesenheit der

anderen sind. Falls nicht gerade

Y _ Kot

Ku771 N Yo
ist (was parallelen Nullstellenlinien entspriiche), so erhalten wir als Schnittpunkt der beiden nicht tri-
vialen Nullstellengeraden ein weiteres Gleichgewicht (u*,v*) mit

Ju YuYv
o K, Y —mK, ot KT mYu oy — K,
T meKy T dw K, T Ve = e _ Ky
mK, Yo K, — R%, . TRy g =g Yu

Zur Stabilitéit der Gleichgewichtspunkte stellen wir zunéchst fest, dass die Ableitung

Yu (1 — 2%) —mv —mu
—n2v Yo (1 — 21%) — Nou

Yu 0O
0 7

und (0, 0) daher stets ein instabiler Knoten sein wird.
In den Punkten (0, K,) und (K, 0) ist die Linearisierung durch die Matrizen

f’(um) =

fiir (u,v) = (0,0) die Form

Yu — anv 0 —Yu _anu
bzw.
77]2K’U —Yov O 7v - nQKu
gegeben.
Am Punkt (u*,v*) ist die Rechnung etwas komplizierter und man kommt auf
e, —mu
—pvt =Yt

was fiir positive «* und v* eine negative Spur und die Determinante

oY e
K, K, 172
hat, deren Vorzeichen gleich dem des Terms in der Klammer ist.
Die Existenz eines positiven Gleichgewichts (d.h., v* > 0 und v* > 0) und dessen Stabilitédt sowie die

der beiden anderen nicht trivialen Gleichgewichtspunkte héngen also von den Parametern des Modells
ab. Erstens kénnen wir die Diskriminante fiir die JACOBI-Matrix am Punkt (u*,v*) als

u* *

2
v
Au*,u* = ('Yul(u - ’YUKU) + 47]1772U*’l)*
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berechnen und stellen fest, dass dieses fiir positive u* und v* ebenfalls positiv ist. Ferner berechnen
wir recht leicht A > 0 fiir die anderen Gleichgewichte und haben daher nur mit reellen Eigenwerten zu
rechnen.

Um die Stabilitdt der einzelnen Gleichgewichte zu bestimmen, unterscheiden wir vier Falle:

1. vy > MKy, 70 > m2K,. Die letzte Bedingung iibersetzt sich zu Z,—” > 7]1772%. In diesem Fall
ist (u*,v*) tatséchlich ein positives Gleichgewicht und zudem ein (asymptotisch) stabiler Kno-
ten (die Determinante an (u*,v*) wird dann positiv). Die beiden Gleichgewichte mit nur einer
iiberlebenden Spezies werden zu Satteln, also instabil. Fiir generische Anfangsbedingungen wird
sich also eine stabile Koexistenz beider Spezies ausbilden. Geometrisch erkennt man diesen Fall
daran, dass der Schittpunkt (u*,v*) oberhalb der Verbindungsgeraden von (K,,0) und (0, K,)
liegt, die Gesamtpopulation im Koexistenzfall als grofler ist als jede Konvexkombination der ein-

zelnen Gleichgewichtspopulationen.

2. vy < mKy, v < n2K,. Hier sind u* und v* ebenfalls positiv, aber die JACOBI-Determinante
an diesem Punkt ist nun negativ, also handelt es sich um einen Sattel. Dessen stabile Mannig-
faltigkeit teilt das invariante Gebiet @ in zwei Teile (die ihrerseits invariant sind). In welchem
dieser Teile die Anfangsbedingungen liegen, bestimmt dann, gegen welchen der stabilen Knoten
(K4, 0) oder (0, K,) die Losung konvergiert. Das Koexistenzgleichgewicht liegt nun unterhalb der
Verbindungsgeraden von (K, 0) und (0, K,).

3. Yu > MKy, 7w < n2K,. Nun gibt es gar kein positives Gleichgewicht, (K,,0) ist ein stabiler
Knoten und (0, K,,) ein Sattel. Fiir positive Anfangsdaten wird also asymptotisch nur die Spezies
u tiberleben.

4. vy < MKy, 7o > 2K, Wieder gibt es kein positives Gleichgewicht, aber nun ist (0, K,,) ein sta-
biler Knoten und (K,,0) ein Sattel. Asymptotisch iiberlebt nun die durch v beschriebene Spezies.

Hier Skizzen einfiigen
In den Féllen 2, 3 und 4 spricht man auch von unqualifiziertem Wettbewerb, da in diesen Féllen

* *

u+v<1
K, K,

ist und die Wettbewerbsterme dazu tendieren, die Gesamtzahl an Individuen zu reduzieren. Das tritt
zum Beispiel beim Wettbewerb um eine gemeinsame Nahrungsressource auf. In solchen Situationen gibt
es kein stabiles Koexistenzgleichgewicht und eine der beiden Spezies wir die andere verdrédngen.

Bemerkung 2.3. Der gegenseitige Ausschluss im Fall unqualifizierten Wettbewerbs gilt streng nur fir
lineare Pro-Kopf-Wachstumsraten. Fiir nichtlineare Raten kinnte jedoch ein (zumindest lokal) stabiles
Koexistenzgleichgewicht existieren. Dafiir gibt es auch einzelne experimentelle Hinweise.

Um die Bemerkung geometrisch zu deuten, erinnern wir uns, dass die Bedingung

u* v*

KquKU

<1

bedeutet, dass das Gleichgewicht (u*,v*), falls es denn positiv ist, unterhalb der die Extinktionsgleich-
gewichte verbindenden Geraden

uo vy
K, K,
liegt. Fiir die Steigungen der Nulllinien {f,(u,v) = 0} und {f,(u,v) = 0}, gegeben durch u +— v1(u)
bzw. u +— va(u) bedeutet das v (u*) > v (u*), d.h., die @ = 0-Linie durchst68t die v = 0-Linie im Punkt
(u*,v*) von unten. Genauer gilt:
Satz 2.4. Fir das System
= fulu,v) = uFy(u,v) (2.2.3a)
v = folu,v) = vF,(u,v) (2.2.3b)

mit stetig differenzierbaren Fy, F, vom Wettbewerbstyp sei (u*,v*) ein positiver Gleichgewichtspunkt,
an welchem alle partiellen Ableitungen von F,, und F, strikt negativ sind. Mit u — v1(u) und u — vo(u)
seien die Nulllinien {u = 0} bzw. {0 = 0} bezeichnet, deren Schnittpunkt (u*,v*) ist. Dann ist (u*,v*)
lokal asymptotisch stabil, falls vi < vl und instabil, falls vl < v].
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Beweis. Da 0, F,, und 9, F, im Punkt (u*, v*) negativ sind, kénnen F,(u,v) = 0 und F,(u,v) = 0 lokal
nach v aufgelést werden und haben negativen Anstieg. Da die JACOBI-Matrix von f an (u*,v*) die Form

w o F, u*d,F,
v*OF, v*0,F,

hat, ist trA < 0 und
det A = u*v* (0, Fy 0, Fy — 0, Fy0, F,) = w*v™ (=] + v5) 0, F\,0u F.

Falls also vy > vf, so ist det A > 0 und damit (u*,v*) asymptotisch stabil. Falls v] > v4, so wird die
Determinante negativ, und der Gleichgewichtspunkt zum Sattel. O

Bemerkung 2.5. Der gleiche Beweis funktioniert so dhnlich auch fiir andere Kombinationen von Vor-
zeichen, allerdings werden die Bedingungen an v} und vl dann gern mal etwas komplizierter. Insbeson-
dere wird offensichtlich fir positive Oy F,, und 0,F, die Spur positiv und der Gleichgewichtspunkt damit
notwendig instabil.

2.2.4 Riauber-Beute-Modelle

Wir wollen uns nun mit einem System des zweiten Typs beschéftigen. Das in der Einfithrung erwéhnte
LOTKA-VOLTERRA-System

u(t) = yu(t) —oqu()v(t) = uly —aqv) f.t>0, u(0)=mwug (2.2.4a)
0(t) = agu(t)v(t) —ov(t) = v(agu —0) f.t>0, wv(0)=uwvg (2.2.4Db)

beruht auf der unrealistischen Annahme, dass die Beutepopulation in Abwesenheit der Jiger unbe-
schrankt wichst und liefert zwar fiir bestimmte Anfangswerte und Parameter Oszillationen in den
Populationen, die in dhnlicher Weise in der Natur beobachtet werden, deren Grofle ist aber von den
Anfangsbedingungen abhingig. Auflerdem kann deren Existenz durch kleine Stérungen in der Glei-
chung verhindert werden. Derlei qualitative Verdnderungen des Losungsverhaltens von der Form der
Gleichungen deutet oft auf ein wenig robustes und damit unrealistisches Modell hin.

Wir wollen daher nun das néchstrealistischere Modell betrachten, bei dem die Beute intrinsisch
einem logistischen Wachstum unterliegt. Das Modell lautet dann unter Annahme linearer Pro-Kopf-
Wachstumsraten

a(t) = u(t) (7 - %u(t) - alv(t)) £.£>0, u(0)
0(t) = v(t)(azu(t) — 9) f.t>0, wv(0)

ug (2.2.5a)

vo. (2.2.5b)

Einen positiven Gleichgewichtspunkt

(ZL:) B <K<;K _ 5))

gibt es, falls as K — § > 0 ist. Im Fall der Existenz hat die JACOBI-Matrix

Al (E e _ (-
v* g 0 (e K — 9) 0

a1 K

an diesem Punkt die Spur

oy
trA = — 0
T a2K<

und die Determinante

det A = 57 (OzzK—(S)>O, da as K — 9§ > 0.
OéQK

Ob es sich um einen Knoten oder einen Fokus handelt, hingt vom Vorzeichen von

522 o 462y (v (eK)?
ke AR (K 0 = <4 TS +O‘2K>

A(A) =

ab.
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Der andere nicht triviale Gleichgewichtspunkt (K, 0) mit JACOBI-Matrix

_ ([ —aK
B = < 0 OéQK — (5)
ist dann ein Sattel mit der u-Achse als stabiler Mannigfaltigkeit. Er wird asymptotisch stabil, wenn
asK — § < 0, also gerade, wenn das positive Gleichgewicht verschwindet.

Nehmen wir nun an, die Rduber wéren nicht unbedingt auf die vorliegende Beutespezies angewiesen
und konnten sich in deren Abwesenheit auch von anderen Ressourcen erniihren, so liegt es nahe, den
Réubern auch intrinsisch logistisches Wachstum zu unterstellen:

U = u(t) ('yu - Z{—uu(t) - aw(t)) f.t>0, u(0)=mwug (2.2.6a)
0 =o(t) (azu(t) + Y — ;;W;(t)) f.t>0, v(0)=uvp. (2.2.6Db)

Ubung. Auch hier haben wir eine einfache Bedingung fiir die Existenz eines positiven Gleichgewichts-
punktes. Finden Sie diese und diskutieren Sie im Fall der Existenz dessen Stabilitéit. Schauen Sie sich
ferner die Stabilitiat der Gleichgewichte (K,,0) und (0, K,,) an! Untersuchen Sie auch den Fall v, < 0
und K, < 0 (d.h., kein Gleichgewicht (0, v,) mit v, > 0 - dieser Fall ist ganz &dhnlich zu (2.2.5))!

Die Ubung zeigt uns, dass es keine dauerhaften Oszillationen geben kann. Um ein solches Verhalten
bei Annahme intrinsisch beschrinkten Wachstums fiir die Beutepopulation zu erhalten, werden wir also
nichtlineare Pro-Kopf-Wachstumsraten annehmen miissen. Das sieht dann im allgemeinen Fall wie folgt
aus:

= u(t)Ty(u(t)) — uve(u(t),v(t)) f.t>0, u(0)=mwug (2.2.7a)
0 =v(t)Ty(v(t)) + auve(u(t), v(t)) f.t>0, v(0)=uwvp. (2.2.7b)

Meist werden fiir die Réuber wie in (2.2.5) konstante negative intrinsische Raten angenommen. Ferner
nimmt man an, dass die Pro-Kopf-Fressraten nur vom Beuteangebot abhéingen, und man erhilt Modelle
des sogenannten ROSENZWEIG-MACARTHUR-Typs:

U =u(t)D(u(t)) — uvp(u(t)) = uw(l(u) — ve(u)) f.t>0, u(0)=mwuo (2.2.8a)
0 = —0v(t) + cuvp(u(t)) = v(aup(u) — §) f.t>0, v(0)=uwvp. (2.2.8b)

Dabei ist up(u) die Rate mit der ein Rduber Beute frisst und o beschreibt die Effizienz der Umset-
zung gefressener Beute in eigenes Wachstum. Fiir ¢ sollte man ¢(u) > 0 fiir v > 0 annehmen. Des-
weiteren nimmmt man an, dass mit zunehmendem Nahrungsangebot pro Kopf mehr gefressen wird,
also W > 0. Auflerdem vermutet man typischerweise einen Séttigungseffekt: ¢'(u) < 0 und
lim,, o0 up(u) < co. Klassische Beispiele sind

a

o(u) = I (2.2.9)
o(u) = al—e+p[—bu] (2.2.10)
o(u) =au?™!  (mit ¢ € (0,1)) (2.2.11)

Selbstversténdlich ist der positive Quadrant {(u,v) | u > 0,v > 0} wieder ein invariantes Gebiet fiir
das System (da f,(0,v) =0 und f,(u,0) =0).

Gleichgewichtspunkte

Neben dem trivialen Gleichgewicht (0,0) und eventuellen Gleichgewichtspopulationen (u.,0) fiir die
Beute in Abwesenheit der Rauber fiihrt die Gleichgewichtsbedingung @ = © = 0 bei Betrachten der
Gleichung fiir v zunéchst auf

aup(u) =6,

was wegen des Vorzeichens und der Monotonie von up(u) genau eine positive Losung u = u* liefert.
Eingesetzt in die Gleichung fiir v ergibt sich dann

Du*) au*T(u*)

e(ur) 6

*_
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Dieses hat das gleiche Vorzeichen wie T'(u*), ist also positiv, falls zum Beispiel fiir intrinsisch logistisches
Wachstum der Beutespezies (I'(u) = v (1 —u/K)) u* < K ist.

Merke! Ein positives Gleichgewicht kann nur existieren, wenn die eindeutige positive Losung u* von
aup(u) = ¢ auch I'(u*) > 0 erfiillt. Dies bedeutet, dass die minimale Beutemenge, die fiir das dauerhafte
Uberleben der Riuber nétig ist, nicht so groB sein darf, dass eine Beutepopulation dieser GroBe schon
in Abwesenheit der Réuber schrumpfen wiirde.

Um die Stabilitdt der Gleichgewichtspunkte zu untersuchen, schauen wir uns erneut die JACOBI-
Matrix am als positiv angenommenen Punkt (u*,v*) an. Diese lautet

u (I'(u") —v'¢'(u"))  —up(u”) Ny ) (w7 3
A= fl(u*v") = - (" (F(u)_r(u)W(“*)) o«
’ av* dup(u) 0 ’

d
up(u) S

*
av —du

u* wr

hat die positive Determinante

und die Spur

' (u”)
trAd = u* (I (u*) —v*¢' (u*)) = u* (F’ u*) — I'(u* )
)~ v () =T £
Die Stabilitdt des fraglichen Gleichgewichts hingt also vom Vorzeichen von trA ab. Wir beobachten
noch analog zu Satz 2.4, dass der Anstieg der @ = 0-Kurve

Oufu(u, v)

(67
oSl ) =5

4]

(u*,v%)

am Punkt (u*,v*) nach dem Satz iiber implizite Funktionen das gleiche Vorzeichen wie die Spur hat,
wir die Stabilitdt des Gleichgewichts also aus dem Anstieg dieser Kurve im Gleichgewichtspunkt ablesen
konnen.

Plots:

Eine genauere Analyse fithren wir fiir den Fall intrinsisch logistischen Wachstums fiir die Beutepo-
pulation und eines Fressterms vom ROSENZWEIG-Typ durch:

i = u (1 - %) — auy £.4>0, u(0)=up (2.2.12a)

U= —0v+aaulv f.t>0, wv(0)=wvp. (2.2.12D)
Durch geeignete Skalierung der Zeit und der Mafleinheiten fiir die Spezies

~ . u . yKl4 < 0 . aK1
t=~t, u=—, 0= v, 0=-—, a=
K a 0 0

(07

und anschliefendes Weglassen der Tilden erreichen wir ein deutlich freundlicher aussehendes System

t=u(l—u)—ulv f.t>0, u(0)
0= —dv+ aulv f.t>0, v0)=w

0 (2.2.13a)
. (2.2.13b)

S

Der Gleichgewichtspunkt liegt bei

u:(i> v*:(l—u*)(u*)lq:<1—<i);> <i)

Wie bereits erwéhnt ist dies positiv, falls in unseren urspriinglichen Koordinaten

K‘1>i

a

ist.
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Einschub: Separatrizen und Grenzzyklen

Fiir die weitere Diskussion dieses Systems wollen wir einen wichtigen, auf POINCARE zuriickgehenden
und von BENDIXSON weiter ausgefeilten Satz fiir zweidimensionale Systeme zitieren. Dazu miissen wir
zunichst einige Begriffe einfiihren.

Definition. 1) Ein Orbit, der fiir t — +o0 gegen die Gleichgewichtspunkte u4 konvergiert, heifit homoklin,
falls uy = u_ und heteroklin, falls uy # u_.

2) Als Separatrix bezeichnet man eine Kurve im Phasenraum eines zweidimensionalen Systems, die
Gebiete unterschiedlichen asymptotischen Verhaltens voneinander trennen.

Ein homokliner Orbit ist also ein solcher, der aus einem Gleichgewichtspunkt startet und in diesen
zuriickkehrt. Im zweidimensionalen Fall kann das nur bei einem Sattel vorkommen, dessen instabile
Mannigfaltigkeit als stabile Mannigfaltigkeit zuriickkommt.

Ein heterokliner Orbit hingegen kénnte Gleichgewichtspunkte verschiedenen Typs miteinander ver-
binden (einen instabilen mit einem stabilen Knoten/Fokus, einen instabilen Knoten/Fokus mit einem
Sattel, einen Sattel mit einem stabilen Knoten/Fokus - und das sind nur die Moglichkeiten in zwei
Dimensionen). Stets liegt dieser Orbit aber in der Schnittmenge der instabilen Mannigfaltigkeit von x_
und der stabilen Mannigfaltigkeit von . .

Der Begriff der Separatrix ist etwas unscharf und in dieser Form keineswegs exklusiv. In verschiedenen
Biichern werden Separatrizen ganz unterschiedlich definiert. In unserem Kontext handelt es sich dabei
oft um heterokline Orbits zwischen Sétteln oder Knoten oder alternativ um die stabile oder instabile
Mannigfaltigkeit eines Sattels. Ein Beispiel haben wir schon bei der Diskussion unseres Wettbewerbs-
systems gesehen (Fall 2).

Kommen wir aber nun

Satz 2.6. (POINCARE-BENDIXSON)
Fiir das autonome System

at) = fult)) (2.2.14)

mit f € CYQ,R?) sei u : R — Q die eindeutige Losung zum Anfangswert u(0) = ug € . Der
Vorwdrtsorbit Orb™ (ug) sei vollstindig in einer kompakten Teilmenge C von Q enthalten. Falls w(uq)
keine Gleichgewichtspunkte enthdlt, so ist w(ug) ein periodischer Orbit.

Der Satz besagt also, dass jeder (vorwérts) beschrinkte Orbit entweder selbst ein periodischer Orbit
ist oder gegen einen Gleichgewichtspunkt oder einen Grenzzyklus konvergiert. Genauer besteht die w-
Grenzmenge eines beschrankten Orbits aus einem Gleichgewichtspunkt, einem periodischen Orbit oder
(in nicht generischen Féllen) aus einer Menge von (einem oder mehreren - eventuell auch unendlich
vielen) Gleichgewichtspunkten und diese verbindenden heteroklinen Orbits.

Der Beweis dieses Satzes, den wir hier nicht ausfithren wollen, benutzt ganz wesentlich den JOR-
DANschen Kurvensatz und kann daher nur in zwei Dimensionen gefiihrt werden. Auflerdem erhalten wir
noch folgenden weiteren Satz.

Satz 2.7. Fualls w(ug) C Q ein periodischer Orbit des zweidimensionalen Systems
= f(u)

mit f € C1(Q;R?) ist, so liegt im Inneren von w(ug) stets ein Gleichgewichtspunkt, sofern dieses Innere
ganz in ) liegt.

Fiir unser Rauber-Beute-Modell bedeutet dieses, dass jede beschrinkte Losung mit nicht negativen
Anfangsbedingungen entweder gegen (K,0) oder (u*,v*) konvergieren oder in einen (u*,v*) umlau-
fenden Grenzzyklus hineinspiralen miissen. Wir zeigen also zunéchst, dass die Losungen zu geeigneten
Anfangsbedingungen beschrinkt bleiben.

Lemma 2.8. Die Lisungen von (2.2.13) bleiben fir alle ug > 0 und vg > 0 beschrinkt.

Beweis. Falls ug = 0, bleibt u(¢) = 0 fiir alle ¢t > 0 und © = —dv, also wird v asymptotisch gegen Null
konvergieren. Ist hingegen vy = 0, so konvergiert nach dem gleichen Argument u(t) gegen 1, bleibt also
auch beschrénkt.
Ist nun ugp > 0 und vy > 0, so stellen wir zunéichst fest, dass u(t) < max{ug, 1} fiir alle ¢ > 0, da fiir
u > 1 die Ableitung % strikt negativ wird.
Auflerdem berechnen wir
d

—(au+v) =ou(l —u) —ov <0, falls v>

(07 [0
= > — ).
dt 5251w
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Damit wird also die Summe au + v kleiner, falls v > § und bleibt, da u beschrénkt ist, selbst

beschrankt. Folglich ist auch v beschrankt. O

Bemerkung 2.9. (i) Man beachte, dass der Beweis nicht von der speziellen Form des Fressterms abhing,
da dieser durch die Wahl der Summe wegfdllt. Fir andere intrinsische Wachstumsterme funktioniert
der Beweis unter gewissen Voraussetzungen dhnlich, allerdings ist fiir die Beschrdanktheit der Summe
unter Umstinden etwas mehr Rechenarbeit nétig.

(it) Die besagte Summe au—+v mag als Gesamtbiomasse des Systems (ndamlich als gewichtete Summe der
Beute- und Riubermassen) betrachtet werden. Wie in Populationsmodellen iblich, ist diese Masse jedoch
keine Erhaltungsgrifie, da die Beutetiere durch Nahrungsaufnahme der Umgebung Masse entziehen und
zum anderen die (nicht durch Jagd) gestorbenen Tiere wieder in den Biomassekreislauf zuriickkehren.

Nun beachten wir, dass es sich bei (0,0) stets um einen Sattel handelt, da die JACOBI-Matrix an

diesem Punkt durch 0
, (IO 0
f (07 O) - < 0 _5)

gegeben ist und wir fiir das intrinsische Wachstum der Beute kein kritisches Depensationsmodell (d.h.,
I'(0) > 0) annehmen wollten. Die stabile Mannigfaltigkeit dieses Sattels ist die v-Achse, da in Abwesen-
heit von Beute jede anfingliche Rduberpopulation aussterben wird.

Fiir den Punkt (K,0) = (1,0) berechnen wir als JACOBI-Matrix

f'(1,0) = (F,él) -5 f_(clyzp(l)) - (01 —51—|—a>

Falls der Punkt (u*,v*) nicht im positiven Quadranten liegt, falls also o < § — bzw. in urspriinglichen
Koordinaten K7 < g — ist, so ist dieser Punkt ein asymptotisch stabiler Knoten:

det f/(1,0) =a -4, trf'(1,0)=—-14+(a—90), A(f(1,0)=(-1—-a+)>%

Man beachte, dass bei Gleichheit o = ¢ die beiden Punkte (u*,v*) und (1, 0) aufeinanderfallen und
der verbleibende Punkt nicht mehr hyperbolisch ist.

Ist hingegen (u*,v*) strikt positiv, so wird (1,0) zum Sattel, dessen stabile Mannigfaltigkeit die
u-Achse ist.

Wir berechnen weiter die Spur der JACOBI-Matrix am nun als positiv angenommenen Punkt (u*, v*)
unter Verwendung von

gp' U Uq72 1-— q d wp(u B
S0((“1)) = (q — 1)uq_l = — " , ( d/u(l )) — quq 1 _ qu(u)’ und u<p(u) _ uq
L(u”) 1—u*

und stellen fest, dass (u*,v*) asymptotisch stabil bzw. instabil ist, falls

1
trA{i 0, d.h., u* {> 7q,

1) 1—q\? 1) 1—q\*
- > -4 bzw. — < -4
a 2—q «a 2—q
oder in den urspriinglichen Variablen
) 1- ! ) 1-— ?
— > R e bzw. — < S e
ax 2—q aq 2—q

gilt. Man beachte, dass beide Bedingungen mit der Positivitdt des Gleichgewichts kompatibel sind.
Die hier gefundenen Bedingungen stimmen mit dem zuvor gesagten dahingehend iiberein, dass sie

also

gerade die Lage der Linie {u = (g)a} rechts oder links des Maximums der @ = 0-Kurve {v = (1 —
u)ul=7} liegt.
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Nun ist im Fall u* = %

1-q\* 1-¢ g(1—q)?
AA) =02 -4 — 1—-— | = da—-7F-+—<0.
“ (2—(1) aq( 2—q) NCEPETS
Ferner ist A(A) =1 > 0 fiir u* = 1 und A(A) = (1 — ¢)? > 0 fiir v* = 0. Man kann nachrechnen,

dass A(A) in Abhéngigkeit von u* genau ein lokales Minimum besitzt, sodass genau in einer Umgebung
des kritischen u* = ;%Z der Punkt (u*,v*) ein Fokus ist (an dieser kritischen Stelle selbst ist es ein

Zentrum).

Offensichtlich schrumpft der Bereich, in dem A(A) < 0 ist, fiir ¢ N\, 0 auf den Punkt u* = %
zusammen, wihrend fiir ¢ 1 der kritische Punkt ;%Z gegen Null geht, wihrend der Bereich mit
Ostzillationen zu

2

da
1+ 4o

wird. Wir stellen also fest, dass bei gegebenem « der Parameterbereich, in dem die Oszillationen auf-
treten, grofler zu erwarten ist, wenn g grofler ist.

Ist (u*,v*) nun ein instabiler Fokus, so existiert um diesen Punkt ein stabiler Grenzzyklus, auf den
alle abseits der Achsen startenden Trajektorien hinspiralen miissen.

Plot

Wir sollten noch bemerken, dass Zwei-Spezies-Modelle der Form

0<u* <

= u(t)Fy(u(t),v(t)) f.t>0, wu(0)=ug (2.2.15a)
0 = v(t)Fy (u(t),v(t)) f.t>0, wv(0)=wvo. (2.2.15Dh)

mit differenzierbaren dichteabhéingigen Pro-Kopf-Wachstumsraten als KoLMoGOROW-Modell bezeich-
net werden. Fiir Rduber-Beute-Modelle sollten diese Raten folgende Bedingungen erfiillen.

(1) 0,F, <0, 0, F, >0, 0,F, <0

(i7) Es existieren K > 0 und J > 0 derart, dass F,,(K,0) = 0, F,(J,0) = 0 und F,(u,0) < O fiir
u> K, F,(u,0) <0 fir u < J.

Die erste Bedingung beschreibt die Rauber-Beute-Eigenschaft, die zweite sichert, dass es eine int-
rinsische Tragfihigkeit K fiir die Beute und eine minimale Dichte J von Beute gibt, die ein Gedeihen
der Rauber erlaubt. Diese Bedingung hatten wir fiir ROSENZWEIG-MACARTHUR-Modelle bereits als
notwendig fiir die Existenz eines positiven Gleichgewichts erkannt.

2.2.5 Symbiose oder Mutualismus

Selbstversténdlich kénnen zwei Spezies auch zum beiderseitigen Nutzen interagieren. Leider sind die
Begrifflichkeiten in diesem Bereich nicht ganz einheitlich - zumal der Grofiteil der Literatur in englischer
Sprache verfasst ist. Dort wird dann gern von mutualism gesprochen, aber auch der Begriff symbiosis
taucht gelegentlich auf. Gern werden beide Begriffe synonym verwendet, es gibt aber auch Texte, die
allgemeine wechselseitig vorteilige Interaktionen als Mutualismus bezeichnen und den Namen Symbiose
fiir solche Beziehungen verwenden, in denen mindestens eine der beiden Spezies auf die andere angewie-
sen ist. Alternativ kann man sich auch einen der beiden Begriffe festlegen und dann etwa fakultativen
(z.B. Nashorner und Madenhacker) von obligatorischem (z.B. zwischen Taubnesseln und Hummeln,
Blattschneiderameisen und Egerlingsschirmlingen) Mutualismus unterscheiden.

Im Sinne der letzten Bemerkung werden wir wieder mit KOLMOGOROW-Modellen arbeiten und wollen
wieder mit linearen Pro-Kopf-Wachstumsraten beginnen. Um den Mutualismus zu veranschaulichen,
haben wir schlicht die Vorzeichen der Wechselwirkungsterme positiv zu wéhlen.

a(t) = u(t) (vu — duul(t) + arv(t)) f.t>0, u(0)=ugp (2.2.16a)
v(t) (o — 00 (t) + au(t)) f.t>0, v(0)=wvo. (2.2.16Db)

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass jede der Spezies nur dann in Abwesenheit der anderen iiberleben
kann, wenn ihre intrinsische Wachstumsrate v positiv ist (in diesem Fall kann die jeweilige dich-
teabhéngige Beschrinkung ¢ wieder als /K geschrieben werden). Die anderen Parameter sollten ohne-
hin stets nicht negativ sein.

Die Analyse dieses linearen Modells hinsichtlich Existenz und Stabilitit von Gleichgewichtspunk-
ten fiir verschiedene Parameterbereiche (man beachte neben den Vorzeichen der v insbesondere das
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Verhiltnis der Anstiege d,/c; und «as/d, der Nullstellenkurven) iiberlassen wir als Ubung. Man unter-
suche dabei insbesondere, unter welchen Bedingungen die Losungen fiir beliebige Anfangsbedingungen
beschrinkt bleiben!

Man wird feststellen, dass die Losungen im beidseitig obligatorischen Fall (v, < 0,7, < 0) fiir
generische Anfangswerte unbeschrénkt sind oder gegen den Ursprung konvergieren. Das ist natiirlich
vollkommen ungeeignet, um ein System zu beschreiben, in dem die beiden Spezies zu einem Koexistenz-
gleichgewicht finden oder in stabilen Oszillationen iiberleben sollen.

Wir wenden uns nun also nichtlinearen Pro-Kopf-Wachstumsraten zu und betrachten ein Modell der
Form (2.2.15), wobei wir den Mutualismus durch folgende Bedingungen kodieren wollen.

0,F, <0, 0,F, >0, 0,F, <0, 0,F,>0. (2.2.17)

Dabei beschreiben die Vorzeichen der ,,gemischten“ Ableitungen gerade den gegenseitigen Nutzen.
Sollte eine der beiden gemischten Ableitungen identisch Null sein, so spricht man auch von einer Tisch-
genossenschaft (engl. commensalism). Dabei schert sich die eine Spezies nicht darum, dass eine andere
von ihrer Anwesenheit profitiert.

Wegen der strikten Vorzeichenbedingungen an die Ableitungen 9, F,, und 0, F, kénnen wir die Glei-
chungen F,, = 0 und F, = 0 (oder dquivalent & = 0 bzw. v = 0) nach u = ¢(v) mit ¢’ > 0 bzw. v = ¥ (u)
mit ¢’ > 0 auflosen.

Ob es sich um ein obligatorisches oder ein fakultatives Zusammenleben handelt, erkennen wir an
den Schnittpunkten dieser Kurven mit den positiven Koorinatenachsen. Falls genauer (o) = 0 fiir ein
v > 0, so schneidet die 7 = 0-Kurve die positive v-Achse und es gibt kein positives Gleichgewicht fiir die
u-Spezies. Diese ist also obligat symbiotisch. Falls jedoch ¢ auf ganz [0, co) positiv ist, so ist K, := ¢(0)
die Tragfihigkeit fiir die u-Spezies in Abwesenheit der v-Spezies, also ist dann w lediglich fakultativ
symbiotisch.

Eine analoge Aussage gilt selbstverstindlich fiir eine mogliche Tragféhigkeit K, = 1(0), falls ¢ auf
[0, 00) positiv ist.

Ferner soll unser Modell nicht erlauben, dass der symbiotische Effekt ausreicht, um eine der Po-
pulationen ins Unendliche wachsen zu lassen, wenn die andere nur geniigend grof} ist. Dazu nehmen
wir

M, == lim ¢(v) < 00 und M, = lim 9¥(u) < oo
v— 00 uU—r 00
an. Man beachte, dass die Monotonie von ¢ und ¥ sichert, dass im fakultativen Fall M, > K, und
M, > K, gilt! Genauer ist ¢(v) (sofern positiv) die durch die gegebene Populationsgrofie v erhéhte
Tragfihigkeit fiir die u-Spezies. Die eventuell vorhandene Nullstelle © von ¢ ist im (fiir u) obligatorischen
Fall die minimale zum Uberleben der u-Spezies nétige Populationsgréfe der v-Spezies.

Uber die Anzahl positiver Gleichgewichtspunkte kinnen wir zunéchst nicht viel aussagen, allerdings

wissen wir, dass einem méglichen solchen (u*,v*) die JAcOBI-Matrix die Form

e w0y Fy(u*,v*)  u*0, F,(u*,v*)
O\ WO Fy (U, %) 0O, Fy(ut,v*) )

eine wegen (2.2.17) strikt negative Spur, die Determinante
det A = u*v* (0u Fy(u*,v*)0u Fy (u*, v*) — Oy Fy (u™, ™) 0p Fy (0™, v™))
variablen Vorzeichens und die (erneut wegen (2.2.17)) nicht negative Diskriminante
A(A) = (U 0y Fy(u*, v*) — v* 0 Fy(u*,v*))? 4+ wv* 0y Fy(u*, v*) 0y Fy (u*, v*)

hat. Es handelt sich also je nach Vorzeichen der Determinante um einen asymptotisch stabilen Knoten
oder einen Sattel.

(Den nicht generischen Fall, dass die Determinante verschwindet, wollen wir nicht betrachten - dieser ent-
spricht dem hochst unwahrscheinlichen Fall, dass die beiden Nullstellenkurven sich im fraglichen Punkt lediglich
beriihren)

Wie bereits in Satz 2.4 konnen wir die Stabilitdt auch an den Steigungen der Nullstellenkurven im Schnitt-
punkt (u*,v*) ablesen. Der Gleichgewichtspunkt ist asymptotisch stabil, wenn die F,, = 0-Kurve die F;, = 0-
Kurve im Punkt (u*,v*) von links unten nach rechts oben durchliuft.

Fiir Gleichgewichte mit nur einer iiberlebenden Spezies erinnern wir uns noch, dass an einem Gleichgewichts-
punkt (K,0) (K > 0) die Linearisierung die Form

A = (KauFu(K, 0) Ko, Fu(K, 0))
v 0 F,(K,0)
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und an einem solchen der Form (0, K) (K > 0)

A [ Fu0.K) 0
v T\ KOLF,(0,K) K8,F,(0,K)

lautet.
Fiir den Ursprung erhalten wir wie iiblich

Ao = (Fu(g’ﬂ) Fv((()),o))

Wegen der asymptotischen Beschrinkung durch M, bzw. M, wird die v = 0-Kurve asymptotisch unterhalb
der Diagonale {u = v} liegen, die & = 0-Kurve dariiber. Falls beide Populationen fakultativ sind, die ¥ = 0-Kurve
also auf der positiven v-Achse und die & = 0-Kurve auf der positiven u-Achse startet, muss es dann mindestens
einen Gleichgewichtspunkt geben (genauer: es gibt ungeradzahlig viele davon, wenn wir die degenerierten Fille
mit tangentialer Beriihrung aufler Acht lassen). Wegen der Monotonie der Nullstellenkurven kénnen wir die
positiven Gleichgewichtspunkte der Groe (von v* bzw. v™) nach ordnen. Den gréBten wollen wir (w1, v1) nennen,
und stellen fest, dass er wegen des asymptotischen Verhaltens der Nullstellenkurven notwendig ein stabiler
Knoten sein muss. Sollten noch weitere positive Gleichgewichte existieren, so sind die ungeradzahligen (und
damit insbesondere der kleinste (un,vr),) allesamt stabile Knoten, die geradzahligen sind Séttel. Die stabilen
Mannigfaltigkeiten der Séttel bilden wieder Separatrizen, welche die Attraktionsgebiete der stabilen Knoten
voneinander trennen.

Ebenso handelt es sich bei den Gleichgewichtspunkten mit nur einer Spezies (K., 0) und (0, K,) (beachte:
Ky < un, Ky < vn) um Séttel, deren stabile Mannigfaltigkeit jeweils die Koordinatenhalbachse ist, auf der sie
liegen. Der Ursprung hingegen ist wegen der Vorzeichenbedingungen ein instabiler Knoten (sowohl F,(0,0) als
auch F,(0,0) sind positiv).

Im zweiten zu betrachtenden Fall nehmen wir eine rein obligatorische Situation an. Dann ist der Ursprung
ein stabiler Knoten (F,(0,0) und F,(0,0) sind jetzt negativ), und es gibt keine Gleichgewichtspunkte mit nur
einer Spezies (da Fy(u,0) < 0 fiir alle w > 0 und F,(0,v) < O fiir alle v > 0), und da die beiden Nullstellenkurven
bereits auf der ,richtigen“ Seite starten, muss es noch nicht einmal ein Koexistenzgleichgewicht geben. Dies ist
der Fall, wenn der symbiotische Effekt nicht ausreicht, um das Aussterben der einzeln nicht tiberlebensfahigen
Spezies zu verhindern.

Wie im Fall einer rein fakultativ symbiotischen Beziehung sehen wir nun, dass die Anzahl der positiven
Gleichgewichtspunkte gerade sein muss, wobei wieder der grofite von ihnen (sofern vorhanden) ein stabiler Knoten
ist, wihrend die geradzahligen (und damit insbesondere der kleinste (un,vn) — beachte: un > @, v, > ) Séttel
sind, deren stabile Mannigfaltigkeiten als Separatrizen die Attraktionsgebiete der stabilen Knoten voneinander
trennen.

Man beachte, dass durch Anderung der Parameter (d.i., durch Anderung der Umweltbedingungen) ein Paar
von positiven Gleichgewichtspunkten entstehen bzw. verschwinden kann! Weniger wahrscheinlich, aber dennoch
nicht unmdaglich, ist der Ubergang von einer fakultativ symbiotischen Beziehung zu einer obligatorischen oder
umgekehrt.

Als letzten Fall wollen wir zwei Spezies betrachten, von denen eine — sagen wir v — auch allein iiberleben kann
(mit Tragfshigkeit K., ), wihrend die andere auf die Beziehung angewiesen ist. Die minimale zum Uberleben
der v-Spezies notige u-Population wollen wir wie oben angedeutet % nennen. Dann ist wegen F,(0,0) > 0
und F,(0,0) < O der Ursprung ein Sattelpunkt mit der v-Achse als stabiler und der u-Achse als instabiler
Mannigfaltigkeit.

Aus den gleichen Griinden wie im ersten Fall haben wir eine ungerade Anzahl positiver Gleichgewichte
(und damit insbesondere mindestens eines), wenn K, > @ ist. In diesem Fall ist dann auch F,(K,,0) > 0 und
daher der Punkt (K,,0) ein Sattelpunkt mit der positiven u-Achse als stabiler Mannigfaltigkeit. Wieder ist aus
den schon bekannten Griinden der groBte (und im Fall derer Existenz jeder weitere ungeradzahlige positive)
Gleichgewichtspunkt ein asymptotisch stabiler Knoten. Sollte nur ein einziger solcher existieren, wird es sich
dabei also um einen globalen Attraktor handeln.

Falls K, < @ ist, so ist die Anzahl der positiven Gleichgewichtspunkte wieder gerade (und wieder ist 0 nicht
auszuschlieflen). Dafiir wird nun F, (K., 0) negativ sein und der Punkt (K,,0) zu einem asymptotisch stabilen
Knoten. Das ist auch durchaus plausibel, da K, < @ nichts anderes bedeutet, als dass die Gleichgewichtspopu-
lation K, fiir die u-Spezies zu klein ist, um das Uberleben der v-Population sichern zu kénnen.

2.2.6 Einige Bemerkungen zu allgemeinen Modellen fiir zwei Spezies

Wie bereits bemerkt, konnen wir eine groflie Klasse von Modellen fiir die Populationsdynamik zweier Spezies
durch Systeme vom KOLMOGOROW-Typ (2.2.15) beschreiben. Fiir solche haben wir gesehen, dass uns die Vor-
zeichen der Ableitungen 0,F, und 9, F, die Art der Wechselwirkung anzeigen. Dabei haben wir uns auf die
Fille konzentriert, dass diese Vorzeichen im gesamten ersten Quadranten konstant bleiben (beide negativ fiir
Wettbewerb, beide positiv fiir Symbiose, verschieden fiir Rduber-Beute- bzw. Parasit-Wirt-Wechselwirkungen).

Diese Konstanz ist aber mitnichten notwendig. Zum Beispiel ist der menschliche Darm von etwa einem
Kilogramm natiirlicher Darmbakterien besiedelt, die in friedlicher Koexistenz mit ihrem Wirt leben und fiir
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dessen Uberleben unerlisslich sind. Allerdings wiire eine extreme Uberbevélkerung des Magen-Darm-Trakts der
Gesundheit des Betroffenen nicht mehr zutriglich und die Wechselwirkung wird zu einer vom Ré#uber-Beute-
Typ. Ein vielleicht etwas besser zu unseren bisherigen Betrachtungen passendes Beispiel wire das eines grofien
Beutetiers, das von einer hinreichend grofien Zahl von Jégern erlegt werden kann (man denke etwa an Bisons
und Wélfe oder noch passender: Mammuts und Menschen in der Jungsteinzeit). Wenn nun der Jéger kein reiner
Jéager ist, sondern auch von den gleichen Ressourcen zehren kann wie das Beutetier, dieses aber, wenn es in grofler
Zahl auftritt, nicht mehr erlegen kann, so mag fiir im Vergleich zur Jagerpopulation grofle Beutepopulationen
(u > v in unseren bisherigen Bezeichnungen) das Rduber-Beute-System in ein Wettbewerbsmodell umschlagen.

Desweiteren hatten wir bei unserer Diskussion der symbiotischen Beziehungen 9, F, < 0 und 0,F, < 0
gefordert. Auch das ist eine Bedingung, die nicht immer global erfiillt sein muss. So ist es zum Beispiel unklar,
warum dieses Verhalten fiir alle Werte von v und v gelten soll. In unseren Réuber-Beute-Modellen vom ROSEN-
ZWEIG-MACARTHUR-Typ war das zum Beispiel nicht der Fall. Eine etwas schwichere Bedingung ist die Wachs-
tumsbeschrinkung fiir jede der Spezies in Abwesenheit der anderen, also etwa 9, Fy, (u,0) < 0 und 9, F,(0,v) < 0
fiir alle u,v > 0. Eine alternative (globale) Bedingung zur Wachstumsbeschrinkung lautet udy, Fy, + vy Fy < 0.

Auflerdem konnte eine der Populationen ein intrinsisches Wachstumsverhalten vom ALLEE-Typ haben. In
diesem Fall gilte die oben angegebene Vorzeichenbedingung nur fiir hinreichend grofie Populationen. Das kann
dann zwar zu einem verénderten lokalen Stabilitdtsverhalten fiir den Ursprung und die einzelnen Gleichgewichte
mit nur einer Population fiihren, beeintrichtigt aber keineswegs die Wachstumsbeschrinkung fiir grofle Popu-
lationen. In unserem R&uber-Beute-Modell hatten wir auch den weiteren Fall, dass 0, F, = 0 war, was zuléssig
ist, wenn die entsprechende intrinsische Pro-Kopf-Wachstumsrate eine negative Konstante ist.

Eine weitere Bemerkung betrifft die Unterscheidung von intrinsischem Wachstum und Wechselwirkungsef-
fekten. Dazu bemerken wir, dass es stets moglich ist, die Wachstumsraten derart aufzuspalten, dass man diese
beiden Teile einzeln erkennt:

= fu(u,v) = fu(u,0) + (fu(u,v) = fu(u,0)) = gu(w) + fu(u,v) (2.2.18)

oder im Fall eines KOLMOGOROW-Modells

U= uFy(u,v) = uFy(u,0) + u(Fy(u,v) — Fu(u,0)) = uly(u) + uFy(u, v) (2.2.19)

und analog fiir v.

Typischerweise hat man im Modellierungsvorgang ein solches Modell erarbeitet und fiigt erst dann den
intrinsischen Wachstumsterm und den Wechselwirkungsterm zu einer gemeinsamen Pro-Kopf-Wachstumsrate
zusammen, wie wir das im Fall des Rduber-Beute-Modells getan haben.

Schliefilich wollen wir noch daran erinnern, dass die von uns betrachteten Systeme keineswegs die allge-
meinsten mdoglichen waren. Insbesondere waren all unsere Modelle autonom. Dies fithrte dazu, dass insbesondere
unsere Wettbewerbs- und Mutualismus-Modelle unméglich zu schwankenden Populationsgréfien fithren konnten.
Die Beobachtung lehrt uns aber anderes. Populationen neigen sehr wohl dazu, periodischen Schwankungen zu
unterliegen. Nun fithrte uns die Beriicksichtigung einer zeitlich verdnderlichen Umwelt notwendigerweise auf
nicht autonome Systeme, die (bei periodischer Zeitabhéngigkeit der rechten Seite) bereits im eindimensionalen
Fall periodische Losungen haben kénnen. Natiirlich mogen solche dann auch in zweidimensionalen Systemen
auftreten.

2.3 Modelle mit mehreren Spezies und Eindringen neuer Spe-
zies

2.3.1 Allgemeine Beobachtungen und Invasion einer Spezies

Bei Modellen mit mehr als zwei Spezies wird es nun etwas schwieriger, das genaue Verhéltnis der Spezies
zueinander direkt aus den Vorzeichen geeigneter Ableitungen abzulesen. Das liegt vor allem daran, dass es zwar
moglich ist, die rechte Seite f, der Gleichung

U= fu(uvvvw) = fu(U,O, 0) + (fu(uvvvw) - fu(U,O, 0)) = gu(u) + fﬂ(uvvvw)

in eine intrinsische Wachstumsrate g, und einen Wechselwirkungsterm fu zu zerlegen, letzterer aber im allge-
meinen nicht eindeutig in zwei Terme aufgespalten werden kann, welche die Wechselwirkungen zwischen v und
v bzw. zwischen u und w beschreiben und deren Vorzeichen (genauer: die der Ableitungen) Aufschluss iiber die
Art der Wechselwirkungen geben kénnten.

Auflerdem wird die Typisierung sehr schnell sehr uniibersichtlich. Bereits fiir drei Spezies und unter explizitem
Ausschluss symbiotischer Beziehungen haben wir die folgenden Félle zu unterscheiden.

e drei Spezies im Wettbewerb um eine gemeinsame Ressource — oder als Subtyp: drei Spezies in paarweisem
Wettbewerb

e zwei konkurrierende Beutespezies und ein beide jagender Réuber

e eine Nahrungskette aus einer Beutespezies, deren Rauber ihrerseits Beute fiir einen gréfleren Réuber ist —
letzterer mag dann auch noch zusétzlich die andere Beutespezies jagen oder auch nicht
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e cine Beutespezies und zwei darum konkurrierende Réuber
e zwei Beutespezies im Wettbewerb, von denen eine zusétzlich durch einen Réuber bedroht ist
e zwei konkurrierende Spezies, von denen eine Jagd auf eine Beutespezies macht

Ein weiteres Problem liegt in der deutlich komplexeren Phasenraumanalyse eine dreidimensionalen Systems.
Wesentliche Erkenntnisse fiir planare Systeme wie etwa der Satz von POINCARE und BENDIXSON beruhen ganz
wesentlich auf dem Fakt, dass die Orbits eines dynamischen Systems einander nicht schneiden kénnen. Das gilt
zwar auch in hoheren Dimensionen, allerdings fehlt uns hier der JORDANsche Kurvensatz, der uns erlaubt, daraus
Schliisse auf den asymptotischen Verlauf von Orbits zu ziehen. In mehr als zwei Dimensionen gelingt es einem
geschlossenen Orbit damit nicht mehr, den Phasenraum in ein beschrinktes und ein unbeschrinktes invariantes
Gebiet zu teilen.

Auch wird es deutlich schwieriger, aus qualitativen Angaben iiber die Vorzeichen irgendwelcher Ableitungen
auf die Existenz und Stabilitit von Gleichgewichtspunkten zu schlieflen. Ferner ist auch die Klassifikation der
moglichen Typen von Gleichgewichten viel umfangreicher. Allein die Bedingungen fiir die Bestimmung der
Vorzeichen der Realteile der Eigenwerte unserer JACOBI-Matrizen nehmen schon ganz andere Dimensionen an,
ganz zu schweigen von der Untersuchung der Imaginérteile.

Ein méglicher Ausweg ist die numerische Losung der Gleichungen fiir eine grofie Zahl von Anfangsbedingun-
gen und Parametern. Dies ist jedoch ohne wenigstens rudimentére Kenntnis des qualitativen Losungsverhaltens
oft nur von begrenzter Aussagekraft, da die Trajektorien sehr sensibel auf verdnderte Anfangswerte reagieren
konnen und unter Umstédnden stark ineinander verschlungen sein kénnen.

Alternativ kann man sich auch mit Antworten auf weniger komplexe Fragen als dem genauen Losungsver-
halten begniigen. Die klassische Frage der Populationsdynamik ist zum Beispiel die nach dem Uberleben oder
Aussterben der einzelnen im Modell vorkommenden Spezies. Dazu wollen wir ein paar Begriffe einfiihren, die in
den einschlidgigen Arbeiten diskutiert werden.

Definition. Die Spezies u’ (i € {1,..., m}) heifit persistent fiir das System
u'(t) Frut (), .. u™ (), )

= = f(u,t), u(0) = uo (2.3.1)
u™(t) Ut (), u™ (1), )

et
dt

falls lim inf;_s oo ui(t) > 0.
Sie heilt global persistent fiir 4 = f(u,t), falls sie fir alle up € (0,00)™ persistent fir (2.3.1) ist.

Die Spezies u’ heiBt gleichmdpig persistent fiir das System (2.3.1), falls ein ¢ > 0 derart existiert, dass u’(t) > ¢
fiir alle ¢t > 0 gilt.

Das Konzept der gleichmiiBigen Persistenz haben wir eingefithrt, um daraus auf das Uberleben der Spezies
schlieen zu kénnen. So gibt es zum Beispiel Modelle fiir drei Spezies, in denen zu gegebenen Anfangsbedingungen
fiir alle Persistenz vorliegt, die einzelnen Populationen aber zwischenzeitlich beliebig klein werden, um sich
schliefllich wieder zu erholen. Derartiges Verhalten ist aber derart empfindlich gegeniiber kleinen Stérungen,
dass stets damit zu rechnen ist, dass die letzten verbleibenden Individuen sterben, bevor sie sich im Sinne
einer Bestandserholung vermehren kénnen. Wir erinnern wieder an unsere Diskussion zur Aussagekraft von
Differenzialgleichungsmodellen fiir kleine Populationen.

Ein weiteres Phinomen ist das Eindringen einer fremden Spezies in ein sich in einem stabilen Gleichgewicht
befindliches Okosystem. Genauer soll ein System der Form

ul(t) Lt @),. .., u™(®) w FHut (), ..., ,u™(t))
0= % : = : = : =u" F(u) (2.3.2)
u™(t) ot (@), u™() um T (Ul (t), . u™ (1)
mit asymptotisch stabilem positivem Gleichgewicht (ui, ceey ul")T = u« gegeben sein. Fiigen wir nun eine weitere
Spezies v hinzu, so erhalten wir das Problem
u' (1) u'GHu'(t), .., u™ (1))
i=2 : = : = 4" G(a). (2.3.3)
| (o) WG (), u™ (1), 0 (1)
v(t) VGl (), U™ (1), 0(2)
Dabei sind selbstverstindlich @ = (u',...,u™,v)” und

Fk(ul, cou™) = Gk(ul7 coou™)0).

Das urspriingliche Gleichgewicht uZ findet sich in Form eines neuen Gleichgewichts (u*T, 0) des erweiterten

Systems wieder, an dem die relevante JACOBI-Matrix die Form
A ulh

B= G/(u;l:70) = 3(u1,A“,uQ",O)G =
0...0 G™(ul,...,u™,0)
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hat, wobei A die JACOBI-Matrix von F' am Gleichgewichtspunkt u. des urspriinglichen Systems ist,

uiam+lG1(u>];a e '7u:<n70)
b:

1
uinam+1Gm(u*7 st ’u:n? O)

die ,,gemischten“ partiellen Ableitungen der rechten Seite nach der neuen Variablen am Gleichgewichtspunkt
sammelt und der Eintrag G™ ! (us,...,u",0) =: G, die verbleibende Ableitung der rechten Seite nach v liefert.
Dank des Determinantenentwicklungssatzes lesen wir sofort G, als einen der Eigenwerte von B ab, wahrend
die iibrigen durch die Eigenwerte von A gegeben sind. Da wir angenommen haben, dass sich das urspriingliche
System in einem positiven Gleichgewicht befand, haben wir dadurch schon folgende Behauptung gezeigt.

Satz 2.10. Das System (2.3.2) habe den asymptotisch stabilen Gleichgewichtspunkt u., dann ist der Gleichge-
wichtspunkt (ul',0) des Systems (2.3.3) (lokal) asymptotisch stabil, falls G™ T (ul,...,uT,0) < 0 und instabil,
falls G™ T (ul, ..., u™,0) > 0 ist.

Biologisch gesehen sagt der Satz aus, dass die Spezies v in das im Gleichgewicht befindliche Okosystem mit
den Spezies u!,...,u™ durch Einbringen einer kleinen Zahl von v-Individuen erfolgreich eindringen kann, falls
seine Pro-Kopf-Wachstumsrate urspriinglich positiv ist. Ist diese hingegen urspriinglich negativ, so hat die eine
kleine Zahl neuer Individuen keine Chance, sich erfolgreich im gegebenen Okosystem zu etablieren, sondern wird
wieder verdringt. Das alte Okosystem kehrt dabei wieder in ihr altes Gleichgewicht zuriick.

Man beachte, dass ,klein“ hier ein wichtiger Zusatz ist! Selbst wenn wu. ein globaler Attraktor fiir das
urspriingliche System (2.3.2) ist, besteht die Moglichkeit, dass der Punkt (ul,v) fiir das neue System (2.3.3)
lokal, aber nicht global stabil ist und die Losungen fiir Anfangsbedingungen mit hinreichend grofiem v gegen ein
anderes Gleichgewicht (oder einen Grenzzyklus oder eine andere Art von Attraktor) konvergieren.

Ein Beispiel dafiir haben wir bereits im Fall des Wettbewerbs zweier Spezies in Abschnitt 2.2.3 gesehen. Wenn
wir dort m = 1 setzen, so hat die u-Spezies den globalen Attraktor K. Im Fall 2 auf der dortigen Liste bleibt
nach Einfithrung von v der Punkt (K,,0) asymptotisch stabil, aber fiir Anfangswerte oberhalb der Separatrix
(also fiir hinreichend grofie v) wird die Lésung des Wettbewerbssystems gegen (0, K,,) konvergieren. Die neue
Spezies hat in diesem Fall die alte erfolgreich verdrangt. Fall 4 auf der Liste in Abschnitt 2.2.3 entspricht iibrigens
dem Fall G, > 0, der durch Destabilisierung des urspriinglichen Gleichgewichts zum erfolgreichen Eindringen
des Neulings fiihrt.

2.3.2 Das Routh-Hurwitz-Kriterium fiir die Stabilitdt von Gleichgewichts-
punkten

Wir haben im letzten Unterabschnitt gesehen, wie wir durch Reduktion der Dimension eines Systems die Stabi-
litdt eines auf einer Koordinatenhyperebene liegenden Gleichgewichtspunkts aus der Stabilitét des entsprechen-
den Gleichgewichtspunktes ohne die im Fixpunkt nicht existente Spezies erschlieffen kénnen.

Was aber tun, wenn unser Gleichgewichtspunkt strikt positiv ist? In einem System mit m Spezies ist die
Gleichung fiir die Bestimmung der Eigenwerte der JACOBI-Matrix der rechten Seite am Gleichgewichtspunkt
det(Al — A) = 0 eine polynomiale Gleichung m-ten Grades, deren Losungen bereits fiir m = 3 sehr kompliziert
aussehen konnen. Wollen wir dann Bedingungen fiir die Stabilitdt des Gleichgewichtspunkts in Abhingigkeit
von den Parametern formulieren, so stehen wir iiblicherweise vor einem nahezu aussichtslosen Problem.

Gliicklicherweise ist es aber gar nicht nétig, die Eigenwerte explizit zu berechnen, um Aussagen iiber das
Vorzeichen derer Realteile treffen zu konnen. Etwas dhnliches hatten wir bereits in Bemerkung 2.1 gesehen,
dass wir aus geeigneten Kombinationen der Eintréige der Matrix (dort waren das Spur und Determinante) das
Vorzeichen der Realteile der Eigenwerte ablesen konnten. Ahnlich verhilt es sich auch mit gréSeren Matrizen.
Wir formulieren hier die Kriterien in Form der charakteristischen Gleichung, eine Umrechnung auf die Eintrige
der Matrix ist aber durchaus moglich.

RouTH-HURWITZ-Kriterium

Alle Losungen der Gleichung

N4 ed™ o d e N e =0
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mit reellen Koeffizienten haben genau dann strikt negativen Realteil, wenn die Determinanten der durch

1 C1 1 0
C1
Rl = (01) Rz = R3 = C3 C2 C1 goe
C3 C2
C5 C4 C3
c1 1 0 0
1 C3 C2 C1 e 0
a 0 T 0 Cs Ca C3 e 0
C3 C2 C1 0
Rk — Cs Cq C3 0 Rm —
Cm/m—-1 Cm—-1/m—2
Cok—1 C2k—2 C2k—3 *°° Ck .
0 0 Cm

gegebenen Matrizem sédmtlich positiv sind.
Genauer sind die Eintrédge ré der Matrix Ry, durch

co—; falls1<2l—j<m
r; =141 falls 21 = j
0 sonst (21 < j oder 21 > m + j)

gegeben.

Das sieht vermutlich auf den ersten Blick nicht wirklich nach einer Vereinfachung aus, aber wegen ihrer
speziellen Gestalt sind die Determinanten der Matrizen Ry recht einfach zu berechnen. Wir geben als Beispiel
die sich ergebenden Bedingungen fiir Systeme der Gréfle m < 4 an.

m=2: c; >0, co > 0.

m=3: ¢1 >0, ¢3>0, cic2> c3 (dafiir ist natiirlich auch c2 > 0 notwendig).

m=4: ¢1>0, ¢3>0, ¢c1>0, cicacs>ci+cEey (auch dafiir ist c2 > 0 notwendig).

Insbesondere kann also der fragliche Gleichgewichtspunkt nicht stabil sein, wenn nur einer der Koeffizienten
in der charakteristischen Gleichung der JACOBI-Matrix negativ ist.

2.3.3 Ein Beispiel mit drei Spezies

Um zu sehen, wie diese Kriterien arbeiten, wollen wir uns ein System mit zwei Beutespezies, die von einem Réuber
gejagt werden, ansehen. Dabei nehmen wir an, dass eine der beiden Beutespezies, nennen wir sie u, intrinsisch
logistisches Wachstum aufweist, die zweite, sagen wir v, ohne Riuber (genannt w) exponentiell wachsen wiirde
und die Rduber ohne Beute exponentiell aussterben wiirde. Das exponentielle Wachstum mag in manchen Féllen
eine gerechtfertigte Annahme sein, wenn man zeigen kann, dass die Ldsungen bei in gewissen Gebieten liegenden,
strikt positiven Anfangswerten dennoch beschriankt bleiben. Man kann dann moglicherweise folgern, dass die
betreffende Population ohnehin nicht so stark anwéchst, dass die logistische Wachstumsbeschrinkung signifikant
wirksam wird.

Ferner nehmen wir bilineare Fressterme an und gehen davon aus, dass die Beutepopulationen nicht direkt
miteinander interagieren. Diese Annahmen fithren uns auf folgendes System.

u = yu(K —u) —ouw = u(y(K —u)— aow) (2.3.4a)
v = fv—evw = v(f —ew) (2.3.4b)
w = —dw+ w(pu +vv) = w(pu +vv —9). (2.3.4¢)

Der einzig mogliche positive Gleichgewichtspunkt wird als

w*:é, u*:K—gw*:K—a—ﬂ, v*:l(é—uu*):ﬁ<é+a—ﬁ—K) (2.3.5)
e ¥ e v v \u

berechnet. Als Bedingungen fiir dessen Existenz lesen wir sofort
1)
0<k-2B 20 (2.3.6)
ye o p
ab.

Weitere Gleichgewichtspunkte sind der Ursprung, das intrinsische Gleichgewicht (K, 0,0) der einen Beute-
spezies in Abwesenheit aller anderen, das Gleichgewicht
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von Riubern und v-Beute und (falls pK > ) das Koexistenzgleichgewicht

o= (03 (=)

des klassischen Rauber-Beute-Systems fiir u und w in Abwesenheit der v-Spezies. Dieses Gleichgewicht verlangt
pnK > §, was unter Umstdnden mit der Bedingung fiir die Existenz des positiven Gleichgewichts kollidiert.
Insbesondere existieren genau dann alle Koexistenzgleichgewichte, wenn

B 6

0<K_O‘7<7<K
S

ist.
Als JAcoBI-Matrix am positiven Gleichgewichtspunkt berechnen wir

—yu* 0 —au”
A = 0 0 —ev* (2.3.7)
pw*  vw* 0

und erhalten als charakteristische Gleichung

A+ yu* 0 au®
det(Al — A™) = det 0 A v | = N +u") + A vt + (A + yuvevtw*
—pw*  —rw* A
=X\ 4N+ (apu® + vev® ) w* A + yreu v w®.

Ganz offensichtlich sind (falls unser Gleichgewichtspunkt tatséichlich im positiven Oktanten liegt) alle Koeffizi-
enten positiv, wir miissen also nur die dritte Bedingung (cic2 > c3) fiir den Fall n = 3 in unserer obigen Liste
iiberpriifen. Diese lautet in unserer Situation

?
yu* (apu™ + vev* )w* > yreu v w®,

was ganz offensichtlich wahr ist. Wir stellen also fest, dass das Koexistenzgleichgewicht stets asymptotisch stabil
ist, falls es iiberhaupt existiert.

Sehen wir uns noch die anderen Gleichgewichtspunkte an, so erhalten wir fiir die Koexistenz von v und w
als JACOBI-Matrix

_ﬂ‘{f 0 G — YU 0 — QU
A= 0 p-c2(Kk-2) o |=( 0 p-cw. 0 |,
H%(K*%) V%(ng) 0 LW Vws 0

wobei wir den fraglichen Gleichgewichtspunkt als (u., 0, w.) abgekiirzt haben.
Ob deren Eigenwerte alle negativen Realteil haben héngt von den Parametern ab, wie wir beim Bestimmen
der charakteristischen Gleichung erkennen:

A+ YU 0 Qs
det(AI — A,) = det 0 A—B+ew. 0 = AA+7u) (A + (ews — B)) + pauws (A + (ews — B))
— W — Wy A

=X+ (s + (ewe — B)) A + (Yuw (ews — B) 4 procws) A + (ews — B)pot.w..

Wir beginnen mit
c3 = (ews — B)pouswy

und stellen fest, dass dieses genau dann positiv ist, wenn

X (K - %) = w, > g (2.3.8)

(0%

ist. Diese Bedingung ist offensichtlich auch hinreichend fiir ¢; > 0 und
c1€2 = YUs (W(YUx + W) + BAULW) + WHOUL W > WHOUWs = C3,

wobei wir w als Abkiirzung fiir ew. — 8 eingefiihrt haben. Andererseits bedeutet genau diese Bedingung, dass
unser positives Gleichgewicht nicht mehr existiert (im Fall ew. =  fallen diese beiden Gleichgewichte zusammen,
wie man leicht nachrechnet).

Wir schliefen daraus, dass dieser Punkt nur dann asymptotisch stabil sein kann, wenn das Koexistenzgleich-
gewicht (u*,v*, w") nicht im positiven Oktanten liegt.

Am letzten zu betrachtenden Koexistenzgleichgewicht (0,d/v, 3/¢) haben wir als JACOBI-Matrix

YK—2 0 0
0 0o -2
EE
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Hier halten wir uns gar nicht mehr mit ROUTH-HURWITZ-Kriterien auf, sondern lesen direkt die Eigenwerte

>\1 :’)/K—%/B, Ag/gzih/ﬂé

ab. Das oszillatorische Verhalten erinnert an das LOTKA-VOLTERRA-System. Das Vorzeichen von A1, das gerade
an der ,unteren“ Grenze des Bereichs fiir die Existenz des positiven Gleichgewichts wechselt (auch hier fallen im
Grenzfall wieder beide Gleichgewichte zusammen), besagt, ob dieses oszillierende System gegen das Eindringen
von u stabil ist. Da allerdings der Realteil von Ay/3 verschwindet, kénnen wir unsere Sédtze hier aber nicht
verwenden.

Fiir das Gleichgewicht (K, 0,0) erhalten wir die JACOBI-Matrix

—~K 0 —aK
A= 0 B 0
0 0 puK -9

Deren Eigenwerte kénnen wir direkt als —yK < 0, 8 > 0 und pK — § mit variablem Vorzeichen ablesen. Es
handelt sich also stets um einen instabilen Fixpunkt, was nicht tiberraschen sollte, da die Einfithrung einiger
weniger v-Individuen bei weiterer Abwesenheit der Jager zu einer wachsenden v-Population fiihrt.

Schliefllich ist die JACOBI-Matrix am Ursprung durch

0
0
es handelt sich also in jedem Fall um einen Sattelpunkt.

Alternativ zur direkten Untersuchung der Stabilitdt des Gleichgewichtspunkts (ux,0,w.) wollen wir uns
anschauen, was mit diesem geschieht, wenn wir v als eindringende Spezies betrachtet. Dazu erinnern wir uns
daran, dass der Punkt (us,w.) im Fall w, > 0 ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht des nur aus u und
w bestehenden R&uber-Beute-Systems ist (vgl. (2.2.5) in Unterabschnitt 2.2.4). Laut Satz 2.10 ist also die
Bedingung fiir dessen Stabilitdt im vollen System, dass die Pro-Kopf-Wachstumsrate

Gu,v,w) =B —ew

der potentiell eindringenden Spezies v negativ ist. Das liefert erneut die bereits bekannte Bedingung (2.3.8).



Kapitel 3

Kinetik biochemischer Reaktionen

3.1 Einfiihrung - das Massenwirkungsgesetz

3.1.1 Annahmen, Bezeichnungen und das Massenwirkungsgesetz

Nachdem wir uns bisher mit Populationen beschéftigt haben, deren Individuen wir uns typischerweise als Tiere
oder zumindest Pflanzen vorstellten, wollen wir nun zur molekularen Ebene hinabsteigen und die chemischen
Reaktionen betrachten, die den Stoffwechsel und die Entwicklung von Lebewesen erst erméglichen.

Da wir uns zunéchst auf die Modellierung mit gewthnlichen Differenzialgleichungen konzentrieren wollen,
werden wir einige Annahmen an die zu modellierenden Systeme machen miissen. Wie bereits fiir die Populations-
modelle diskutiert, nehmen wir an, dass alle beteiligten Chemikalien in hinreichend grofier Menge vorliegen, um
von Dichten bzw. Konzentrationen sprechen zu kénnen. Wir werden also nicht das Schicksal einzelner Molekiile
verfolgen. Dies wire Aufgabe der stochastischen Modellierung.

AuBerdem gehen wir davon aus, dass alle Zutaten unseres chemischen Systems gut vermischt (engl.: well ms-
zed) sind und die Konzentrationen der einzelnen Stoffe im gesamten betrachteten rdumlichen Gebiet die gleichen
sind. Das erlaubt uns, die Raumvariablen zu vernachlassigen und nur die rdumlich gemittelten Konzentrationen
der Stoffe zu betrachten.

Als einfachste mogliche Reaktion wird in der Literatur {iblicherweise die Synthese eines Stoffs C' (als Produkt
bezeichnet) aus den Stoffen A und B (Edukte genannt)

A+ B —C, (3.1.1)

angefiihrt, wobei angenommen wird, dass je eine Einheit (d.h., Molekiil, Atom, Komplex, Monomer,...) der
Stoffe A und B sich zu einer Einheit des Produkts C vereinigen. Der Pfeil in (3.1.1) verlduft nur in Richtung
der Synthese, wodurch suggeriert wird, dass die Analyse, d.h., der Zerfall von C in seine Bestandteile A und B
nicht stattfindet. Das ist in vielen Situationen in guter Ndherung gerechtfertigt, wenn das Produkt sehr stabil
ist.

Notation. In aller Regel werden wir abstrakte Stoffe in Reaktionsgleichungen wie (3.1.1) mit GroBbuchstaben
bezeichnen und fiir deren Konzentrationen die entsprechenden Kleinbuchstaben verwenden. Wenn wir spezielle
Beispiele betrachten, werden wir die beteiligten Stoffe mit ihren tiblichen Abkiirzungen bezeichnen und geeignete
Variablien fiir deren Konzentrationen einfiithren. In der Literatur ist es auch iiblich, die Konzentration eines
Stoffes A mit [A] zu bezeichnen.

Reaktionsraten werden wir in der Regel mit k oder x bezeichnen.

Unter Verwendung dieser Notation beobachten wir, dass die Konzentrationen a und b der Edukte sich (unter
Annahme, dass keine weiteren Prozesse in unserem System ablaufen, die A oder B verringern oder erhthen)
mit der gleichen Rate verdndern werden, und zwar mit der gleichen Rate, mit der sich die Konzentration des
Produkts in die andere Richtung verédndert:

da db dc

- =55 (3.1.2)

Das Massenwirkungsgesetz (engl.: law of mass action) beruht nun auf der Annahme, dass ein Reaktions-
vorgang dann und nur dann stattfindet, wenn ein Teilchen des Stoffs A mit einem solchen des Stoffs B mit
hinreichend grofier Energie zusammenstofien. Die Zahl dieser Zusammenstosse ist proportional zur Konzentra-
tion eines jeden der beiden Stoffe, wobei der Proportionalitdtsfaktor von der Temperatur und den chemischen
Eigenschaften der beiden Stoffe abhéngt:

=S = kab. (3.1.3)

Diese Gleichung bezeichnet man als zur Reaktion (3.1.1) gehérige Ratengleichung.
Diese Annahmen sind in sehr vielen Systemen in guter Ndherung erfiillt, stellen aber kein tatséchliches Natur-
gesetz im eigentlichen Sinne dar. Es handelt sich vielmehr um ein Modell, das unter bestimmten Voraussetzungen
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eine brauchbare Beschreibung des betrachteten chemischen Reaktionssystems liefert. Dessen Giiltigkeitsbereich
schrianken ganz &hnliche Effekte ein, die wir schon bei den Populationssystemen als problematisch erkannt haben.
Sehr kleine Konzentrationen fithren dazu, dass unser Differenzialgleichungsmodell nur noch bedingt beschrei-
ben kann, was tatséchlich ablduft, da der Zufall eine dominierende Rolle iibernehmen kann. Ist andererseits
die Konzentration mindestens eines beteiligten Stoffs sehr grof}, so ergeben sich daraus unter Umsténden Ein-
schrinkungen der Bewegung der Teilchen, was sich auf die Rate der wirksamen Zusammenstofie auswirken wird.
Weitere Bedingungen wie rdumlich homogene Verteilung der Reaktanten haben wir oben bereits angesprochen.

Haben wir uns davon iiberzeugt, dass das Modell des Massenwirkungsgesetzes auf unser System anwendbar
ist, so beschreibt (3.1.3) zusammen mit (3.1.2) vollstéindig die zeitliche Verdnderung der Konzentrationen von
A, B und C.

Bemerkung 3.1. Anders als in der Literatur oft behauptet, ist (3.1.1) nicht das einfachste System, das wir uns
vorstellen kénnen. Man denke etwa an ein Molekil, das in verschiedenen Konformationen vorliegen kann (etwa
cis- oder trans-Konformation einer Doppelbindung zwischen Kohlenstoffatomen eines organischen Moleksiils).
Bezeichnen wir nun die cis- Variante unseres hypothetischen Molekiils (man denke vielleicht an Retinal in den
Sehrezeptoren des Auges) mit C' und die trans-Variante als L (wie lang gestreckt), und nehmen wir ferner an,
dass letztere deutlich stabiler ist als erstere, so erhalten wir eine Reaktionsgleichung der Form

C— I, (3.1.4)

die aussagt, dass die zum Beispiel durch kurzzeitige Lichteinstrahlung aktivierten (cis-)Molekiile von selbst in ihre
inaktive (trans-)Konformation zuriickfallen. Die entsrpechende Differenzialgleichung fiir die Konzentrationen
lautet dann aQl 4
c
=L 3.1.5
ac~ at @ (3:15)

was uns von den Populationsmodellen durchaus bekannt ist.

In aller Regel laufen chemische Reaktionen nicht nur in eine Richtung ab. Man schreibt daher statt (3.1.1)
richtiger
A+B=C (3.1.6)

und bezeichnet etwas willkiirlich die Reaktion (3.1.1) als Hinreaktion und
C—A+B

als Riickreaktion. Nehmen wir fiir die Hinreaktion das Massenwirkungsgesetz und fiir die Riickreaktion einen
zufilligen (wieder von der Umgebung abhéngigen) Zerfallsprozess an, so erhalten wir die Gleichung

¢=—k_c+ kiab. (3.1.7)

Dabei behilt natiirlich (3.1.2) seine Giiltigkeit. Will man die Reaktionsraten in der Reaktionsgleichung kenntlich
machen, schreibt man sie iiblicherweise an die die jeweiligen Reaktionen beschreibenden Pfeile:

k

.
A+B = C, (3.1.8)
k_

wobei der Index ,,+“ die Hinreaktion symbolisiert und ,,—* fiir die Riickreaktion steht.

3.1.2 Etwas Stochiometrie

Bisher haben wir Reaktionen betrachtet, bei denen je ein Teilchen zweier Ausgangsstoffe benétigt wird, um
das Produkt zu erzeugen. Wir wollen nun auch Reaktionen mit etwas komplizierterer Stochiometrie betrachten.
Beginnen wir mit einer Synthese eines Produkts aus drei Edukten, von denen wieder je ein Teilchen gebraucht
wird:

A+B+C — D. (3.1.9)

Unter Annahme des Massenwirkungsgesetzes stellen wir fest, dass die Hiufigkeit des Zusammentreffens je eines
Teilchens von A, B und C bei gegebenen Konzentrationen zweier dieser Stoffe erneut linear mit der Konzentration
des dritten Stoffs ansteigt. Das liefert uns die folgende Produktionsrate fiir D:

d = k abc. (3.1.10)

Die gesamte Argumentation funktioniert natiirlich auch, wenn zwei der Edukte die gleichen sind, etwa

2A+ B £ D, (3.1.11)

was beschreibt, dass D durch die Reaktion zweier Teilchen des Typs A und eines Teilchens vom Typ B entsteht.
Wir tibersetzen das in die Gleichung
d = kaab = ka’b. (3.1.12)
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Dabei haben wir angenommen, dass die Teilchen des Stoffs A gleichméfig iiber unser Reaktionsgefafl verteilt
sind und nicht etwa schon paarweise auftreten. Dann schriebe man n&mlich eher

Ay + B -5 D, (3.1.13)
was zur Gleichung )
d = kasb (3.1.14)
fithrte, wobei as die Konzentration der Paare von Teilchen des Stoffs A ist.

Das konnen wir nun ohne weiteres auf allgemeine Reaktionen

AL+ +ngdg -5 B (3.1.15)

mit d Reaktanten, von denen jeweils n; Teilchen zusammentreffen miissen, um ein Produktteilchen B zu erhalten,
ausweiten. Die n; heiflen dabei Stochiometriefaktoren. Die zugehorige Differentialgleichung lautet dann

b=Fka}'---al?. (3.1.16)

Hier driicken die Indizes selbstverstédndlich keine Teilchenzahlen mehr aus, sondern nummerieren lediglich die
einzelnen Edukte durch.

Vollig anders wirkt sich ein Faktor vor dem Produkt aus. Dieser besagt ja nur, dass bei jedem Reaktionser-
eignis entsprechend mehrere Teilchen des Produkts entstehen. Die Reaktionsgleichung

nAy + - +naAg —» mB (3.1.17)
iibersetzt sich damit zu )
b=mkal' --al?, (3.1.18)

der stochiometrische Faktor des Produkts erscheint daher als Teil des Proportionalititsfaktors statt als Exponent.
Schlieflich kénnen wir noch eine allgemeine Reaktion mit zwei Richtungen betrachten. Diese beschreiben
wir durch

ky
n1AyL + - +nglAg 2 miBr + - +myp B, (3.1.19)
k_
beziehungsweise durch die Differenzialgleichung
1 1. 1. 1 n n m m
m—lln == m—pbp = —n—lal =...= —n—dad:k+a11 ceag®t — kb by T (3.1.20)

Ublicherweise laufen derartig komplexe Reaktionen in mehreren Schritten ab, die nicht voneinander un-
abhéngig sind und koénnen daher nur noch bedingt durch einfache Anwendung des Massenwirkungsgesetzes
modelliert werden. Einige Spezialfille (z.B. fiir sogenannte kooperative Bindungen) werden wir uns spéter noch
anschauen.

3.1.3 Gleichgewicht und Einheiten

Wie wir schon diskutiert haben, laufen chemische Reaktionen in aller Regel in beide Richtungen ab. Wir wollen
also eine einfache Synthese der Form

ky
A+B=C (3.1.21)

k_

betrachten. Dazu hatten wir die Differenzialgleichung
é=—a=—-b=kiab—k_c (3.1.22)

gefunden, welche die zeitliche Verdnderung der Konzentrationen beschreibt. Ein Gleichgewicht liegt vor, wenn
die rechte Seite verschwindet, also

wobel K4 als Gleichgewichtskonstante fiir diese Reaktion bezeichnet wird. Bei Synthesen dieser Form wird Keq
oft auch Dissoziationskonstante genannt und dann mit K, bezeichnet.
Wir erkennen recht schnell, dass jeder der Terme in (3.1.22) die Dimension

Konzentration
Zeit
haben muss. Das liefert uns als Dimensionen fiir k4 und k_

1 1
- - bzw. —
Konzentration x Zeit Zeit

Die Gleichgewichtskonstante hat also die Dimension einer Konzentration. Diese kann man auch noch anders
interpretieren. Nehmen wir mal an, bei A und C handelt es sich im wesentlichen um das gleiche Protein, welches
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durch Anfiigen des kleinen Additivs B (z.B. eine Phosphatgruppe) leicht modifiziert wird. Dann mag man
versucht sein, die Gesamtmenge des Proteins als Erhaltungsgréfie anzusehen und

a:=a-+c

zu nennen. Die Gleichgewichtsbedingung schreibt man dann schnell in

a—c)b _ b
% = Keq oder Cc = am.
Zu gegebener Konzentration von B ist also
b
Keg+b

der prozentuale Anteil von Protein, der im Gleichgewicht in durch B modifizierter Form vorliegt. Daran erkennt
man auch die Bedeutung der Gleichgewichtskonstante. Im Fall b = K., liegt ndmlich gerade die Hilfte der
Proteine in der modifizierten Form C vor. Das erkléart auch die Bezeichnung Dissoziationskonstante, da K., die
Groflenordnung der Konzentration angibt, in der B mindestens vorhanden sein muss, um signifikante Mengen
des Proteins A zu modifizieren.

Merke! Je grofler Keq ist, desto stirker ist die Bindung zwischen A und B bzw. desto grofler ist die Stabilitét
des Produkts C'. Allerdings sagt K.q nichts dariiber aus, wie schnell C aus A und B gebildet wird oder in selbige
zerfallt!

Ist nun die Konzentration von B sehr viel grofler als die Gleichgewichtskonstante K4, so liegt im Grenzfall

=2 00 das Gleichgewicht vollstindig auf der Seite von C' und die Schreibweise

Keq
A+B—C

erhélt ihre Berechtigung, da sie beschreibt, wie jedes Hinzufiigen von Protein in Form A dazu fiihrt, dass diese
zusétzlichen Molekiile jeweils ein B binden und zu solchen des Typs C werden. Man beachte allerdings, dass
die Annahme b >> K., nur solange zu einer deutlichen Bevorzugung der Hinreaktion fiihrt, bis das Verhéltnis £
dghnliche GroBenordnungen wie KL annimmt, da die Gleichung (3.1.22) als
eq
¢ = ky(ab— Keqe)

geschrieben werden kann. Derartige Grenzfallbetrachtungen sind also stets mit einiger Vorsicht zu genieflen.

3.2 Enzymatische Reaktionen

Viele in der Biologie relevante Reaktionen wiirden gar nicht oder nur ldcherlich langsam ablaufen, liele man
die Reaktanten einfach allein in ihrem Reaktionsgefifl (welches ein Bioreaktor, eine Zelle, eine Nihrlosung oder
dhnliches sein kann). Nun kommt es vor allem in Zellen lebender Organismen nicht infrage, die Reaktionsge-
schwindigkeit durch beliebige Erh6hung von Temperatur und Druck zu erhdhen. Als realisierbare Moglichkeit
bleibt den Organismen die katalytische Beschleunigung der Reaktion, wobei die in der Biologie auftretenden
Katalysatoren iiblicherweise Proteine sind, die als Enzyme bezeichnet werden.

3.2.1 Katalyse

Um die Wirkungsweise eines Katalysators zu verstehen, erinnern wir uns daran, dass wir bei der Herleitung
des Massenwirkungsgesetzes erwahnt hatten, dass die Reaktanten fiir eine erfolgreiche Reaktion mit hinreichend
hoher Energie zusammenstoflen miissen. Die Aufgabe eines Katalysators besteht nun darin, diese als Aktivie-
rungsenergie bezeichnete Barriere zu veringern. Fine dhnliche Situation liegt vor, wenn wir nur einen einzigen
Proteintyp betrachten, der in zwei Konformationen vorliegen kann, nennen wir diese S (Substrat) und P (Pro-
dukt). Diesen Konformationen entsprechen verschiedene Energieniveaus & und &, deren Differenz uns angibt,
in welchem der Zusténde sich das Protein bevorzugt aufhalten wird. Nehmen wir mal an, der Zustand S ist
energiereicher als der Zustand P, dann liegt das Gleichgewicht der Reaktion

S= P

auf der Seite von P, das heif3t, nach hinreichend langem Warten wird mehr P als S vorhanden sein. Bei gegebener
Temperatur T' konnen wir das Verhéltnis der Konzentrationen von S zu P im Gleichgewicht als

s Es—&
— =exp |[— 3.2.1
S e |5 S (3:2.1)
angeben, wobei kg die BoLTZMANN-Konstante ist.

Starten wir unser System also in einem Zustand, in dem nur Proteine in der Form S vorliegen, werden wir
erwarten, dass nach einiger Zeit solche der Form P in der Uberzahl sind. Das Problem besteht nur in dem Zusatz
,nach einiger Zeit“, zu dem wir aus den Energieniveaus der Zustédnde S und P keinerlei quantitative Aussage
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herleiten kénnen. Eine solche Transformation von S in P verlangt ndmlich oft, dass das Protein auf dem Weg
von S nach P einen Zustand hoherer Energie durchlaufen muss. Nennen wir die Energie dieses Zustands £, so
ist &, = " — &5 die angesprochene Aktivierungsenergie.

Betrachtet man als Analogie eine Kugel auf einer hiigeligen Oberfléiche, so entsprechen die Zusténde S und
P zwei Télern, deren Hohenunterschied der Differenz & — &, entspricht, und die Energie £* entspricht der Hohe
eines Passes, den die Kugel {iberqueren muss, um vom Tal S in das Tal P zu gelangen.

Die Reaktionsrate k ergibt sich aus der Temperatur 7', der Aktivierungsenergie £, und von der spezifischen
Reaktion abhingigen Konstanten x > 0, v > 0 als

— &a
k= k1" exp {_kBT} ,
wobei fiir nicht allzu grofie Temperaturbereiche oftmals 7 in guter Ndherung als Null angenommen werden kann.
Fiir grofle Aktivierungsenergien ergibt sich aus der Notwendigkeit, dass T" nicht allzu stark von 300 K abweichen
sollte, eine entsprechend langsame Reaktion.
Ein die Reaktion
S— P

katalysierendes Enzym ist nun ein weiteres Protein, das an S bindet und mit diesem einen Komplex bildet, der
den Ubergang von S in den Zustand P deutlich erleichtert, indem die Aktivierungsenergie deutlich herabgesetzt
wird. Die gesamte Reaktion stellt man sich so vor, dass die Bindung von des Enzyms E an das nun als Substrat
bezeichnete Protein S letzteres automatisch in die Konformation P iiberfiihrt. Allerdings liegen nun E und
S zusammen als Komplex C' vor, von dem sich E wieder abspalten muss, um das Produkt P freizugeben.
Wesentliches Merkmal einer solchen enzymatischen Reaktion ist die Unverdnderlichkeit von E — das Enzym
liegt nach der Reaktion wieder in der gleichen Form wie zu Beginn vor. Auflerdem wird angenommen, dass das
Enzym nur an das Substrat nicht aber an das Produkt binden kann (genauer: die Affinitit zum Produkt ist
deutlich geringer als die zum Substrat oder das Produkt wird stédndig abgefiihrt oder weiter umgewandelt, sodass
die Produktkonzentration sehr niedrig bleibt, wihrend stindig Substrat nachgefiillt wird). Schliefllich kann der
Komplex C aber auch wieder zerfallen, bevor S die Konformation P angenommen hat. Man erhélt dann wieder
S und E:

k
S+E=CX4p (3.2.2)
K

Die einzelnen Reaktionsraten haben nun spezielle Namen, die sich in den Indizes widerspiegeln:
ky Bindungsrate von Substrat und Enzym (engl.: binding rate)
k. Ablosungsrate des Enzyms vom Substrat (engl.: unbinding rate)
kq Zerfallsrate des ,,verformten“ Komplexes in Produkt und Enzym (engl.: dissociation rate).
Wir bezeichnen gem#fl unserer bisherigen Konvention die relevanten Konzentrationen als s, e, ¢ und p und
nehmen an, dass die gesamte Enzymmenge wéhrend des uns interessierenden Zeitraums konstant ist:

e+ c=: e = const.

Als Differenzialgleichungen fiir die Konzentrationen lesen wir

$ = —kpse + kyc+ o (3.2.3a)
é = —kpse + (ku + ka)c (3.2.3b)
¢ = kpse — (ku + kq)c (3.2.3¢)
p = kac— 3 (3.2.3d)

ab, wobei a und  die Raten symbolisieren, mit denen Substrat nachgeliefert beziehungsweise Produkt abgefiihrt
werden. Diese werden oft vernachlissigt, und man nimmt an, dass sie derart eingestellt werden, dass die Kon-
zentrationen von S und P sich nicht &ndern. Dass es sich bei ¢+ e um eine Erhaltungsgroéfie handelt, ergibt sich
sofort aus der Addition von zweiter und dritter Gleichung.

Fiir eine einzelne Reaktion sieht das nun reichlich kompliziert aus, aber unter bestimmten Annahmen ldsst
sich das deutlich vereinfachen, wenn wir bedenken, dass uns meist hauptséchlich die Produktionsrate von p, also
kg4c interessiert.

3.2.2 Gleichgewichtsapproximation

Nimmt man an, dass die Bindung von Substrat und Enzym sowie die Ablésung des Enzyms vom Substrat deutlich
schneller ablaufen als die Umformung des Komplexes und anschlielende Dissoziation zu Enzym und Produkt,
so kann man annehmen, schlossen L. MICHAELIS und M. MENTEN im Jahr 1913, dass der erste Reaktionsschritt
instantan ins Gleichgewicht kommt:

kps(t)e(t) = kuc(t) fiir alle ¢.
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Mit der schon bekannten, nun auch gelegentlich als K, bezeichneten, Gleichgewichtskonstante K¢, = Z—“; liefert
das

€s

c(t) = ———
(®) Koots

und erlaubt uns, die Zahl der Gleichungen weiter zu reduzieren. Wir kénnen nun nimlich bei gegebener (durch

stédndiger Zufiihrung neuen Substrats moglicherweise sogar konstant gehaltener) Substratkonzentration und be-

kannter Gesamtenzymkonzentration die Produktionsrate von P bestimmen:

S

) = kyc = kge ——
p dC deKqurs’

(3.2.4)
wobei kg€ die maximale Produktionsrate darstellt, die asymptotisch erreicht wird, wenn soviel Substrat vorhan-
den ist, dass nahezu alle Enzymmolekiile in komplexierter Form vorliegen. Wie oben bemerkt, kénnen wir die
Gleichgewichtskonstante K., wieder dahingehend interpretieren, dass fiir s = K., die Reaktionsgeschwindigkeit
die Hilfte ihres Maximalwerts erreicht.

Diese Gleichgewichts-Approximation geht also davon aus, dass die Reaktionsgeschwindigkeit im wesentlichen
von der Dissoziationsrate k4 begrenzt wird. In der englischsprachigen Literatur nennt man diese Teilreaktion
daher auch rate limiting step. Der Naherungscharakter ergibt sich daraus, dass die erste Reaktion zwar sehr
schnell, aber nicht tatséchlich instantan ins Gleichgewicht kommen kann. Unter Umstinden ergeben sich grofle
Unterschiede zwischen den Vorhersagen dieser Approximation und denen des vollen Modells, wenn sich zum
Beispiel die Substrat- oder Enzymkonzentration schnell signifikant &ndert (etwa durch Freisetzung von Substrat
aus Vesikeln).

3.2.3 Flussgleichgewichtsniherung

Die in der heutigen Literatur unter dem Namen MICHAELIS-MENTEN-Approximation firmierende Naherung geht
von einem annihernd bestehenden Flussgleichgewicht fiir den Komplex C' aus. Man nimmt an, dass die gesamte
Reaktion sich in einem dynamischen Gleichgewicht befindet, in der Komplexe ebenso schnell gebildet werden,
wie sie zerfallen. Wir {ibersetzen das in

0~ ¢=kpse — (ku + ka)c,
woraus wir (bei Annahme exakter Gleichheit) als Gleichgewichtskonzentration des Komplexes

ky

= mse = Kj;llse

c
und daraus resultierend als Verdnderung der Produktkonzentration pro Zeiteinheit

p = ——se. (3.2.5)

Dabei haben wir die MICHAELIS-MENTEN-Konstante Ks eingefiihrt.
Nun ersetzen wir noch die Konzentration e freien Enzyms via

é—e—&—c—e—l—i—e(l—i—i)
M Ky )’
also
o — e o Kye
und erhalten )
. d _ S
= —se=kge———. 3.2.6
b K s¢ deKM + s ( )
Dies unterscheidet sich nun nur noch in der Konstanten Kjs von (3.2.4). Da
Ky ko + kg
Keq Tk

ist, gehen die beiden Approximationen im Grenzfall :—: — 0 ineinander {iber. Wenn wir uns noch daran erinnern,
dass die Gleichgewichtsndherung gerade auf der Annahme kq < k, beruhte, stellen wir fest, dass beide Appro-
ximationen in diesem Fall recht dhnlich sind. Die rot gepunktete Kurve in Abbildung 3.1 zeigt die Abhéngigkeit
der Produktionsrate von der Substratkonzentration wie von der MICHAELIS-MENTEN-N&herung vorhergesagt.

Welche Annahmen liegen nun der Flussgleichgewichtsnéherung zugrunde? Eine stérungstheoretische Herlei-
tung beginnt mit der Annahme, dass die Enzyme sehr effizient arbeiten und zu jeder Zeit in deutlich geringerer
Zahl als das Substrat vorliegen, also € < s. Gehen wir also weiterhin davon aus, dass die gesamte Enzymkon-
zentration € konstant bleibt und messen wir die Konzentration des Substrats in Vielfachen von so = s(0) und
die des Komplexes in Vielfachen von e:

[W TN}
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Desweiteren fithren wir

E::£<<1
S0

als kleinen Parameter ein und reskalieren die Zeit etwa durch

T = kpet

(Erinnerung: ks hat die Dimension
1

Konzentration x Zeit

und € ist eine Konzentration, 7 ist also tatséchlich dimensionslos).
In den neuen Variablen werden die Gleichungen fiir Substrat und Komplex zu

kyé€ so ﬁ = —kpSoS (1 — 6)5 + kyéc = kpeso | =5+ 5¢+ Fu c
dr kyso
__ dé ~ ~ — o~ _ ~ ~—~ ku + kd ~
— = 1— — (ky = — - .
kyee I kb s05 ( ¢)e — (ky + kaq)éc kyeso <5 5¢ [ c>

Teilen wir nun noch beide Gleichungen durch kyésp und fithren die dimensionslosen Parameter

K1 = ku und Ko = L‘—de
t= kaQ 2= kaO
ein, so erhalten wir
ds L s
d—j_ = —§+¢(5+ k1) (3.2.7a)
dé R
sd—f_ = §—¢(5+ ko). (3.2.7b)

Die Kleinheit von ¢ sagt uns nun, dass die zweite Gleichung deutlich schneller ihrem Gleichgewicht zustrebt
als die erste (man teile einfach durch €, um zu sehen, warum — der interessierte Horer sei fiir eine ausfiihrliche
Diskussion derartiger Stérungsansitze auf das Seminar iiber asymptotische Methoden im kommenden Semester
verwiesen), daher unsere Approximation

dé
e—=0
dr ’
(nicht etwa % ~ 0 !), was sich bei Einsetzen der urspriinglichen Variablen zu ¢ & 0 iibersetzt. Die Bedingung

fithrt — wenn wir die Ndherung als perfekt annehmen — auf

~ 5
C= < ,
S+ K2
was in (3.2.7a)
ds . 5 —5% — 8Kka + §° + k1 §
= _ _ = = — 3.2.8
dr s+§+’i2(s+m) S+ Ko (k1 H2)112+§ ( )
oder in die urspriinglichen Variablen iibersetzt:
1 ds _ [k  kutha o 1 s
ky€ sp dt - kpso kpso kutkq + = o kpso T Rutky + s
kpso S0 kb
oder nach Durchmultiplizieren mit —k€ so:
= —§ = kgf———— (3.2.9)
= -85 = e /N
P ¢ Ky +s
mit der bereits oben definierten Konstante Ky = k“kﬂ. Wir erhalten also wie erwartet erneut (3.2.6), nun

allerdings mit der Zusatzinformation, dass uns die Annahme € < so dorthin gefiihrt hat und die Approximation
umso besser funtioniert, je kleiner f ist. Wir beachten noch, dass wir natiirlich implizit benutzten, dass 5 in

der Groflenordnung 1 bleibt, die Substratkonzentration sich also nicht allzu stark &ndert.

Bemerkung 3.2. FEin alternativer Ansatz benutzt

€ d €

€= ——F—7 oder e= ——r
ku+tk ku

S0 + =4 50+ -

als kleinen Parameter und funktioniert damit auch fiir kleine Substratkonzentrationen, solange die charakteris-
tische Substratkonzentration Ky bzw. Keq im Vergleich zur Enzymkonzentration grof ist. Die entsprechende
Entdimensionalisierung und die Herleitung der resultierenden approzimierenden Gleichung sei als Ubung emp-
fohlen.
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3.2.4 Einschrinkungen enzymatischer Aktivitét

Die Unterdriickung der katalytischen Aktivitéit einzelner Enzyme spielt unter physiologischen Bedingungen eine
wesentliche Rolle zur Aufrechterhaltung des lebendigen Zustands einer Zelle. Viele Enzyme sind die meiste Zeit
iiber inaktiv, da die Produkte der durch sie katalysierten Reaktionen nicht stdndig gebraucht werden. Sollte aber
akuter Bedarf bestehen, miissen diese Enzyme natiirlich schnellstméglich aktivierbar sein. Darauf zu warten, dass
sie neu synthetisiert werden, kommt wegen zu langer Wartezeiten oft nicht infrage.

Eine Alternative besteht darin, die Enzyme unter Standardbedingungen zu blockieren, indem andere (meist
kleinere) Molekiile an sie binden, welche die Bindung zwischen Enzym und Substrat verhindern. Deren Konzen-
tration kann leichter moduliert werden als die der Enzyme selbst, was eine Modulierung der Inhibition erlaubt.

Eine weitere typische Situation, in der Enzyme blockiert werden, ist eine Vergiftung. Viele natiirliche Gift-
stoffe, die zum Zweck der Jagd oder Verteidigung von verschiedenen Organismen produziert werden, wirken
dadurch, dass sie lebenswichtige Enzyme inhibieren und damit das Vergiftungsopfer der Moglichkeit berauben,
die Produkte der enzymatischen Reaktion zu nutzen.

Kompetitive Inhibition

Eine Moglichkeit Enzyme zu blockieren, besteht darin, ein anderes Molekiil zum Substrat-Enzym-Gemisch hin-
zuzufiigen, welches an die gleiche Bindungsstelle des Enzyms bindet, an der das Substrat binden miisste, um den
Komplex C' zu bilden. Dazu muss der Inhibitor also wenigstens an einer Stelle #hnliche chemische Eigenschaften
haben wie das Substrat selbst (man bezeichnet solche speziellen Bindungsstellen als Motiv). Nennen wir den
Inhibitor I und den Komplex aus Enzym und Inhibitor D, so erhalten neben der Reaktion (3.2.2) die zwischen
Inhibitor und Enzym:

E+1 :ﬁb D (3.2.10)
und die zugehorigen Ratengleichungen lauten ’

s = —kpse + kyc (3.2.11a)
i = —kpie + kid (3.2.11b)
¢ = —(kps + kpi)e + (ku + ka)c + kid (3.2.11c¢)
d = kyie — ki, d (3.2.11d)
¢ = kyse — (ku + ka)c (3.2.11e)
P = kac (3.2.11f)

Erneut sind die Gleichungen fiir e (wegen e + ¢ + d = € = const.) und p redundant. Ebenso benétigen wir nur
eine der beiden Gleichungen fiir ¢ oder d, wenn wir annehmen, dass die Gesamtkonzentration des Inhibitors
vorgegeben ist.

Nehmen wir erneut im Rahmen der Flussgleichgewichtsndherung an, dass von den verbleibenden vier Glei-
chungen diejenigen fiir ¢ und d schnell ihr Gleichgewicht erreichen (¢ ~ 0 und d =~ 0), weil Substrat und
Inhibitor in deutlich hoherer Konzentration vorliegen als das Enzym selbst, so berechnen wir, dass zu gegebenen
Konzentrationen s, ¢ und € die Komplexkonzentrationen nahezu instantan die Werte

= Keges (3.2.12)
T Kui+ Kiys+ KuKl, “
o
d = MEL (3.2.13)

Kai + Kéqs + K]uKéq

erreichen. Dabei ist K die bereits bekannte MICHAELIS- MENTEN-Konstante und

o K

“a=
b

bezeichnet die Gleichgewichtskonstante der Reaktion des Inhibitors mit dem Enzym. Die Geschwindigkeit, mit
der das Produkt in Anwesenheit des Inhibitors entsteht, ist nun

— ’
kg@SKBq _ S
= k:de

. ) 3.2.14
KMz+KéqS+KMKéq s+ Kum (14_%) ( )
eq

kdc =

Der Effekt des Inhibitors zeigt sich in einer Vergroflerung von Ky zu

Kv=Ku (1 L) ,

M M ( + KL,

es ist also mehr Substrat notig, um die halbe maximale Produktionsrate zu erreichen. Die maximale Produktions-
rate selbst wird allerdings nicht tangiert, da das Substrat im Grenzfall s — oo stets den gesamten Inhibitor von
der Enzymbindung verdréngen kann. Die Stérke der Inhibition (d.h., der Vergrofierung von Kjs) nimmt wenig
iiberraschend mit wachsender Inhibitorkonzentration ¢ und wachsender Bindungsstérke zwischen Inhibitor und
Enzym (kleineres K.,) zu. Einige Toxine haben extrem kleine Dissoziationskonstanten zu ihren Zielenzymen.
Von solchen reichen also schon winzige Mengen, um eine Reaktion nahezu komplett lahmzulegen.
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Allosterische Inhibition

Eine weitere Moglichkeit der Blockade besteht darin, dass der Inhibitor zwar die Bindung zwischen Substrat
und Enzym nicht beeinflusst, aber die folgende Konformationsdnderung des Komplexes und die anschlielende
Dissoziation zu Produkt und Enzym stark beeintrichtigt (und im von uns betrachteten Extremfall komplett
unterbindet).

Im einfachsten Fall nehmen wir an, dass die Bindungen des Inhibitors und des Substrats an das Enzym
voneinander vollig unabhingig sind. Das liefert das folgende System

ky, kg
E+S = C —E+P
ku
kp
E4+1 = D
k{l,
ky, k
cC+1 = F

’
ku,

J’T <o

D+,

I

u

bei dem die Unabhéngigkeit der Bindungen von I beziehungsweise S an E daran ersichtlich ist, dass die Reakti-
onsraten fiir die erste und die letzte Reaktion ebenso iibereinstimmen wie die fiir die dritte und die vierte. Das
ganze kann man auch etwas kompakter schreiben, indem man die Konzentrationen von S und I virtuell in die
Reaktionsraten einbaut:

E N c ta
ku
kyi | Tk, kyi| Tke (3.2.15)
kys
D = F.
ku

Wir nehmen wieder € = e + ¢+ d 4+ f = const. an und kénnen daher e durch ¢, d und f ausdriicken. Die
relevanten Ratengleichungen schreiben wir nicht noch einmal explizit auf, sondern iiberlassen dies als Ubung
(nehmen Sie dazu Reaktionen nach dem Massenwirkungsgesetz an!) Wir beschrénken uns statt dessen auf auf die
algebraischen Gleichungen, die sich aus der Annahme ergeben, dass simtliche Bindungsreaktionen von Substrat
oder Inhibitor an das Enzym schnell ihr Gleichgewicht erreichen (siehe Gleichgewichtsapproximation). Das liefert
nach Division durch k; in der ersten und zweiten bzw. k; in der dritten und vierten Gleichung das System

s(e—c—d—f)—Keqc = 0 (aus E+4+S=0) (3.2.16a)
sd—Keqf =0 (aus D+SE2F) (3.2.16b)
i(e—c—d—f)—Kid =0 (aus E+12D) (3.2.16¢)
ic— K, f =0 (aus C+I12F). (3.2.16d)

Fiir gegebene Konzentrationen s und ¢ ist das ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von ¢, d und f:

Keq +s S S c €s
0 -5 Keq 10
i Kl i i ? = la (3.2.17)
—i 0 Kl 0

Dieses System ist nicht etwa iiberbestimmt, sondern liefert eine eindeutige Losung, von der uns nur c interessiert,
da wir dieses zur Berechnung der Produktionsrate ksc des Produkts bendtigen.
Aus der zweiten und der vierten Gleichung lesen wir

) s
= = d
=l T x,
ab, was uns erlaubt, sowohl f als auch
Koy i
s K4

in der ersten Gleichung durch ¢ auszudriicken, was uns auf

CcC=¢€Ss

K. s
Ke eq .
(Keq + 8)c+ Kéqzc—&— KL

und damit auf

s =c ° (3.2.18)

c= Kogitsi ¢ .
Keg s+ 55500 (Kog 5) (14 )
eq

eq



54 KAPITEL 3. KINETIK BIOCHEMISCHER REAKTIONEN

bringt. Vergleichen wir die resultierende Produktionsrate

K. s
) = kqe 47 2.1
P dngq+iKeq+s (3.2.19)

fiir P mit der durch (3.2.4) gegebenen in der Gleichgewichtsapproximation ohne Inhibitor, so stellen wir fest,
dass der allosterische Inhibitor die maximale Reaktionsrate um den Faktor
K.,
K., +i

verringert. Falls also die Inhibitorkonzentration viel groBer als die Gleichgewichtskonstante K¢, ist, kann keine
noch so starke Erhohung der Substratkonzentration die Produktionsrate auch nur in die Néhe der in Abwesenheit
des Inhibitors erreichten Werte bringen. Erneut fithren die oftmals extrem kleinen Gleichgewichtskonstanten fiir
die Bindung gewisser Toxine an ihre Ziele dazu, dass winzige Mengen des Gifts ausreichen, um die Produktion
eines wichtigen Proteins P drastisch zu verlangsamen.

3.2.5 Kooperative Bindungen

Bei vielen biochemischen Reaktionen kann einer der Reaktionspartner mehrere andere Partner gleichen Typs
binden. Oft binden zum Beispiel mehrere Substratmolekiile an ein Enzym.

Betrachten wir also ein Enzym mit zwei Substratbindungsstellen fiir das gleiche Substrat. Das entspricht
den Reaktionsgleichungen

k

S+E= ¢ *Eip (3.2.20a)
kuy

s+c =2 D oyp (3.2.20b)
k7,

Dabei haben wir schon angenommen, dass

e entweder die Bindung an zwei unterscheidbaren Bindungsstellen derart erfolgt, dass immer erst die eine
belegt sein muss (um C zu bilden), bevor das Substrat an die andere binden kann, oder

e zwei identische Bindungsstellen existieren und es keine Rolle spielt, welche der beiden zuerst besetzt oder
wieder freigegeben wird.

Dabei ist der erste Fall meist nur eine Néherung, die darauf beruht, dass die Affinitdt des Substrats zur zweiten
Bindungsstelle sehr gering ist, falls die erste nicht belegt ist. Der realistischere Fall zweier unterscheidbarer Bin-
dungsstellen, die in beliebiger Reihenfolge belegt und wieder freigegeben werden kénnen, ist etwas komplizierter.
Das Aufschreiben der entsprechenden Reaktions- und Ratengleichungen sei als Ubung empfohlen.

Wir benutzen wieder, dass P fiir keine Reaktion als Edukt dient und die {ibliche Annahme, dass € = e4c+d =
const. ist, um die Zahl der Ratengleichungen auf drei zu reduzieren:

5 = — (kp(€ —c—d) + kyc) s+ kuc + ki d (3.2.21a)
é = kp(€—c—d)s+ (k, + ki)d — (ku + ka + kps)e (3.2.21b)
d = Khes — (Kl + ki)d. (3.2.21c)

Ansetzen eines Flussgleichgewichts fiir beide Komplexe (¢ = 0 und d= 0) liefert aus der Gleichung d=0
zunéchst

_ kyes s
kLR, K
was eingesetzt in die Addition beider Gleichungen
2
0 = kpse — ky 74 ¢ —kysc — (ky + ka)c
M
beziehungsweise ~
c=——2 (3.2.22)
2w+ s+ Ku
M
liefert. Aulerdem erhalten wir )
cs €s
d=—= . 3.2.23
Ky 8%+ Kjys+ Ku Ky, ( )
Die Produktionsrate fiir P ist dann in dieser Ndherung durch
2 kde/
, kaKy + Kjs)és ~ 874 %, KBS
— ke + Kiyd = — Kl + ka = ek, 4 3.2.24
P=Raet bl = G e ST KKy, 2 Kyps + KnK), (8:2:24)

und wir erhalten als maximale Produktionsrate (fiir s — oo) k&, was uns schon bekannt vorkommt.
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Bisher sehen wir aber noch nichts zum Thema Kooperativitdt. Diese besteht darin, dass die Bindung des
zweiten Substrats an den Komplex C' durch das Gebundensein des ersten Substrats begiinstigt wird, also die
Rate kp recht klein, k; hingegen sehr grof ist.

Der erste Grenzfall (entsprechend einem Enzym mit zwei voneinander véllig unabhéngigen identischen Bin-
dungsstellen ohne jede Kooperativitit) ist besonders einfach. Man nimmt dann an, dass die Chance eines Sub-
stratmolekiils, an ein leeres Enzym zu binden wegen der doppelten Anzahl freier Bindungsstellen doppelt so grof3
ist, wie die an einen schon einfach belegten Komplex zu binden:

ky = 2ky,

(kj, ist dann die Bindungsrate fiir eine Bindungstelle). Auerdem nimmt man die Ablgseraten von jeder beliebigen
Bindungsstelle als stets gleich an, jedoch sind bei D immer zwei Substrate (bzw. Produkte) vorhanden, die sich
ablosen konnen, also

ki, = 2k, kly = 2kg.
Das ergibt
L 2 2
KMILW und KM:MZZLKM.
2k, k]

Mit K := 2Ky = 1K}, ergibt sich die Produktionsrate

s(s+ 12K) _ s
T = 2kge .
s2+2Ks+ 5K - 2K K+s

p = 2kqe (3.2.25)

Da es sich bei kg4, ki und k{, um die Raten fiir eine einzelne Bindungsstelle handelt, erhalten wir also das gleiche
Ergebnis wie fiir ein Enzym mit nur einer Bindungsstelle, das aber in doppelter Menge vorhanden ist. Das ist
auch nur wenig iiberraschend, da die Substrate nicht unterscheiden kénnen, ob jede der Bindungsstellen sich
nun auf einem einzelnen Enzym oder gemeinsam mit anderen auf einem mehrbindigen Enzym befindet.

Das ganze ldsst sich bequem auf n paarweise unabhéngige, identische Bindungsstellen verallgemeinern:

b= nkge—

e (3.2.26)

Eine Herleitung wie oben fiir den Fall n = 3 (man beachte die entsprechenden Beziehungen zwischen den Raten
der einzelnen Reaktionen) mag eine instruktive Ubung sein.

Kommen wir nun zum anderen Extremfall, der im Grenziibergang k, — 0 und k;, — oo erreicht wird,
wobei das Produkt kyk; gegen einen konstanten, von Null verschiedenen Wert gehen soll. Die Ablése- und
Dissoziationsraten seien dabei fest (oder mogen ebenfalls gegen endliche, von Null verschiedene Konstanten
konvergieren). Dann ergibt sich

ko +k Ko+ kK
Ky = % i 0, Ky = % ity 0, KuKy =
b b

(ku + ka) (K, + kq)
ok,

—: K2,

wobei K2 = KK}, falls die einzelnen Raten k., k4, k,, k; und das Produkt kyk) tatsichlich konstant gehalten
werden. Das ergibt als Produktionsrate
p g = 52 +0

= ki o T (3.2.27)

Bemerkung 3.3. Das ganze funktioniert natiirlich nur nach Berechnung der Produktionsrate durch die MI-
CHAELIS-MENTEN-Ndherung. Andernfalls fiihrte die Bedingung ky — 0 bei festgehaltenen k., und kq dazu, dass
nach einiger Zeit der Komplex C praktisch nicht mehr vorhanden wire (insbesondere, da wir ihn ja im Fluss-
gleichgewicht angenommen hatten) und daher keinerlei Produktion mehr stattfinden kénnte. Es sollte an dieser
Stelle daher streng darauf geachtet werden, welchen Effekt grofie (aber noch endliche) ki und kleine (aber noch
nicht verschwindende) ky auf die Herleitung der MICHAELIS-MENTEN-Gleichung haben. Das ist wiederum eine
schone Ubung zur Modellierung.

Auch dieser Fall ldsst sich nun auf n Bindungsstellen erweitern, allerdings mit etwas mehr argumenta-
tivem Aufwand. Man hat dann nidmlich n MICHAELIS-MENTEN-Konstanten Ki,...,K,, von denen man im
Grenziibergang wieder K1 — oo (wegen k1 — 0) und meist K; — 0 fir j = 2,...n (wegen kp,; — oo — falls
die Bindung des ersten Substrats geniigt, um alle weiteren dramatisch zu beschleunigen) annimmt. Dabei sollte
dann aber

K HKj —: K" = const.
j=2
gelten. Dann erhilt man die so genannte HILL-Gleichung

STL

_ 3.2.28

p = k?d,né

Dieser ideale Fall wird allerdings nur selten beobachtet, meist ist die Kooperativitét zwar nicht vernachléssig-
bar, aber auch bei weitem nicht perfekt und wir befinden uns irgendwo zwischen den beiden Grenzfillen. Da man
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Abbildung 3.1: Produktionsrate p, gemessen in v,qz
in Abhéingigkeit von der Substratkonzentration, gemes-
sen in Vielfachen von K, fiir verschiedene Kooperati-
vitdtsexponenten v: v = 0.5 (schwarz, gestrichelt — ne-
gative Kooperativitit), v = 1 (rot, gepunktet — keine
Kooperativitit), v = 2 (blau, Strich-Punkt-Linie — vol-
le Kooperativitéit bei zwei Bindungsstellen oder niedri-
ge bei mehr als zwei Bindungsstellen), v = 6 (schwarz,
durchgezogen — starke Kooperativitét).

in den allermeisten Fillen ohnehin keinen Zugriff auf die einzelnen Bindung-, Ablse- und Dissoziationsraten
hat, nimmt man daher gern eine gewisse Kooperativitat nach dem Muster der HiLL-Gleichung

. s¥

= Umaxz 3.2.29
R ( )
mit zu bestimmenden v, K und vma: an und versucht, die Produktionsrate fiir verschiedene Substratkonzen-
trationen s (bei fester Enzymmenge €) zu messen. Zuniichst erhoht man s so weit, bis man praktisch keine
Beschleunigung mehr feststellt und bestimmt dadurch vy,q,. Anschliefend trigt man

log L gegen log s
Umaxz — P

ab (genauer: gegen log i fiir eine feste Konzentration sg, damit das Argument des Logarithmus dimensionslos
ist) und kann daraus wegen

— P JlogK —vlogs, (3.2.30)
VUmaz — p
aus dem Anstieg den Exponenten v und aus dem Schnittpunkt mit der Ordinate den Wert log K (wieder genauer:
log %) bestimmen. Der Fall, dass v keine ganze Zahl ist, stellt sich dabei eher als Regel denn als Ausnahme dar.

log

Im Ubrigen ist auch der Fall v < 1 nicht ausgeschlossen. Man spricht dann von negativer Kooperativitit, die
dann auftritt, wenn bereits gebundene Substrate die Bindung weiterer an das gleiche Enzymmolekiil behindern.
Das duflert sich im Fall zweier Bindungsstellen durch k;, < %kb und entsprechend gréfieren Werten von K.

Nun klingt Kooperativitdt nach deutlich effizienterer Umsetzung des Substrats zum Produkt, und zwar
unabhéngig von der Menge an verfiigbarem Substrat. Das ist aber ein Trugschluss. Fiir kleine Substratkon-
zentrationen wird im Fall starker Kooperativitdt ndmlich die Bindung des ersten Substrats an ein Enzym zum
limitierenden Schritt, und die Mehrheit der Enzyme ist dann untétig. Erst bei grofleren Substratkonzentratio-
nen kommt die erhohte Geschwindigkeit der zweiten Bindung zum Tragen. Es handelt sich also bei kooperativen
Prozessen weniger um eine Erhdhung der Produktionsrate, als vielmehr um die Moglichkeit, scharf zwischen
niedrigen (s < K) und hohen (s > K) Konzentrationen zu unterscheiden.

3.2.6 Enzymkinetik mit Massenerhaltung

Bisher gingen wir davon aus, dass die Konzentration des Substrats vorgegeben war und die des Produkts keinen
Einfluss auf die Reaktion hatte. Ublicherweise werden sich beide Konzentrationen aber aufgrund der Reaktion
dndern und oft wird auch das Produkt wieder in seinen Ausgangszustand zuriickfallen und zu Substrat werden.
Unter der Annahme, dass die Gesamtmenge an Substrat und Enzym jeweils nicht verindert wird, erh&lt man

zur bereits bekannten Reaktion
k

S+E =t pip (3.2.31)
ku
noch die Inaktivierungsreaktion
Pl (3.2.32)

die wir fiir den Moment als nicht katalysiert annehmen wollen. Die nach dem Massenwirkungsgesetz aufgestellten
Ratengleichungen lauten dann unter Annahme, dass keine weiteren Reaktionen die Menge von Substrat, Enzym
oder Produkt beeinflussen,

$ = —kpes+ kuyc+ kip (3.2.33a)
é = —kyes+ (ku + ka)c (3.2.33b)
¢ = kyes — (ku + ka)c (3.2.33¢)
p = kac— kip. (3.2.33d)
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Wir suchen nach Gleichgewichtspunkten und erhalten wie gewohnt

_ es
o s+ Ky

und lesen aus der letzten Gleichung
_ha,_ha_es
P= k; o ki s+ Kum

ab. Andererseits ist aber auch

S=s+p+c=s+ —ﬁ—i also =5—s 1+L
b Pr s Ry P s+Km)’
Wir schreiben beide Gleichungen in dimensionslose Variablen um:
e K
;3:1—5(14_5 ) mit & = <, k= =L
S+ KM S S
p = x £ mit » = ka
P =3 + KM ki

Man kann nun einerseits die Graphen beider Gleichungen im §-p-Raum zeichnen und stellt fest, dass beide genau
einen Schnittpunkt im positiven Quadranten haben. Andererseits kann man aber auch durch Gleichsetzen eine
quadratische Gleichung in s aufstellen:

0=25+ (km +e(1+ &) — 1)5 — rar,

welches wegen der Positivitdt von ks zwei reelle Losungen unterschiedlichen Vorzeichens hat. Insbesondere
finden wir also ein eindeutiges Gleichgewicht.

Von diesem kénnen wir ohne die kompliziert aussehende Losung der obigen Gleichung zu kennen schon sagen,
dass wegen (3.2.34b) der in prozessierter Form P vorliegende Anteil des Proteins héchsten se sein kann. Da fiir
kleine € die erste Gleichung (3.2.34a) in guter Ndherung eine Gerade p = 1 — § beschreibt (selbstversténdlich ist
ja dann p + s & 5), sehen wir weiterhin fest, dass fiir kleine Ky = K?M und »xe < 1 dieser maximale Wert auch
in guter Ndherung erreicht wird.

Testfrage: Was dndert sich am Gleichgewichtspunkt, wenn wir fiir die Produktion von P die MICHAELIS-MENTEN-
N&herung annehmen, bevor wir die Gleichgewichtsbedingung ansetzen?

Die Antwort lautet natiirlich:,nichts“, da die zur MICHAELIS-MENTEN-Ndherung Bedingung ¢ = 0 bereits
Teil unserer Gleichgewichtsbedingung ist!

Nun betrachten wir ein System, bei dem in beiden Richtungen enzymatische Prozesse am Werk sind. Es
kann sich dabei zum Beispiel um ein System handeln, bei dem ein Protein durch eine Kinase phopsphoryliert
und durch eine Phospatase wieder dephosphoryliert wird. Wir haben also die Reaktionen

k

S+E= ¢ *piE (3.2.35a)
ko,
ky A

P+F = D syF (3.2.35b)
K,

wobei F' das die Riickreaktion katalysierende Enzym ist.
Unsere Gleichgewichtsbedingungen lauten nun zum einen

€s Y fp
s+ Ky ‘p+ K,

und andererseits wegen der Massenerhaltung

fp
p+ Ky

e

S = 1 [
s=s+p+c+d 8(+5+KM

>+p+

Wenn wir in der letzten Gleichung noch

fp ke @
p+ Ky kys+Ku

aus der ersten einsetzen, so lesen wir daraus

_ € ka €s _
=5-s(1 - =5-s(1+(1
p=35 s( +5—|—KM) R s+ Ko 3 s( + (1 + ka)

)
s+ Km

. k
mit kg = k—? ab.
d
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Wir schreiben alles wieder in dimensionslosen Variablen:

1>
D 1—-5(1 1 3.2.36
b= 1-s (1) (3.2.361)

D e S
=~ 7 = Rdz=
D+ Ky f8$+ kKM

(3.2.36h)

Beim Versuch, eine Losung auf analytischem Weg zu finden, erhalten wir eine kubische Gleichung in § (oder
wahlweise p), deren Losungen nun iiberhaupt nicht mehr zu greifen sind. Allerdings liefern uns die durch (3.2.36)
beschriebenen Kurven aufgrund der Monotonie erneut genau einen Schnittpunkt im Quadrat (0, 1) x (0, 1), also
eine eindeutige relevante Losung.

Das letzte System, dessen Gleichgewichtskonzentrationen wir bestimmen wollen, besteht aus einem sich
autokatalytisch aktivierenden Stoff A und seiner hemmenden Form H. Der Aktivator A kann aulerdem in einer
inaktiven Form I vorliegen, welche die , iibliche ist, sodass die Konzentration von I viel grofler als die von A ist
und daher als konstant angenommen werden kann. Die hemmende Form H wird stindig von auflen aus einem
groBen Reservoir (z.B. einer mit konstanter Geschwindigkeit verlaufenden enzymatischen Reaktion) nachgefiihrt.
Die relevanten Reaktionsgleichungen lauten

k_
A = T (3.2.37a)
by
ky ky
S+E & C —SH+FE (3.2.37b)
K
2A+H Lo 34 (3.2.37¢)
Daraus ergeben sich die Ratengleichungen
a = kyi—k_a+ 3kea’h — 2kq.a’h = a—k_a+k.d’h (3.2.382)
S R L B W — B—k.a?
h = kd8+K1\4 kea”h B — kqa”h (3.2.38b)

mit den offensichtlichen Abkiirzungen
€s

o=kii und 6=kd78+KM

fiir die als konstant angenommenen Produktionsgeschwindigkeiten.
Wir fiithren die dimensionslose Zeit 7 = k_t ein und messen die Konzentrationen von A und H in Vielfachen
von

b B
=\
Eingesetzt in (3.2.38) liefert das
k_ da k— _ k- _o [k_s
koy/—— = a—k_y/— ko— —h
ko dr @ ke O T N
k_dh ko o [k_
k_ EE = ﬁ_kaaa Eh
Multiplizieren wir mit
ke
k3

durch und definieren die dimensionslosen Parameter

~ [ ka = [ kq
&= Ea und 8= Eﬁ,

so erhalten wir unter Weglassen der Tilden und Nutzung der Schreibweise - fiir % die entdimensionalisierten
Gleichungen

d(r) = a—a+d’h = fu(a,h) (3.2.39a)
W(r) = B—a*h = fu(a,h). (3.2.39b)

Dieses Modell wurde 1979 von SCHNAKENBERG vorgeschlagen, um einen biologischen Oszillator zu beschreiben.
Als Gleichgewichtspunkt finden wir problemlos

(a",h") = (a+ﬂ,ﬁ). (3.2.40)
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Abbildung 3.2: trA* = 0-Kurve (rot) und A* = 0-
Kurve (blau) im «o-fp-Parameterraum. Fiir Para-
meter im Raum links der roten Kurve ist das
Gleichgewicht instabil, rechts davon stabil. Das
Gebiet negativer Diskriminante ist gelb schattiert.
Wir finden also einen kleinen Bereich zwischen
dem linken Zweig der blauen und der roten Kurve,
in dem stabile Grenzzyklen zu erwarten sind.

+0.1 +0.3 +0.5 +0.7 0.9 +1.1 +1.3 +1.5

In Erinnerung an die Populationsmodelle stellen wir die JACOBI-Matrix der rechten Seite f auf:

. (—142ah az) —14+258- (a+p)?
A" = = ath 3.2.41
( —2ah  —ad®)| .. ( 255 —(a+p) ( )

Deren Determinante (a4 )2 ist stets positiv, die Diskriminante

* ﬂ 2 ?
A"=|-14+2— -8
(-1+2 25 +@r02) -ssarn)
wechselt ihr Vorzeichen fiir gewisse Werte von a und 8 ebenso wie die Spur
A = —142- P _ (a+B)°.
a+p

Diese ist zum Beispiel negativ fiir 8 > 1 oder fiir hinreichend grole @ immer der Fall, wie wir an der Kurve
trA* = 0, gegeben durch
a+(a+p)’ =5

in der Parameterebene erkennen. Dann handelt es sich um einen stabilen Gleichgewichtspunkt. Besonders in-
teressant ist der Bereich, in dem A™ negativ und trA* positiv ist. Dann handelt es sich nimlich um einen
instabilen Fokus, um den es nach dem POINCARE-BENDIXSON-Theorem einen stabilen Grenzzyklus gibt. Selbst-
versténdlich miissen wir dazu noch die Beschranktheit aller beteiligten Konzentrationen nachweisen, was durch
die Ausweisung eines invarianten Gebiets um den Gleichgewichtspunkt gelingt.



Kapitel 4

Raumlich inhomogene Systeme

Abschlieflend wollen wir noch einige Phdnomene kennenlernen, die auf der raumlichen Verteilung der beteiligten
Spezies beruhen. Wir erinnern uns, dass wir im letzten Kapitel immer davon ausgegangen waren, dass unser
System gut durchmischt war und wir deshalb lediglich die durchschnittliche Konzentration in einem rdumlich
homogenen Gemisch zu berechnen hatten. Nun verwerfen wir diese Annahme und erlauben die Bewegung der
Stoffe im Raum.

4.1 Diffusionsgetriebene Musterbildung

Zunéchst widmen wir uns der Musterbildung in Aktivator-Inhibitor-Systemen, bei denen die beteiligten Spezies
zusétzlich noch im Raum diffundieren. Dazu rufen wir uns das Aktivator-Inhibitor-System (3.2.39) in Erinnerung
und betrachten in Erweiterung dessen die gleiche Reaktion in einem langen schmalen Raum, entlang dessen
Léngsachse die Stoffe diffundieren kénnen. Dabei mag es sich etwa um ein langes Bakterium, ein langgestrecktes
Zellkompartiment (z.B. das Axon einer Nervenzelle) in einem gréferen Organismus oder schlicht um eine lange,
schmale Testrohre in einem Labor handeln. Als rdumliches Gebiet betrachten wir also ein beschrénktes Intervall.

Wir kénnen « und 8 dann als konstanten Zustrom der Stoffe A und H durch die lateralen Winde (als
Membran ausgelegt) vorstellen. Der Term —a in der Gleichung fiir a mag als Zerfall des Aktivators A oder als
osmotischer Ausstrom aus den Wénden gedeutet werden.

Indem wir die Raumvariable in geeigneter Einheit messen, erreichen wir, dass einer der (dimensionslosen)
Diffusionskoeffizienten zu 1 wird — wir wihlen dafiir den des Aktivators. Dann bleibt als zusitzlicher Parameter
nur noch das Verhéltnis § der Diffusionskoeffizienten.

0-a(7,€) = Oca(T,€) + fala(r,8),h(1,8)) = 85a—|—a—a+a2h (4.1.1a)
auf (0,00) x (0,7\)
O-h(1,€) = 80eh(T,€) + fu(al(r,€),h(7,€)) = 0¢h+ f —a’h (4.1.1b)

Dieses Reaktions-Diffusions-System ist noch mit Randbedingungen zu versehen. Dazu nehmen wir an, dass an
den Enden des Gebiets keine Stoffe ein- oder ausdringen kénnen. Der Fluss am Rand muss also verschwinden:

Oea(T,0) = —0¢a(r,mA) = 00:h(7,0) = —89:h(T,TA) =0 fiir 7 > 0. (4.1.2)
AuBlerdem haben wir noch Anfangsbedingungen
a(07 5) = a0(£)7 h(07 5) = ho(g) fiir € € (07 ﬂ')\) (413)

vorzugeben.
Das System (4.1.1) hat als zeitunabéngige (stationére) Losungen alle homogenen Zustéinde

a(r,§)=a”,  h(1,§) =h",

fiir die (a*, h*) Losungen von
fala,h) = 0= fu(a,h)

sind. Fiir das hier untersuchte SCHNAKENBERG-System haben wir bereits festgestellt, dass es davon genau einen
gibt, dessen Stabilitédtseigenschaften im gut durchmischten System wir an Abbildung 3.2 ablesen kénnen.

Hier interessiert uns nun der Fall, dass (a*, h™) fiir das reine Reaktionssystem (3.2.39) asymptotisch stabil
ist. Wir haben also fiir den Fall guter Durchmischung einen stabilen homogenen Gleichgewichtszustand, den wir
als Anfangsbedingung einsetzen wollen, um zu untersuchen, wie sich die Losung in der Zeit entwickelt.

Dazu zitieren wir zunéchst folgende Satze, fiir deren Beweise wir auf einschlédgige Vorlesungen oder Biicher
iiber Integrationstheorie und Funktionalanalysis verweisen.

60
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Satz 4.1. Das System {pr | k > 1} U {¢r | k > 0}, gegeben durch
wr(z) =sinkx und Yi(x) = coskzx,

bildet eine Orthogonalbasis fiir Lao(—m, ), d.h., jede quadratintegrierbare Funktion f : [—m,n] — R ldsst sich als
flx) = bo+ Z (ak sin kx + by cos kx) , (4.1.4)
k=1

mit den eindeutig bestimmten Koeffizienten

ar = l/ f(z)sinkxdz, b= %/ flz)dz, by = l/ f(z) cos kx dz ( fir k> 1) (4.1.5)
darstellen.

Bemerkung 4.2. Auf La(—n\, w) lauten die entsprechenden Basisfunktionen

wr(z) = sin k; und Yi(x) = cos ke

und die (klassischen) FOURIER-Koeffizienten lauten

1™ kx 1™ L™ kx
= — in — = — , = — — 1 > 1.
ar = — /“ f(z)sin \ dz bo s /m f(z)dz by p—— /7rA f(z) cos \ dz ( firk>1) (4.1.6)

Diese FOURIER-Zerlegung gilt fiir Lo-Funktionen, die lediglich bis auf eine LEBESGUE-Nullmenge bestimmt
sind. Es ist also in diesem Zusammenhang sinnlos, die Identitét (4.1.4) punktweise zu verstehen. Wir werden uns
nur mit stetig differenzierbaren Funktionen beschéftigen, fiir die wir die punktweise Konvergenz der formalen

FOURIER-Reihe
> k E
bo + I;:l (ak sin Tx + by, cos %)

mit den durch (4.1.6) gegebenen Koeffizienten zeigen kénnen. Man beachte, dass man die formale Reihe fiir alle
integrierbaren Funktionen aufstellen kann.

Satz 4.3. Falls f : [-7\, wA] = R differenzierbar und 2w \-periodisch ist, so konvergiert die formale FOURIER-
Reihe punktweise gegen f. Ist f sogar zweifach stetig differenzierbar, so ist die Konvergenz gleichmdjsig.

Eine besondere Vereinfachung ergibt sich fiir uns aus der Tatsache, dass wir fiir das Anfangsrandwertproblem
die homogenen NEUMANN-Randbedingungen (4.1.2) vorgegeben haben. Das schliefit sémtliche Sinus-Terme aus
(die a, sind sémtlich Null) und wir kénnen auf (0, 7)\) statt der vollen FOURIER-Reihe mit der Cosinus-FOURIER-
Reihe

chcos’ﬁ (4.1.7)
A
k=0
mit N N
o= [t a= [T i@ e G2 (4.138)

arbeiten. Das ist gerade die FOURIER-Reihe der geraden Fortsetzung von f auf (—Am, Ar).
Schliefllich zitieren wir noch einige Aussagen zur Losung linearer parabolischer Differenzialgleichungen (vgl.
z.B. [8]).

Satz 4.4. Auf[0,T] X [a,b] hat das Anfangsrandwertproblem

U = DOyU + AU + ¢(t, x) n (0,T) % (a,b) (4.1.9a)
B.U(t,a) = 0 = 9,U(t,b) fiir t € (0,T) (4.1.9b)
U0,z) = Us(x) fiir x € (a,b) (4.1.9¢)

eine eindeutige Losung der Klasse C*T7F([0,T] x [a,b]), falls Uy € C**P([a,b]) die Kompatibilititsbedingung
Uj(a) = 0 = Uh(b) erfillt und g € C°TPF([0,T] x [a,b]) ist.

Dabei bezeichnen C**#F([0,T] x [a,b]) den parabolischen HOLDER-Raum, der aus allen Funktionen U :
[0, T] x [a, b] — R? besteht, die auf [0, T] x [a, b] stetig und zweimal stetig differenzierbar beziiglich 2 sowie einmal
stetig differenzierbar beziiglich ¢ sind und deren Ableitungen obendrein noch gewisse HOLDER-Abschitzungen
erfiillen. Die Diffusionsmatrix D soll dabei strikt positiv definit sein (zum Beispiel eine Diagonalmatrix mit den
einzelnen Diffusionskoeflizienten als Eintrégen) und die Matrix A ist beliebig vorgegeben, aber konstant.

Wir benétigen davon nur die Aussage, dass das oben angegebene lineare parabolische Anfangswertproblem
mit konstanten Koeffizienten fiir glatte Anfangsbedingungen, die mit den Randbedingungen kompatibel sind,
eine glatte Losung besitzt. Sollten die Kompatibilitdtsbedingungen verletzt sein, so ist die Losung immer noch
glatt auf [¢,T] X [a,b] fiir alle e € (0,T). Fiir glatte Funktionen g ist die Losung auch stets glatt im Innern des
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Gebiets, d.h., U € C*((0,T) % (a,b)). AuBerdem existiert die Lésung auch auf [0,00) X [a, b], falls T = oo ist,
ist dann jedoch fiir ¢ — oo moglicherweise nicht mehr beschrankt.

Nun kombinieren wir unsere Erkenntnisse iiber die FOURIER-Entwicklung und iiber lineare parabolische
Gleichungen und machen fiir die Losung U des homogenen NEUMANN-Anfangsrandwertproblems auf (0,7") x
(0, A7) den Ansatz

ch cos °% (4.1.10)

das heift, wir entwickeln die (zu jedem Zeitpunkt zwe1fach stetig beziiglich x differenzierbare) Losung in eine
FourliER-Reihe, deren (R%wertige) Koeffizienten sich zeitlich #ndern diirfen. Dieser Ansatz liefert uns nach
Einsetzen in die Gleichung unter Verwendung der als punktweise gegen g konvergent angenommenen Cosinus-
FouRriER-Reihe

kx
t = t — 4.1.11
olt.2) = 3 (o) cos S (4.1.11)
fiir die rechte Seite
Zc’k( )cos—:—Dch cos——l—ZAc;c cos——i—Zrk cos— (4.1.12)
k=0

also durch Koeffizientenvergleich vor den verschiedenen Basisfunktionen cos % das folgende System gewohnlicher
Differenzialgleichungen fiir die zeitabhéngigen Koeffizienten

. k
Ck + (AQD A) ck = i (), (4.1.13)
das wir noch mit den Anfangsbedingungen
ck(0) = Ck

versehen, wobei C} die entsprechenden FOURIER-Koeffizienten der Anfangswerte Uy sind. Das Verhalten der
Koeffizienten ¢i héngt also fiir den Fall g = 0 (wie in Satz 1.18) lediglich von den Eigenwerten der Matrizen

k2

ab. Die einzelnen Moden der Losung entwickeln sich dann nédmlich geméif
Z 7,45 (k) exp(; (k)t),

wobei Cf, = Zj:1 ~;q; (k) die Zerlegung des Anfangswerts C}, in Eigenvektoren von Ay beziiglich der Eigenwerte
oj(k) ist.

Nun ist das Problem (4.1.1) aber gar kein lineares System parabolischer Gleichungen, sondern enthilt die
nichtlinearen Terme f, und f,. Da jedoch der homogene Zustand

a(r,§) =a’, A7) =N

ein Gleichgewichtszustand ist, kénnen wir wie bei der Linearisierung gewohnlicher Differenzialgleichungen um
ein Gleichgewicht Storungen einfithren und erhalten eine lineare Niaherung.
Fiir ein allgemeines System der Form

Otu = DOrzu+ f(u) in (0,7) X (a,b) (4.1.14a)
Ozu(t,a) = 0 = 0Oyu(t,b) fir t € (0,7) (4.1.14b)
mit einem durch f(u*) = 0 bestimmten Gleichgewichtspunkt v* € R™ fithren wir die Stérung
a(t,z) == u(t,x) —u*

ein und betrachten das Anfangsrandwertproblem bestehend aus (4.1.14) und der Anfangsbedingung u(t,z) =
uo(z), welche die Randbedingungen und uo(x) ~ u* erfiillen soll. Dann erhalten wir, solange u(t, ) ~ u™ bleibt,

Ju(t,®)) = fu +a(t2) = [(u)+Duf],_,.alt ),

und auflerdem

Ou = O¢lt, Oz = Opl,  Ogat = Ogal.

Also approximieren wir das semilineare Problem (4.1.14) durch

Ot = DOyt + Al in (0,T) x (a,b) (4.1.15a)
Bpiit,a) = 0 = ya(t,b) fiir ¢ € (0,7) (4.1.15b)
@(0,z) = uo(x) —u” fiir z € (a,b), (4.1.15¢)

was wir als (4.1.9) mit ¢ = 0 wiedererkennen. Die Stabilitéit des Gleichgewichtspunkts ergibt sich fiir kleine
Storungen 4 wieder aus den Eigenwerten der nunmehr unendlich vielen Matrizen Ay.
Wir fassen das soeben gelernte zusammen.
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Satz 4.5. Der Gleichgewichtszustand u* des Problems (4.1.14) mit zweifach stetig differenzierbarem f ist stabil
gegen hinreichend kleine glatte Storungen, wenn eine Konstante M > 0 derart existiert, dass alle Eigenwerte
o1(k),...,om(k) der Matrizen
k2
Ay =Duf|,_,. — Vi

Reo; (k) < —M G=1,....,m, k=0,1,2,...) (4.1.16)
erfiillen, wobei \ = ”*T“ ist. Er ist instabil, falls Reoj(k) > 0 fir ein j € {1,...,m} und ein k € No.
Bemerkung 4.6. (i) Der Satz besagt insbesondere, dass eine notwendige Bedingung fiir die Stabilitit des Gleich-
gewichts u* dessen lineare Stabilitit als Gleichgewichtspunkt des Systems

v = f(v)

gewdhnlicher Differenzialgleichungen ist (das ist gerade die Bedingung fir k = 0, die der Stabilititsbedingung
gegen homogene Stérungen entspricht). Anders als man vermuten kénnte, kann die Diffusion in einem solchen
Fall einen instabilen Gleichgewichtszustand nicht stabilisieren.

(#1) Die Bedinung
Reo;(k) <0 (G=1,....m, k=0,1,2,...)
gendigte nicht wm Stabilitat zu folgern, da die Existenz einer Folge (oj,(ki)), mit Reoj, (ki) — 0 fiir I — oo

nicht ausgeschlossen werden kinnte. Das kénnte aber dazu fiihren, dass die Bedingung, nur ,hinreichend kleine“
Storungen zu erlauben, zur Bedingung ,verschwindender® Stérungen degenerierte.

Nun wenden wir den Satz auf unser SCHNAKENBERG-Modell (4.1.1) an und das Gleichgewicht

a ,h)=(a+ 8, ——=

R R
an, fiir welches wir

* Ry _ k2 * ¥ _1_k L9 B 2
Ak _ 8afu.(a ,fi ) . 2 ahfz(a*ah )kz — 2 Z a+p (a+f) 2 (4117)
Oafr(a®, h") Onfr(a®,h*) — 350 235 —(a+ )" — 5=z6
finden. Mit den abkiirzenden Schreibweisen
fij = 0;fi(a”,h7)

wissen wir bereits, dass der Gleichgewichtszustand im Fall

trAo = faa + fon <0 und det Ao = faafuh — fanfra >0

stabil fiir das rein reaktionskinetische Problem ist.

In diesem Fall wird die Spur eines jeden Ay kleiner als die von Ag, also von Null weg beschrinkt sein. Damit
der stabile Gleichgewichtszustand durch die Diffusion destabilisiert wird, muss die Determinante fiir gewisse k
ihre Positivitét verlieren. Wir betrachten also

det Ay = (faa - %) (fhh - %5> — fanfra

k2 k2
= det Ao — 35 <5f,m T - F‘S) (4.1.18)
k2
> _p (6faa + fhh) .

Damit dieses negativ werden kann, muss daher zunéchst einmal
6f aa + f hh > 0

sein, was wegen der Negativitit der Spur fuq + fnn von Ag zum einen § > 1 und zum anderen — frp > foa > 0
erfordert. Das spiegelt die Autoaktivierung von A und die Autoinhibition von H wider und sagt uns weiterhin,
dass der Autoinhibitor H schneller diffundieren muss als der Autoaktivator A.

Eine weitere notwendige Bedingung fiir die Existenz eines reellen Quotienten ’;—27 fiir den det Ax negativ wird,
liefert die Diskriminante der Gleichung det Ay = 0, betrachtet als quadratische Gleichung fiir die quadrierte
Wellenzahl ¢ = ];é:

(6 faa + frn)? — 46 det Ag > 0.

Das ist jedoch nicht hinreichend, da ja nur ¢* = ’;—z mit ganzzahligen k infrage kommen. Es kann also
vorkommen, dass es Zahlen ¢ > 0 mit

det Ao — ¢* (8 faa + frn — ¢°8) <0

gibt, beide Nullstellen ¢2 jedoch zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quotienten f\—z liegen. Dieser Effekt wird
unwahrscheinlicher, wenn A grof8 und damit die Absténde zwischen aufeinanderfolgenden zuléssigen Wellenzahlen
klein werden.

Wir fassen die Bedingungen fiir diffusionsgetriebene Musterbildung zusammen.



64 KAPITEL 4. RAUMLICH INHOMOGENE SYSTEME

Satz 4.7. Das rdaumlich eindimensionale Reaktions-Diffusions-System

Ora = Ogga + fo(a,h) (4.1.19a)

fir (t,x) € (0,00) x (0,7A)
Oth = 60z0h + fr(a,h) (4.1.19b)
0:a(t,0) = Oza(t,m\) = 0:h(t,0) = Ozh(t,m7A) = 0 firt>0 (4.1.19¢)

habe den homogenen Gleichgewichtszustand (a*,h*) (d.h., fa(a*,h") = fn(a*,h™) = 0), der fir das rdumlich
homogene System © = f(v) asymptotisch stabil sei:

aafa + ahfh < 07 8a,faahfh - 8hfaaafh > 0.
Damit (a*, h*) fiir das System (4.1.19) linear instabil sein kann, miissen folgende Bedingungen erfillt sein:
00afa + Onfrn >0

und

(60afa + 8hfh)2 > 40 (Oa faOn fn — On faDafr) -

Dabei sind alle partiellen Ableitungen in (a*,h") auszuwerten.

Bemerkung 4.8. (i) Bisher war das Gebiet beschrinkt und wir hatten homogene NEUMANN-Randbedingungen
angenommen. Falls die zu beschreibenden Muster viel feiner sind als das betrachtete rdumliche Gebiet, ist es oft
sinnvoll, das System auf der gesamten reellen Achse zu betrachten. Der Ansatz fiir eine FOURIER-Analyse auf
der gesamten reellen Achse lautet

@) = [ f(a) explugalda,
wobei nun die Moden q das gesamte Kontinuum abdecken. Mit dem Ansatz
a(t,r) —a* = a(q)explo(q)t +1qz]  und  h(t,x) —a” = h(q) explo(q)t + 1q7]
erhdlt man nach Einsetzen in die linearisierte Gleichung

caexplot +1qx] = 1*q*aexplot + 1qx] — dafu(a®, h*)aexplot + 1qz] + On fala”™, h*)hexplot +1qz]  (4.1.20a)
chexplot +1qz] = 8¢ hexplot + 1qz] — Bafr(a™, h*)aexplot + 1qz] 4+ On fr(a™, h*)h explot + 1gz] (4.1.20b)

oder nach Multiplikation mit exp[—ot — 1qx]:

a(§)--00(3) 1 ).

was erneut exakt die gleichen Bedingungen wie im Satz liefert. Der einzige Unterschied besteht nun darin, dass
die Existenz eines positiven q°> mit zugehérigem FEigenwert o mit positivem Realteil auch hinreichend fiir die
Instabilitit des homogenen Zustands (a*,h*) ist.

(i1) Das gesamte Konzept lisst sich problemlos auf rdumlich zwei- oder dreidimensionale Systeme erweitern.
Fiir andere als rechteckige bzw. quaderformige Gebiete ist das Auffinden einer sinnvollen Basis aus elementa-
ren Funktionen allerdings sehr schwierig. Auflerdem werden diese dann nicht mehr einfache trigonometrische
Funktionen sein, deren spezielle Ableitungen uns das Eliminieren aller ortsabhingigen Terme erlaubten. Fir den
ganzen Raum liefert 4.1.20 erneut die gewiinschte Losung, wobei nun q und x als Vektoren und ihr Produkt als
Skalarprodukt im R? beziehungsweise R® zu lesen ist.

Schauen wir uns diese Bedingungen mit Blick auf das SCHNAKENBERG-Modell an, so erinnern wir uns an
Abbildung 3.2, aus welcher wir ablesen, dass eine Musterbildung nur fiir Parameterwerte a und S links der roten
Stabilitédtsgrenze vorkommen kann. Wegen (4.1.18) erahnen wir, dass die Instabilitdtsbedingung det Ay < 0 nur
erfiillt werden kann, wenn der Zustand (a*, h*) nicht ,allzu stabil“ fiir das reine Reaktionssystem ist.

Genauer erkennen wir, dass es zu gegebenen « und S im Stabilitéitsbereich fiir das kinetische System einen
minimalen Wert o derart gibt, dass fiir 6 > o instabile Wellenzahlen ¢ auftreten. Je gréfler 0 wird, desto breiter
wird dieser instabile Bereich. Ferner verschiebt sich fiir wachsende § das Maximum der Reo(g)-Kurve nach links,
die instabilsten Moden werden also kurzwelliger und die Muster feiner.
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